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Abstract
In this paper we study the evolution by quadratic transforms of Abhyankar’s good

points. In fact, we determine the minimal number of quadratic transforms to convert a
good point into a bad point, when this is possible.

Introducción

Con esta breve nota queremos iniciar el estudio de la evolución de puntos buenos de una
superficie por transformaciones cuadráticas con la idea de obtener información sobre la
estructura de la singularidad de la superficie.

El prototipo de punto bueno lo proporciona una ecuación como

Zd − fXaY b

con f una unidad y a+ b < d ≤ a+ b, siendo a y b la reducción módulo d de a y b, respec-
tivamente. Por tanto, la tripleta (d, a, b) determina de forma combinatoria la singularidad
de la superficie.

Nosotros estamos interesados en estudiar aquellas transformaciones cuadráticas que son
olvidadas en la resolución de la singularidad. Nótese que realizando transformaciones mo-
noidales con centros en las rectas Z = 0, X = 0 y Z = 0, Y = 0 se reduce la multiplicidad
de la superficie.

El otro tipo de transformaciones que no dan lugar a bajar la multiplicidad son trans-
formaciones cuadráticas en la dirección del contacto maximal dado por la ecuación Z = 0.
Es decir, localmente dadas por Z = Z ′X ′, X ′ = X, Y = (Y ′ + β)X ′ o Z = Z ′Y ′, X =
(X + α)′Y ′, Y = Y ′, con α y β elementos del cuerpo de coeficientes.

Estas transformaciones se traducen de forma sencilla a transformaciones sobre la tripleta
(d, a, b), (ver sección 1, más abajo) y permite estudiar el número mı́nimo que transforma el
punto bueno inicial en uno malo, supuesto que fuera posible.

De forma más concreta, en la sección 2, probamos que utilizando transformaciones
con α = β = 0, dicho número mı́nimo (llamado más adelante la bondad del punto) está
controlado por la sucesión de Fibonacci clásica, dada por a0 = 0, a1 = 1 y an = an−1+an−2,
para n ≥ 2. (ver Teorema 2.6 y Corolario 2.7).

1 Notaciones y preliminares

En lo que sigue Z denotará el conjunto de los números enteros y Z+ el conjunto de los
números enteros positivos.

51



Sea d ∈ Z+, d ≥ 2, fijo. Para cada a ∈ Z+ denotaremos por pd(a) o simplemente p(a)
el resto de a módulo d, es decir a ≡ p(a) ( mod )d.

Para i ∈ {0, 1, 2} consideraremos las funciones fd
i : Z2 → Z

2, dadas por:

fd
0 (a, b) = (a+ b− d, 0), fd

1 (a, b) = (a+ b− d, a), fd
2 (a, b) = (a+ b− d, b),

para cada (a, b) ∈ Z2. Nótese que fd
0 corresponde a la transformación Z = Z ′X ′, X =

X ′, Y = (Y ′ + β)X ′ ó Z = Z ′Y ′, X = (X + α)Y ′, Y = Y ′ con α y β inversibles; fd
1 se

corresponde con la transformación Z = Z ′X ′, X = X ′Y ′, Y = Y ′ y fd
2 con Z = Z ′X ′, X =

X ′, Y = Y ′X ′.
Denotaremos por Fd = {fd

0 , f
d
1 , f

d
2 } y F ′d = {fd

1 , f
d
2 }. Llamaremos conjunto de transfor-

maciones cuadráticas iteradas relativas a d al conjunto

Λ(d, a, b) = {f / f = fn ◦ · · · ◦ f1, con fi ∈ Fd, f(a, b) = (a′, b′) ∈ Z2
+, con a′ + b′ ≥ d}

y consideraremos el subconjunto formado por las transformaciones iteradas

Λ′(d, a, b) = {f / f = fn ◦ · · · ◦ f1, con fi ∈ F ′d f(a, b) = (a′, b′) ∈ Z2
+ con a′ + b′ ≥ d}.

Recordemos que la sucesión de Fibonacci, {an}∞n=0, se define de forma recurrente como
an = an−1 + an−2 para n ≥ 2, con a0 = 0 y a1 = 1. Su término general an, viene dado por

la expresión an =
1√
5

(λn
1 − λn

2 ) con λ1 =
1 +
√

5
2

y λ2 =
1−
√

5
2

.

Lema 1.1. Con la notación anterior, dada f ∈ Λ(d), con f = fn ◦ · · · ◦ f2 ◦ f1, se verifican
las siguientes afirmaciones:

1. Si fi = fd
1 para i = 1, 2, · · · , n, entonces

f(a, b) = (an+1a+ anb− (an+2 − 1)d, ana+ an−1b− (an+1 − 1)d).

2. Si f1 = fd
2 y fi = fd

1 , para i = 2, · · · , n, entonces

f(a, b) = (ana+ an+1b− (an+2 − 1)d, an−1a+ anb− (an+1 − 1)d).

3. Si fi = fd
2 para i = 1, 2, · · · , n, entonces f(a, b) = (a+ n(b− d), b).

4. Si fi = fd
0 para i = 1, 2, · · · , n, entonces f(a, b) = (a+ b− nd, 0).

Donde {an}∞n=0 denota la sucesión de Fibonacci.

Demostración. Es un simple ejercicio utilizando inducción.
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2 Sucesiones minimales de puntos buenos

En lo que sigue, mantendremos las notaciones de la sección anterior.

Definición 2.1. Diremos que un par (a, b) ∈ Z2
+ es bueno respecto a d, o simplemente

bueno, si verifica que a+ b ≥ d > pd(a) +pd(b) y diremos que es malo si pd(a) +pd(b) ≥ d.

Definición 2.2. Dada f ∈ Λ(d, a, b), llamaremos longitud de f a n(f) ∈ Z+ tal que
existen f1, · · · , fn(f) ∈ Fd con f = fn(f) ◦ · · · ◦ f2 ◦ f1 y para cada 0 ≤ m < n(f) y cada m−
tupla (f ′1, · · · , f ′m) con f ′i ∈ Fd se tiene que f 6= f ′m ◦ · · · f ′1.

Si el par (a, b) es bueno respecto a d, llamaremos bondad del par (a, b) respecto a d a

β(d, a, b) = min{n(f) ∈ Z+/ f(a, b) es malo respecto a d},

si existe alguna f ∈ Λ(d) tal que f(a, b) es malo. En caso contrario, pondremos β(d, a, b) =
+∞.

Lema 2.3. Si f ∈ Λ(d, a, b) es tal que n(f) = β(d, a, b) = n y f = fn◦· · ·◦f2◦f1, f1(a, b) =
(a′, b′), entonces β(d, a′, b′) + 1 = β(d, a, b). También n(fn ◦ · · · ◦ f2) = n− 1.

Lema 2.4. Sean a, b, d ∈ Z+, con d ≥ 2. Si a+b ≥ d y r =
[
a+ b

d

]
, entonces (fd

0 )r /∈ Λ(d).

Además, (fd
0 )k ∈ Λ(d), y (fd

0 )k(a, b) es bueno respecto a d, para todo 0 < k < r.

Demostración. Basta tener en cuenta que (fd
0 )k(a, b) = (a+ b− kd, 0) Aśı, si 0 < k < r es

pd(a+ b+ kd) = pd(a+ b) < d y para k = r es a+ b− rd < d.

Lema 2.5. En las condiciones anteriores, si (a, b) es bueno respecto a d, entonces β(d, a, b) =
+∞ śı, y sólo si, pd(a) = pd(b) = 0.

Demostración. Supongamos que pd(a) 6= 0, entonces tomando fn = (fd
1 )n, n > 0 se tiene

que

fn(a, b) = (an+1a+ anb− (an+2 − 1)d, ana+ an−1b− (an+1 − 1)d) = (a′, b′).

Ahora, si fn−1(a, b) es bueno respecto a d, tenemos

pd(a′) + pd(b′) = pd(an+1a+ anb) + pd(ana+ an−1b) = an+2pd(a) + an+1pd(b).

Como la sucesión de Fibonacci es creciente, existe n ∈ Z+ tal que an+2pd(a)+an+1pd(b) ≥ d,
en contra de que β(d, a, b) = +∞.

Rećıprocamente, si pd(a) = 0 = pd(b) y fd
i (a, b) = (a′, b′), basta notar que pd(a′) =

pd(b′) = 0, para i = 0, 1, 2.

Teorema 2.6. Sean a, b, d ∈ Z+, con d ≥ 2 y tales que, a+ b ≥ d > pd(a) + pd(b) 6= 0.

1. Si pd(a) ≥ pd(b), entonces β(d, a, b) = n se alcanza para fn = (fd
1 )n. Además,

β(d, a, b) = min{n ∈ Z+ / an+2pd(a) + an+1pd(b) ≥ d > an+1pd(a) + anpd(b)}.
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2. Si pd(a) < pd(b), entonces β(d, a, b) = n se alcanza para fn = (fd
1 )n−1 ◦ fd

2 . Además,

β(d, a, b) = min{n ∈ Z+ / an+1pd(a) + an+2pd(b) ≥ d > anpd(a) + an+1pd(b)}.

Demostración. Probaremos 1. y de forma análoga se obtiene 2.
Por 2.5, se tiene que β(d, a, b) = n ∈ Z+.
Por 2.4, al aplicar fd

0 , siempre que f ∈ Λ(d), el par es bueno. Luego, fd
0 no ha de

intervenir en la composición de f.
Como,

pd(a+ b− d) + pd(b) = pd(pd(a) + pd(b)) + pd(b) =

= pd(a) + 2pd(b) < 2pd(a) + pd(b) = pd(pd(a) + pd(b)) + pd(a) = pd(a+ b− d) + pd(a).

Una sencilla inducción acaba la prueba de 1.

Corolario 2.7. Con las notaciones de 2.6, supongamos pd(a) ≥ pd(b) con p(a) + p(b) 6= 0.
Sea n ∈ Z+ tal que

an <
d

pd(a) + pd(b)
≤ an+1,

siendo {an} la sucesión de Fibonacci. Entonces (fd
1 )n−2(a, b) es bueno y ó bien (fd

1 )n−1(a, b)
es malo ó bien (fd

1 )n−1(a, b) es bueno y necesariamente (fd
1 )n(a, b) es malo. En particular,

n− 1 ≤ β(d, a, b).

Demostración. Que (fd
1 )n−2(a, b) es bueno se deduce de que anp(a) + an−1p(b) ≤ anp(a) +

anp(b) < d.
Por otro lado, si (fd

1 )n−1(a, b) y (fd
1 )n(a, b) = (a′, b′) son bueno, entonces

pd(a′) + pd(b′) = an+2pd(a) + an+1pd(b) < d.

Luego d > an+1pd(a) + an+1pd(b), lo que es una contradicción.

Nota 2.8. No se puede afirmar nada de (fd
1 )n−1(a, b).

Por ejemplo, tomando d = 12, a = 18, b = 12, es a2 <
d

p(a) + p(b)
≤ a3. Por tanto

n = 2, y f12
1 (18, 12) = (18, 18), es malo.

En cambio, para d = 7, a = 9, b = 2, es a2 <
d

p(a) + p(b)
≤ a3. Por tanto n = 2, y

f7
1 (9, 2) = (4, 9) es bueno.
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