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Abstract

In this work we describe how many slopes may have a hypergeometric system with
codimension one, that is, with a toric ideal generated by one element. In the case we
have the row-reduced matrix which defines the system with all the nonzero coefficients
positive we determine exactly all the slopes of the system.

Introducción

La teoŕıa de D-módulos generaliza los conceptos en la teoŕıa clásica de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias con coeficientes holomorfos en una variable compleja x. Consideraremos el
álgebra de Weyl,

An = C〈x1, . . . , xn, ∂1, . . . , ∂n〉

es decir, el anillo de operadores diferenciales con coeficientes polinómicos en n variables.
Este anillo no es conmutativo, y los śımbolos anteriores verifican las relaciones: [xi, xj ] = 0,
[∂i, ∂j ] = 0, y [∂i, xj ] = δi,j . Si tomamos un elemento en A1:

P = am(x)∂m + am−1(x)∂m−1 + · · ·+ a0(x), con am(x) 6= 0,

define una ecuación diferencial ordinaria.
La condición de Fuchs nos describe que el punto x = 0 es un punto singular regular

si y sólo si se verifica la igualdad: m − val(am(x)) = maxj=0,... ,m{j − val(aj(x))}, donde
val(aj(x)) denota el orden de anulación de aj(x) en x = 0.

Podemos asociarle a P un objeto, el poĺıgono de Newton, definido

N (P ) = envolvente convexa(
m⋃
j=0

(j, j − val(aj(x)) + (−N)2)

aśı P tendrá en x = 0 un punto singular regular si y sólo si N (P ) es un cuadrante.
La generalización del concepto de irregularidad en varias variables es el haz de irregula-

ridad definido respecto de una hipersuperficie. También se obtiene el concepto de pendiente
de un D-módulo respecto de una hipersuperficie, que describe saltos de la filtración de
Gevrey en dicho haz.
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Dada A = (aij) matriz d × n de enteros con rango d le asociamos el ideal, IA ⊂ C[∂],
que llamaremos ideal tórico. IA es el ideal generado por {∂u − ∂v|u, v ∈ Nn, Aut = Avt}.
Dado β = (β1, . . . , βd) ∈ Cd y θ = (θ1, . . . , θn), notando θi = xi∂i consideramos el ideal
generado por los elementos de Aθt−β, y aśı llamamos sistema hipergeométrico de Gelfand-
Kapranov-Zelevinski al sistema definido por el ideal: HA(β) = 〈IA, Aθt − β〉. El cociente
HA(β) = An/HA(β) es un An-módulo holónomo.

Dadas dos matrices de enteros A,A′, tales que existe G ∈ GLd(Q) tal que A′ = GA,
entonces IA = IA′ y HA(β) = HA′(Gβ), por lo que dada una matriz de enteros podemos
considerar su matriz reducida por filas. Si el ideal tórico es homogéneo para la graduación
usual, es decir (1, . . . , 1) está en la Q-variedad generada por las filas de A, el sistema es
regular.

En nuestro caso consideraremos matrices n×(n+1), de rango n, y tomando el generador
P del ideal tórico podremos determinar con respecto a qué hipersuperficies puede haber
pendientes, y restringiremos éstas sólo a las proporcionadas por los diferentes poĺıgonos de
Newton de P . En el caso en que la reducida por filas de A tenga todos los coeficientes no
nulos positivos podremos demostrar que todas éstas son pendientes.

1 Cálculo de pendientes

Existe un algoritmo ([1]) para calcular las pendientes de un D-módulo respecto de una
hipersuperficie lisa, por lo que, en lo que sigue consideraremos que esta hipersuperficie
respecto de la cual vamos a calcular las pendientes es xn = 0.

El anillo D = Dn admite varias filtraciones. En primer lugar la filtración definida por
el orden de los operadores diferenciales, que denotaremos Fk(D), dado P =

∑
β aβ(x)∂β,

consideramos ordF (P ) = max{|β|, aβ 6= 0}, lo que nos da el menor ı́ndice de la filtración
en que está P . También se define la filtración de Malgrange-Kashiwara respecto de xn = 0,
que denotaremos Vk(D); dado P =

∑
α,β aα,βx

α∂β, sea ordV (P ) = max{βn −αn|aα,β 6= 0}.
Dados (p, q) 6= (0, 0), un par de enteros no negativos, definimos la forma lineal sobre Q2

dada por L(a, b) = pa + qb. Aśı dado un operador P =
∑

α,β aα,βx
α∂β, definimos ordL =

max{L(|β|, βn − αn)|aα,β 6= 0}, lo que nos da una nueva filtración que notaremos Lk(D).
La L-filtración describe en particular a las filtraciones F y V , de hecho nos permite ordenar
dichas filtraciones, aśı dadas L y L′ definidas por parejas (p, q) y (p′, q′) respectivamente,
diremos que L < L′ si y sólo si −p/q < −p′/q′. Dada L definimos su pendiente como el
racional −p/q.

En general dada una filtración L definimos el L-śımbolo de un operador como σL(P ) =∑
L(|β|,βn−αn)=ordL(P ) aα,βx

αξβ elemento en el anillo graduado de D respecto de la filtración
L, que salvo para la V filtración es un anillo conmutativo.

Si I es un ideal de D, la filtración L inducida sobre I, tiene un ideal graduado asociado
grL(I), es decir, el ideal generado por los L-śımbolos principales de los operadores de I.

Definición 1.1. [5] Sea I un ideal de D. Las pendientes del D-módulo D/I, son las pen-
dientes de las formas lineales L tales que

√
grL(I) no es bihomogéneo para las filtraciones

F y V .
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Nota 1.2. Si estamos calculando las pendientes de un D-módulo holónomo D/I, y encontra-
mos una L tal que x1ξ1, . . . , xnξn ∈

√
grL(I), entonces L no es pendiente de dicho módulo,

ya que todas sus componentes son bihomogéneas para F y V .

2 Pendientes en codimensión 1

Sea A una matriz n × (n + 1) de coeficientes enteros, con rango n y β ∈ Cn. Exigimos
algo más: todos los menores n×n de A son distintos de cero (al final de la sección veremos
que no es algo tan restrictivo). Gracias a esta condición podemos asegurar que el vector u
generador del núcleo de A tiene todas las componentes no nulas. Llamamos P ∈ C[∂] al
elemento generador del ideal tórico definido por u.

Nuestro interés se centra en el cálculo de las pendientes del D-módulo HA(β), que
suponemos no regular, por lo que P no es homogéneo respecto de la graduación en grado
total. P = ∂u

+ − ∂u
−

, donde u+ representa las coordenadas positivas de u, y u−, las
negativas. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que |u+| > |u−| y renombramos las
variables siendo las k primeras aquellas componentes no nulas de u+.

Lema 2.1. Sea A matriz n × (n + 1) de enteros con todos los menores n × n distintos de
cero, ordenadas las variables como antes, HA(β) no tiene ninguna pendiente respecto de las
k primeras variables.

Demostración. Probaremos que HA(β) no tiene ninguna pendiente respecto de la hipersu-
perficie x1 = 0.

Gracias a la condición sobre los menores, podemos, mediante una reducción por filas
obtener los elementos de HA(β): Q1 = a1θ2 + b1θ1 − β′1, . . . , Qn = anθn+1 + bnθ1 − β′n,
de forma que ai, bi 6= 0 para todo i. Usando la nota 1.2 para ver que una cierta L no es
pendiente para HA(β), nos basta ver que x1ξ1 ∈

√
grL(HA(β)). Y para esto nos basta con

encontrar un H ∈ HA(β) con σL(H) = xk11 ξ
k2
1 .

Sea L una pendiente cualquiera respecto de la hipersuperficie x1 = 0, tenemos la si-
guiente sucesión de elementos Si en HA(β), donde ordL(Ri) < ordL(P ) = ordL(Si):

S1 = ∂u1
1 ∂u2−1

2 ∂u3
3 · · · ∂

uk
k Q1 − a1x2P

= b1θ1∂
u1
1 ∂u2−1

2 ∂u3
3 · · · ∂

uk
k +R1.

S2 = b1θ1∂
u1
1 ∂u2−2

2 ∂u3
3 · · · ∂

uk
k Q1 − a1x2S1

= b21θ
2
1∂

u1
1 ∂u2−2

2 ∂u3
3 · · · ∂

uk
k +R2.

...
Su2 = bu2−1

1 θu2−1
1 ∂u1

1 ∂u3
3 · · · ∂

uk
k Q1 − a1x2Su2−1

= bu2
1 θ

u2
1 ∂u1

1 ∂u3
3 · · · ∂

uk
k +Ru2 .

Su2+1 = bu2
1 θ

u2
1 ∂u1

1 ∂u3−1
3 · · · ∂uk

k Q2 − a2x3Su2

= bu2
1 b2θ

u2+1
1 ∂u1

1 ∂u3−1
3 · · · ∂uk

k +Ru2+1.
...

Su2+u3 = bu2
1 b

u3−1
2 θu2+u3−1

1 ∂u1
1 ∂u4

4 · · · ∂
uk
k Q1 − a2x3Su2+u3−1

= bu2
1 b

u3
2 θ

u2+u3
1 ∂u1

1 ∂u4
4 · · · ∂

uk
k +Ru2+u3 .

...
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...
Su2+···+uk

= bu2
1 · · · b

uk−1
k−1 θu2+···+uk−1

1 ∂u1
1 Q1 − ak−1xkSu2+···+uk−1

= bu2
1 · · · b

uk
k−1θ

u2+···+uk
1 ∂u1

1 +Ru2+···+uk
.

Algunas de las ideas utilizadas en el siguiente teorema están inspiradas en el trabajo de
Castro-Jiménez y Takayama [4].

Teorema 2.2. Sea A matriz n× (n+ 1) de enteros con todos los menores n× n distintos
de cero, ordenadas las variables como antes, si HA(β) tiene alguna pendiente respecto de
xj = 0 con j > k es Lj = ujF + (|u+| − |u−|)V .

Ordenando las variables como antes, si su reducida por filas tiene todas sus elementos
no nulos positivos, entonces Lj = ujF + (|u+| − |u−|)V es pendiente respecto de xj = 0.

Demostración. Sea L′ < Lj cualquiera, entonces σL′(P ) = ξu1
1 · · · ξ

uk
k , siguiendo la demos-

tración del lema 2.1 seguimos teniendo ordL′(Ri) < ordL′(P ) = ordL′(Si) y

σL′(Su2+···+uk
) = cxu2+···+uk

1 ξu1+···+uk
1 .

Aśı de la misma forma que antes L′ no es pendiente respecto de xj = 0.
Consideremos ahora L′′ > Lj cualquiera, entonces σL′′(P ) = −ξuk+1

k+1 · · · ξ
un+1

n+1 , igual que
antes podemos tomar elementos en HA(β): Q′1 = c1θ1 + d1θj − β′′1 , . . . , Q

′
n = cnθn+1 +

dnθj−β′′n, obtenemos la siguiente sucesión de elementos S′i en HA(β) tales que ordL′′(R′i) <
ordL′′(P ) = ordL′′(S′i)

S′1 = ∂
uk+1−1
k+1 ∂

uk+2

k+2 · · · ∂
un+1

n+1 Q
′
k+1 + ck+1xk+1P

= dk+1θj∂
uk+1−1
k+1 ∂

uk+2

k+2 · · · ∂
un+1

n+1 +R′1.

S′2 = dk+1θj∂
uk+1−2
k+1 ∂

uk+2

k+2 · · · ∂
un+1

n+1 Q
′
k+1 − ck+1xk+1S

′
1

= d2
k+1θ

2
j∂

uk+1−2
k+1 ∂

uk+2

k+2 · · · ∂
un+1

n+1 +R′2.
...

S′uk+1
= d

uk+1−1
k+1 θ

uk+1−1
j ∂

uk+2

k+2 · · · ∂
un+1

n+1 Q
′
k+1 − ck+1xk+1Suk+1−1

= d
uk+1

k+1 θ
uk+1

j ∂
uk+2

k+2 · · · ∂
un+1

n+1 +R′uk+1
.

...

S|u−|−uj
= d

uk+1

k+1 · · · d
uj−1

j−1 d
uj+1

j · · · dun+1−1
n θ

|u−|−uj−1
j ∂

uj

j Q
′
n − cnxn+1S|u−|−uj−1

= d
uk+1

k+1 · · · d
uj−1

j−1 d
uj+1

j · · · dun+1
n θ

|u−|−uj

j ∂
uj

j +R′|u−|−uj
.

Supongamos ahora que tenemos la condición de que la reducida por filas de A tiene
todos sus elementos no nulos positivos. Gracias esta condición tenemos que, o bien P =
∂u1

1 · · · ∂un
n − ∂

un+1

n+1 , con u1 + . . . + un > un+1, o bien P = ∂u1
1 − ∂

u2
2 · · · ∂

un+1

n+1 , con u1 >
u2 + · · · + un+1. En el primer caso sólo tendŕıamos una pendiente respecto de xn+1 = 0,
y en el segundo seŕıan n pendientes respecto de las n últimas variables. Demostraremos el
primer caso ya que el segundo se hace de forma análoga.
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Supongamos que Ln+1 no es pendiente de HA(β), por lo tanto ChL(HA(β)) se man-
tendŕıa constante para toda L. Sea L′ > Ln+1, calculemos en este caso el grL

′
(HA(β)).

Siempre podemos tomar Q′′1 = a′1θ1 + b′1θn+1 − β′′1 , . . . Q′′n = a′nθn + b′nθn+1 − β′′n y además
HA(β) = 〈P,Q′′1, . . . , Q′′n〉. Tomando un L′-orden ≺ tal que ∂n+1 ≺ x1 ≺ x2 ≺ · · · ≺ xn, es
fácil ver que todos los S-polinomios son cero y por tanto nuestro conjunto de partida es una
L′-base. Con los cálculos que llevamos a cabo en el lema 2.1 obtuvimos que para L′′ < Ln+1

ξ1 . . . ξn, xiξi ∈
√
grL′′(HA(β)):

ChL
′
(HA(β)) = T ∗Cn+1Cn+1 ∪ T ∗y1=0C

n+1 ∪ · · · ∪ T ∗yn=0C
n+1∪

∪T ∗y1=y2=0C
n+1 ∪ · · · ∪ T ∗yn−1=yn=0C

n+1 ∪ · · · ∪ T ∗y1=y2=···=yn=0C
n+1

6⊂ T ∗Cn+1Cn+1 ∪ T ∗y1=0C
n+1 ∪ · · · ∪ T ∗yn=0C

n+1 ∪ T ∗yn+1=0C
n+1∪

∪T ∗y1=y2=0C
n+1 ∪ · · · ∪ T ∗yn=yn+1=0C

n+1 ∪ · · · ∪ T ∗y1=y2=···=yn−1=yn+1=0C
n+1

ya que no tenemos la componente T ∗y1=y2=···=yn=0C
n+1.

Nota 2.3. En el caso en que la matriz A tenga un menor n× n igual a cero, esto equivale a
que exista un sub́ındice i tal que P ∈ C[∂1, . . . , ∂i−1, ∂i+1, . . . , ∂n+1], y también podemos
obtener Q1 = cxj∂j − β′j y Q2, . . . , Qn ∈ An, donde hemos quitado la variable j-ésima.
HA(β)〈P,Q1, . . . Qn〉, si notamos Ai,j a la matriz obtenida quitándole a A la fila j-ésima y
la columna i-ésima con los métodos anteriores se obtienen que HA(β) no tiene pendientes
respecto de xi = 0 y para el resto de las hipersuperficies tiene las mismas pendientes que
HAi,j (β) (Haciendo los cambios de nombre de variables pertinentes).
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