Algebra Efectiva (12/06,/2002)
Ejercicio 1: (2 puntos) Seak =Z/Z-2y f = Z°+Z5+Z°+ Z*+ Z+1 € k[Z].
1).- Hallar el cociente y el resto de la divisién de Z'5 + 1 por f en k[Z].

Sea C C k' el cédigo ciclico de polinomio generador f. Se tiene como dato
que C corrige dos errores. También se tiene como dato los sindromes de algunos
errores.

2)= Recibida la palabra Z14 + Z12 + 79 + 78 + 75 + 72, hallar la transmitida.

EL APARTADO 2) SE CALIFICARA TRIPLE DEL 1)

Sindromes Errores

Z8+ 75+ Z4+ Z Z2+1
2+ 28+ 75+ 722+ Z 41 71041
78 + LA F ) 2T 2+
B4+ 7"+ 25+ 725+ 23+27Z 72 +1
Z8+ 77 + 75 + 72 Z1B3 41
78+ 7254 74+ 73 Z¥% 41

Se da como solucién una hoja de célculo-de Maple.

Polinomio dato:
>  £:=Z279+Z76+Z75+Z74+7Z+1;
fi =204 25+ 254+ 24+ Z + 1

Lista formada por cociente y resto de dividir Z'% 4+ 1 entre f
> divpolcf(Z~15+1,f);

2+ 234+ 722+ Z +1, (]

Esto responde a la primera cuestién del examen. El cociente es el primer
elemento de la lista y el resto el segundo, que es cero. Como f divide a
Z15 + 1, genera un cédigo ciclico en dimensién 15.

Para responder a la segunda cuestién, escribimos como recordatorio la tabla
completa de errores y sindromes. Como los sindromes de los errores se
obtienen dividiendo éstos por f y tomando el resto, los nueve primeros son
absolutamente obvios: ellos mismos porque el cociente es cero. En el texto del
examen se han dado como dato inicial los errores no obvios. De todas formas,
aqui los escribimos todos, para mayor claridad.

Comenzamos escribiendo la lista de errores de peso menor o igual que 2



> i:=’i’:le:=[1,seq(1+Z7i,i=1..14)];

le:=[1,1+ 2,1+ 2% 1+ 2% 1+ 2% 1+ 2,
1428, 1427, 1+28, 1+ 2% 1+ 20 14+ 211,
1421214 218, 14 74

Ahora escribimos la lista de sus sindromes:
> i:=’i’:1s:=[seq(divpolcf(le[i],f)[2],i=1..15)];

Is:=[1,Z+1,2%+1,Z3+1, Z* +1, Z° + 1,
2841, 2"4+1,284+1,254+ 25+ 2% + Z,
ZT+ 28+ 25+ 22+ Z + 1,
B4+ 7T+ 28+ 73 4 22+ 1, 28 4+ 274+ 25+ 75+ 7% + 7,
78+ 77 $ 25+ 2%, 28 w75 +1 2 4 73
Para que sea més visible; escribimos la lista de sindromes y errores en formato

de matriz. Se’insiste en que esta lista no hay-que calcularla; se'daba como
dato. A la izquierda estdn los sindromes, y a la-derecha los errores.

> M:=linalg[transposel (array([ls,lel));

1 1

Z 3k Z+1

%2 41 Z?+1

Z3 +1 Z3+1

ZA 41 74+ 1

Z5 41 7%+ 1

7044 AL

M= Z04M VA

Z8+1 78 Nt

A SR ) Z% +1

T4+ 75+ 75422+ Z+ 1 7041

28477+ 728+ 7234+ 722 +1. Z1M 41

8477478+ 25+ 234+ 7 7241

Z8+ 77+ 75+ Z? Z%B 41
78+ 754 744+ 73 Z1H 41 |

Ahora comienza la resolucién de la segunda parte del problema. La palabra
recibida es:
>  pr:=2"14+4Z712+Z79+Z"8+Z"5+Z"2;
pro=2"+ 722+ 2%+ 728+ 7° 4+ Z*

Calculamos la lista de cociente y resto de la divisién de esta palabra por f. Su
sindrome es el resto, segundo elemento de la lista:

> divpolct(pr,f);
254+ 234+ 2°4+Z+1,28+ 27+ 22 + 1]
Asf pues, el sindrome es Z8 + Z7 + Z% 4+ 1, que no esta en la primera columna

de la matriz. Por tanto, hemos de hallar el producto de Z por la palabra
recibida y su sindrome.



> prl:=expand(Z*pr) ;
p’f‘] = Z15 +le+Zl(]+Z9+ZG +Zd
Como antes, hallamos la lista de cociente y resto de su divisiéon por f. El
sindrome sera el segundo elemento de la lista:
> divpolcf(pril,f);
(Z8+Z4 + 22+ 22+ Z +1, 28+ Z5 + Z° + Z* + 73 4 1]

El sindrome es Z8 + Z5 + Z° + Z* + Z3 + 1, que tampoco est4 en la primera
columna de la matriz. Asi pues, procedemos a multiplicarla por Z2 y hacer lo
mismo:

> pr2:=expand(Z~2*pr) ;
pr? = ZlG =k Zl4 = N le + ZlO + Z7 + Z4
> divpolcf(pr2,£f);
(27 +2° + 22+ 2P+ 22+ Z + 1,27+ 1]
En este caso el sindrome, Z7 -1, sf estd en la primera columna. Corresponde
al error Z7 4 1, como es 16gico. Asi pues, corregimos la palabra pr2:
>  pr2c:=pr2+(Z°7+1) mod 2;
proc =210+ Z¥W 47"+ 710 + 74 + 1
Para obtener la palabra original, hemos de multiplicar la corregida-de pr2 por
Z13 (porque hemos multiplicado por Z?2) y tomar ‘el resto de dividir por
zZ% 41
> prc:=expand(Z~13*pr2c) ;
pre 1= Z29 + Z27 + Z24 + Z23 4 Zl7 4 Z13

La lista de cociente y resto de dividir por Z'® +1 es:
> divpolcf (prc,;Z715+1);
[Z14+212+ZQ+Z8+Z2, Z14+Z13+Z12+Z9+ZS+Z2]

Por tanto, la palabra emitida es el resto, o sea
ZU 7V + 7+ 20+ 78 + 72

Ejercicio 2: (3 puntos)

A) Resolver la ecuacion de recurrencia fris+ fnae— for1—fo = (1", n>0
con fo=0,f1=0,f=1

B) Calcular la funcién generatriz de la ecuacién de recurrencia anterior.

A +22 —x—1=(z—1)(x+1)% luego
M = A+ B+ Cnj(-1)".

La solucién particular de la ecuaciéon no homogénea la buscamos de la forma
fép) = Dn?%(—1)". Sustituyendo se tiene:

D(n+3)*(=1)""*+D(n+2)*(-=1)""* = D(n+1)*(-1)"*' = Dn?(-1)" = (-1)"



D(—1)"[(=1)3(n?+6n+9)+(—1)*(n*+4n+4) — (1) (n*+2n+1)—n? = (-=1)"
—4D =1, D=—(1/4).
Por tanto f¥) = —(1/4)n%(—1)".

La solucién general es

o= JHLP) = —(1/90* (1) + A+ [B+Cn](=1)" = A+[B+Cn—(1/4)n®](~1)".

fo=0=A+B
fi=0=A—[B+C—(1/4)]
fo=1=AT[B+2C 1]

Dedonde A = —B=3/8, C =1, f, = (3/8)+[-(3/8)+n—(1/4)n?|(-1)".

B)
F(x):anx":
= (3/8))_a" — (3/8) Yo ()" + D (=)= (1/4) Yo nP(~a)" =
: 3 1 _3 1 _x 13:(1730)_

:gl—xﬁgl—w—x-{_(l—l—x)? 4(1+2x)3

Ejercicio 3: (1 punto) Probar que si a y b son primos entre si, entonces se
verifica que m.c.d(ab,n)=m.c.d(a,n) - m.c.d(b,n), para todon € Z.

Sean d=m.c.d.(ab;n), dy=n1.c.d.(a;n), do=m.c.d:(b;n). Es facil ver que m.c.d.(dy, dz)=1.
Pongamos

d=aab+ fn
dy = aqa + Bin
ds = aib + Bon.

dq | a | ab, dy | n = d; | d.

ds | b | ab, ds | n  =ds | d.

Como m.c.d.(dy, d2)=1, se tiene que didy | d.
Reciprocamente: dids = ajasab + (a1 f2a + Brasb + B162n)n,

d | ab, d | n = d | dido.

Ejercicio 4: (1 punto) Sean a,b,c € Z, 1 < a < b < ¢. Calcular todas las

soluciones de
(mod ¢)

b
¢ (mod a)
a (mod b)

a



De la primera congruencia se tiene que ¢ | (b — a), luego a = b, pues

b — a < c. Las dos congruencias restantes son iguales a
a=c (mod a),
por tanto a | (¢—a),luegoa | c. Solucién: a=0b | e

Ejercicio 5: (1 punto)

A) Probar que @Q,+1(0,1,...,1) = F,.

B) Calcular @,41(0,...,0,1,...,1), r+s=n-+1.
—— ——

S I

A)Qnir(0,1,...,1) = 0.Qn(1,...,1) + Qu_1(1,...,1) = F,.
B)Qyrs(0, ..., 0,1, .., 1) = 0:Qras1(0,.. 0, Lyoee, 1)+ Qrss
—— Y—— —— —

s T s—1 T
QT"I‘S—Q(Oa s '7Oa 17' - 1)
S——

s—2 s

Qris—2(0,...50,150..,1) = 0.Qrr5-3(05.: 0,10 1) +Qr s
—— — S—— —
s—2 T 5—3 4

Q1"+s—4(0""a0a17""1)'
SN—— ——

s—4 T

5(0,...,0,1, ...
——

Distinguimos dos casos: s = 2k,s = 2k 4+ 1. Supongamos s.=-2k. Después

de k pasos tenemos que

QT+S(O7"'7071?"'71) :Qr+s—2k‘(17~-~51) :Qr(la
—— —— —— —

S T T T

Supongamos s = 2k + 1. Después de k pasos tenemos-que

Qr+s(07~~';0717"'71):Qr+s—2k(0;17"'31):QT+1(Oala"'al):Fr~
N—— S—— N——

———
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