ALGEBRA Soluciones examen de Septiembre 16-09-2002

Ejercicio 1. (3,5 puntos)
1. ;Hay algiin elemento de orden 8 en Sg7 (y de orden 60 en S127

2. Dados dos grupos G, G’ y dos subgrupos normales H <G, H' <G’, pruebe que H x H’ es un subgrupo normal de
G x G’ y que existe un isomorfismo natural

Gx¢ G &
HxH H H'

3. (Puede ser finito el grupo de automorfismos de un grupo infinito?

4. Describa todos los automorfismos de Cy x Cy indicando las imégenes de unos generadores. Pruebe que S3 =~
Aut(Cy x Cy) a través de la tabla del grupo.

Solucién del Ejercicio 1.-

1) Sabemos que toda permutacién o (distinta de la identidad) se escribe de forma tinica como composicién (conmuta-
tiva) de ciclos disjuntos, y que ademds el orden de o es el m.c.m. de los érdenes de dichos ciclos. En Sg hay ciclos de
orden 2,3,4,5 o 6, y por tanto las posibles longitudes, de menor a mayor, de los ciclos disjuntos 7; que aparezcan en
la descomposicién o = 7 - - - 7., s6lo pueden ser las siguientes (su suma ha de ser menor o igual que 6):
m=1:2,3,4,5,6

m=2:(2,2),(2,3),(2,4),(3,3)

m=3:(2,2,2)

En todos estos casos el m.c.m. resultante nunca es 8 y por tanto no hay permutaciones en Sg que tengan orden 8.
También podemos llegar al mismo resultado de la siguiente forma: para que o = 7y - - - 7, tenga orden 8, el m.c.m.
de los 6rdenes de los 7; ha de ser 8, pero para ello alguno de los 7; ha de tener orden 8, lo cual es imposible en Sg.

En el caso de S12 existen permutaciones o que sean composicién de tres ciclos disjuntos de érdenes 3,4,5 (nétese
que 3+ 4 +5 =12 < 12) y todas ellas tendrdn como orden m.c.m.{3,4,5} = 60. Por ejemplo

o = (123)(4567)(89ABC),

donde para evitar confusiones A, B, C representan a 10,11, 12 respectivamente.

2) La prueba de que H x H’ es un sugbgrupo normal de G x G’ es muy fécil a partir de las definiciones y de la
operacién de grupo en G x G'.

Sea f: G x G — % X % la aplicacién definida por f(x,z’) = (xH,z'H’) (no es necesario analizar si est4 bien
definida o no, pues para dar la imagen de cada elemento no hemos tenido que hacer ninguna eleccién).

Se prueba muy facilmente que f es un homomorfismo de grupos. Ademads, f es sobreyectivo, pues todo elemento
de % (resp. de %) es de la forma xH (resp. ' H'), para algin elemento x € G (resp. =’ € G').

Claramente el nicleo de f es H x H', y por tanto, por el primer teorema de isomorfia, el homomorfismo f induce
un isomorfismo

7 GxG GxG =~ I f G y G’
= e > Im —_ —.
ker f H x H' H H
También podemos definir directamente la aplicacién f : gigl — % X % mediante la expresién

f((g,9")(H x H')) = (gH,g'H'),
pero hemos de comenzar por probar que f estd bien definida y después que es un isomorfismo.

3) El grupo aditivo de los enteros Z es infinito y tan sélo tiene dos elementos que son, cada uno de ellos, generadores:
el 1y el —1. Como consecuencia todo automorfismo de Z debe de llevar 1 en 1 (la identidad) o 1 en —1 (el dado por
x € Zv— —x €Z), es decir Z sélo tiene dos automorfirmos.

4) El grupos ciclico Oy esta generado por un elemento a de orden 2: Cy = {1,a}, a # 1,a% = 1.
El producto cartesiano Cy x Cq estd generado por los elementos x = (a,1),y = (1,a), ambos de orden 2, cuyo
producto conmuta (en realidad Co x C5 es un grupo abeliano):

z? = (a‘2712) = (]—71),3/2 = (127a2) =(L1),2y = (a,a) =yz,x #1#y.

Se tiene
Cyx Cy={(1,1),2=(a,1),y = (1,a),z = zy = yx = (a,a)}.

En resumen, el grupo G = Cs x Cy es un grupo abeliano con 4 elementos: el elemento neutro y tres elementos mas de
orden 2. Ademés z = xy,x = yz,y = zz. Dicho de otra forma, (z,y;2% = 1,4% = 1,2y = yx) es una presentacién de
G,y G=(z,y) =(z,2) = (y,2).



Como z,y son generadores de GG, todo endomorfismo estard determinado por sus imédgenes. Ademds, dados dos
elementos cualesquiera c,d € G siempre se tiene ¢> = d?> = 1,cd = dc y por tanto existe un endomofismo tnico
fed : G — G tal que feq(x) = ¢, fe.a(y) = d. Se trata ahora de detectar cudles de los f. 4 son automorfismos, o lo
que es lo mismo (puesto que G es finito), cudles son sobreyectivos. Pero para que f. 4 sea sobreyectivo es necesario y
suficiente que ¢, d sean generadores de G. Asi pues, podemos excluir los casos en que ¢ o d son el elemento neutro o
cuando ¢ = d.

Los automorfismos de G son pues f;, (que es la identidad), fz., fyz, fy.z» fez foy. Por tanto el grupo de
automorfismos de G tiene 6 elementos.

Calculemos como ejemplo la composicién f; . o fy z:

(fe,2 0 fy,ér)(x) = fz,z(fy,z(m)) = fu2(y) = 2,

(fm,z o fy,T)(y) = ffc,Z(ny(y)) = fm,Z(Z) = f."c,Z(xy) = fm,Z(‘T)fm,Z(y) =Iz =Y,

de donde fr 0 fyo = f2y-
Las demds composiciones se calculan del mismo modo y llegamos a que la tabla del grupo Aut(G) es:

© Id Jez | fya | Jyz | fox | Joy
Id | Id | for | fya | fuz | fom | foy
Jz2 | Jz,z Id | fow | fow | Jya | Juz
Joe | fyax | Juz Id | for | fon | oz
fyz | fyz | Jua | foy | foo Id | fz:
fz;v fz,w fz7y fa:,z Id fy,z fy7:v
oy | foy | Joo | oz | Sue | fo2 1d

(Nétese que de la tabla anterior deducimos que Aut(G) ~ Sg).
Ejercicio 2. (1 punto)

1. Sea R un dominio, a € R un elemento irreducible y b € R. Pruebe que

(a) Sib € {a) entonces med(a,b) = a.
(b) Sib ¢ (a) entonces med(a,b) = 1.

2. Dé un ejemplo de un dominio R y un elemento a € R irreducible tal que R/(a) no sea dominio de integridad.

Solucién del Ejercicio 2.

1. Hagamos notar que en un dominio no siempre existe el maximo comun divisor de dos niimeros.

(a) Si b € (a) entonces b es multiplo de a, por lo que a es divisor comin de a y b. Si d divide a a y b, en
particular divide a a. Por tanto, existe el maximo comun divisor y es igual a a.

(b) Sea b & (a). Si d divide a a y a b, por ser a irreducible, solamente puede ocurrir que d = u, u unidad de R
o bien d es asociado de a. En este tltimo caso tendriamos que (d) = (a), y como b € (d), llegarfamos a que
b € (a). Por tanto, la inica posibilidad es que d sea unidad, que es lo que queriamos probar.

2. Sabemos que una condicién equivalente a que R/(a) sea dominio de integridad es que (a) sea un ideal primo, o lo
que es lo mismo, que a sea primo en R. Por tanto, buscamos un dominio donde existan elementos irreducibles no
primos. Por ejemplo, sea R = Z[\/—3], y consideremos a = 2. Veamos que es irreducible. La aplicacién norma
estd definida como N (a+ 3v/—3) = a?+332%. Es claro entonces que N(a+3y/—3) = 1 implica que 3 = 0,a? = 1,
por lo que las unidades de R son 1y —1. Si a = ay - as, a1,a2 € R no unidades, entonces 4 = N(a1)N(az) con
N(ay) # 1y N(ag) # 1. Unicamente queda N(a;) = 2, N(az) = 2. Si a1 = o + f1v/—3, a1, 51 € Z, entonces
2= N(a1) = of +343%, de donde 7 = 0. Pero entonces o = 2, lo que es imposible. Por tanto, a no admite una
factorizacién y es irreducible.

Veamos ahora que no es primo. Tenemos que 2 -2 = (1 + /=3)(1 — v/=3). Sin embargo, vamos a probar que 2
no divide a 1 ++/=3nia 1 —+/=3. Si 1+ /-3 =2(a+ 3v/-=3), con «, 3 € Z, entonces

1 = 2q,
1=2p

lo que es imposible con coeficientes enteros. Andlogo para 1 — /—3.

Ejercicio 3. (2,5 puntos) Sea k un cuerpo y R el conjunto de polinomios de k[X] que no tienen el término de grado
1, es decir, polinomios de la forma ag + as X2 +az X3+ ... +a, X".

1. Pruebe que R es un subanillo de k[X].

2. Pruebe que X? y X3 son irreducibles en R, pero no son primos. ;Es R un dominio euclideo?



3

4

. Sea A un DFU y F el cuerpo de fracciones de A. Pruebe que d € A es un cuadrado en A si y solamente si d es
un cuadrado en F.

. Dé un contraejemplo de lo anterior para el anillo R.

Solucién del Ejercicio 3. Los elementos de R son los polinomios ag + a1 X + as X% + ...+ a, X" con a; = 0.

1

. La estructura de anillo de k[X] viene determinada por la suma y el producto de polinomios. Veamos que
estas operaciones son internas en R. En efecto, sean p(X),q(X) € R. Entonces p(X) — ¢(X) € R pues
ninguno aporta término de grado 1. En consecuencia, R es un subgrupo de k[X]. Por otro lado, si a(X) =
ao+ a1 X +axX?+ ...+ a, X" b0(X) =by + b1 X +bX?+ ...+ b, X™ son elementos de k[X] , el término de
grado 1 en el producto a(X)b(X) tiene como coeficiente agby + a1bg. Si p(X), ¢(X) € R entonces los coeficientes
de los términos de grado 1 son nulos y por lo anterior también el del producto. Por iltimo, es claro que 1 € R.

. Si X2 factoriza en R, sean a(X),b(X) € R no constantes tales que X2 = a(X)b(X). Por cuestiones de grado
solamente es posible que tengan grado 1, lo que es imposible. Para X3, un razonamiento andlogo implica que o
bien grado(a(X)) =1 o bien grado(b(X)) = 1.

Observemos que X2 no divide a X3 en R, pues en otro caso tendrfamos X3 = XZ2a(X), y por el grado lle-
garfamos a grado(a(X)) = 1. Es evidente también que X no puede dividir a X2. Por otro lado, tenemos que
X0 =Xx3.X3y X6 =X2.X2%. X2 Sin embargo, X2 no divide a X2 ni X? divide a X2, de donde son elementos
no primos en R.

Por lo anterior, existen elementos irreducibles no primos, por lo que R no es dominio de factorizacién tnica.
Recordemos que un dominio euclideo es dominio de ideales principales y, en consecuencia, dominio de factor-
izacién Unica. Por tanto, R no es dominio euclideo (aun siendo subanillo de k[X], que si lo es).

Sea d € A. Es evidente que si d es cuadrado en A lo es también en F', pues A C F'. Supongamos entonces que
existen ai,as € A,as # 0 tales que d = (al/a2)2. Podemos tomar a1, as primos entre si. Entonces da% = a% y
esto implica que ay divide a a?. Pero entonces ay divide a a1, porque los factores primos de a son los mismos
que los de aq, pero con exponente doble. Esto es contradictorio con el cardcter irreducible de la fraccién aq/as.

Consideremos d = X?2. Es claro que no es cuadrado en R, por cuestiones de grado. Sin embargo, d = (X3/X?)?
y X3/X? es un elemento del cuerpo de fracciones de R.

Ejercicio 4. (3 puntos) Sea K el cuerpo de descomposicién de X3 — 2 sobre Q.

1
2
3
4

. Demuestre que K = Q(v/—3, V/2).

. Halle [K : Q].

. Sea a = /=3 + V/2. Deduzca si K = Q(«).

. Describa los elementos del grupo de Galois G(K|Q), simultdneamente,

(a) en términos de las imégenes de /=3 y /2,

(b) en términos de las imagenes de las raices de X3 — 2.

Solucion del Ejercicio 4.

1

2

. Las rafces de X® — 2 son

1 = \?/5 € Q(\gﬁa \/j?’)a
22 = V2(cos(2n/3) + isen(2n/3) = V2(-1/2-+ V=3/2) € Q(V2, VD),
75 = Y2(cos(dn/3) +isen(dn/3)) = VA-1/2 = V=3/2) € Q(V/2, V=3).

Luego K = Q(z1, 29, 23) C Q(V/2,v/—3). Reciprocamente, ¥/2 € K y x5 — 23 = v/2¢/—3 = x1v/—3, de donde
V=3 = (v2 — 23)/z1 € K. Luego Q(V/2,v/-3) C K.

. Como Q C Q(¥/2) C K, por la férmula del grado tenemos que

[K:Q]=[K:Q(V2)][Q(V2):Qq].

Por un lado, 21 = V/2 es raiz del polinomio X® — 2, que es irreducible sobre Q por el criterio de Eisenstein.
Entonces [Q(¥/2) : Q] = 3. Por otra parte, v/—3 es raiz del polinomio X? + 3 en Q(+/2)[X]. Si fuera reducible
serfa producto de dos polinomios de grado 1 con coeficientes en Q(+/2)[X]. Entonces +v/—3 € Q(¥/2) C R, lo
que es falso. Luego X2 + 3 es irreducible sobre Q(3/2)[X] y tenemos entonces que [K : Q(4/2)] = 3. Por lo
anterior, [K : Q] = 6.

Sabemos que {1,1/—3} es una base del Q-e.v. Q(v/—3), y que {1, V/2, V/4} es una base del Q-e.v. Q(+/2. Entonces
{1,3/2,V/4,/=3,v/—33/2,V/—3V/4} es una base de K como Q-e.v. Por una parte , « = /=3 + v/2 € K, luego
Q(«) C K. Entonces [Q(a) : Q] es un divisor de 6. Expresamos o™ en términos de la base anterior, para cada
n. Obtenemos



L[ V2 [ V4| V-3[V-3V2[/-3V4
IL[1[0 ][00 0 0
a |0 10 1 0 0
& [3[0[1 [0 2 0
A2 9]0 3 0 3

pues o = —3 4+ V4 4+ 2y/=3V2,0% = 2 — 9¥/2 — 3v/=3 + 3v/—3V4. Como {1,a,02, 0%} son linealmente
independientes sobre Q (rango de la matriz de coordenadas igual a 4), concluimos que [Q(«) : Q] > 3. La tnica
posibilidad es entonces [Q(«) : Q] = 6, de donde Q(a) = K.

. Por el teorema de Artin, |G(K|k)| = [K : k], ya que F(G(K|k)) = k. Sea G = G(K|Q) = {01, 02,03,04,05,06}.
Si K = Q(¥/2,v/=3), como 7;(V/2)% —2 = 0, se tiene que 0;(V/2) = {x1,72,23}. Anilogamente, o;(v/—3) =
++/-3.

(a) Como hay 6 posibilidades distintas y 6 elementos distintos en G, debe ser, por ejemplo,
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(b) Si K = Q(x1,22,x3), entonces o(z;) = x; para todo o € G. Es fécil ver que

o1(x1) = x1,01(x2) = 29, 01(x3) = x3,
o2(x1) = x1,092(x2) = x3,02(x3) = X2,
03($1) = X2

De la expresién de x5 en funcién de /2 y /=3 se tiene que o3(w2) = o3(w1)(—1/2 + 03(v/=3)/2) =
2a(=1/2 4+ /=3/2) = 21(—=1/2 + V/—=3/2)? = x3, y entonces o3(x3) = x1. Andlogamente, o4(71) = 73 y
oa(xe) = 22(—1/2 —/=3/2) = x1,04(x3) = x3. Sin mds que hacer los calculos se obtiene

o5(x1) = x3,05(x2) = 23, 05(23) = 22,
o6(x1) = 3,06(x2) = 2,06(x3) = 21



