Métodos Matematicos: Algebra Lineal 23 de Enero de 2003

Ejercicio 1 (1 punto). Construya ejemplos de matrices A y B de orden 2 x 2 que prueben la falsedad de las
siguientes implicaciones:

1. Si A es autovalor de A y i es autovalor de B entonces A + u es autovalor de A + B.
2. Si A es autovalor de A y p es autovalor de B entonces A - i1 es autovalor de A - B.

Solucion:

1. Sean A = ( (1) (1) ) ,B= ( ; (1) ) Los autovalores de A son 1,—1, y los de B son 1,2. Entonces A+ B =

2 1 . -
( 41 ) tiene como autovalores %m, BT‘/ﬁ

3
2 0

2. Con las mismas matrices que en el caso anterior, tenemos que AB = ( > , con autovalores

Ejercicio 2 (1.5 puntos). Sea A una matriz real de orden m x n con rango(A) = n. Sea P ortogonal tal que
PA=T = < ](;jb >, donde R es una matriz triangular superior de orden n x n. Si P! = ( X Y ) con X matriz
de orden m x n, explique por qué las columnas de X constituyen una base ortonormal de im(A).

Solucién. Como P es ortogonal, el rango de 1" es también n. En particular, R es una matriz invertible. Mediante
multiplicacién por bloque se tiene que A = P'T = X R. Vamos a probar que im(A4) = im(X). Sea w € im(A4).
Entonces existe v tal que w = Av. Entonces w = X(Rv), por lo que w € im(X). Entonces im(4) C im(X).
Como AR™! = X se tiene de manera andloga im(X) C im(A). Como X est formada por columnas de una matriz
ortogonal, tenemos el resultado.

Ejercicio 3 (2 puntos).

1. Calcule la forma candnica de Jordan de la matriz

A:

QO OO
O O O
OO = O
O = OO

en funcién de los valores de a.
2. Una matriz A de orden 8 tiene los autovalores 0,1, —1 y verifica que

rg(A) = 7,rg(A?) = 6,rg(A%) = 5 = rg(A*),
rg(A+1)=6,rg((A+1)%) =5 =1g((A+1)%),
rg(A—1)=rg((A—-1)%).

Determine la forma canénica de Jordan de A.
Solucion.

1. El polinomio caracteristico de la matriz es igual a det(Al — A) = A\* — a. Si a = 0, entonces la tinica raiz es
0 con multiplicidad algebraica igual a 4. Observemos que entonces la matriz A ya estd en forma canénica de
Jordan (1 caja de orden 4).

Si a # 0, entonces el polinomio caracteristico tiene 4 raices complejas distintas A1, A2, A3, A4. En concreto, si
a > 0, sea o = /a. Entonces las raices son a, ai, —a, —avi. Si a < 0, sea o = /—a. Entonces las rafces son
aexp(i(2k 4+ 1)w/4),k =0,1,2,3.

En cualquier caso, la matriz es diagonalizable, y su forma canonica es

A
A2
A3
Ay

2. Tenemos que
dimker(A) = 1,dimker(A?) = 2, dimker(4%) = 3

y aqui se estabiliza. Por tanto, la multiplicidad algebraica del autovalor 0 es 3, y tiene asociado una caja de
Jordan de orden 3. Por otro lado,



y en este espacio se estabiliza. Entonces la multiplicidad algebraica del autovalor —1 es 3, y tiene asociado
una caja de Jordan de orden 2 y una de orden 1.

Por ultimo, el autovalor 1 tiene multiplicidad algebraica 8 —6 = 2, y como se estabiliza en el primer subespacio
tenemos que dim ker(I — A) = 2. Tiene entonces asociado dos cajas de orden 1. En resumen, la forma candnica

de Jordan de A es
0

1
0 1
0

Ejercicio 4 (1.5 puntos). Definicién de matriz de Householder. Aplicaciones.
Solucién. Sea w € R™ un vector no nulo. Entonces la matriz de Householder asociada a w es

wwt

H(w)=1, - 2wtw'
Estas matrices son simétricas y ortogonales. La propiedad fundamental la da el siguiente resultado:
Sea v un vector no proporcional a ey, y consideremos w = v £ ||v|| e;. Entonces H(w) - v = F||v] e1.
Enunciamos algunas de sus aplicaciones:

= Factorizacién QR de una matriz. Sea A una matriz de orden m x n, con rg(4) = n. Entonces existe Q
R
0
un proceso inductivo sobre las columnas de una matriz A, se pueden construir una sucesion de matrices de
Householder Hy, Hs, ..., H,,_1 tales que H,,_1--- HoH1 A = R. Como el producto de matrices ortogonales
es ortogonal, la matriz Q es HiHy --- Hp—1.

ortogonal de orden my R = ! > de orden m x n y R; triangular superior tales que A = QR. Mediante

= Construccién de una base ortonormal que contenga a un vector unitario dado. Sea v unitario. Entonces existe
H una matriz de Householder tal que Hv = e;. Entonces v = He, es decir, la primera columna de H es
precisamente el vector v. Por tanto, las columnas de H son la base buscada.

= Deflacién de Householder. Si de una matriz A de orden n conocemos un autovalor A; y un autovector asociado
. A bt

v1, entonces sea H matriz de Householder tal que Hv; = «e;. Entonces HAH ! = 01 B donde B

es una matriz de orden n — 1 con los restantes autovalores de A. Ademads,si Ay # A1 es otro autovalor de A y

wy es autovector asociado para la matriz B, entonces vy = )\Qi " b'w, es autovector de Ay en A.

= Construccion de la forma de Hessenberg superior de una matriz. El algoritmo QR se acelera si la matriz de
partida estd en forma de Hessenberg superior, que es una matriz con ceros por debajo de la subdiagonal. Se
puede pasar mediante transformaciones de semejanza una matriz A a una en forma de Hessenberg superior
con ayuda de las matrices de Householder, aplicando un proceso inductivo a las columnas de A, pero tomando
el vector formado por las n — 1 dltimas componentes.

Ejercicio 5 (2 puntos) Consideremos

—4 -2 —4 -2 1
A= 2 =2 2 1 |,b=]0
—4 1 -4 -2 0

1. Describa el método de célculo de las soluciones minimo cuadraticas de Ax = b. Justifique por qué hay infinitas
soluciones.

2. Calcule la solucién minimo cuadrética de norma minima de Ax = b.
3. ;Cuéntos valores singulares no nulos tiene la matriz A7
Solucion.

1. Para calcular las soluciones minimo-cuadraticas de Ax = b hay que resolver el sistema de ecuaciones A*Ax =
A'b. En este caso, rg(A4) = 2, por lo que rg(A*A) = 2, y el sistema serd compatible indeterminado.



La solucién minimo-cuadritica de norma minima es u = A™b. Como la matriz A no es de rango completo ni

por filas ni por columnas, usaremos una factorizacién de rango pleno para su calculo. La forma reducida por
filas de A es

10 1 1/2
Ey= 0 1 0 0
0 00 0
Entonces A = C - F, donde
—4 =2
10 1 1/2
o=| 2 - ,F—( )
1 010 0
Tenemos que calcular AT = FECE. En este caso,
4/9 0 —4/81
R _ ptimpty—1 _ 0 1 L_ pten-1qt _ ( —1/9 1/18 —1/9 o | —2/9
FE=FFF)" =1y o | == 509 Z99 1j9 )4 P=| _usi
2/9 0 —2/81

Si A = UXV? es la descomposicién en valores singulares de A, entonces es claro que rg(A) = rg(X). Pero

rg(X) no es mas que el nimero de valores singulares no nulos. Por tanto, en este caso, el nimero pedido de
rg(A) = 2.



