ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS Soluciones examen final de Enero
31-01-2002

Ejercicio 1.- (4 puntos) Consideremos el polinomio f(X) = X* +6X%2+2 €
Q[X], cuyas raices son:

a1 =V-3+VT ax=+vV-3-7
053:—\/—34-\/7 oy = — —3—\/7.

1+qX +7r,

iene una

- are .
Veamos a cudl de ellos [

s que [Qay] : Q] = Z por tanto [K : Q[ai]] = 2 ; asi,
.ar Gal(K : Q[a1]) = {1, 0} y como Q C Q[a], 0 € G. ‘
ay luego o(az) =ag yalser 0 #1, () =ay y o(ay) =

tanto: (24) € G ; entonces:
G ~ {1, (13), (24), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (1234), (1432)}

Los subgrupos no triviales de G son los siguientes:
Hy = {1, (13)} ; Ha = {1, (24)} ; Hs = {1, (14)(23)} ; Hi = {1, (13)(24)
; Hs = {1, (12)34)}; Hs6 = Vi = {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}; H7 =
{1, (13)(24), (1234), (1432)} ; Hg = {1, (13), (24), (13)(24)}.
Notaremos K; = F(H;), i=1,...,8.
Calculo de K36
Ko = F(GN Vi) = Q3.
Calculo de K4



az € K1 y [Qag] : Q] = 4 ya que el polinomio minimo de as es f(x). Por
tanto:
4
—_—
4 2
QC Qo] C Ky C K = Ky = Qlay]

8

Célculo de Ko

a andloga al caso anterior se obtiene que Ky = Q[ay].
a1+a2:\/—3+\/7+ —3—\/7€K5.aesral’zdelp
4 i b o es.su polinomio minimo sobre

9

[Ks : Q]
f o
: "cu
ST
v/(‘l | v(’oﬁ‘ Q] luego
Célculo de Ky
Basta probar que 1A ] S / ¢ Q distinta de las
extensiones Q[\/_ ] ‘ Q] \/ﬁ] es el cuerpo fijo

de un subgrupo de ord

lo 2.- (3 puntos) Se pide: !
“Demostrar que 23 — x + 2 es irreducible en F3[z]. Construir un c

descomposicién de 23 — x + 2 sobre Fs[z].

2. Sea p un numero primo y m un entero positivo tal que p no divide a m.
Sea € una raiz primitiva m-ésima de la unidad sobre [F,. Demostrar que
[Fple] : Fp] = d donde d es el orden de p en el grupo multiplicativo U, de
las unidades de Z/Zm. (Ayuda: Recordar que el grupo de Galois de la
extension estd generado por el automorfismo de Frobenius).

Deducir que ®,, es irreducible sobre F,, si y sélo si Uy, = (p).

3. Sea p un numero primo. Consideremos las extensiones

F,cJCKCL



donde J = F,(c) con « trascendente sobre F,,, K = J(3) con 3 trascen-
dente sobre J y L es un cuerpo de descomposiciéon de (af — a)(zP — )
sobre K.

Probar que A\’ € K para todo A € L. Demostrar que [L : K] = p? y que
dicha extensién no es simple.

Solucién del Ejercicio 2.- Falta

io 3. (3 puntos) Se pide:

1. Dado un anillo A, consideremes el anillg;de-polinomios A[X] y la inclusién
i: A— AlX], omomoifismoe desanillos. Probar que para cada
ideal I C A:

72 AT O A Y
B Qe

'4&'& (rJ',g\ s
# u

3. Sea M un A-médulo y N Probar que N es un

mando directo de M, i.e. que exista otro submédulo P C M
= N @ P, siy sélo si existe un homomorfismo 7 : M — N
x) = x para todo x € N.

4. Probar que en un anillo local, los tinicos idempotentes (i.e. = 22) son 0
y 1.

Solucién del Ejercicio 3.-

1. (a) Hemos de probar que I[X] es un subgrupo aditivo de A[X] y que si
f € AlX]y g € I|X] entonces fg € I[X].
Obviamente el polinomio nulo de A[X] estd en I[X], pues I es un
ideal de A y por tanto contiene al 0 € A.
Sig=go+gX+gX"+ g =95+ 9 X +gX*+- € I[X]
entonces g;, g, € I para todo ¢, y como I es un ideal de A entonces



2.

g; — g, € I para todo i, de donde g — ¢ = (90 — g§) + (1 — 91) X +
(92 — g5) X2 + - € I[X].
Asi pues ya sabemos que I[X] es un subgrupo aditivo de A.

Sif=fothiX+LX+ € AX], g=gotq X +g2 X+ € I[X],
entonces f; € A,g; €1y

fa = (fogo) + (fogr + f190)X + (fogz + frgr + f290) X + -+,

pero fogo € I, fog1, figo € I f290, f191, fog2 € I, y en gener
I porque I es ideal de A, de donde se deduce que los coefici

fg estdn todos en I ype

anteriores,
eal primo es

fg € I[X], entong i encee ]. Supongamos
que f ¢ I[X], - s.Jos>ce s fi pertenecen a I.

Sea fn el primer ¢
fosoo s fnor €L fn ¢ 1 .

El coeficiente de X~ de fg es fogn +- -+ fn—191 + fngo, que ha de
pertenecer a I (pues fg € I[X]). Como fo,..., fn—1 € I deducimos
que fxgo € I 'y como I es primo y fy ¢ I, entonces gg € I.

El coeficiente de XN*! de fg es fogni1 + -+ + fng1 + fni190, que
también pertenece a I. Como ya sabemos quego € I'y fo,..., fn—1 €
I deducimos que fyg; € y como I es primoy fn ¢ I, entonces g1 € I.
Asf sucesivamente vamos probando (por induccién) que go, g1, g2, - - -
pertenecen a I y por tanto g € I[X].

(a) Primeramente hemos de definir una operacién

(b,)E BX (N@aM)—b-£€N®@s M



que cada vez que ¢ sea de la forma n®m, se tenga b-(n®@m) = (bn)@m
(ATENCION: no todos los elementos £ € N ®4 M son de esa forma;
son siempre sumas de tales elementos).

Notemos por g : N x M — N ® 4 M la aplicacion bilineal canénica
(por notacién: n @ m = g(n,m)).

Sea b € B un elemento, fijo por el momento. Consideremos la apli-
cacién

wp 2 (nym) € N x M — up(n,m) = g(bn,m) €N®A.

a b e By cada
i6n define una

A b

Vb1+b2

universal del producto tensorial).
Por ltimo hemos de probar que by - (ba - &) = (b1b2) - £, 0 lo
mismo, que Vp,p2 = Vp, OVp,. Pero esto es consecuencia de la i

Up, O [hby, = Hbyb, ¥ de nuevo de la unicidad en la propiedad universal
del producto tensorial.

(b) Falta

3. Supongamos que N es un sumando directo de M: M = N & P. Para cada
m € M, existen unos tnicos n € N, p € P tales que m = n + p. Definimos

m:méeM — m(m)=né¢cN.

Se comprueba facilmente que 7 es un homomorfismo y es claro que 7(z) =
x si x € N, pues en tal caso la descomposiciéon tinica de x es x = z + 0,
re N,0e P.



Supongamos 7 : M — N es un homomorfismo tal que 7(z) = = para cada
z € N.

Para cada m € M se tiene m = w(m) + (m — w(m)), pero n(m) € N y
w(m—m(m)) = n(m)—n(r(m)) = w(m)—n(m) = 0, de donde m—m(m) €
kerw. Asi pues M = N + ker .

Se comprueba facilmente que N Nkerm = 0 y por tanto la suma anteror
directa.

a A un anillo local y M su unico ideal maximal. Sea x € A l
que_es lo mismo, z(z — 1) = 0.




