ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS Examen de septiembre 1-9-2004

Apellidos Nombre

Ejercicio 1.- (2 puntos)

1. Sea A un dominio de integridad. Demostrar que A[[z]] es un dominio de integridad y que f(z) = > .o, a;x" es
una unidad en A[[z]] si y sélo si ag es una unidad en A. B

2. Sea k un cuerpo. Probar que m = (z) es maximal en k[[z]].
3. Demostrar que k[[z]] es un anillo local.

4. Demostrar que k[[z]] es un dominio de ideales principales.

5. Demostrar que el cuerpo de fracciones de k[[z]] estd formado por las expresiones de la forma % con f(x) € k[[z]]
ym e N.

Ejercicio 2.- (2 puntos)
1.- Sean Iy, I; ideales de k[z1,...,z,], y sea J C k[T, x1,...,x,] el ideal

J=MI}+(1-7)I5.
Probar que
Il ﬂIQ = Jﬂk[ml,...,xn].

2.- Sean los ideales I = (z,y) e I, = (y?,2) de Cl[z,y,2]. Calcular, aplicando el apartado anterior, I; N I5.
(Indicacién: La interseccién del anillo C[z,y, 2] con una base de Grébner de J para el orden lexicogrifico con
T > x>y > z es un sistema generador del ideal I N I3).

Ejercicio 3.- (2 puntos)
Sean k un cuerpo, p un ideal primo de k[z1,...,x,] y el conjunto algebraico V- = V(p) C k™.
Se pide:

1. Probar que si k es algebraicamente cerrado, entonces V es irreducible no vacio.
2. Verificar con un ejemplo que si k no es algebraicamente cerrado V' puede no ser irreducible.

3. Supongamos que k sea infinito (no necesariamente algebraicamente cerrado) y sea r un entero verificando
1 <r <mn. Parap = (x1,...,2,), probar que V es irreducible. (Indicacién: Probar que Z(V) = p usando el
teorema de divisién para la inclusién C)

Ejercicio 4.-(2 puntos)
Sean F' y K dos cuerpos tales que F' C K. Dado un polinomio f(X) de F[X], consideramos las F-dlgebras

K ®r
Probar que son isomorfas.

Ejercicio 5.- (2 puntos)
En el Z[X]-médulo £ [X ]5, consideramos el submédulo M’ generado por {a1,as,as} :

a1 =(X,1,2), as=(0,X +6,4), asz=(6,6,X+5).

3
1. Calcular los factores invariantes del Z[X]-médulo %z\[/[)f]

. . 3 3 .
2. Deducir del apartado anterior los autovalores del endomorfismo f : z% — z% , definido por

f(el) = (07675)7 fle2) = (07 1’3)a f(eB) = (17 1’2)7

. . 3
con {ey, ez, e3} una base del %—espaao vectorial % .



