ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS Soluciones examen de septiembre 10-09-2002

Ejercicio 1. (4 puntos) Sea el polinomio irreducible f(X) = X*+ 2X? + 11X + 233 € Q[z] cuyas raices son
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La resolvente cubica es
g(X) = (1/8)(2x + 17)(42* — 44z + 41)
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% como unica raiz racional. De otro lado, se considera el polinomio

que tiene a —

ﬁcribir el grupo de Galois de K : Q como un subgrupo de Sy, p tiquetas puestas a las raices de f(X).
2. Determinar generadores-de S una de Tas-extensiones intermedias entre Q y K.
)
Solucién del Eje: o 1. G'/
e Apartado 1.-
Las raices de ‘ es0] ent f " 77— »
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R(X) = (X2 +(17/2)X + (333/16))(X? + 11),

xiliar para los calculos. Sea K el cuerpo de descomposicién de obre Q.

114+4v5/2 y 2 = 11 —41/5/2 luego su cuerpo de
ices pertenece a Q, G serd isomorfo a un subgrupo

somorfo a un subgrupo de orden 8 de S4.

322 + 80.
as ) y sus otras rafces son By = —f1,03 =

—11 = —1(B} — 6) se obtiene fécilmente que
). En consecuencia, K = Q[f1, O3]

lemos considerar Gal(K : Q[f1]) = {1, o} y como
o#1, 0(83) =Ps y o(Bs) =P ; por tanto:

Flaz) = aq, olay) =asz.

12)(34), (13)(24), (14)( 24), (1423)}

0s subgrupos no triviales de G son los siguientes:
H = {112} ; H, = {1,064} ; H = Vi = {1,(12)(34), (13)(24), 14)(23)} ;
Hy={1, (14)(23)} ; H5 ={1, (13)(24)} ; He = {1, (12)(34)}.
Hr = {1, (12)(34), (1324), (1423)} ; Hs = {1, (12), (34), (12)(34)}.
Notaremos K; = F(H;), i=1,...,8.
e Apartado 2
Calculo de K3

Ks = F(GN Vi) = Q3|

Calculo de K,
ag € K7 y [Q[as] : Q] =4 ya que el polinomio minimo de as es f(z). Por tanto:
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Calculo de K>
De forma andloga al caso anterior se obtiene que Ky = Q[ay].

Calculo de K5



B=p01+ 0= V2V3— V11 +V2/3+ /=11 € K5 luego 3* — 243> — 176 = 0.
Por tanto, 3 es raiz del polinomio 2* — 2422 — 176 que es irreducible sobre Q ( criterio de bicuadradas ) luego es su
polinomio minimo sobre Q ; asi:

4

QC Qb+ 8] C K5 C K = K = Q[ + 5]
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Célculo de Ky
Razonando como en el caso anterior se tiene que Ky = Q[B1 + S4)-

Calculo de Ky
—V/=11 = a1 + as € Kg luego Q[y/—11] C Kg, ademds [Q[v6]: Q] =2 = [Kg: Q] ; asi Kg = Q[v/—11].

Calculo de Ky

s = Kg C Kg = +—11€ K.
3:>K3CK6=>\/S€K6.
o Q[v5,v/—11] C K¢ ; ademds [Q[v/5,v/—11]: Q] =4 = [Kg : o K¢ = Q[v5,v—11].

Célculo de K>

dependientes.

e en Fu[X]. Si denotamos por « una de las raices

ension Q C Q[v/2, V/2,v/2,...]? ipor qué?

F7, ciclico
de 6rdenes

por Hs.

B) F ver la irreducibilidad de un polinomio de grado 3 basta con v o tiene raices en Fs.
es una rafz, hay que trabajar en el cuerpo Faa] ~ Fo[X]/(X 1). Los elementos de dicho cuerpo se
[ describir como

{co + cra + ca?, ¢ € Fo}.

Se comprueba que a? y o + a + 1 son raices del polinomio (se usa que a® + a + 1.)
C) Por el criterio de Eisenstein para p = 2 el polinomio X™ — 2 es irreducible y por tanto el polinomio minimo de /2.
Si

QCQV2,V2,v2,..]=Qlo,...,as] = K

se tendria que

QcQV2lcK
y que por tanto n dividiria a
(K : Q]

para todo n.

Ejercicio 3. (3 puntos) Este ejercicio consta de cuatro apartados independientes.

A) Dado un anillo A y un A-médulo M, definimos sobre el conjunto A x M la siguiente operacién interna
(a,m) - (byn) = (abyan +bm), a,b€ A;m,n € M.

Probar que el conjunto A x M dotado de la + ((a,m) + (b,n) = (a +b,m +n)) y de la operacién interna - anterior es
un anillo.
Definir un homomorfismo sobreyectivo de anillos A x M — A.



B) Sea A un DIP y p € A un elemento irreducible. Probar que los A-médulos A/(p) x A/(p) y A/(p?) no son isomorfos.

C) Probar que Z/Z3 ®z Z]7Z5 = 0.

D) Probar que todo ideal maximal de un anillo es primo.

Solucién del Ejercicio 3.-

A) Hemos de probar que A x M con la operacién + es un grupo abeliano, y que la operacién - es asociativa, conmutativa,
tiene elemento neutro y es distributiva respecto de +.

Las propiedades de + son faciles y no las escribiremos.
Asociatividad de - :

(a,m) - [(byn) - (¢,p)] = (a,m) - (be,bp + en) = (a(be), a(bp + cn) + (be)m) = (abe, abp + acn + bem),

[(a,m) - (b,m)] - (c,p) = (ab,an + bm) - (¢, p) = ((ab)e, (ab)p + e(an + bm)) = (abe, abp + can + cbm)
y ambas expresiones son iguales teniendo en cuenta que A es un anillo (conmutativo) y M es un A-médulo.

Conmutatividad de - : Es una consecuencia directa de que la suma en M es conmutativa.
.o neutro de - : Hemos de encontrar un (e,e’) € A x M tal que
- (a,m) = (ea,em + ae’), € Ax M.

m € M y todo a
(1,0, y efectiva
Distributividad:

: 3 -10s elementos de la forma x ® y, con x € Z/Z3 e y € Z/Z5. Para
ue es nulo es suficiente probar que dichos elementos son nulos, 0 3y 5 son primos entre si, la identidad
ut nos da 2-3 — 5 =1 de donde

ry=1[2-3-5)z]ey=(62)y— hr)y=(6)®y —z® (5y) =0

pues 3z = 0 para todo = € Z/Z3 y 5y = 0 para todo y € Z/Z5.

D) Sea I un ideal maximal del anillo A y sean z,y € A tales que 2y € I. Hemos de probar que € A o y € A.

Supongamos que x ¢ I. Como I es maximal y I # I + (z), deducimos que I + () = A, y por tanto existe un a € I
y un b € A tales que 1 = a + bz.

Se tiene y = (a + bx)y = ay + bxy € I puesto que a € [ y ay € I.

[También podemos proceder probando que I es primo (resp. maximal) si y s6lo si A/I es dominio de integridad
(resp. cuerpo), y que todo cuerpo es dominio de integridad]



