ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS Examen final 29-01-2003

Apellidos Nombre

Ejercicio 1. (4 puntos) Sea A un dominio de integridad, p un ideal primo de A y Q(A) el cuerpo de fracciones de A.
Consideremos A, = {§ € Q(A) | b¢p}.
1) Probar que A, es un subanillo de Q(A). Si A es local de ideal maximal m, describir Ap,.
2) Probar que p = {# € 4, | a € p} es el tnico ideal maximal de A,.
Sea M un A—médulo. En M x (A — p) definimos la siguiente relacién:

(m,b) ~(m, V) IteA—p:t(d'm—bm')=0.

3) Probar que es de equivalencia.

Denotemos por 2 la clase de equivalencia de (m,b) y por M, el conjunto de las clases de equivalencia, M, =
b P p
{F | meMb¢p}. Myesun Ay—médulo (y un A—mddulo) con las operaciones
@+ﬁ_b’m+bm’ am _ am (am_@)
b b W cb  cb b b

4) Sea f € Hom(M,N). Se define f, : M, — N, como f,(7) = @ Probar que f, estd bien definido y es un
homomorfismo de A, —mddulos.

5) Probar que los elementos de A, ® 4 M son de la forma § ® m con b ¢ p, m € M.

6) Definir una aplicacién bilineal de A, x M en M, y usarla para probar que A, ® 4 M ~ M,.

Solucién.-
1) Para probar que A, es un subanillo de Q(A) tenemos que ver que:
Vi, c€Apes f —S €Ay, 7 -5€A,y1€EA,.

a c ad bc c

T 3= €A, ya que db ¢ p pues b,d ¢ p y p es un ideal primo. Por la misma razén, -9 =17 €4, Por
dltimo, como 1 ¢ p,esl =12 E A,

Siempre se tiene que A C Ap, pues Va € A, esa = § € Ap. Sea A local de ideal maximal m. Sabemos que los
elementos que no estan en m son unidades. Por tanto, V¢ € Ay, ¢ =ab™' € A, luego A = Ap,.

2) Vg, S €Epes g — 5= “d bc € p, pues, como a,c € p, b,d ¢ p, es ad —bc € p y bd ¢ p. También, V € A, es
B

ob
todo elemento que no esté en p es unidad. En efecto, si § ¢ p, es a ¢ p, luego g €A,y %% =1.

= % €p,pueshae€py gb ¢ p. Esto prueba que p es un ideal. Para ver que es el tinico maximal probaremos que

3) Veamos que la relacién es transitiva. Supongamos que (m,b) ~ (m',b') y (m',b") ~ (m",b"). Entonces It;,ts €
A—p:t:('m —bm') = 0,t2(b"m' — b'm") = 0. Multiplicando la primera igualdad por b"ts, la segunda por bty y
sumando se tiene que t1t2b'(b"m — bm") =0, con t1tab' € A — p, luego (m, b) ~ (m",b").

4) Supongamos que ' = T—,' Entonces 3t € A —p : t(b'm — bm') = 0. Aplicando f se tiene que 0 = f(t(b'm —bm')) =
tF((b'm — b)) = t(b' f(m) — bf(m")), es decir &™) = L0m) por tanto f,(™) = f,(™) y est4 bien definida. Es facil
probar que es homomorfismo.

5) Sea  un elemento de A, ® 4 M. Sabemos que es de la forma Y37, (§X ® m;). Sea b =[], bi ¢ p, ¢; = [, bi- Se
tiene que

n

S (% om) =3 (E amy =3 @ asem) = ®Zazczmz= ®m.
b; b — b

i=1

i=1 =1

6) Sea f : Ay x M — M, dada por

a _am

f(gam) - T
Es facil ver que esta aplicacién es bilineal. Por tanto, por la propiedad universal del producto tensorial, se tiene que
existe un homomorﬁsmo h:A, ® M — M, tal que h(§ ® m) = 4. Veamos que h es un isomorfismo.
Sobreyectivo: sea 2% € M,, entonces 2 = h(3 ® m).
Inyectivo: Supongamos que h( ® m) =0. Entonces = 0, por tanto, 3t € A — p tal que tm = 0. Se tiene que
1 ot 1 1 _

- Q@m = % ®m = % Xtm = % ®0=0.

(=

Ejercicio 2.- (2 puntos) En Q[z,y, 2] se considera el ideal I = (z%y + 2,22 + y). Se pide:



1. Hallar una base de Grébner del ideal I para el orden lexicografico con z < y < z.
2. (Es G = {z?y + 2,72+ y,yz — y} una base de Grobner de I para el orden lexicografico graduado con x > y > 27

Solucién.-
1) En este ejercicio hay que prestar atencién al hecho de que el orden monomial (lexicografico graduado) se define a
partir de z > y > . Pongamos exp(z°y®2®) = (a, b, c), asf el orden es el equivalente al graduado en Z3.

Sean f; = 2+ 2%y, fa =22 +yy G = {f1, f2}. Los exponentes de f; y f» son, respectivamente, (1,0,0) y (1,0,1).
Consideremos la sicigia

f3=S(f1, fa) =2’y —y.
Como ezp(fi) = (0,1,3) es menor que exp(fi) y exp(fz), es evidente que f§ = fiRf fo. Luego ponemos
fa=2"y—y

y lo incluimos en el conjunto G = {f1, f2, f3}-
Todas las dem4s sicigias que obtenemos tienen resto cero:

S(f1, f3) =yz +2°y> =yfi + 2’y fs,

S(f2. f3) =yz + 2%y* =y fu.
Luego una base de Grébner de I es

G= {f17f27f3}'

2) Ahora el orden monomial es tal que z >y > 2. Sean f; = 22y + 2z, fo =r2+yy f3 = yz —y. G es una base de
Grobner si el resto de dividir cualquier sicigia S(f;, f;) entre fi, fo y fs es cero.
Sea fi = S(f1, f2) = —zy? + 22. Es evidente que

fiRfif2fs = f1 # 0,

luego G no es una base de Grébner.

Ejercicio 3.-(2 puntos) Sea k un cuerpo no algebraicamente cerrado.

a) Probar que si m es un ideal maximal de k[z1, ..., z,], entonces el conjunto algebraico V(m) es vacio o un punto.
b) Dar explicitamente un ideal maximal m de k[z1,...,2z,] que no sea de la forma
(r1 —a1,...,¢n —ay), a; €k.
Solucién.-

a) Si V(m) # 0, existe P = (a1,...,a,) € V(m). Se tiene entonces:
mCZ(V(m) CZ(P)=(x1 —a1,---,%n — Qp)-
Al ser m maximal se da la igualdad, es decir,
m=(r1—a1,...,Tp — ap)-
Por tanto, V(m) = {P}.

b) Por no ser k algebraicamente cerrado, existe f(z1) € k[z1] verificando que f(a) # 0, para todo a € k. Podemos
suponer que f es irreducible, pues si no lo fuese, bastaria tomar un factor irreducible de f. Se tiene entonces
que (f(z1)) es un ideal maximal de k[z;].

Sea m = (f(x1),%2,...,Tn) C k[x] = k[z1,...,T,]. El ideal m es maximal porque
k[x]/m =~ k[z:1]/(f (z1))

€S un cuerpo.

El isomorfismo anterior puede probarse viendo que m es el nicleo del homomorfismo de anillos sobreyectivo

@ 1 k[x] — k[z1]/(f (1)),

definido por
(p(g(a"la' 7'77”)) = g(x_la(): '70)7

donde 1 = z1 + (f(21)). Si g € k[x], por divisién euclidea podemos escribir
9 =22g2 + -+ Tngy +1(21),

con ¢; € k[x], 2 <i < n, r(zy) € k[z1]. Por tanto, kerp = m.



Ejercicio 4. (2 puntos)

1. Sea A un nimero complejo. Sea f : C® — C° el endomorfismo C-lineal de matriz (respecto de la base candnica)

OO O OO
SO OO O
SO O >»H—=O
OO >»O oo
S >HO OO
> = 0O O OO

Consideremos a C% como C[X]-médulo a través de la accién de f de la manera habitual. Calcule sus factores
invariantes y apliquele el teorema de estructura de los médulos f.g. sobre un D.LP.. ;Cudl es el anulador de C®
como C[X]-mddulo? ;y como C-médulo?

2. Sea G = Z/Z3, grupo ciclico de orden 3. Probar que toda representacién irreducible de G en un espacio vectorial
complejo de dimensién finita es de dimension 1.

1
Sea B = \/2 2|, que verifica B? = I. Consideremos la representacién p : G — GL(2,R) dada por
)
p(m) = B™. ;Es p una representacién irreducible?

w

Solucién.-
1) Mediante transformaciones elementales de filas y columnas en la matriz XI — A llegamos a la matriz:

-1 0 0 0 0 0

0 -1 0 0 0 0

0 0 -1 0 0 0

0 0 0 X-—)\ 0 0 )
0 0 0 0 (X-\2 0

0 0 0 0 0 (X — N3

con lo que los factores invariantes son:
X =X (X =22 (X =)

C’ ~ C[X]/(X — \) ® C[X]/(X — N2 @ C[X]/(X — N)3.

El anulador de C® como C[X]-mddulo es pues (X —A) N (X —A)2N (X = N)3 = (X — N3
Sin embargo, como C es cuerpo, el anulador de C® como C-médulo, o 1o que es lo mismo, como C-espacio vectorial,
es 0.

2) Sea p : Z/Z3 — GL(V) una representacién irreducible en un espacio vectorial complejo V' de dimensién finita.
Notemos f = u(1), que es un automorfismo de V. Como C es algebraicamente cerrado f ha de tener todos sus
autovalores en C y por tanto f tendrd autovectores no nulos. Sea A € C un autovalor de f y v € V, v # 0 un
autovector asociado: f(v) = Av. Consideremos el subespacio vectorial unidimensional W = (v) C V. Obviamente W
es invariante por f = pu(1), y por tanto por f™ = u((n)) para todo n € Z, es decir, W es invariante por u(c) para
todo o € G, o lo que es lo mismo, W es una subrepresentacién unidimensional de V. Como V es irreducible se ha de
tener V = W y por tanto V es de dimensién 1.

Si p fuera reducible deberfa existir una subrepresentacién W C R?2 no trivial, que en este caso serfa necesariamente

de dimensién 1. Un generador de W serfa pues un autovector (no nulo) de p(1), lo que implicaria que p(1) = B posee
alglin autovalor real, lo cual no es cierto. Por tanto p es irreducible.



