
Tema 3.- Funciones y morfismos racionales sobre variedades. Explo-
siones.

En lo que sigue k denotará un cuerpo algebraicamente cerrado.

3.1.- Funciones regulares sobre variedades afines.

Sea Z un conjunto algebraico af́ın (c.a.a.) (no vaćıo) de km. Si f ∈ k[Y ] = k[Y1, . . . , Ym], se denota por DZ(f)
el conjunto

{P ∈ Z | f(P ) 6= 0}.

El conjunto DZ(f) es abierto en Z pues es el complementario (en Z) del cerrado Z ∩ V(f). Es claro que
DZ(f) sólo depende de f ∈ A(Z). Notaremos indistintamente DZ(f) y DZ(f).

Definición. Sea U ⊂ Z un abierto no vaćıo de Z. Una aplicación φ : U → k se dice regular en un punto P
de U si existen f, g ∈ k[Y ] tales que:

• P ∈ DZ(g) ⊂ U .

• φ = f/g sobre DZ(g).

Se denota O(U) el conjunto de las funciones regulares en todos los puntos de U . El conjunto O(U) tiene
estructura natural de k-álgebra.

Observación. Existe un morfismo de k-álgebras

ΦU : A(Z)→ O(U)

definido de la manera natural: ΦU (f)(P ) = f(P ) para todo P ∈ U . El morfismo ΦU es inyectivo (ejercicio).

Nota. Si φ ∈ O(Z) entonces existe, para cada P en Z un par de polinomios (fP , gP ) tales que:

• P ∈ DZ(gP ) ⊂ Z.

• φ = fP /gP sobre DZ(gP ).

Aśı,

Z =
⋃
P∈Z

DZ(gP ), ∅ = Z
⋂( ⋂

P∈Z
V(gP )

)
.

Existe, por la noetherianidad de k[Y ], una familia finita de puntos P1, . . . , Ps en Z tales que

Z =
s⋃
i=1

DZ(gPi)

y entonces φ = fPi/gPi sobre DZ(gPi).

Proposición. Sea Z un c.a.a. no vaćıo (en km). Sea φ ∈ O(Z). Entonces existe f ∈ k[Y ] tal que φ = f .

Nota. El resultado anterior admite una generalización. Sea un abierto U no vaćıo de Z. Si φ ∈ O(U)
entonces existe, para cada P en U un par de polinomios (fP , gP ) tales que:

• P ∈ DZ(gP ) ⊂ U .
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• φ = fP /gP sobre DZ(gP ).

Aśı,

U =
⋃
P∈U

DZ(gP ), Z \ U = Z \
⋃
P∈U

DZ(gP ) = Z
⋂( ⋂

P∈U
V(gP )

)
.

Existe, por la noetherianidad de k[Y ], una familia finita de puntos P1, . . . , Ps en U tales que

U =
s⋃
i=1

DZ(gPi)

y entonces φ = fPi/gPi sobre DZ(gPi).

Proposición. Sea Z un c.a.a. no vaćıo (en km) y sea g ∈ A(Z), g 6= 0. Notemos U = DZ(g). Sea φ ∈ O(U).
Entonces existe (f, l) ∈ k[Y ]×N tal que φ = f/gl.

3.2.- Funciones racionales sobre variedades afines.

Sea Z ⊂ kn un conjunto algebraico af́ın (irreducible). Denotamos K(Z) el cuerpo de cocientes del dominio
de integridad A(Z). Sea ξ ∈ K(Z) y sea P ∈ Z. Diremos que el elemento ξ está definido en P si existen
f, g ∈ k[X] = k[X1, . . . , Xn] tales que ξ = f/g y g(P ) 6= 0. En este caso se define el valor de ξ en P (y se
denota ξ(P )) como el elemento f(P )/g(P ) ∈ k. Si ξ = f1/g1 y g1(P ) 6= 0 entonces fg1 = f1g y por tanto
el valor de ξ en P está bien definido. Por esta razón los elementos de K(Z) pueden ser interpretados como
“funciones” definidas en un abierto de Z. Aśı, llamaremos funciones racionales sobre Z a los elementos de
K(Z).

Lema. El conjunto BP (Z) de las funciones racionales definidas en el punto P ∈ Z es un anillo local. De hecho,
BP (Z) es canónicamente isomorfo a OP (Z), el anillo local de Z en P .

3.3.- Morfismos de variedades afines.

Sean V ⊂ kn y W ⊂ km dos conjuntos algebraicos afines. Notaremos k[X] = k[X1, . . . ,Xn] y k[Y ] =
k[Y1, . . . , Ym].

Definición. Una aplicación ϕ : V −→ W se dice una aplicación polinomial (o un morfismo de c.a.; o mor-
fismo a secas) cuando existe una m-upla de polinomios (F1(X), . . . , Fm(X)) tal que ϕ(P ) = (F1(P ), . . . , Fm(P ))
para todo P ∈ V .

Un morfismo biyectivo cuya inversa sea un morfismo se dirá isomorfismo1.

Notación. Denotaremos por AP (V,W ) (o por Mor(V,W )) al conjunto de morfismos de V en W .

Teorema. Sean V,W dos c.a.a. Entonces existe una aplicación natural y biyectiva

Θ : AP (V,W ) −→Mork(O(W ),O(V )),

donde Mork(·, ·) denota los homomorfismos de k-álgebras.

Corolario. Se tienen además los siguientes resultados:
1Atención: No basta con ser biyectiva y morfismo de variedades.
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• Λ lleva isomorfismos de variedades en isomorfismos de k-álgebras (llevando la identidad de V en la iden-
tidad de A(V ) (si V = W )).

• V y W son isomorfos si y sólo si lo son A(W ) y A(V ) como k-álgebras.

3.4.- Explosiones.

Consideremos el conjunto A2 ×P1. En este espacio sea

X =
{

((x, y), (u : v)) t.q.
x y
u v

= 0
}
.

X no es vaćıo porque ((0, 0), Q) ∈ X para cualquier Q ∈ P1.

Consideremos aśı mismo la proyección

Π : A2 ×P1 −→ A2

(P,Q) 7−→ P

y notaremos Π|X = ϕ.

Observación. Dado P ∈ A2, P 6= (0, 0), se tiene que ϕ−1(P ) consta de un solo elemento, a saber

ϕ−1(P ) = {(P, [P ])} ,

donde [P ] es el punto proyectivo definido por las coordenadas afines de P .

Definición. La aplicación Π|X se denomina explosión de A2 con centro el origen, X se denomina el
explotado de A2 y es frecuente llamar a D = {(0, 0)×P1} el divisor excepcional de la explosión Π.

Recubrimos A2 ×P1 con dos cartas afines, ambas isomorfas a A3,

A2 ×P1 =
(
A2 × U1

)
∪
(
A2 × U2

)
,

donde las ternas de coordenadas serán, respectivamente (x, y, v), provenientes de ((x, y), (1 : v)), y (x, y, u)
provenientes de ((x, y), (u : 1)). Como X viene definido por la ecuación xv = yu, en la primera carta tendremos
X1 = X ∩ (A2 × U1) = V(xv = y) y en la segunda X2 = V(x = yu).

Xi es un cerrado irreducible (de hecho, una cuádrica irreducible) en A2 × Ui ' A3, pero además

ξ1 : A2 −→ X1

(x, v) 7−→ (x, xv, v)

es un morfismo de variedades que es claramente un isomorfismo por lo que X1 ' A2 y, desde luego X2 ' A2 de
forma análoga. De esta forma podemos “ver” X como la “unión” de dos planos (no disjuntos) X1 y X2, donde

X1 ∩X2 = {(x, y, v) ∈ X1 | v ∈ k∗},

y análogamente para identificar los puntos de intersección en X2.

Por último, denotaremos en lo que sigue

ψ1 : A2 −→ A2

(x, v) 7−→ (x, xv)
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que es un morfismo que verifica ψ1 = ϕ|X1ξ1.

Vamos a estudiar a continuación la explosión de una curva plana.

Sea C ⊂ A2 una curva irreducible, (0, 0) ∈ C y f = 0 una de sus ecuaciones irreducibles. Tenemos entonces
el diagrama

X ↪→ A2 ×P1

ϕ↘ ↙ Π

A2

Consideremos f =
∑
fj como suma de formas; fj homogénea de grado j y supongamos que fm es la forma

de menor grado no nula y fn la de mayor grado. Queremos estudiar el conjunto

C̃ = ϕ−1(C \ {(0, 0)}) ⊂ X.

Lema. Consideremos ϕ−1(C \ {(0, 0)}) ∩ X1. Identificando X1 con A2, los puntos (x0, v0) del conjunto
anterior son los que tienen x0 6= 0 y, además, verifican el polinomio

f (1)(x, v) =
n∑

j=m

xj−mfj(1, v).

Este polinomio es irreducible. Notaremos C(1) = V(f (1)) ⊂ A2. Análogamente se define f (2) y C(2).

Observación. Supongamos que la recta X = 0 no es tangente a C en el (0, 0). Entonces podemos suponer
que las tangentes son todas de la forma

Y = λiX, con i = 1, ..., s; λi ∈ k,

o, lo que es igual, salvo constante no nula,

fm =
s∏
i=1

(Y − λiX)ei ,
∑

ei = m, ei > 0.

Proposición. En la situación anterior se tienen los siguientes resultados:

(a) C(1) ∩ ψ−1(0, 0) = {(0, λi) | i = 1, ..., s}.

(b) mult(0,λi)(C
(1)) ≤ ei.

(c) En particular, si (0, 0) tiene m tangentes distintas en C (lo que se denomina habitualmente punto múltiple
ordinario), los puntos (0, λi) ∈ C(1) son lisos.

3.5.- Funciones regulares sobre variedades proyectivas

Sea V un conjunto algebraico proyectivo (c.a.p.) (no vaćıo) de Pn = Pn(k). Si F ∈ k[X] = k[X0,X1, . . . ,Xm]
es homogéneo, se denota por DV (F ) el conjunto

{P ∈ V |F (P ) 6= 0}.

Se denota Sh(V ) el anillo cociente k[X0, X1, . . . , Xn]/Ih(V ) donde Ih(V ) es el ideal de V . Recordemos que
Sh(V ) es llamdo el anillo de coordenadas (homogéneas) de V .

El conjunto DV (F ) es abierto en V pues es el complementario (en V ) del cerrado V ∩ Vh(F ). Es claro que
DV (F ) sólo depende de F ∈ Sh(V ). Notaremos en algunos casos DV (F ) en lugar de DV (F ).

Definición Sea U ⊂ V un abierto no vaćıo de V . Una aplicación φ : U → k se dice regular en un punto P
de U si existen F,G ∈ k[X], homogéneos y del mismo grado, tales que:
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• P ∈ DV (G) ⊂ U .

• φ = F/G sobre DV (G).

Se denota OV (U) el conjunto de las funciones regulares en todos los puntos de U , o bien O(U) cuando no se
presta a confusión. El conjunto O(U) tiene estructura natural de k-álgebra. Existe un morfismo de k-álgebras

ΦU : k→ O(U).

Nota Si φ ∈ O(U) entonces existe, para cada P en U un par de polinomios (FP , GP ) (homogéneos del
mismo grado) tales que:

• P ∈ DV (GP ) ⊂ U

• φ = FP /GP sobre DV (GP ).

Aśı, se tiene de manera análoga al caso af́ın,

U =
⋃
P∈U

DV (GP ), V \ U = V \
⋃
P∈U

DV (GP ) = V
⋂( ⋂

P∈U
V(GP )

)
.

Existe, por la noetherianidad de k[X], una familia finita de puntos P1, . . . , Ps en U tales que

U =
s⋃
i=1

DV (GPi)

y φ = (FPi)/(GPi) sobre DV (GPi).

Proposición. Sea V un c.a.p. no vaćıo (en Pn) y sea G ∈ Sh(V ), G homogéneo, no constante. Notemos
U = DV (G). Sea φ ∈ O(U). Entonces existe (F, l) ∈ k[X]×N tal que:

1. F es homogéneo y grado(F ) = l · grado(G).

2. φ = F/Gl.

Corolario. Si V es un c.a.p. (no vaćıo) entonces O(V ) = k.

Proposición. Sea V un c.a.a. (o c.a.p.) no vaćıo y sea U un abierto propio de V . Si ϕ ∈ O(U), entonces
ϕ es una aplicación continua de U en k (ambos espacios con la topoloǵıa de Zariski).

Observación. En las condiciones anteriores, si U1 y U2 son dos abiertos de V , ϕi ∈ O(Ui), y U es un
abierto denso de U1 ∩ U2, se tiene que

ϕ1|U = ϕ2|U =⇒ ϕ1|U1∩U2 = ϕ2|U1∩U2 .
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