
Tema 8.- Derivaciones y diferenciales. Divisores canónicos.

8.1. El módulo de diferenciales de un anillo.

Sea k un cuerpo (arbitrario), sea R un anillo que contenga a k como subanillo y sea M un R-módulo.

Definición.– Una k-derivación de R en M (o una derivación de R en M sobre k) es un homomorfismo de
k-espacios vectoriales δ : R −→M verificando:

δ(ab) = aδ(b) + bδ(a), para todo a, b ∈ R.

Nótese que δ(λ) = 0 para toda derivación δ y para todo λ ∈ k.

Ejemplos de derivaciones.– 1) R = M = k[x1, . . . , xn]. Entonces

δi =
∂

∂xi
, 1 ≤ i ≤ n

es una derivación.

2) Sean a1, . . . , an polinomios en R. Entonces δ =
∑
i aiδi es una derivación de R en R (sobre k).

Lema.– Derk(R) es un R-módulo.

Proposición.– Si en las condiciones anteriores R es un dominio, K es su cuerpo de fracciones, M es un
K-espacio vectorial y δ : R → M es una k-derivación, entonces δ se puede extender de forma única a una
k-derivación δ̃ : K →M .

Sea F =
⊕

x∈RRεx el R-módulo libre de base R. Sea S1 el conjunto

S1 = {εx+y − εx − εy | x, y ∈ R}.

Análogamente

S2 = {ελx − λεx | x ∈ R, λ ∈ k}, S3 = {εxy − xεy − yεx |x, y ∈ R}.

Notemos F ′ el submódulo de F generado por S = S1 ∪ S2 ∪ S3 y notemos Ωk(R) = F/F ′ el R-módulo
cociente. Para x ∈ R se denota por dx la clase de εx en Ωk(R) y por d : R→ Ωk(R) la aplicación que asocia a
cada x el elemento dx.

Definición.– El R-módulo Ωk(R) se llamará el módulo de las diferenciales (o de las diferenciales de Kähler)
de R sobre k.

Proposición (propiedad universal de Ωk(R)).– La aplicación d : R → Ωk(R) es una derivación. Para
todo R-módulo M y toda derivación δ : R → M existe un único morfismo de R-módulos φ : Ωk(R) → M tal
que δ = φ◦d. Si R es un dominio y K su cuerpo de fracciones, entonces la derivación d : R→ Ωk(R) se extiende
a la derivación d : K→ Ωk(K).

Ejemplos de módulos de diferenciales.– 1.- Si R = k[x1, . . . , xn], entonces para cada F (x1, . . . , xn) ∈ R
se tiene

dF =
n∑
i=1

∂F

∂xi
(x1, . . . , xn)dxi.

2.- Más generalmente, si R es un anillo cualquiera, r1, . . . , rm son elementos de R y si F (x1, . . . , xm) es un
polinomio de k[x1, . . . , xn], se tiene (puesto que d es una derivación en Derk(R,Ωk(R)))

dF (r1, . . . , rm) =
m∑
i=1

∂F

∂xi
(r1, . . . , rm)dri.
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En particular, si R es la k-álgebra generada por r1, . . . , rm entonces, el R-módulo Ωk(R) está generado por
dr1, . . . , drm.

3.- Si R es la k-álgebra af́ın k[r1, . . . , rm] (como antes) y R es un dominio, entonces el cuerpo de fracciones
K de R es k(r1, . . . , rm) y Derk(K) está generado (sobre K) por dr1, . . . , drm.

Proposición.– Sea C una curva plana proyectiva irreducible y sea K su cuerpo de funciones racionales. Sea
O un anillo de valoración discreta de K y ξ un parámetro de uniformización de O. Entonces para todo η ∈ O
se tiene η′ = dη/dξ ∈ O.

8.2. Orden de una diferencial en un punto.

Sea C una curva plana proyectiva irreducible, X su modelo no singular y sea K su cuerpo de funciones racionales.
Sea ω una diferencial (o una forma diferencial) no nula, en Ω = Ωk(K).

Definición.– Si Q es un punto de X y ξ es un parámetro de uniformización en O = OQ(X), se escribe
ω = αdξ (para un único α ∈ K). Se define el orden de ω en Q (y se denota ordQ(ω)) como el orden de α en Q.

La definición es consistente pues si η es otro parámetro de uniformización en O, entonces w = αdξ = βdη
(para un único β ∈ K). Se tiene entonces

α

β
=
dη

dξ
∈ O y, aśı mismo,

β

α
=
dξ

dη
∈ O.

Entonces ordQ(α/β) = 0.

Teorema.– Sea C una curva proyectiva plana, irreducible, de grado d ≥ 3, con únicamente puntos múltiples
ordinarios como singularidades. Sea G ∈ k[X0,X1,X2] homogéneo, de grado d− 3. Entonces existe ω ∈ Ωk(K)
tal que para todo Q ∈ X,

ordQ(w) = ordQ(G)− (rQ − 1).

En particular, la suma
∑
Q∈X ordQ(ω)Q define un divisor y este divisor es

div(G)− EX = div(G)−
∑
Q∈X

(rQ − 1)Q.

El divisor
∑
Q∈X ordQ(ω)Q que se obtiene en el teorema se denotará div(ω).

8.3. Divisores canónicos.

Cada divisor div(ω) (para 0 6= ω ∈ Ωkk(K)) se llamará un divisor canónico (sobre X).

Sean ω, ω′ dos formas diferenciales no nulas. Entonces, existe γ ∈ K tal que ω = γω′. Aśı,

div(ω) = div(γω′) = div(γ) + div(ω′)

y, por tanto, dos divisores canónicos son linealmente equivalentes.

Rećıprocamente, si D es un divisor en X, linealmente equivalente a un divisor canónico div(ω), se tiene

D = div(γ) + div(ω) = div(γω).

Aśı, D es también un divisor canónico.

Corolario (al Teorema de 8.2.).– Sea W un divisor canónico en X. Entonces grado(W ) = 2g − 2 y
d(W ) ≥ g.
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