Tema 12.- Aplicaciones multilineales. Producto
tensorial de mdédulos

12.1 Aplicaciones multilineales
En lo que sigue, A denotard un anillo y M, N, P unos A-mdédulos.

DEFINICION 12.1.1.— Diremos que una aplicacién ¢ : M x N — P es bilineal si
es lineal en cada componente, i.e. si para cada m € M (resp. para cadan € N)
la aplicacién

y € N p(m,y) € P (resp. * € M +— ¢(x,n) € P)

es lineal.
Al conjunto de las aplicaciones bilineales de M x N en P lo notaremos por
Bil4 (M, N; P).

LEMA 12.1.2.— El conjunto Bily(M, N; P) tiene una estructura natural de
A-médulo. Ademis:

1. La composicién de una aplicacion lineal h : P — @ con una bilineal
@ : M x N — P es bilineal y la aplicacion

@ € Bily(M,N;P) — hop € Bilg(M,N;Q)
es lineal.

2.8 f: M — M',g: N — N’ son aplicaciones lineales entre A-mdédulos
y ¥ : M' x N/ — P es una aplicacién bilineal, entonces la aplicacién
Yo(fxg): MxN — P es bilineal, donde f x g: M x N - M’ x N’
estd definida por: (f x g)(m,n) = (f(m), g(n)).

PROPOSICION 12.1.3.— La aplicacién
p € Bilg(M,N; P) — F € Homy(M,Hom4 (N, P))

definida por: F(m)(n) = ¢(m,n) para cada n € N y cada m € M, es un
isomorfismo de A-médulos.

12.2 Producto tensorial de moédulos

DEFINICION 12.2.1.— Un producto tensorial de M y N (sobre A) es un A-
moédulo Ty una aplicacién bilineal p : M x N — T tal que se verifica la
siguiente propiedad universal: para cada A-médulo P y cada aplicacién bilineal
@ : M x N — P existe una unica aplicacién lineal h : T — P tal que ¢ = hopu.

Sip:Mx N — T esun producto tensorial de M y de N, se tiene que para
cada A-médulo P, la aplicacion

h € Homa (T, P) — hou € Bila(M,N; P)



es un isomorfismo de A-mdédulos.

PROPOSICION 12.2.2.— (Unicidad del producto tensorial) Sip: M x N — T, u' :
M x N — T’ son dos productos tensoriales de M y N, entonces existe un tinico
isomorfismo f: T — T’ tal que fopu=p'.

Construccion de mdédulos libres: Dado un conjunto arbitrario no vacio I,
definimos A como el conjunto de familias de elementos de A indicadas por I,
{a;}icr, tales que a; = 0 para todos los elementos de I salvo para un subconjunto
finito!. Dado un elemento a = {a;};c; € AY), notaremos sop(a) = {i € I | a; #
0}.

Si a,b son dos elementos de AY), su suma esta definida por a + b := ¢, con
¢; = a; +b; para cada i € I. Es claro que ¢ es de nuevo un elemento de A() (de
hecho sop(¢) C sop(a) Usop(d)).

Sia € A, definimos a - a = d como d; = aa; para cada i € I. Es claro también
que d es de nuevo en elemento de AY) (de hecho sop(cd) C sop(a)).

Se demuestra facilmente que con estas operaciones AY) es un A-médulo. ‘
Para cada j € I, notaremos a’ el elemento de A definido por ai=1lyal =0
sii# 7.

PROPOSICION 12.2.3.— Con las notaciones anteriores, el conjunto {a’},cs es
una base del A-médulo AU)| y por tanto dicho médulo es libre.

PROPOSICION 12.2.4.— (Ezistencia del producto tensorial) Dados dos A-médulos
M y N, existe su producto tensorial.

DEFINICION 12.2.5.— Dados dos médulos M y N, notaremos por M ®4 N
a su producto tensorial, y si p : M X N — M ®4 N es la aplicacién bilineal
correspondiente, para cadam € M y cadan € N escribiremos m®n := u(m,n).

De la demostraciéon de la existencia del producto tensorial se deduce que
M ®4 N estd generado como A-médulo por los m x n cuando m recorre un
conjunto de generadores de M y n recorre un conjunto de generadores de N. En
particular, si M y N son finitamente generados, entonces su producto tensorial
también es finitamente generado.

PROPOSICION 12.2.6.— Dados unos A-médulos M, N, P se tienen unos isomor-
fismos candnicos:

MAN~NOM, m@n—n@m
MIN)P~M®@(N®P), (m@n)®@p—me(n®p)

(MxN)@P=M®P)x(N®P), (mn)®@p< (m@p,n®p)
ARQa M ~M, a®m <+ m.

LCuando el conjunto I es finito, esta condicién es vacia.



PROPOSICION 12.2.7.— Dadas unas aplicaciones lineales entre A-médulos, f :
M — M',g: N — N', existe una unica aplicacién lineal M @ N — M’ @ N’,
que notaremos f ® g, tal que (f ® g)(m @ n) = f(m) ® g(n) para cada m € M
y cadan € N.

Ademds, se verifican las siguientes relaciones: Idy; ® Idy = Idyen, (fo f/) ®

(gogd)=(f®9)o(f'®g),00g9=0, f®0=0.
PRrROPOSICION 12.2.8.— Si

YRR YRy V(N
es una sucesion exacta de A-médulos, para cada A-mdédulo N, la sucesion

feldy goldy
kI =,

M ®N M®N M'®N—0

también es exacta.

DEFINICION 12.2.9.— Diremos que un A-médulo es plano, si para cada aplicacién
lineal inyectiva f : M’ — M, la aplicacién f ® Idy también es inyectiva.
EJjEmMPLO 12.2.10.— Tomemos A = Z, M' = M = Z, f : M' — M dado
por f(x) =2z y N = Z/Z2. La aplicacién lineal f es inyectiva y sin embargo
M®@;N=M®®@;N~N#0y f®ldy =0, por lo que f ® Idy no es inyectiva
v N no es plano.

Todo médulo libre es plano.

12.3 Algebras

En lo que sigue A denotarad un anillo.

DEFINICION 12.3.1.— Una A-dlgebra es un anillo B dotado de un homomorfismo
de anillos p: A — B.

DEFINICION 12.3.2.— Si (B, p), (C, o) son dos A-lgebras, un homoorfismo de
A-algebras de (B, p) en (C,0) es un homomorfismo de anillos f : B — C' tal
que fop=o.

Un homomorfismo de A-dlgebras es homomorfismo de A-mdédulos.

Toda A-algebra (B, p) da lugar a una estructura de A-médulo sobre B, donde

la estructura de grupo abeliano es la estructura aditiva del anillo B y el producto
por escalares viene dado por:

(a,b) e Ax B—a-b:=p(a)be B.
Reciprocamente, si B es un anillo que posee una estructura de A-mdédulo con
la misma suma que la del anillo y verificando a - (bb') = (a - b)b' = b(a - V') para

cada a € A y cada b,b’ € B, podemos definir

p:a€A—a-1p€B



que resulta ser un homomorfismo de anillos.

PROPOSICION 12.3.3.— Dadas dos A-dlgebras (B, p) y (C, o), sobre el producto
tensorial (como A-médulos) B® 4 C podemos definir una “multiplicacién” unica
tal que (b®c)- (b ® ') = (b)) ® (¢c’) y de manera que B®4 C es un anillo y
la aplicacién:

acA—pla)®@l=1®0c(a) e BesC

es un homomorfismo de anillos.

Al anillo B®4 C de la proposicién anterior, dotado del homomorfismo A —
B ®y4 C, lo denominamos producto tensorial de las A-dlgebras B y C. Se tienen
unos homomorfismos de A-algebras:

beB—b®1€BRsC, ceC—1QceB®yC.



