Tema 6.- Teorema de estructura de los modulos
finitamente generados sobre un D.I.P..
Aplicaciones: ecuaciones lineales con
coeficientes enteros, formas candnicas
de Jordan

6.1 Teorema de estructura de los médulos finitamente ge-
nerados sobre un D.I.P.

En lo que sigue A denotard un dominio de ideales principales y K su cuerpo de
fracciones.

LEMA 6.1.1.— Sean vi,...,v, € A™. Entonces los v; son A-linealmente in-
dependientes (en A™) si y s6lo si son K-linealmente independientes en K™.!

DEFINICION 6.1.2.— Dado un subconjunto cualquiera no vacio S C A", defini-
mos el rango de S, que notaremos rg(.S), como el nimero méximo de elementos
de S que sean A-linealmente independientes, que por el lema anterior, coincide
con el nimero maximo de elementos de S que sean K-linealmente independien-
tes en K™, o lo que es lo mismo, con dimg Lk (S), donde Lk (S) denota el
subespacio vectorial de K™ generado por S.

LEMA 6.1.3.—
1. Si S C A™, entonces rg(S) < n.

2. Si M C A™ es un submédulo, entonces los elementos de Lg (M) son de la
forma a~!'m, cona € A,a#0ym¢E M.

3. Si § = A", entonces rg(A") = n.
4. Si My, M, C A™ son dos submédulos tales que M; N My = 0, entonces
rg(My @ Ms) = rg(My) + rg(Ms).

PROPOSICION 6.1.4.— Sea M un A-médulo libre de rangon > 1y M’ C M un
submédulo no nulo. Entonces existe e € M, ug : M — A lineal y a € A — {0}
tales que:

1. ugle) =1
2. M = (Ae) & kerug
3. M’ = (Aae) ® (M’ Nkeruyg).

1Este resultado es valido siempre que A sea un dominio de integridad.



PRUEBA:

1) Para cada v € Hom (M, A), la imagen por u de M’, u(M’), es un submédulo
de A, i.e. un ideal, y como A es DIP, existird a,, € A tal que u(M') = Aa,. Sea
Q el conjunto (no vacio) de todos los ideales de A de la forma w(M') = Aa,,
para algin v € Hom4 (M, A). Como A es noetheriano, {2 posee algiin elemento
maximal ug(M') = Aa,,, para un cierto ug € Hom4 (M, A). Como M es libre
de rango n, podemos suponer que M = A™. Sean m; : M — A, i =1,...,n,
las proyecciones. Como M’ # 0, existird un ig tal que m;,(M’) # 0, con lo que
ug(M') # 0y ay, # 0 (en caso contrario, ug(M’) = 0 estarfa estrictamente
contenido en m;, (M), lo que contradecirfa la maximalidad de uo(M’) en ).
Sea €/ € M’ tal que up(€’) = ay,.

2) Dado un v € Homx (M, A) cualquiera, veamos que a,,, divide a v(e’). En
efecto, sea d = m. c. d.(ay,,v(e’)). Por la identidad de Bézout, existen b,c € A
tales que d = bay, + cv(e’), de donde d = (bug + cv)(¢’). Si notamos w =
bug + cv € Homa (M, A), tenemos ug(M') = Aay,, C Ad C w(M'), pero la
maximalidad de ug(M') = Aa,, en Q implica que Aa,, = Ad, y por tanto a,,
divide a v(e).

En particular a,, divide a cada m;(€e’), i = 1,...,n. Pongamos m;(e') = b;jay,,
b € Ayseae=(by,...,b,) € A" = M. Se tiene €' = ay,ey ay, = uo(e’) =
au,ug(e), de donde ug(e) = 1.

3) Veamos que M = (Ae) @ kerug y M’ = (Aay,e) ® (M’ Nkerug).

Para cada x € M se tiene x = ug(z)e + (x — ug(z)e), donde claramente
x — ug(x)e € kerug, y por tanto M = (Ae) + ker ug. Ademds, como up(e) = 1,
deducimos que (Ae) Nkerug = 0.

Para cada y € M’ se tiene ug(y) € uo(M’) = Aay,, por lo que existe
b € A tal que ug(y) = bay, y podemos escribir y = be’ + (y — ug(y)e), donde
y—ug(y)e =y —be’ € M’ Nkerug, de donde M’ = (Aay,e) + (M’ Nkeruyg).
Ademaés (Aay,e) N (M Nkerug) C (Ae) Nkerug = 0. m|

TEOREMA 6.1.5.— Sea M un mddulo libre de rango n > 1y sea M’ C M un
submédulo de rango ¢ > 0. Entonces se verifican las propiedades siguientes:

(a) M’ es libre.

(b) Existe una base {es,...,e,} de M y unos elementos ai,...,a, € A— {0}
unicos salvo asociados (independientes de la base anterior) tales que:

(b-1) {a1e1,azea,...,aqeq} es una base de M,
(b-2) ailaz|- - |aq.

PRUEBA: Para demostrar (a) procederemos por induccién sobre ¢g. Si g = 0,
entonces M’ = 0 y el resultado es trivial.

Supongamos (a) cierto siempre que el rango del submédulo sea ¢ —1 > 0
y sea rg(M’) = ¢ > 1. Aplicando la proposicién anterior tenemos que M’ =



(Aae) ® (M’ Nkeru), y por el lema 6.1.3 deducimos que rg(M’ Nkeru) = ¢ — 1.
Por la hipdtesis de induccién, M’ Nker u es libre, y por tanto M’ también.

Para demostrar (b) procederemos por induccién sobre n =rgM. Sin =1
el resultado es consecuencia de que A es un DIP.

Supongamos (b) cierto siempre que el rango del médulo libre ambiente sea
n—12> 1y supongamos rg M = n. Aplicando de nuevo la proposicién anterior,
el lema 6.1.3 y el apartado (a) deducimos que ker u es libre de rango n— 1 y que
rg(M' Nkeru) = g — 1. Por la hipédtesis de induccién aplicada al médulo libre

ker u y al submédulo M’ Nker u deducimos la existencia de una base {es, ..., e, }
de keru y de unos elementos tnicos as,...,aq € A tales que aslas|---|aq ¥y
{ages, ... ,aq4e,} es una base de M’ Nkeru. Pongamos e; = e y a1 = a, dados
también en la proposicién anterior. Es claro que {e1,es,...,¢e,} es una base de
M y que {a1e1,azes,...,a4eq} €s una base de M.

Nos queda por probar que ajlas. Para ello consideremos la forma lineal
v: M — A dada por v(e;) = v(e2) = 1,v(e;) = 0 para todo ¢ > 3. Con las
notaciones de la prueba de la proposicién anterior, se tiene a1 = a = a,, =
v(ay.e1) = v(e') € v(M'), de donde Aa,, C v(M’), y por el cardcter maximal
de Aay, = up(M’) se tiene v(M') = Aay, pero as = v(agez) € v(M') = Aay y
por tanto aj|as.

Veamos ahora la unicidad de los a;. Para ellos usaremos la nocién de apli-
cacién multilineal alternada: diremos que una aplicacién multilineal f : M x L
XM — A es alternada si f(z1,...,2,) = 0 siempre que x; = z; para algunos
i # j. El conjunto de las aplicaciones multilineales alternadas de M" en A es
claramente un submddulo del A-mdédulo de las aplicaciones multilineales, que
notaremos Alt(M", A).

Para cada r =1, ..., ¢ notemos

Jo = {f(r,.- - yr), s € M', f € Alt(M", A)).

Obviamente cada J,. es un ideal de A que, fijado M, depende exclusivamente
de M’.

La unicidad de los a; es consecuencia de las igualdades J, = (a1 - - - a,.), que
pasamos a probar.

Dados y; € M’, j =1,...,r, podemos expresarlos como y; = Zgzl Cjia;i€;
con ¢j; € A, y por tanto, para cada aplicacion multilineal f se tiene:

T

r
f(yla"'ayr): Z Cji; Haij f(eiﬂ'"aeir)'
1 j=1

1<j<r \j=
1<ij<q

Ahora bien, si f es alternada, todos los sumandos de la expresién anterior donde

haya repeticiones en i1, ...,%, seran nulos, y para aquéllos donde los i1, ...,
. . ’ ’ T 7

sean distintos entre sf se tendrd a1 - -~ a,|[[;_, ai; puesto que ai1]az|---[aq. Asf

deducimos que ay -+ - ar|f(y1,...,yr), 0 de forma equivalente J. C (ay - - - a,).



Para la otra inclusién, consideremos las formas lineales w; : M — A tales
que w;(e;) = d;; y la aplicacién multilineal alternada f : M" — A dada por

f(x1, ..., z) = det(w;(x;)).
Se tiene que ay - - a, = f(aiey,...,a-e.) € Jp. O

NOTA 6.1.6.— Si en el teorema anterior hacemos n = 1, entonces M es iso-
morfo a A y M’ corresponderfa a un ideal de A. En tal caso se trata de una
reformulacién del hecho de que A es un dominio de integridad y que todos sus
ideales son principales.

COROLARIO 6.1.7.— Si E es un A-médulo finitamente generado no nulo, en-
tonces existen unos ideales tinicos a,, C a,—1 C -+ Cag Cay C A, con a; # A,
tales que:

E~ (A/a1) x (A/ag) x -+ x (A/ay,) .

PrRUEBA: Como FE es un médulo finitamente generado, se puede expresar
como cociente de un médulo libre A™ por un cierto submdédulo M’. Aplicando
el teorema anterior, si ninguno de los a; es unidad, basta tomar a; = Aa;,
t=1,...,qy a; =0 para g < ¢ < n. En caso contrario, procederiamos a
quedarnos sélo con los a; = Aa; tales que a; no sea unidad.

Falta la unicidad O

DEFINICION 6.1.8.— Los ideales a,, C ayu—1 C --- C a2 C a7 se denominan
factores invariantes del médulo F.

DEFINICION 6.1.9.— Dado un A-médulo M, diremos que un elemento z € M es
un elemento de torsion si existe un a € A,a # 0 tal que ax = 0.

Diremos que M es un mddulo de torsion si todos sus elementos son elementos
de torsién.

LEMA 6.1.10.— Dado un A-médulo M, el conjunto de sus elementos de torsion
Tor(M) es un submédulo de M.

COROLARIO 6.1.11.— Todo A-mdédulo finitamente generado es suma directa
de su médulo de torsién Tor(M) y de un médulo libre de rango finito, cuyo
rango estd determinado univocamente por M. En particular todo A-médulo
finitamente generado sin torsion es libre.

COROLARIO 6.1.12.— Dado un A-médulo M finitamente generado existen un
entero d > 0, unos ideales primos p; C A no nulos y unos enteros s; > 1,
1=1,...,r, tales que:

M = (Afp}') x - x (Afpr) x A%
Ademas, el isomorfismo anterior establece otro isomorfismo:

Tor(M) = (A/p}") x - x (A/pir).



PRUEBA: Basta tener en cuenta que si a es un ideal propio de A, de que
A sea un DIP deducimos la existencia de unos ideales primos pi, ..., P, y unos
enteros eq, ..., e, > 1 (todos ellos tnicos) tales que

m

e;

a= ]
i=1

O

TEOREMA 6.1.13.— Sea ) una matriz m X n con coeficientes en A. Entonces
existen unas matrices P y R de orden m X m y n X n respectivamente, con
coeficientes en A e inversibles (i.e. det(P) y det(R) son unidades de A) tales
que

a; 0 .. O 0 --- 0
0 a --- 0 0 --- 0
S 0 0 --- 0
PRE= " ag 0 -+ 0

o
o
o
o
o
o

donde ¢ =rg(Q), a; € A — {0} y a1laz]|--|a,-
Ademas, se tiene lo siguiente:

1. Si denotamos por A; el miximo comin divisor de los menores ¢ X i no
nulos de @), con i =1,...,q, se tiene:

a =240y, a;=

2. Si M C A" es el sub-A-mdédulo generado por las filas de la matriz @,
entonces los a; anteriores coinciden con los del teorema 6.1.5.

6.2 Aplicaciones: formas candnicas de Jordan

En lo que sigue k serda un cuerpo y V un k-espacio vectorial de dimension finita
d > 1. Dado un endomorfismo f : V — V, podemos definir una estructura de
E[X]-mddulo sobre V' de la siguiente forma:

(Z a; X" = Zaifi(v)
i=0 i=0

para todo polinomio > ", a; X" € k[X] y todo v € V.
LEMA 6.2.1.— El k[X]-médulo V anterior es f.g. y de torsién.



PruUEBA: Es claro que todo sistema (finito) de generadores de V' como
espacio vectorial también es un sistema de generadores de V' como k[X]-médulo.

Para ver que V' es un k[X]-médulo de torsién, tomemos un v € V' cualquiera
y consideremos la familia de elementos de V siguiente:

v, f(0), f2(v), (),

Como V es de dimensién finita, la familia anterior ha de ser linealmente depen-
diente, de donde deducimos la existencia de un polinomio no nulo p(X) € k[X]
tal que p(X)-v =0. a

Consideremos una base B = {u1,...,uq} de V (como k-espacio vectorial) y
la aplicacién k[X]-lineal 7 : k[X]? — V dada por:

d
m(p1y- - pa) = D pitti,
i=1

que es sobreyectiva.

PROPOSICION 6.2.2.— En la situacién anterior, sea M = (a;;) la matriz de f
respecto de B, i.e. f(u;) = ijl a;;u;. Entonces las filas de la matriz

X — ail —a12 e —a1d
—az X —axg -+ —a
XI—-M=
—Qq1 —Qq2 e X — add

forman un sistema de generadores (y de hecho una base) de ker 7.

LEMA 6.2.3.— Dado X € k, el k[X]-médulo k[X]/((X — A)") admite una base
como k-espacio vectorial B = {es,...,e,} tal que

X-etr=MXej+eg,...., X ep_1=Xep_1+en, X e, =Aey,

o lo que es lo mismo, la forma matricial de la multiplicacién por X respecto de
la base B es

A1 0 ... 00
0O x 1 ... 00
00 X ... 00
0 0 O Al
0 0 O 0 A

NoOTA 6.2.4.— El teorema de estructura aplicado al k[ X]-médulo V' (k[X] es un
D.I.P.) (teoremas 6.1.5, 6.1.13, corolario 6.1.12) junto con la proposicién 6.2.2 y
el lema 6.2.3 nos permiten dar una nueva prueba del Teorema de Jordan en el



caso de que k sea algebraicamente cerrado, o si se quiere, en el caso en que todos
los autovalores de f estén en k. Es més, el teorema 6.1.13 nos proporciona un
método de célculo de la forma de Jordan.

En el caso k = R también podemos obtener una prueba de la existencia de
la forma candnica real, asi como un método de calculo.



