Tema 7.- Representaciones de grupos finitos. In-
troduccién a los anillos no conmuta-
tivos

7.1 Nociones basicas

En lo que sigue, k denotard un cuerpo arbitrario y los espacios vectoriales lo
serdn sobre k. Si V' es un espacio vectorial, GL(V') denotard su grupo de auto-
morfismos. Dado un entero d > 0, denotaremos por GL(d, k) el grupo (multi-
plicativo) de las matrices inversibles d x d de elementos de k.

Si V es de dimension d, entonces la eleccién de una base de V' determina un
isomorfismo de grupos GL(V) ~ GL(d, k). Por ejemplo, en V = k% la eleccién
de la base canénica nos da un isomorfismo GL(k%) ~ GL(d, k).

DEFINICION 7.1.1.— Sea G un grupo (no necesariamente finito). Una repre-
sentacion (lineal) de G (sobre k) es un par (V, p), donde V' es un espacio vectorial
y p es un homomorfismo de grupos

p: G — GL(V).

En tal caso también diremos que p es una representacién (lineal) de G en V.

Para simplificar la notacién, y si no hay peligro de confusién, dada una
representacién (V, p) de G, para cada g € G y cada v € V notaremos gv :=
p(g)(v), de manera que se tienen las reglas lv = v, g(hv) = (gh)v, g,h € G,
veV.

NoTA 7.1.2.— De manera analoga, podemos definir una representacion ma-
tricial de G de orden d (sobre k) como un homomorfismo de grupos p: G —
GL(d, k). Toda representacién matricial de G de orden d determina una repre-
sentacién (lineal) en el espacio vectorial k9.

EJEmMPLO 7.1.3.—

1. Para cada espacio vectorial V', el homomorfismo trivial constante p: G —
GL(V), p(g9) = Idy para todo g € G, determina una representacién de
G que llamaremos representacion trivial en V. Cuando V = k la denom-
inaremos representacion unidad.

2. Consideremos el grupo simétrico S3 y sea p: S3 — GL(3, k) la aplicacién
que a cada permutacién o le asocia la matriz que se obtiene al permutar
las filas de la matriz identidad segtin o¢~!. La aplicacién p es un homo-

morfismo de grupos.

3. El ejemplo anterior nos proporciona una representacién (lineal) de S3 en
k3 que viene dada por:

o(x1,22,23) = (To-1(1), To—1(2), To—1(3))

para cada o € S3 y cada (z1,72,73) € k3. De manera andloga podemos
definir una representacion de S, en k™.



4. La representacion signo, dada por
o € S, — signatura(o) € {1,—1} C k* = GL(k).

5. Supongamos que G es un grupo finito! y sea V = k& el espacio vectorial
de todas las funciones definidas en G con valores en k. La aplicacién
p: G — GL(V) dada por

[p(9)(©)](h) = ©(g~"h)

es un homomorfismo de grupos que determina la llamada representacion
reqular de G.

DEFINICION 7.1.4.— Sean (V, p) y (W, \) dos representaciones de G sobre k.

1. Un subsespacio invariante o subrepresentacion de V' es un subespacio vec-
torial W C V verificando gw € W para todos g € Gy w € W. Notese
que si W es un subespacio invariante de (V, p), entonces

g€ G plg)lw € GL(W)
es de nuevo una representacién de G.

2. Un homomorfismo de representaciones, o un G-homomorfismo, es un ho-
momorfismo lineal T: V' — W compatible con p y A, i.e. T(gv) = gT'(v)
paratodosge GyveV.

Naturalmente, si T : V — W es un G-homomorfismo, kerT e Im T son
subrepresentaciones de V' 'y W respectivamente.

Esta claro que la identidad es un G-homomorfismo y que la composiciéon
de G-homomorfismos es un G-homomorfismo. Asimismo, el inverso de un
G-homomorfismo biyectivo es también un G-homomorfismo. En tal caso
diremos que es un G-isomorfismo y que las representaciones correspondi-
entes son G-isomorfas.

3. La aplicacién p@ XA : G — GL(VE W) dada por (p & A)(g9)(v,w) =
(p(g)(v), p(g)(w)) es un homomorfismo de grupos que determina la llama-
da suma directa de (V, p) y (W, ).

4. El espacio de las aplicaciones lineales Homy (V, W) es una representacién
de G de la siguiente forma: dados g € G y ¢ € Homg(V, W), definimos
(9¢)(v) := gp(g~'v) para cada v € V. En particular, si W = k es
la representacién unidad obtenemos la representacién dual de V, V* =
Homy(V, k), dada por

(g0 (v) :==0(g "), VeV veV,geq.

1En el caso infinito existen construcciones similares bajo ciertas circunstancias. Por ejem-
plo, si G es un grupo topoldgico compacto y k es el cuerpo de los niimeros reales o de los
nimeros complejos, en lugar de considerar el espacio de todas las funciones definidas en G
con valores en k, podemos considerar el espacio V' de las funciones continuas de G en k, o el
de las funciones de cuadrado integrable respecto de una medida de Haar en G.



5. El producto tensorial V ®; W es una representacién de G de la siguiente
forma: paratodog € Gyv € V,w € W, definimos g(v@w) := (gv)®(gw).

7.2 Algebras de grupo

La k-dlgebra de G se define como k[G] = @ .- k- o, con la multiplicacién dada

por ceG
(Za,, .J) (Z b .J) - Z( ) b)
occG oceG T7€G Yo-0'=T

Los elementos de k[G] pueden interpretarse como las funciones de G en k
que se anulan en casi todos (todos salvo un nimero finito) los elementos de
G. Asi, el elemento ) . as0 se identifica con la funcién f: G — k dada por
f(0) = a,. La multiplicacién anterior admite entonces la descripcién mediante

la, convolucidn
(fxg)(1)=>_ flo)g(o™'7).

ceCG

Es facil probar que la multiplicacién asi definida en el k-espacio vectorial
k[G] es asociativa, tiene elemento unidad ( f(o) = 1si 0 = 1g, f(o) = 0 si
o # 1g), es distributiva respecto de la suma y f - (cg) = (¢f) - g = ¢(f - g) para
f,g€Ek[G)yc€Ek.

Se trata pues de un anillo que no es conmutativo a menos que G lo sea.

NoTA 7.2.1.— Las representaciones de G se pueden considerar como k[G]-
médulos a la izquierda: toda representacién V' de G tiene estructura de k[G]-
modulo a la izquierda con la multiplicaciéon externa definida de la siguiente

<Z a,,a) S = Zag(av).

oceG

De este modo, la nocién de subrepresentacién corresponde a la de sub-k[G]-
moédulo, la de G-homomorfismo a la de homomorfismo de k[G]-médulos, la de
nticleo (o imagen) de un G-homomorfismo a la de niicleo (o imagen) de un
homomorfismo de k[G]-médulos y la de suma directa de representaciones a la
de suma directa de k[G]-mddulos.

7.3 Descomposicion en representaciones irreducibles

DEFINICION 7.3.1.— Una representacién se dice irreducible si no tiene ninguna
subrepresentacion no trivial (distinta de 0 y de s{ misma). En el lenguaje de los
médulos esto corresponde a la nocién de k[G]-mdédulo simple.

EJEMPLO 7.3.2.— Un ejemplo (trivial) de representacion irreducible es la repre-
sentacion unidad k. Mas generalmente, toda representacién de dimensién 1 es
irreducible.



Toda representacion irreducible de un grupo abeliano sobre un cuerpo alge-
braicamente cerrado es de dimension 1.

DEFINICION 7.3.3.— Una representacién V' se dice completamente reducible si
es suma directa de representaciones irreducibles.

EJEMPLO 7.3.4.— Sea V = C2 y consideremos G = Z como el grupo aditivo de
los enteros. Sea p: Z — GL(V') dada por p(n) = A", donde

11
A= ( L ) |
Esta representacién no es irreducible, porque W = ((0,1)) C V es una subrep-

resentacién no trivial. De hecho W es la tnica subrepresentacién no trivial, y
por tanto V' no es completamente reducible.

TEOREMA 7.3.5.— (Reducibilidad completa de los grupos finitos) Toda repre-
sentaciéon de un grupo finito compleja, o més generalmente, sobre un cuerpo de
caracteristica 0, de dimension finita es completamente reducible.

Recordemos que un espacio vectorial hermitico es un espacio vectorial com-
plejo V' dotado de una forma hermitica, es decir, una forma (—, —): V.xV — C
bilineal para la suma y que ademads verifica

o (av,w) = a(v,w).
o (v, aw) = a(v,w).
e Para todo v # 0, es (v,v) € Ry (v,v) > 0.

DEFINICION 7.3.6.— Una representacion unitaria es una representacion (V, p),
tal que V' es hermitico y la forma hermitica (—, —) es compatible con la estruc-
tura de k[G]-mdédulo, es decir,

(0 -v,0 - w) = (v,w), para todo o € G y todos v, w € V .

PRUEBA: Hay dos formas de demostrar el Teorema: usando, bien repre-
sentaciones unitarias, bien proyectores.

e Supongamos que V es una representacién unitaria. Demostraremos el
resultado por induccién sobre la dimension de V. Si la dimensién es 1 o si
V es irreducible, no hay nada que decir. Si la dimensién es mayor y V' no
es irreducible, sea W C V una subrepresentacién no trivial (naturalmente,
también es unitaria). Entonces, W+ también es invariante. En efecto, si
veEWrtyoeGeso-ve W, pues (0-v,w) = (v,07-w) =0, porque
o hweWw.

Asi, V = W @ W+, Como las dimensiones de W y W+ son menores que

la dimensién de V', por la hipétesis de induccién, son sumas directas de
subespacios invariantes. Por tanto, también lo es V.



Supongamos ahora que (V,p) no es una representacién unitaria, y sea
W C V una subrepresentacién. Sea (—, —) una forma hermitica cualquiera
en V', y definamos la siguiente forma hermitica:

(v,w) = Z(U~v7a-w>.

oelG

Esta nueva forma promediada verifica que
/
(tv,Tw) = (v,w), T€G,v,weYV,
luego V' es una representacién unitaria para (—, —).

e En este caso, s6lo haremos uso de que k es un cuerpo de caracteristica
cero (para dividir por |G|). Sea W C V invariante, y sea p: V — W un
proyector (i.e., p> = p) de imagen W . Consideremos

(v) |G‘Zap 1)

ceG

Entonces p’: V. — W también es un proyector. Aun més, kerp’ es in-
variante. En efecto, si v € kerp’, es p/(v) = 0. Tenemos que probar
que p’(7v) = 0 para todo 7 € G. Pero se tiene la igualdad

p(r-v) = |G\ZU p(o~tr - v).

ceG

1

Renombrando A\~! = o~ 17, se puede escribir

1
(1v) \G\ Z TAp(A1w) @Tp’(v) =0.

AEG

Finalmente, como p’ es un proyector, se tiene V = Imp’ @ kerp’ = W @
ker p’. Aplicando la hipétesis de induccién se tiene el resultado.

O

NoTA 7.3.7.— La ventaja de la primera demostracion es que se puede generalizar
a representaciones continuas de grupos topoldgicos compactos en un espacio de
Hilbert. La de la segunda es que es puramente algebraica y funciona sobre un
cuerpo k arbitrario de caracteristica cero.

El objeto principal de la teoria de representaciones de los grupos finitos es
describir todas sus representaciones (complejas, por ejemplo) irreducibles, asi
como la manera efectiva en que cualquier representacién de dimensién finita
se descompone en suma directa de representaciones irreducibles. Un resultado
importante afirma que cada grupo finito G tiene un nimero finito de representa-
ciones irreducibles no isomorfas.



EJERCICIO 1.— Describir todas las representaciones irreducibles, salvo isomor-
fismo, del grupo aditivo de los enteros Z.

Denotemos por G al conjunto (finito) de las clases de isomorfia de repre-
sentaciones irreducibles de un grupo finito G. Uno de los resultados centrales
de la teoria es la igualdad

al= Y (@dimV)?,

ve&

cuya prueba requiere el estudio de los caracteres de G (ver la bibliografia).

7.4 Caso del grupo simétrico S3

Consideremos G = S3 el grupo simétrico. Hay dos representaciones irreducibles
evidentes (son de dimensién 1) no isomorfas:

1 La representacién unidad, dada por p: S3 — C* = GL(C) tal que p(g) =1
para todo g € G.

2 La representaciéon signo, dada por p: S5 — {1,—1} € C* = GL(C), tal
que p(g) = signatura(g).

Hay también una tercera representacién menos evidente que describimos a con-
tinuacién:

3 Sea V = {(v1,v9,v3) € C> | vy +wva+v3=0}yp: G— GL(V) dada
por
p(g)(vhv%vi’)) = (Ugfl(l)vvgfl(Z)aUgfl(S))'

Esta representacién también es irreducible. Lo demostraremos restringien-
do p a dos subgrupos de G. Sea pues 7 = (1,2,3), y H = (1) C
S3. Llamaremos T' = p(7), y tenemos T: V — V. Como ord(7) = 3,
es T3 = Idy, luego T es diagonalizable y tiene sus autovalores en el con-
junto {w,w? w3 = 1}, con w = €2™/3. Consideraremos entonces la suma
directa V = Vi @ V,, ® V2, donde Vi = ker(w'ld — T).

Como se comprueba fdcilmente, si T'(v) = v, entonces v = 0. Sin em-
bargo, v,z := (1,w,w?) es un autovector para el autovalor w?, de forma
que (v,2) C V es estable para T.

Sea ahora o = (1,2). Es evidente que 7o = 072, luego debe verificarse
que

T(ov) = 7(ov) = (to)v = (672)v = o(7%0) =

= 0T?(v) = o((w?)?v) = o(wv) = w(ov),

para todo v € V2. Asi, si v es un autovector para T de autovalor w?,
entonces ov es autovector de autovalor w, luego oV,,2 C V.



De manera analoga se prueba que oV,, C V2, y por tanto cV,2 =V, y
Vi, V2 # 0.

Como hemos visto antes, V3 = 0, luego V = V,, & V,,2. Como V es de
dimensién 2, cada uno de los sumandos es de dimensién 1. Ahora bien, esta
suma directa no es una suma directa de subrepresentaciones, puesto que
oVy2 C V. Como V,, v V2 son los tnicos subespacios propios estables
por la accién de 7 (o de T'), deducimos que V' no tiene subrepresentaciones
no triviales y por tanto V es irreducible. Ademads, como V es de dimensién
2, no es isomorfa ni a la representacion unidad ni a la representacion signo.

Tenemos pues tres representaciones irreducibles, y sabemos que |G| es igual a
la suma de los cuadrados de las dimensiones de las representaciones irreducibles,
luego éstas tres son todas las representaciones irreducibles de Ss.

Estudio del algebra de S3, C[S3]...



