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Ejercicios de Algebra Basica. Curso 2010/11

Ejercicio 1.— Construir las tablas de verdad de las siguientes proposiciones:

(D). =p— —q

Q). [(pVa)A=gl = p

@. [(pVva)A—ql —p

(
3). [(pAg) = r]Ap—=(g—T)
(
. [p—= a9 Apl—q

Ejercicio 2.— Construir las tablas de verdad de las siguientes proposiciones (p — ¢) A(q = p)yp <> qy
probar que son légicamente equivalentes.

Ejercicio 3.— Probar que la proposicién (p A q¢) V (—p V —q) es una tautologiay (—p V —q) A (p A ¢) es una
contradiccion.

Ejercicio 4.— Usando los cuantificadores universales y existenciales, formalizar las siguientes proposi-
ciones:

(1). Existen elementos del conjunto A que son menores que todos los elementos del conjunto B.

(2). Todo elemento del conjunto A se puede escribir como suma de dos cuadrados de enteros.

Ejercicio 5.— Dar una prueba directa de la siguiente proposicién: Todo entero acabado en cero es un nimero
par.

Ejercicio 6.— Probar, usando el método de induccidn, la férmula de la suma de n términos de una progresion

geométrica de razén r,
ra, — ai

S =S
" r—1

Ejercicio 7.— Probar que, para todo n € N, se verifica que
P24+22 4. +ni=n(n+1)2n+1)/6.
Ejercicio 8.- Probar que 2" > n?, ¥n > 5.

Ejercicio 9.— (¢) Sean m, n enteros no negativos. Recordamos que el nimero combinatorio (’g) estd definido
de la forma siguiente:

m\ m!

n)  nl(m—n)

Probar que (') = (,,",) y que (") + (%) = (")

Ejercicio 10.— (e) Probar por induccién que

=35 (M)

Ejercicio 11.— Probar que todo nimero natural mayor que 1 es divisible por un nimero primo.
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Ejercicio 12.— Probar que Vn > 30, existen enteros no negativos k, j tales que n = k6 + j7. (Ver primero
los casos n = 30, 31,32,33,34 y 35).

Ejercicio 13.— Efectuar las siguientes operaciones:

(1+24)5 1/(3+1) (2—14)/3i
(1=4)°=1)/(1+4)°+1) (1+i)°/(1—49)> (Q+i)"/(1—i)""2 n>3.

Ejercicio 14.— Calcular :", n € Z.

Ejercicio 15.— Probar que la raiz cuadrada de « + iy, ,y > 0, es

i<\/; (x—|— x2+y2)+i\/; (—x—l— x2+y2)>.

Ejercicio 16.— Escribir en la forma a + ib:

V2i, /3 — 4i, /=3 — 4, m V=1, /2 —iV12.

Ejercicio 17.— Expresar los siguientes numeros complejos es forma trigonométrica:

1,-1,4,—i,144,—1+i,—1—i,1—4,14+4V3,-14+iv3, -1 —iv3,1 —iv3,V3+i,vV3 —i.

Ejercicio 18.— Sea z = r(cos(«) + isen(a)). Dar una férmula (en forma trigonométrica) para /z. Usarla
para calcular la raiz cuadrada de los nimeros del ejercicio anterior.

Ejercicio 19.— Describir las relaciones de inclusion o pertenencia entre los siguientes conjuntos:

A= ®7 B = {(b}a C= {avb}a D= {{a}ab}a E= {a}7 F= {{a}}

Ejercicio 20.— () Probar:
(D). ANA=9.
(2). Si A C Bentonces B C A
(3). SiACCyBC Centonces AUB C C
4). SiCCAyC C BentoncesC C ANB
(5). SSACByC CDentonces ANCCcBNDyAuC Cc BUD

Ejercicio 21.— Sea X un conjunto. Denotaremos por P (X) al conjunto formado por todos los subconjuntos
de X. A P(X) lo denominaremos el conjunto de las partes de X. Calcular P(X) cuando X es:

(). X = {1,2}
2). X ={a,b,c}
3). X = {1,2,3,4)
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Ejercicio 22.— Probar que {{a}, {a,b}} = {{a'},{a’,b'}} siysblosia =a',b=1V'.

Ejercicio 23.— () Sean A, B conjuntos finitos, {4 = n = By f : A — B una aplicacién. Probar que f
es inyectiva si y solo si f es sobreyectiva. Probar, con un ejemplo, que el resultado es falso si los conjuntos
no son finitos.

Ejercicio 24.— Sean A = {1,2,3,4,5}, B = {a,b,c,d,e, f,g}.
(1). Dar ejemplos de correspondencias (no aplicaciones) entre Ay By entre By A.
(2). Dar ejemplos de aplicaciones entre Ay By entre By A.
(3). Si es posible, dar ejemplos de aplicaciones inyectivas entre Ay By entre By A.

(4). Si es posible, dar ejemplos de aplicaciones sobreyectivas entre Ay By entre By A.

Ejercicio 25.— (e) Sean A, B conjuntos finitos, A = n,§B = my f : A — B una aplicacién. Probar que:
(1). Si f es inyectiva, entonces n < m.
(2). Si f es sobreyectiva, entonces n > m.

(3). Si f es biyectiva, entonces n = m.

Ejercicio 26.— Decir cuales de las siguientes correspondencias son aplicaciones:
(1). f:RT — R, definida por f(x) = y con y* = z.
(2). f:Q* — Z, definida por f(p/q) = p, para todo p/q € Q, con p y ¢ primos entre si.
(3). f:R — R, definida por f(z) = 2% — 1.
4). f:7Z — Z, definida por f(z) =3z + 1.

Estudiar la inyectividad y sobreyectividad de las aplicaciones anteriores.

Ejercicio 27.— Sean las aplicaciones

f*R — R g:R
x

C h:
r — (r+1)2 +

Jz

Calcular todas las composiciones posibles de las aplicaciones anteriores.

8 N

Il

—
—

Ejercicio 28.— (¢) Sean f: X - Y yg: Y — Z dos aplicaciones.
(1). Probar que si f y g son inyectivas, entonces g o f es inyectiva.
(2). Probar que si f y g son sobreyectivas, entonces g o f es sobreyectiva.
(3). Sigo f essobreyectiva, probar que g es sobreyectiva.

(4). Sigo f esinyectiva, probar que f es inyectiva.

Ejercicio 29.— () Sea f: X — Y una aplicacién. Demostrar que

(1). f esinyectiva si y sélo si existe una aplicacién g: Im(f) — X tal que g o f = idx. (Esto se conoce
como una inversa a izquierda.)

(2). f es sobreyectiva si y sélo si existe una aplicacién h: Y — X tal que f o h = idy. (Esto se conoce
como una inversa a derecha.)
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Ejercicio 30.— () Sean f : A — B una aplicacién, A; C Ay C A, By C By C B. Probar que:

(D). f(A1) C f(A2).
(). f~H(B1) C f~(Ba).

Ejercicio 31.— Sea f : R — R, la aplicacién definida por f(z) = 22 4+ x — 2. Consideremos los conjuntos
A={1,-1,0,2}, B ={0,-2}. Calcular f(A)y f~1(B).

Ejercicio 32.— Sea f : Z — 7 la aplicacion

| mn sinespar
fn) = { 0 sinesimpar

Calcular las restricciones de f a los nimeros pares y a los niimeros impares.

Ejercicio 33.— (¢) Sea f: X — Y una aplicacién,ysean A C X yBCY.
(1). Si f es inyectiva, probar que A = f~1(f(A)).
(2). Si f es sobreyectiva, probar que f(f~'(B)) = B.

Ejercicio 34.— ;Son las siguientes relaciones de equivalencia?
(1). EnR,z Ry < zy > 0.
2). EnZ,x Ry <— xy > 0.
(3). EnR2?, (z,y) R (2'y') <= existeun A € R* talque v = A\’ e y = \y//
4). EnZ,x Ry <= x — y es mdltiplo de 6.
(5). EnP(X), ARB < AN B # (), siendo X un conjunto dado.
6). EnR?, (z,y) R (2'y) < ¢ —y=2(z' —x).

En los casos afirmativos dar el conjunto cociente.

Ejercicio 35.— Sean > 3.

(1). Caleular (1 9)(1 j)(1d); i —1a)(1i—1(GE—149)e (12 ...n)(i—14)(12 ...n)*l, siendo
2 < 4,5 < n distintos.

(2). Demostrar que toda permutacién de S,, se puede poner como producto de las permutaciones (1 7),
coni =2,...,Mn.

(3). Probar que toda permutacién de .S,, es producto de las permutaciones (i — 1 i), coni = 2, ..., n.

(4). Demostrar que toda permutacién de S,, se puede poner como producto de las dos permutaciones
(12...n)y(12).

Ejercicio 36.— Consideremos en .S7 la permutacién

(1234567
7=\1 5 7 46 2 3 )"

1 1

Calcule la descomposicién en ciclos disjuntos de o, 02, 0!, Calcule el orden de o, 02, 0~ 1.

Ejercicio 37.— (e) Sean, en S,,, una permutacién o y un ciclo (ay as .. . a, ). Probar que

olayay...a.)o = (o(ay) o(az)...o(a,)).
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Ejercicio 38.— Dadas las siguientes permutaciones de S;
(1 2 3 4 B
=1 3 2 4 )27

(123 456 (1234567
%=\4 56 3 21)%%“ "\ 75132 45%6)

W =
— o
N W
(S EN
NG
~—

se pide:
(1). Halle todos los posibles productos de dos, tres y cuatro o; (distintas entre si).
(2). Descomponga las permutaciones o; y las halladas en (1) como producto de ciclos disjuntos.
(3). Halle las inversas de las permutaciones o; y de las halladas en (1).
(4). Descomponga las permutaciones o; y las halladas en (1) como producto de trasposiciones.

(5). Halle los indices de las permutaciones o; y de las halladas en (1).

Ejercicio 39.— Sean > 3.

(1). Comprobar que (i j)(j k) = (i j k). (i j)(k 1) = (i j k)G kD). (i j k) = (1i j)(1j k). (1if) =
(12 5)(124)2, con todos los indices distintos.

(2). Probar que toda permutacion de A,, se puede expresar como producto de 3-ciclos.

(3). Pruebe que toda permutacién de A,, se puede expresar como producto de las permutaciones (1 2 ),
cont=3,...,n.

Ejercicio 40.— Probar que todo entero de la forma ya + &b, con 7y, § € Z es un miltiplo del maximo comiin
divisor de a y b.

Ejercicio 41.— Calcular el maximo comun divisor, el minimo comin mdltiplo y la identidad de Bézout de:
1520y 23532, 5328 y 245.

Ejercicio 42.— Sean a,b, m,r enteros positivos, d =mcd(r,m). Probar que ra = rb mod m entonces
a =bmod (m/d).

Ejercicio 43.— Responder a las siguientes cuestiones:

(1). Sean a,b,c € N. Probar que si med(a,b) = 1y ab = c?, entonces existen n,m € N tales que

a=n2b=m2

(2). Probar que si med(a,b) = 1, entonces med(a + b,a —b) =16 2.

(3). Al aplicar el algoritmo de Euclides para calcular el mcd(a, b) se obtiene un resto que es un nimero
primo p. Probar que mcd(a,b) = 10 p.

Ejercicio 44.— Demostrar los siguientes resultados:
(1). ¢-mcd(a,b) = med(ac, be).
(2). Simced(a,b) =dy aa+ Bb = d, entonces med(c, ) = 1.
(3). Si albcy med(a, b)|c, entonces alc?.

(4). Siay bson primos entre sf entonces también lo son a + by (a + b)? + ab.



Algebra Bésica. Departamento de Algebra. http: //www.departamento.us.es/da

Ejercicio 45.— Demostrar que la fraccién (2n + 3)/(4n + 5) es irreducible para todo n natural.

Ejercicio 46.— Sean a = n3 + 3n? — 7, b = n + 1 dos nimeros enteros con n > 2. Demostrar que todo
divisor comiin de a y b divide a 5. ;Cuél es la condici6n sobre n para que mecd(a, b) = 5?

Ejercicio 47.— Probar que 6 divide a a(a 4+ 1)(2a + 1) para todo a natural.

Ejercicio 48.— Dar criterios de divisibilidad para 2,3,4,5,7,9,11.

Ejercicio 49.— Probar que entre m enteros consecutivos exactamente uno es divisible por m. A partir de
esto, dados enteros m > n > 1, demostrar que existe ¢ tal que n < t < m, y tal que m — n divide a t.

Ejercicio 50.— Sea d = mcd(a, b). Probar que la ecuacién ax 4 by = ¢ admite soluciones enteras si y s6lo
si ¢ es un multiplo de d, en cuyo caso existen infinitas soluciones dadas por:

Lo o €z
xr = X _— -y —_— n
0 d’ Yy Yo d’ )

donde xg, Yo es una solucion particular.

Ejercicio 51.— Resolver, si es posible, las siguientes ecuaciones en congruencias:
= 13x =5 (mod 11)
= 8z = 20 (mod 12)
s 8z =5 (mod 10)
n 28z = 36 (mod 24)

Ejercicio 52.— Resolver los siguientes sistemas

T f 5 mod 2 s = 33 mod63 T f 18 mod 11
r = 6 mod3 _ r = 3 modl18
_ r = 32 mod64 _
r = 7 modb) — 34 465 r = 7 mod?25
r = 8 mod7 4 1 z = 11 mod7
Ejercicio 53.- Resolver, en Z/Z5 el sistema
20 + y tarz = [1
r 4+ y + 2z = 2
Ejercicio 54.— Resolver, en Z/Z7 el sistema
r + vy + z = 3
2c + y + 3z =1
x + 3z = 0
Ejercicio 55.- Resolver, en Z/Z3 el sistema (no lineal)
a + ¢ =1
b + d + ac =1
ad + bec = 0
bd = 2
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Ejercicio 56.— Resolver, en Z/Z5 el sistema (no lineal)

a + ¢ =0

b + d + ac = 0
ad 4+ bec = 0

bd = 4

Ejercicio 57.— Demostrar los siguientes resultados:
(1). Siaesprimocon 2y 3, (a® — 1) es divisible por 24.
(2). n'3 —n es divisible entre 2, 3, 5, 7, 13 para cualquier entero n.
(3). Los enteros a y a® tienen igual el dltimo digito en base 10.

(4). Sin > 2esimpary el orden de 2 en Z/Zn es n — 1, entonces n es primo.
Ejercicio 58.— Calcular las unidades de Z/Z11y Z/Z16.

Ejercicio 59.— Calcular, en Z /726, (3 + 7Z26)'! y (11 + Z26)!*.

Ejercicio 60.— Sea p un nimero primo distinto de 2 y 5. Probar que p divide a uno de elementos del conjunto
{1,11,111, 1111, ...}.
Ejercicio 61.— Los nimeros de Fermat F'(n) estédn definidos por
F(n)=2*" +1.

Probar que si n # m, entonces F'(n) y F(m) son primos entre si'.
Ejercicio 62.— Hallar el cociente y el resto, en Q[z], al dividir los polinomios:

. 23 =T -1, z—2.

Q). z* —222 -1, 22+ 3z — 1.

A). z*+23 -1, 222 + 1.

3

Ejercicio 63.— Calcular los valores de a € Q para que 2> — ax? — 22 + a + 3 sea divisible por z — a.

Ejercicio 64.— Sea f(x) € Q[z] un polinomio que al dividirlo por (22 — 3)(x + 1), el resto es 2% + 2x + 5.
(Cudl es el resto de dividir f(x) entre 2% — 3?

Ejercicio 65.— Sean f(x) = 22 — 3z + 2, g(z) = 2® + = + 1 polinomios con coeficientes en Q. Calcular
el maximo comun divisor y la identidad de Bezout.

Ejercicio 66.— Calcular, en Z/Z5[z], el maximo comn divisor de 323 + 422 + 3y 323 + 422 + 3z + 4.

Ejercicio 67.— Calcular, en Z/Z3[z], el mdximo comin divisor, la identidad de Bézout y el minimo comiin
multiplo de 2° 4+ 222 + 2?2 +z+ 1y z* + 223 + . + 1.

Ejercicio 68.— Calcular, en Z/Z2[z], el méximo comiin divisor, la identidad de Bézout y el minimo comuin
miltiplode 25 4+ 2% + 23 + zy2® + 27 + 28 + 2 + 23 + 2 + 1.

Ejercicio 69.— Hallar el resto, en Q[z], al dividir

Fermat conjeturd (1630) que los nimeros F'(n) eran primos Vn. Euler, en 1732, probd que F/(5) = 232 + 1 = 4294967297 =
641 x 6700417.
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. 22 =7 —1, 2 —2.
Q). 24 =222 -1, z — 1.

3). 240 4230 —1, x4+ 1.

Ejercicio 70.— Sea f(z) = x* — 323 + 22 + 32 — 2 € Qlx]. Calcular el méximo comun divisor de f(x)y
f'(x). ¢ Tiene f(x) factores miltiples?

Ejercicio 71.— Escribir todos los polinomios de Z/Z2[x] de grado menor o igual que tres. Decir cudles de
ellos son irreducibles.

Ejercicio 72.— Calcular las raices en C de:

®3(z) = 2% — 1, Pg(x) =a% -1, Byo(z) = 22 — 1.

Ejercicio 73.- Sabiendo que f(z) = z* — 42® + 322 + 14z + 26 tiene a 3 + 2i como raiz, factorizar el
polinomio f(z) en factores irreducibles en R[z].

Ejercicio 74.— Demostrar las siguientes cuestiones:

(1). Vz1, 29 € C se verifica que 2122 + Z122 € R.

(2). Si
f(@)=a" +an12" ' + .. a1z + a9 € Clz],

y consideramos los polinomios
f@) =2 +Tp_12" + ... @z + ao,
entonces g(z) = f(x)f(x) € R[z].

(3). Si « es una raiz de g(z), entonces « 0 @ es raiz de f(x).

Ejercicio 75.— Calcular las raices racionales de:
(1. 22 —22 -3z +6
(2). 623 + 22 —5xr —2
(3). 32 + 72% — Tz — 3.

Ejercicio 76.— Sea f(x) € Z[z] un polinomio ménico.
(1). Probar que todas las posibles raices racionales son enteras.
(2). Probar que si b € Z es unaraiz de f(x), entonces n — b divide a f(n) para todo n € Z.

(3). Usar lo anterior para calcular las raices racionales de f(z) = 2* + 52% — 922 — 142 + 24.

Ejercicio 77.— Sea f(z) = x* + 1523 + 7222 4 1372 + 174. Sabiendo que f(—7) = —1, calcular las raices
de f(x).

Ejercicio 78.— Estudiar la irreducibilidad y la descomposicion en irreducibles de los siguientes polinomios
de Q[X1:

(D). 2° 4+ 2* — 223 — 222 — 2z + 4.
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(2). a* + 4% + 627 4 4o — 24.

). x® — 62 + 1423 — 1622 — 162 + 48.

4). z* + 423 + 822 + 10z + 7 (Indicacién: Hacer el cambio z — z — 1).
(5). x* 4 8z3 + 2222 + 242 + 9.

(6). x* + 223 + 522 + 42 + 4 (Indicacién: Estudiar f/(x)).

Ejercicio 79.— Estudiar la irreducibilidad y la descomposicién en irreducibles del polinomio z* + 22 — 1
en Z/Z2[x), Z/Z3[x] y Q[z].

Ejercicio 80.— Sea m(x) = 2 +x € Z/Z3[z]. Calcular un representante, médulo m(z), de f(z) de grado
menor o igual que el grado de m(x) siendo

(1. flz)==23+2

Q). flx)=a*+22%2+1

3). f(z) =z conn =6,7,8,....

Ejercicio 81.— Sea m(z) = 2* — 2 € Z/Z5[z]. Calcular un representante, médulo m(z), de f(z) de grado
menor o igual que el grado de m(x) siendo

(D). f(z) =a®
Q). flx)=a*+22%2+1
(3). f(z) =xz™ conn =4,5,6,....

Ejercicio 82.— En Z/Z2[z] médulo % + x + 1 calcular el inverso de: 2% + z, 22 + x + 1, 2% + z.

Ejercicio 83.— Resolver en Z/7.2[x]

r (mod 2% + )
1 (modz?+z+1)

~
—
8
S~—"
1]

Ejercicio 84.— Probar que Z con la operacién a x b = a + b + 1 es un grupo.
Ejercicio 85.— Probar que R con la operacién a x b = a + b — ab es un grupo.

Ejercicio 86.— Sea G un grupo multiplicativo, g € G y definimos una nueva operacién * sobre GG por la
férmula a x b = agb para todo a, b € G. Pruebe que G con la operacién * es un grupo.

Ejercicio 87.— Pruebe que R* x R es un grupo con la operacién definida por
(a,b)(c,d) = (ac,ad +b).

(Es abeliano?

Ejercicio 88.— Sean n un entero positivo y sea U,, = {z € C | 2 = 1} el conjunto de la raices n—ésimas
de la unidad. Probar que U, es un grupo con el producto de los nimeros complejos.

Ejercicio 89.- Sea X un conjunto, G = P(X). Decir cudndo (G, o) es un grupo, siendo:

(1). AoB=AUB
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(2. Ao B=ANB
(3). Ao B = A — B (diferencia)
(4). Ao B = A A B (diferencia simétrica)

Ejercicio 90.— Sea el conjunto G de las matrices cuadradas de orden 2 sobre R con la suma ordinaria de
matrices. se pide:

(1). Probar que (G, +) es un grupo abeliano.
(2). Probar que el conjunto {A € G | det(A) # 0} C G no es un subgrupo de G.
(3). Probar que el conjunto {A € G | A es simétrica} C G es un subgrupo de G.

(4). Probar que G no es ciclico.

Ejercicio 91.— Sea el conjunto GG de las matrices cuadradas invertibles de orden 2 sobre R con el producto
de matrices. Se pide:

(1). Probar que (G, -) es un grupo no abeliano.
(2). Probar que el conjunto {4 € G | det(A) = £1} C G es un subgrupo de G.
(3). Probar que el conjunto {A € G | A es simétrica} C G no es un subgrupo de G.

(4). Probar que G no es ciclico.

Ejercicio 92.— Sea V' C GL2(R) el conjunto

s_f(1 0 -1 0 1 0 -1 0
B 0o 1)’ 0 1/)’\0 -1 )’ 0 -1 ’
Pruebe que V' es un subgrupo (multiplicativo) de GLo(RR).

Ejercicio 93.— Sean n, m nimeros enteros. Pruebe que
(1). (n) =2Zn.
(2). Zn + Zm = (n,m) = Zd, donde d = med(m, n).

(3). ZnNZm = Zk, donde k = mem(m,n).

Ejercicio 94.— Sea (G, ) un grupo finito, y sean H y K subgrupos de G con indices (en ) primos entre
si. Pruebe que G = H x K.

Ejercicio 95.— Sea G un grupo. Pruebe que son equivalentes:
(1). G es abeliano.
(). (ab)? = a®b?, para cualesquiera a,b € G.

(3). b~ 'a~'ba = 1, para cualesquiera a, b € G.

Ejercicio 96.— Denotaremos por C), al grupo multiplicativo ciclico de érden n. Probar que C), x C,, es un
grupo ciclico si y sélo si med(n, m) = 1.

Ejercicio 97.— Sea G un grupo tal que todo elemento tiene orden 2. Entonces G es abeliano.

10
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Ejercicio 98.— Pruebe que la unién de dos subgrupos de un grupo G es un subgrupo de G si y s6lo si uno
de los subgrupos contiene al otro. Pruebe que un grupo nunca es unioén de dos subgrupos propios.

Ejercicio 99.— Pruebe que un grupo es finito si y sélo si contiene un nimero finito de subgrupos (Idea:
Pruébelo primero para grupos ciclicos).

Ejercicio 100.— Escriba las tablas de un grupo ciclico Cs con dos elementos, de un grupo ciclico C5 con
tres elementos, asi como de los productos cartesianos Cy X Co 'y Cy x Cj.

Ejercicio 101.— Calcule el orden del elemento 18 + Z24 en Z/Z24. Calcule el orden del elemento (4 +
712,24 78) € Z/Z12 x 7 /Z8. Calcule los elementos de orden finito del grupo Z/Z2 x Z x Z]7ZA4.

Nota.- En lo que sigue GG denotara un grupo multiplicativo, salvo que se diga lo contrario.

Ejercicio 102.— (e) Sea GG un grupo. Pruebe que la interseccién arbitraria de subgrupos normales de G es
un subgrupo normal de G.

Ejercicio 103.— (e) Sea G un grupo y d un entero positivo. Supongamos que G posee un dnico subgrupo
H de orden d. Demuestre que H es normal.

Ejercicio 104.— Sea n un entero positivo. Denotaremos
U,={i+Zn|0<i<n-—1, talesqueexiste j € Zconij +Zn =1+ 7Zn}.

Pruebe que U, es un grupo con el producto (definido de la manera natural en Z/Zn). Halle todos los
subgrupos de Us.

Ejercicio 105.— Sea f : R — C* la aplicacién dada por f(z) = cosx + isenz. Pruebe que f es un
homomorfismo de grupos y calcule su nicleo e imagen.

Ejercicio 106.— Estudiar cudntos homomorfismos existen:

(1). De Z en Z.

(2). DeZ/ZAenZ/712,de Z/Z9 en Z/Z3,de Z en Z/7.2,y de Z en Z/Z8.
(3). De Z en Z/Zm.

(4). De Z/Zn en Z]Zm.

Ejercicio 107.— Sea el conjunto
G={fap :R—R|(a,b) €R? a#0},
donde f, () = ax + b. Se pide:
(1). Pruebe que G es un grupo con la composicién de aplicaciones.

(2). Pruebe que la aplicacién F' : G — G dada por F(fq5) = fa0 €s un homomorfismo de grupos.
Halle el nicleo y la imagen del homomorfismo F'.

Ejercicio 108.— Sea G un grupo, sea C(G) = {z € G | vy = yx paratodoy € G} su centro. Pruebe
que C'(G) es un subgrupo normal de G. Si H es un subgrupo de C(G), pruebe que H es normal en G. De
manera mas general, estudie si un subgrupo normal de un subgrupo normal es normal en el total.

Ejercicio 109.— Sea G un grupo y H un subgrupo normal de orden 2 tal que G/ H es ciclico. Pruebe que G
es abeliano. Si G = S3 y H = (12), ;cudles de las condiciones anteriores se verifican?
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Ejercicio 110.— Si H es un subgrupo de G de indice 2, entonces H es normal en G.

Ejercicio 111.— Sea G un grupo y L un subgrupo normal de G. Si L y G/L son abelianos, ;podemos
concluir que G es abeliano?
Ejercicio 112.— Sea H un subgrupo ciclico finito de Gy H <1 G. Sea K = (b) un subgrupo propio de H.
(1). Si g € G entonces o(b) = o(g~1bg).
(2). Sig € G entonces (g~ 'bg) = K.
(3). Deduzcaque K < G.

Ejercicio 113.— Sea f : G — K un homomorfismo sobreyectivo, con K grupo ciclico de orden 10. Pruebe
que G tiene subgrupos normales de indices 2,5y 10.

Ejercicio 114.— Sea f : G — K un homomorfismo de grupos, con G finito. Entonces | im( f)| divide a |G|.

Ejercicio 115.— Sea G un grupo, H un subgrupo y M, N subgrupos normales de G tales que H N M =
H N N. Pruebe que HM /M es isomorfo a HN/N.

Ejercicio 116.— Sea f : G — K un homomorfismo de grupos, S un subgrupo de K y H = f~1(S).
Demuestre que

(1). H es subgrupo de G.

(2). ker(f) C H.

(3). Si S < K entonces H <1 G.

(4). Si Hy es un subgrupo de G tal que ker(f) C Hy y f(Hy) = S entonces H; = H.

Ejercicio 117.— Sea H un subgrupo normal de orden dos de un grupo G. Pruebe que H C C(G).

Ejercicio 118.— Sea H <1 G y supongamos que GG/ H es abeliano. Pruebe que todo subgrupo K C G que
contiene a H es normal.

Ejercicio 119.— Encuentre todos los subgrupos de (Z/72)3, indicando los que son normales y hallando los
cocientes, en esos casos.

Ejercicio 120.— Encuentre todos los subgrupos de orden 4 del grupo Z/Z2 x Z/72 x Z]ZA4.

Ejercicio 121.- Sea G un grupo finito y K’ C H C G subgrupos. Pruebe que i(H : G)i(K : H) = i(K :
G).

Ejercicio 122.— Pruebe que Aut(Z) ~ Z/7Z.2.

Ejercicio 123.— Sea G un grupo. Pruebe que las aplicaciones definidas por

G —- G G —- G
g — g! g — ¢

son homomorfismos de grupos si y solamente si G es abeliano.

Ejercicio 124.— Sea C,, el grupo ciclico de orden n. Para cada a € Z definimos

0q:C, — C,

x = og(x)=a®
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(1). Pruebe que o, € Aut(C,,) siy solamente si med(a,n) = 1.

(2). 0, = oy siy solamente si n divide a a — b.

Ejercicio 125.— (Teorema de Cayley) Sea G un grupo finito de orden n. Entonces 3H C .S, subgrupo tal
que G ~ H.
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