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Prefacio

La presente coleccion de notas sobre Foténica Aplicada a la Computacion y
Transmision de Informacién (FACTI) pretende ser una ayuda al estudiante de esta
asignatura cuatrimestral que se imparte en la Escuela Técnica Superior de Inge-
nieria Informaética de la Universidad de Sevilla. Es importante resaltar que estas
notas no pueden ni deben sustituir a otros textos sobre la materia mucho mds
elaborados.

El objetivo principal de la materia presentada es dotar al alumno de algunos
de los fundamentos fisicos elementales en los que se basa el funcionamiento de
los dispositivos y sistemas 6pticos, optoelectrénicos y foténicos usados en Infor-
matica. Dado que parte de la tecnologia actual de los computadores se basa en
la Foténica y ésta consiste basicamente en el control del flujo de los fotones, es
evidente la necesidad de estudiar en primer lugar el comportamiento general de
la luz y los fotones. Este estudio se realizard mediante dos temas introductorios
dedicados uno a las ondas en general y otro a las ondas electromagnéticas en par-
ticular. Posteriormente, se estudiaran las bases de la Optica paraxial y de algunos
de los componentes 6pticos mds elementales. A continuacién se abordar4 el es-
tudio de la Optica Ondulatoria y de la Optica de Fourier, que constituyen la base
de muchas de las nuevas aplicaciones tecnolégicas de la Optica. Posteriormente,
y dada la importancia actual de los medios 6pticos como sistemas de transmisién
de informacion, se dedicard una ultima parte al estudio de la fibra 6ptica y de las
fuentes de luz més usadas en la tecnologia informatica: laser y led.

FRANCISCO L. MESA LEDESMA
Sevilla, septiembre de 2000
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Tema 1

Nociones generales de Ondas

1.1. Introduccion

En la Naturaleza existen muchos fenémenos fisicos en los que una perturba-
cion fisica viaja sin que ello lleve aparejado un desplazamiento neto de materia.
Un ejemplo de esto puede ser la ola que se produce en el agua tras arrojar una
piedra. En este fendmeno se observa el desplazamiento de una ondulacién en la
superficie del agua en la que las particulas individuales de agua no viajan sino que
realizan un simple movimiento de vaivén (movimiento oscilatorio). Otro ejemplo,
es la propagacion del sonido, que basicamente es un desplazamiento de un cam-
bio de presion en el aire pero sin que ello implique que las particulas de aire viajen
desde el lugar donde se originé el sonido hasta el receptor; més bien cada particu-
la transmite su movimiento oscilatorio a la siguiente antes de volver a su posicién
original. Otro ejemplo bastante visual de este tipo de fenémenos se produce al
agitar una cuerda por uno de sus extremos. En este caso se observaria claramente
el desplazamiento de un pulso en la cuerda, siendo también evidente que cada
segmento de cuerda no viaja junto a este pulso.

En todos los ejemplos anteriores una perturbacién fisica se desplaza a través
de un medio (agua, aire y cuerda respectivamente) sin que las particulas de este
medio hayan sufrido un desplazamiento neto'. Estos ejemplos son casos concre-
tos de un tipo general de fenémenos fisicos denominados ondas, las cuales pue-
den definirse como

Propagacion de una perturbacién fisica sin que exista un
transporte neto de materia.

Debe notarse que la propagacion de la perturbacién en la onda implica el trans-
porte de cierta energia y momento lineal. En este sentido, el comportamiento
ondulatorio debe discernirse claramente del comportamiento de las particulas,
puesto que estas ultimas siempre transportan energia y momento lineal asociado
aun transporte neto de materia.

Entre las posibles formas de clasificar a las ondas, a continuacién se presentan
dos de ellas:

1 Debe notarse que la ausencia de un desplazamiento nefo no implica la existencia de movimiento
nulo. El movimiento oscilatorio de una particula en torno a un punto fijo es un claro ejemplo de
movimiento en el cual no existe traslacion neta.




Tema 1. Nociones generales de Ondas

—> perturbacion
s propagacion

T perturbacion

s propagacion

Ecuacién de ondas no-dispersiva

monodimensional

= Naturaleza fisica de la perturbacién

* ONDAS MECANICAS: cuando la perturbacioén fisica es de naturaleza meca-
nica, por ejemplo: desplazamiento, velocidad, presion, torsion, etc.

* ONDAS ELECTROMAGNETICAS: cuando la perturbacién es un campo elec-
tromagnético.

» Direccién relativa de la perturbacion y el desplazamiento ondulatorio

* ONDAS LONGITUDINALES: cuando la direccién de la perturbacién fisica y
de la propagacion ondulatoria coinciden, por ejemplo: onda de sonido.

* ONDAS TRANSVERSALES: cuando la perturbacién fisica se realiza en un plano
transversal a la direcciéon de propagacion de la onda; por ejemplo: el des-
plazamiento de un pulso en una cuerda, ondas electromagnéticas, etc.

Cuando se trata de caracterizar una onda, algunos conceptos usuales son:

= FOCO:Es el recinto donde se produce la perturbacién inicial.

= SUPERFICIE/FRENTE DE ONDA: Es el lugar geométrico de los puntos en que
han sido alcanzados simultdneamente por la perturbacién.

= VELOCIDAD DE FASE:Velocidad con la que se propagan las superficies de onda.

Los conceptos anteriores pueden clarificarse si los concretamos en el caso de la
propagacion del sonido. En este caso, el foco seria el lugar donde se emiten los
sonidos (por ejemplo la boca de alguien), la superficie de onda serian superfi-
cies aproximadamente esféricas centradas en el foco, y la velocidad de fase seria
la velocidad a la que se viaja el frente de ondas, esto es, la velocidad del sonido
~340m/s.

1.2. Ecuacion de ondas

Del mismo modo que existe una ecuacién general que determina el momento
lineal, p, de una particula (o conjunto de ellas) en funcién de la fuerza externa, F,

_dp

F=
dt

(1.1)

(obien F = md?x/dt? parael caso de movimiento monodimensional), existe tam-
bién una ecuacién, denominada ecuacion de ondas, que se aplica a todos los fe-
némenos ondulatorios. La ecuacion que describe el comportamiento ondulatorio
de una perturbacidn fisica descrita matematicamente como u(x, t) que se propa-
ga con velocidad constante v sin distorsion (onda no-dispersiva) a lo largo del eje
x viene dada por
u 1 0°u L
0x2  v2or2 (1.2
Para mostrar que la ecuacion anterior describe matematicamente el fen6meno
ondulatorio, analizaremos la propagacién de un pulso en una cuerda dado que
este ejemplo ofrece una imagen visual inmediata. En este caso, la perturbacién
u(x, t) es justamente el desplazamiento vertical de cada trocito de cuerda. La for-
ma del pulso para un instante arbitrario, que podemos tomar como ¢ = 0, se mues-
tra en la Figura 1.1(a), esto es, la forma matemaética de la onda en ese instante de
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1.2. Ecuacion de ondas

tiempo viene completamente descrita por la funcién u(x). Si tras un tiempo ¢, el
pulso viaja sin distorsién hacia la derecha una distancia a, el perfil de la cuerda se-
r4 como el mostrado en la Figura 1.1(b), pudiéndose describir mateméticamente
por la funcién u(x — a). Ahora bien, si el pulso viaja a una velocidad v, la distan-

A

u(x) instante =0

(a)

v

instante ¢ >0
(b) u(x-a)

FIGURA 1.1: Evolucién del pulso en una cuerda en dos instantes

cia a recorrida por el pulso puede escribirse como a = vty consecuentemente la
expresiéon matemadtica de la onda en el instante ¢ serd

ulx,t)=fx—ve. (1.3)

Evidentemente, el pulso podria haber viajado igualmente hacia la izquierda, en
cuyo caso, la expresién matemadtica de la onda viajera en la cuerda seria

ulx,t) = fx+vt), 1.4)

de modo que un movimiento ondulatorio general en la cuerda podria ser descrito
por la funcién
u(x,t) = f(y) siendo y=x=+vt, (1.5)

que representaria una onda que puede viajar tanto hacia la izquierda como hacia
la derecha. Para encontrar la ecuacion diferencial cuya solucidon general es una
funcién del tipo (1.5), diferenciaremos la funcién u(x, ) con respecto a x y a t,
esto es,

u _ dudx_ (1.6)
0x dy 0x '
a_u = ﬂa—xziyu'(x), (1.7)
31 dy ot

Dado que las primeras derivadas no pueden relacionarse entre si debido a la in-
definicién en el signo de (1.7), procedemos para obtener las derivadas segundas:

@ = i a_u —i u'( )]0_)(_”,,( ) (1.8)
ox2  ox|ox] dy Vige =8 '
’u 0 [ou] d a0 .y,

W = & E —d—x[ivu (X)]a—t—ll u (). (1.9

FLML
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Tema 1. Nociones generales de Ondas

Principio de superposicion

u(x,0)

de ondas

Si observamos ahora la forma de los segundos miembros de (1.8) y (1.9), pode-
mos comprobar que al eliminar u”(y) obtendriamos precisamente la ecuaciéon
general de ondas mostrada en (1.2). En consecuencia, esta ecuacién diferencial
en derivadas parciales tiene por soluciones a funciones del tipo (1.3) y (1.4) con la
Unica condicién de que éstas sean diferenciables hasta el segundo orden (la for-
ma concreta de estas funciones en cada caso particular vendra determinada por
las condiciones iniciales del problema).

Una propiedad muy importante de la ecuacién general de ondas es que és-
ta es lineal, 1o que implica que si u;(x,t) y u2(x, t) son soluciones individuales
de la ecuacién de ondas, entonces la superposiciéon de ambas, u(x, ) = u; (x, f) +
u(x, t), también lo es. Esta propiedad de linealidad de la ecuacién de ondas sim-
plemente expresa en forma matemaética el siguiente principio fisico conocido co-
mo principio de superposicién de ondas:

la perturbacién ondulatoria resultante es igual a la suma de
las perturbaciones coincidentes.

1.3. Ondas armonicas

Segtin se ha explicado en el apartado anterior, la expresién matemadtica gene-
ral de una onda monodimensional no-dispersiva venia dada por (1.5). De entre
las posibles formas matemadticas que puede tener este tipo de ondas, hay una es-
pecialmente interesante conocida como onda arménica. La forma de una onda
armonica es una curva tipo senoidal, cuya instantdnea en t = 0 puede venir dada
por la siguiente expresién matemaética:

27
u(x,0) =Asen(7x) . (1.10)

La constante A es la amplitud de la onda y representa el valor maximo de la per-
turbacién, A es la longitud de onda o periodo espacial, esto es, la distancia en la
que se repite la perturbacién (por ejemplo, la distancia entre dos minimos suce-
sivos). Si la onda se mueve hacia la derecha con cierta velocidad v, la funcién de
onda en cualquier instante de tiempo ¢ posterior vendrd dada por

27
u(x,t) = Asen T(x—vt) . (1.11)

El tiempo que tarda la onda en recorrer una longitud de onda se conoce como

periodo T, por lo que

A
v=— 0 A=vT. (1.12)
T

El periodo T corresponde igualmente al tiempo empleado por la perturbacién en
realizar una oscilacién completa en un punto fijo.

Usando la definicién del periodo, (1.11) puede escribirse como

5 X t
7T —_—— —

AT
La expresion anterior indica claramente que la onda arménica muestra una doble
periodicidad, tanto en el espacio como en el tiempo:

u(x,t) = Asen (1.13)

ulx,t)=ux+nA, t+mT). (1.14)
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1.3. Ondas arménicas 5

Esta doble periodicidad es una consecuencia de la periodicidad temporal de la
perturbacién en el foco (x = 0), que se refleja en una periodicidad espacial®.

La funcién de onda arménica puede expresarse en una forma mds convenien-
te si se definen dos cantidades, k y w que corresponden a la frecuencia espacial o
nimero de ondas y a la frecuencia angular respectivamente, esto es,

k = 27/ (1.15)
w = 2x/T. (1.16)

Combinando las expresiones (1.15) y (1.16) junto con (1.12), obtenemos la si-
guiente relacién para la frecuencia angular y el niimero de ondas de una onda
armonica:

w="vk. 1.17)

La frecuencia angular w suele expresarse comtinmente en términos de la fre-
cuencia temporal, f (siendo ésta la inversa del periodo: f = 1/T) mediante

w=2nf. (1.18)

La frecuencia temporal representa por tanto el nimero de oscilaciones realizadas ~ Unidad de frecuencia: 1 hertzio (Hz
por unidad de tiempo, siendo su unidad el hertzio (Hz). =g7! )

Teniendo en cuenta las definiciones dadas en (1.15) y (1.16), la funcién de on-
da armonica que viaja en el sentido positivo de las x puede escribirse como

u(x,t) = Asen(kx—wt). 1.19)

La expresion anterior es un caso particular de la siguiente expresién genérica

usando la funcién coseno:

Expresion matematica de la onda ar-
monica viajando en el sentido positi-

donde el argumento completo del coseno se conoce como fase de la ondayla Vo delas x
constante ¢ como fase inicial y se introduce para posibilitar que en ¢ = 0 la per-

turbacién en el foco (x = 0) pueda tomar un valor arbitrario: #(0,0) = Acos¢. Una

onda armonica viajando en el sentido negativo de las x tendra la siguiente forma

general:

u(x,t) = Acos(wt—kx—¢), , (1.20)

u(x,t) = Acos(@t+kx—¢). (1.21)

Es interesante notar que el caracter viajero de la onda en sentido positivo/negati-
vo del eje x lo determina la desigualdad/igualdad entre los signos que acompafan
awtykxenlafase.

Para facilitar las operaciones con ondas armdnicas, éstas suelen expresarse en
forma de exponencial compleja, de manera que la onda arménica dada en (1.20)
se escribird usualmente como

w(x, 1) = Ae-Jkr+o)giot (1.22) IExpresién n?atlemética compleja de
a onda armonica
(ver Apéndice B para un estudio de los fasores), aunque debe considerarse que
u(x, t) tal como se ha expresado en (1.20) es solamente la parte real de (1.22):

u(x, ) = Acos(wt—kx—¢) =Re (Aefj(kx“")ejw) . (1.23)

No obstante, en lo que sigue del tema, cuando tratemos con ondas armoénicas
usaremos la notaciéon compleja por simplicidad, debiéndose sobreentender que
la onda verdadera es la parte real de la expresion compleja.

2 De manera andloga a como un pastelero soltando pasteles cada tiempo T en un extremo de una

cinta transportadora (periodicidad temporal en el foco) que se mueve con velocidad v da lugar a
una periodicidad espacial en dicha cinta; esto es, los pasteles aparecen distanciados una longitud
de onda.
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6 Tema 1. Nociones generales de Ondas

1.4. Energiae Intensidad de la onda

La intensidad de una onda se define como la energia que fluye por unidad
de tiempo a través de una superficie unidad situada perpendicularmente a la di-
reccién de propagacion. Si py es la densidad volumétrica de energia de la onda
(esto es, la energia media por unidad de volumen contenida en el medio donde se
propaga la onda) y v la velocidad de propagacién de la onda, la intensidad I de la
onda es
Intensidad de la onda I=pyv, (1.24)

cuyas unidades son (ms™')(Jm~3)=Js!m~2=Wm~?2; es decir, potencia por unidad
de 4rea.

Analicemos el caso particular en el que una perturbacién ondulatoria no-dispersiva
arménica (por ejemplo una onda sonora) se propaga a lo largo de la direccién x en
un medio homogéneo, isétropo y no absorbente de densidad de masa p,,. En este
caso, el movimiento arménico de cada particula (y también su energia) es trans-
mitida a las restantes particulas del medio que la rodea. La expresién matematica
del desplazamiento de las particulas sera

u(x,t) = Acos(wt—kx), (1.25)

donde la fase inicial se ha tomado como cero por simplicidad (¢ = 0). Las parti-
culas de este medio adquieren, al paso de la onda, un cierta velocidad, u(x, ) =

u(x, 1) O0u/0t,y por tanto una energia mecédnica debida al movimiento arménico que rea-
— o —— lizan. En este tipo de movimiento, la energia total de las particulas puede igualar-
se a la energia cinética mdxima que adquieren. Por tanto, la energia, AU, de un
elemento de volumen, A¥ (de seccién transversal S y anchura Al = vA¢, siendo
v la velocidad de propagacion de la perturbacién ondulatoria) puede expresarse
como

AS

1 1
AU = EAmufmx: 5p,,,SyAmfmx. (1.26)

VAL Para calcular la velocidad maxima, iy, de las particulas, primero debemos ob-
tener su velocidad derivando su desplazamiento u(x, t) con respecto al tiempo,

esto es,

. ou(x,t)

ulx, ) = - —wAsen(wt—kx). (1.27)
El méaximo del médulo de la velocidad que adquieren las particulas sera por tanto

Umax = WA, por lo que la energia puede reescribirse como

1 2 42
AU = EpmSvAtw A“, (1.28)

por lo que la densidad volumétrica de energia vendrd dada por

AU L Pl (1.29)
=— =—ppw-A-. .
PU= 7y = 2Pm
La potencia, o energia transmitida a cada capa del medio por unidad de tiempo,
se obtiene a partir de

Potenci AU _1 Svw?® A? (1.30)
otencia= — = — vw . .
At 2P

Dado que la intensidad, I, de la onda viajera es potencia por unidad de area, se
tiene finalmente que
i Ani Potencia 1
Intensidad de la onldg armomci =2 = pmw? A%y, 1.31)
mecanica: I < A Area 2
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1.5. Interferencia de Ondas 7

Para el caso particular que estamos analizando, teniendo en cuenta (1.29), obser-
vamos que (1.31) puede también expresarse como I = py v, en concordancia con
la expresion general (1.24). Es también interesante notar en (1.31) que la intensi-
dad de la onda arménica mecénica es proporcional al cuadrado de la frecuencia
y al cuadrado de la amplitud de la perturbacion.

EjEMPLO 1.1 A 1000 Hz, el umbral de audibilidad del oido humano corresponde a una
intensidad de 10~12 W/m2. ;Cual es el desplazamiento maximo de las moléculas de aire
en este limite?.

Datos: paire = 1.2 kg/m3, v =340 m/s.

Dado que la intensidad de la onda sonora viene dada por
1
1= 5 p me A%y ,

la amplitud, A, correspondiente al desplazamiento méaximo de las moléculas del medio
seraq
21

A= .
pmw?v

Al sustituir los datos del presente problema tendremos que

2-10712 i
A= _—— ~1.1 x10 m.
1.2-47w2 x106-340

Este desplazamiento es minusculo, lo que demuestra la alta sensibilidad del oido hu-
mano.

1.5. Interferencia de Ondas

Cuando dos o mds ondas coinciden en el espacio en el mismo instante de
tiempo se produce un fen6meno que se conoce como interferencia. El princi-
pio de superposiciéon de ondas establece que cuando dos o mds ondas coinciden
en un punto y en un instante de tiempo, la perturbacién resultante es la suma de
las perturbaciones individuales (este principio ya fue relacionado en el Apartado
1.2 con la linealidad de la ecuacién de ondas). En consecuencia, la perturbacién
resultante en un punto P y en un instante de tiempo ¢, u(P, t), debido a la coinci-
dencia de N ondas u;(x, t) se obtendrd mediante la siguiente expresion:

N
uBn) =) ui(Pt). (1.32)

i=1 F’l r,
1.5.1. Superposicién de dos ondas armodnicas
Para estudiar los aspectos cuantitativos de la interferencia consideraremos la

superposicion de dos ondas armoénicas monodimensionales de la misma frecuen- F °
cia pero distinta amplitud y fase inicial, 2

u (r, 1) = Aycos(wt — kr — 1)

up(r,t) = Ay cos(wt — kr — ),

FLML Apuntes de FACTI



Tema 1. Nociones generales de Ondas

Amplitud de la interferencia de dos
ondas armonicas de igual

frecuencia

en cierto punto P. Si r; y r, son las distancias desde los focos respectivos al punto
P, la perturbacién resultante vendrd dada por

uB 1) =ui(r, 1) + uz(ro, 1) . (1.33)

Si usamos la notacién compleja, la perturbaciéon suma puede obtenerse a partir
de

w(P 1) Ale—j(krl—wt+(ﬂ1) +A2e—f(kf2—wt+</>2)

Are /e 4+ AjeTiez | et

A(P)e JePglot (1.34)

donde
gi=kri+; (1.35)
y A(P) y €(P) son respectivamente la amplitud y la fase de la perturbacion resul-
tante en el punto P. Operando en (1.34) encontramos que
A(P)e /P = pje7TE1 4 Ape e
=(Arcoser — jArsene;) + (Azcoses — jAyseney)
=(Ajcose; + Axcoser) — j(Arsene; + Apseney) , (1.36)

de donde obtenemos que la amplitud puede ser calculada como sigue:

A? P) = A% cos? €1+ Ag cos? €2 +2A1A2Cc0S€E1COSEL+
A% sen? £+ A% sen? g+ 2A1Arsene;seney

=A%+ AL +2A1Ascos(e1 — £2),

esto es,

AP) = \/ AT+ A5 +2A1Azc088(P) (1.37)
siendo

6(P)=kr—kra+@1—@2
=kAr+Ag. (1.38)

En la expresion anterior, 6 (P) se denomina diferencia de fase, Ar = r| — r, se co-
noce como diferencia de camino entre el recorrido de las dos ondas al propagarse
desde los focos respectivos hasta el punto Py Ag = ¢ — > es la diferencia de fase
inicial entre las dos ondas. El tdltimo término de la expresion anterior,

2A1Asc086(P),

se denomina usualmente término de interferencia puesto que es el responsable
de que la amplitud de la interferencia varie al variar la diferencia de camino hasta
el punto P. En concreto, si notamos que —1 < cosd(P) < 1 encontraremos que la
amplitud en un punto podré tomar en general valores comprendidos entre

(A1 —A)) <A< (A1 +A)). (1.39)

Para obtener la intensidad resultante de la superposicién de las dos ondas ar-
monicas de igual frecuencia en el punto P debemos tener en cuenta que, segin
(1.31), laintensidad de las ondas armoénicas depende del cuadrado de la amplitud
(I x A?). En consecuencia, a partir de (1.37), podemos deducir que la intensidad
resultante serd

IP)=L+L+2yI1I,c086(P) . (1.40)
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1.5.2. Focos incoherentes

En el apartado anterior observamos que la amplitud resultante en el punto P
oscilaba entre dos valores dependiendo del valor concreto de é en dicho punto.
No obstante, en la préctica ocurre frecuentemente que la diferencia de fase no es
constante en el tiempo sino que § = §(¢). Esto puede ser debido a una posible
variacion temporal de las condiciones de emision de los focos (usualmente en un
tiempo del orden de 107'%s); por ejemplo:

1. La frecuencia de los focos no es estrictamente constante sino que presenta
pequenas fluctuaciones arbitrarias que provocan que el nimero de ondas (y
equivalentemente la longitud de onda) oscile ligeramente en torno a cierto
valor promedio, k _

k(t)=k+Ak(1).

2. Las fases iniciales de los dos focos presentan fluctuaciones al azar de modo
que las funciones ¢, () y ¢2(f) no estan correlacionadas de ninguna manera
dando lugar a que la diferencia de fase inicial sea una funcién del tiempo,

Ap=¢1()—@2(8) = f(2),

que varia igualmente al azar.

Cuando nos encontramos con alguna de las condiciones anteriores decimos que
los focos son incoherentes. Debido a esta rdpida variacién arbitraria en el tiempo
de la diferencia de fase, el término de interferencia se anula en promedio durante
el intervalo de observacién debido a que el valor medio del coseno de un argu-
mento que varia al azar es cero:

T
(cos6(t)):lf cosd(t)dt=0.
T Jo

Esto hecho implica que la intensidad promedio en el punto P, (I(P)), venga dada
por
AP =L+ focos incoherentes. (1.41)

Notemos que en el presente caso de focos incoherentes, la anulacién en prome-
dio del término de interferencia hace que la intensidad de la perturbaciéon NO de-
penda de la posicién del punto de observacién. Este hecho provoca que aunque
podamos, en un sentido estricto, hablar de interferencia, ésta no serd observabley
usualmente diremos que “no existe interferencia”.

A menudo cuando se habla de un znico foco también podemos decir que es-
te foco es “incoherente”. En este caso, en realidad estamos queriendo decir que
este Unico foco tiene cierta extension espacial, y que las distintas partes del foco
(asimilables a diversos focos puntuales) no son coherentes entre si.

1.5.3. Focos coherentes

Cuando la fase inicial de los dos focos estd completamente correlacionada, de
modo que

P1(1) —p2(0) # f(1),

manteniendo una diferencia de fase inicial constante, se dice que los dos focos
son coherentes. En el caso de que Ag = 0, § sélo dependera de la diferencia de
camino (en general Ar),

0 =kAr=2nAr/A, (1.42)

FLML

Apuntes de FACTI



10 Tema 1. Nociones generales de Ondas

dando lugar asi a una interferencia que Si podria ser observable.

En las circunstancias anteriores, podemos distinguir dos casos de interés, de-
pendiendo de sicosd es 10’ -1, esto es, si Aadquiere su valor maximo (interferencia
constructiva) o bien su valor minimo (interferencia destructiva). Por tanto, si

3 {Znﬂ = A= A;+ A, Interferencia Constructiva (1.43)

2n+1)r = A= A;—- A, Interferencia Destructiva.

Teniendo en cuenta (1.42), la condicién de interferencia constructiva o destructi-
va para Ar en P vendrd dada por

niA Interferencia Constructiva

Ar = (1.44)

A . .
2n+1) > Interferencia Destructiva;

es decir, sila diferencia de camino es un multiplo entero/ semientero de la longitud
de onda, entonces tendremos interferencia constructiva/destructiva.

Desde un punto de vista préctico, una forma usual de producir focos coheren-
tes es generar dos focos secundarios a partir de la misma fuente primaria, ase-
gurando asi que la diferencia de fase inicial en los dos focos secundarios es una
constante. Uno de los primeros experimentos que mostro el fenémeno de inter-
ferencia con luz es el experimento de la doble rendija de Young mostrado en la
Figura 1.2(a), constatando asi convincentemente la naturaleza ondulatoria de la
luz. En este experimento, la luz (u otra perturbacién ondulatoria) proveniente de

(a) (b)

@
Ny
\
0
N
— Q, —

VWY

FIGURA 1.2: Experimento de la doble rendija de Young

un foco primario S se hace pasar por una pantalla en la que se han realizado dos
ranuras S; y S, separadas una distancia d. Las rendijas se comportan como dos
focos coherentes de luz cuyas ondas interfieren en el semiespacio derecho. Este
fenémeno provoca un patrén de interferencias en la pantalla Sp donde aparecen
regiones sombreadas (dibujadas en negro) junto a regiones mds iluminadas tal y
como se muestra en la Figura 1.3. En este experimento tenemos que la amplitud
de las ondas que interfieren es idéntica, esto es,

A=A

Si ademds consideramos que la pantalla Sp se coloca a una distancia D > d de
las rendijas y admitimos que € <« entonces, seglin muestra la Figura 1.2(b), en-
contramos que la diferencia de camino es distinta para distintas coordenadas y

Apuntes de FACTI FLML
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Sp
B i
=
B I = k=
B
| =
g
B z
g
B

FIGURA 1.3: Patrén de interferencia resultante en el experimento de la doble rendija de
Young

en la pantalla:
Ar:dsen@:dtan@:d%. (1.45)

En consecuencia, el patrén de interferencia obtenido en la pantalla Sp mostra-
rd franjas de interferencia constructiva o bien destructiva segtin se cumplan las
siguientes condiciones:

= Interferencia constructiva, y = y):

2
kar=2nm = = aX™ =ong, (1.46)
A D
de donde se deduce que las franjas y = yjs de interferencia constructiva veri-
fican
“, A (1.47)
=n— y .
Ym D

siendo la intensidad de la onda en estas franjas: I =41;.

= Interferencia destructiva, y = y,,;:
2T Ym
kAr=Q2n+ 1) = 7d3:(2n+1m' (1.48)

de donde se deduce que las franjas y = y;, de interferencia destructiva verifi-

can
_2n+ld

ym=—"—"75
siendo la intensidad de la onda en estas franjas I = 0.

A, (1.49)

La diferencia Ay entre un maximo y minimo consecutivo sera

Ay= d A (1.50)

Y=D2- :
Esta expresion nos proporciona adicionalmente un procedimiento muy sencillo
para determinar el valor de la longitud de onda a partir de la medida de la distan-

cia entre franjas de interferencia constructiva y destructiva.

FLML
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u,(x,1)
onda incidente

u,(x,1)
onda reflejada

Es interesante notar que en las franjas de interferencia constructiva se ha obte-
nido que la intensidad es cuatro veces (y no dos) el valor de la intensidad propor-
cionada por cada uno de los focos. Esto parece violar el principio de conservacién
de la energia, aunque tal hecho no se produce puesto que la energia de la onda
no se distribuye homogéneamente en la pantalla Sp sino que, debido a la inter-
ferencia, existen puntos donde la energia es mayor que la suma de las energias
provenientes de los focos pero también existen otros puntos donde la energia es
menor (incluso cero) que la proveniente de los focos.

EjEMPLO 1.2 Un foco de luz amarilla (1 = 600nm) incide sobre dos rendijas separadas
una distancia d, observandose la interferencia de la luz proveniente de estas rendijas en
una pantalla situada a una distancia de 3 m. Obtener la separacion d entre las rendijas
para que la distancia entre maximos y minimos consecutivos del patron de interferencia
luminoso sea mayor que 5 mm.

Segun la teoria expuesta anteriormente, la distancia entre maximos y minimos conse-
cutivos en el experimento de Young viene dado por

Ays i
D2
Al despejar en la expresion anterior d encontramos que

DA 3-6x1077 M
= T -18x10*m=180um.
20y 2.5x1073

El resultado anterior nos muestra que la separacién entre rendijas debe ser muy pe-
quefia (y ain menor si Ay se quiere mayor) por lo que en la préctica no es fécil llevar a
cabo este experimento.

1.6. Ondas estacionarias

Observemos que cuando una perturbacién viaja hacia la izquierda por una
cuerda, al llegar al extremo, ésta se refleja de la forma mostrada en la figura ad-
junta.

Sila situacién anterior ocurre para una perturbacién arménica que viaja hacia
la izquierda por una cuerda con uno de sus extremos fijos:

uy(x,t) = Ajcos(wt + kx) ,

al llegar al extremo de la cuerda, x = 0, la onda se refleja dando lugar a una onda
armonica viajando hacia la derecha:

ux(x,t) = Apcos(wt—kx) .

Dado que las dos ondas viajeras anteriores se encuentran en una misma regién del
espacio dardn lugar a un fenémeno tipico de superposicion o interferencia. Pues-
to que en el punto x = 0, la perturbaciéon de la cuerda debe ser nula (puesto que,
por hipétesis, es un extremo fijo) para cualquier instante de tiempo, tendremos
que

u(0, 1)

Ajcos(wt) + Ay cos(wt)
(A1 + Az)coswt=0, (1.51)

de donde se deduce que A; = —A,.
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Como las dos perturbaciones ondulatorias anteriores coinciden simultdnea-
mente en la misma regién, la superposicién de ambas (usando notacién comple-
ja) dard lugar a la siguiente onda:

ulx,t) = _Azej(wt+kx)+A2ej(wt—kx) :Az(_ejkx+e—jkx)ejwt
Asen(kx)e/@t=m/2) (1.52)

(donde A =2A;y —j se ha escrito como e~/"/2), cuya parte real puede finalmente
escribirse como
u(x,t) = Asenkxsenwt. (1.53)

Notese que en la expresion (1.53) no aparecen explicitamente expresiones del tipo
flwt+ kx),lo que indica que esta perturbacién no puede identificarse ya simple-
mente con una onda viajera, sino que constituye un nuevo tipo de onda conocido
como onda estacionaria. En este tipo de perturbacién ya no podemos decir que
la energia viaja de un punto a otro sino que, como muestra la figura 1.4, esta onda

u(x,t,)

4

-A M2 S 325

FIGURA 1.4: Instantdnea de la onda estacionaria en ¢ = #y. Los nodos estdn separados una
distancia A/2.

estacionaria corresponde a una situacién en la que cada elemento individual de
la cuerda realiza un movimiento arménico simple cuya amplitud es una funcién
de x, A(x), pudiéndose escribir entonces que

u(x,t) = A(x)senwt, (1.54)

siendo
A(x) = Asenkx. (1.55)

Observemos que en la situacién anterior cada elemento de la cuerda es como si
actuase de forma independiente, sin “transmitir su movimiento al siguiente”. De
hecho podemos incluso encontrar puntos denominados nodos donde la pertur-
bacién es nula para todo instante de tiempo. Estos puntos son aquellos que veri-
fican que la amplitud es nula, es decir, aquellos que satisfacen la siguiente condi-
cién:

A

kx=nm = Xpodo = nE , (1.56)

siendo la distancia, A, entre dos nodos sucesivos una semilongitud de onda (A =
A12; recuérdese que la longitud de onda esta determinada por la frecuencia y la
velocidad de propagacion de la onda: A = v/ f).

Si ahora imponemos al problema anterior una segunda condicién consistente
en que el otro extremo de la cuerda (el punto x = L) también esté fijo, entonces ha
de verificarse igualmente que

u(L,n)=0,

FLML
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u,(x,t)

A=2L

A=2L/3

A=L/2

lo cual requiere que
senkL=0 = kL=nmn. (1.57)

La condicién anterior implica que tanto el niimero de ondas como la longitud de
onda de la onda estacionaria s6lo pueden tomar ciertos valores discretos (fené-
meno conocido como cuantizacién) dados por

kpn = (1.58)

=~

b4

n_
L

2L

An = =
n

N
=
SIS

(1.59)

w|B=|§

Vemos entonces que la imposicién de (1.57) ha limitado los valores de las longi-
tudes de onda permitidas en la cuerda fija por sus dos extremos a aquéllos que
cumplan la condicién (1.59). De forma andloga, las frecuencias permitidas en la
cuerda serdn aquéllas que cumplan

niu
W, =vk, = VT. (1.60)

En consecuencia podemos concluir que tanto las longitudes de onda como las
frecuencias permitidas en la cuerda estdn cuantizadas y que esta cuantizacién
es fruto de la imposicién de condiciones de contorno en ambos extremos de la
cuerda.

EjEMPLO 1.3 Una cuerda tensa de L =60cm de longitud y que tiene una masa por uni-
dad de longitud p;; = 60g/m es sometida a una tension 9 = 900N. Suponiendo que la
cuerda se hace vibrar en su segundo arménico, ¢cual serd la frecuencia del sonido que
generara?

Teniendo en cuenta que la velocidad de propagacién de la onda en la cuerda viene
dada por
g
v=4[—,
P1

en el presente caso, esto implica que la velocidad serd
900

v=4/—— =122.47m/s.
6 x102

Dado que la cuerda vibra en su segundo arménico (n = 2), entonces la longitud de onda
en este armonico serd

A2 =2L/2=0.6m,
por lo que la frecuencia, f, de la perturbacién serd

122.47
= =~204.12Hz.
0.6

4
=3

Dado que la cuerda vibrante es el foco del sonido, la frecuencia del sonido que escu-
chariamos seria justamente la misma que la de vibracién de la cuerda.

Finalmente observemos que en la cuerda con extremos fijos cada una de las
ondas estacionarias permitidas responden a la siguiente expresion:

Un(x,t) = Apsen(kyx)sen(w, t+@y),
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denomindndose genéricamente como armdnicos. Estos armdnicos presentan la
importante propiedad de que cualquier perturbacién en la cuerda puede expre-
sarse como una superposicion de ellos, esto es,

I}
18

u(x, 1) Ay sen(k,x)sen(wnt + @p)

S
Il
—

Apsen(nk x)sen(nwit+¢,), (1.61)

Il
018

3
Il
—

siendo
7 7
ky=— 1, woi=v>
L
y Ay la amplitud del n-ésimo arménico (esta amplitud serd distinta en cada caso
particular). El resultado anterior puede considerarse como una conclusién parti-
cular de un teorema mads general, llamado teorema de Fourier, que basicamente
dice que una funcién periédica puede expresarse como la suma de senos/cosenos
cuyas frecuencias son un niimero entero de veces la frecuencia original del pro-
blema (un tratamiento detallado de este teorema puede encontrarse en cualquier

libro de Célculo).

1.7. Difraccion

Uno de los fen6menos ondulatorios mds caracteristicos es el conocido como
difraccion. Este fenémeno se produce cuando una onda es distorsionada en su
propagacién por un obstdculo, aunque también se llama difraccién a la interfe-
rencia producida por muchos focos coherentes elementales. Desde un punto de
vista fisico, la difraccién no se diferencia basicamente de la interferencia puesto
que ambos fenémenos son fruto de la superposicién de ondas. La difraccién pue-
de ser, por ejemplo, la causa de la desviacion de la luz de una trayectoria recta,
explicando asi por qué la luz llega a puntos que, en principio, no deberia alcanzar
si su propagacion fuese estrictamente rectilinea. Un ejemplo de difraccién puede
verse en la Figura 1.5(b) que muestra el patrén de sombras cuando una fuente de
luz coherente ilumina una esquina recta. En la Fig. 1.5(a) se muestra esta misma
sombra cuando no se produce difraccién (por ejemplo, cuando la fuente de luz es

incoherente).

Intensidad Intensidad

a)

Sombra
geométrica

Borde Distancia Borde Distancia

FIGURA 1.5: Sombra producida por una esquina recta iluminada por una fuente de luz
cuando: (a) NO se produce difraccién, (b) si se produce difracciéon

FLML
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(a)

(b)

En el presente estudio de la difraccién, consideraremos tinicamente la deno-
minada difraccién de Fraunhofer, que se presenta cuando las ondas incidentes
pueden considerarse planas (esto es, su frente de onda es un plano) y el patrén de
difraccién es observado a una distancia lo suficientemente lejana como para que
solo se reciban los rayos difractados paralelamente. Este estudio lo basaremos en
el principio de Huygens, que explica la propagaciéon ondulatoria suponiendo que

cada punto de un frente de ondas primario se comporta co-
mo un foco de ondas esféricas elementales secundarias que
avanzan con una velocidad y frecuencia igual a la onda pri-
maria. La posicién del frente de ondas primario al cabo de un
cierto tiempo es la envolvente de dichas ondas elementales.

Siguiendo este principio, cuando un frente de onda alcanza una pantalla en la
que existe una rendija de anchura b, tal y como se muestra en la Figura 1.6, sélo

pepisusu|

FIGURA 1.6: (a) Difraccién de Fraunhofer de una rendija rectangular; (b) Cada punto de la
rendija se comporta como un foco puntual emisor de ondas secundarias.

aquellos puntos del frente de ondas coincidentes con la rendija se convierten en
focos emisores secundarios, de modo que la perturbacién ondulatoria en cual-
quier punto a la derecha de la rendija puede calcularse como la superposicién de
las ondas originadas en cada uno de estos focos secundarios (ver Figura 1.6b).

En este sentido, y a efectos de célculo, supondremos que existen N focos pun-
tuales equiespaciados en la rendija. La perturbacién ondulatoria, u(x, ), en cierto
punto P de una pantalla Sp (situada a una distancia D > d) serd fruto de la in-
terferencia de un gran niimero de fuentes equiespaciadas de igual amplitud y fase

inicial, esto es,
N

uR =Y Age Jkm=en, (1.62)

n=1
donde r;, es la distancia desde el foco secundario n-ésimo hasta el punto Py Ay
la amplitud constante de cada onda elemental. Notemos que, bajo la presente
aproximacion, todos los rayos que llegan a P se consideran paralelos. Sillamamos
r a la distancia desde el foco 1 hasta P y Ar a la diferencia de camino entre la
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perturbacion que llega a P desde un foco y el siguiente, r, puede escribirse como
rm=r+m-1)Ar.
La perturbaci6n en P segtn (1.62) puede entonces expresarse como
u(P1) = A [efjkr 4 e JKIr+AD) 4 o= jk(r+2Ar) | ] et
= Mg [1+e70 4 e 20y oD g ilhrmun), (1.63)

donde ¢ = kAr y pudiéndose identificar la suma entre corchetes como una serie
geométrica, Sy, de razén g =e™/ ¢. Dado que la suma de la siguiente serie geomé-

trica viene dada por
1+g+q*+...+ IS el
q+q +...+q° = 1—q

el resultado de la serie geométrica en (1.63) puede expresarse como

1-eiNO  eINGI2 o=[NGI2 _ oiNgI2
1_el®  eidl2 o jdi2_aidl2
Sen(NOIZ) g
sen(¢/2) ,

Sg =

por lo que
sen(kNAr/2) —j[k(r+%Ar)—wt]

sen(kAr/2)

La expresion anterior puede reescribirse como

u(Pt)=Ap (1.64)

u(Pt) = Ape JkR-wD) (1.65)

donde

R=r+ Ar

es la distancia desde el centro de la rendija al punto Py

184 sen(kNAr/2) (1.66)
P20 senkar/2) '
es la amplitud resultante en P. Dado que la amplitud de la onda en la pantalla
varia punto a punto, también variard la intensidad, formando lo que se conoce
como un patrén de difracciéon:

1(0) _ sen*(NkAr/2)
Imax  sen?(kAr/2)

(1.67)
Claramente existe un minimo en la intensidad de la perturbacién cuando Ap —
0, esto es, cuando el numerador de (1.66) sea cero,
sen(kNAr/2) =0,
es decir, cuando el argumento verifica que
kNAr/2=mm. (1.68)
Segtin se puede deducir de la Figura 1.6(b) (si N >):

NAr = (N-1)Ar = bsen0,

FLML
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Condicion de intensidad nula en la
difraccién por una rendija

2a

por lo que la condicién de minimo (1.68) para Ap puede reescribirse como

27w bsen® (1.69)
- =mrn, .
A2
o equivalentemente
bsen6,, = mA m=1,2,... . (1.70)

El primer minimo (o minimo de primer orden) ocurre para m = 1, verifican-
dose entonces que

A
senf; = 7 (1.71)

Puede observarse que si A < b, 0, = 0, por lo que apenas se observara patrén de
difraccion, es decir, la zona de sombra aparece bien definida tal como ocurriria si
la onda se propagase en linea recta. A medida que el cociente A/b crece, el &ngulo
0, aumenta, haciéndose, por tanto, mas evidente el fenémeno de difraccién. En
general, los fenémenos de difraccién son més apreciables cuando las dimensio-
nes de la rendija son del orden de la longitud de onda de la perturbacién ondula-
toria (no obstante, debe tenerse en cuenta que el andlisis efectuado para obtener
la expresion (1.70) es s6lo valido si A < b, puesto que de otro modo el seno seria
mayor que uno para todo valor de m).

EjeMpLO 1.4 Hallar la anchura de la franja central del patron de difraccion producido en
una pantalla situada a una distancia de 5 m de una rendija de anchura 0.3 mm por la que
se ha hecho pasar una luz laser de 600 nm.

La anchura de la franja central puede obtenerse a partir del dngulo 67 que nos da el
primer minimo en el patrén de difraccién. Segin la expresion (1.71), este dngulo viene
dado por

A 6x107m

senf = —

-3
=——=2x10".
b 3 x1074m

Dado que senf; <, tenemos que
senf =~ tanf,

y, por tanto, la anchura de la franja central serd

2a=2Dtanf] ~2-5-2 x1073 =20mm.

1.8. Grupo de Ondas

Aunque hasta ahora hemos estado tratando con ondas armoénicas, debe te-
nerse en cuenta que una onda armoénica es una idealizacién que no puede repre-
sentar, en sentido estricto, a una perturbacién real. Claramente, cualquier pertur-
bacion o sefial real debe empezar y acabar en determinados instantes de tiempo.
La onda arménica representaria una sefial que no empieza ni acaba nuncay que
ademads tiene siempre la misma amplitud, fase y frecuencia. Una sefial de este
tipo, ademads de irreal, no transmitirfa informacién alguna puesto que la informa-
ci6én estd necesariamente asociada a los cambios de alguna magnitud detectable
(una conversacién puede tener lugar porque se perciben cambios incesantes en
la frecuencia y amplitud de la onda sonora).

Una onda que empieza en cierto instante de tiempo y que acaba un cierto
tiempo después recibe el nombre de pulso. Ahora bien, este pulso no puede es-
tar formado por la superposiciéon de ondas arménicas de igual frecuencia y dis-
tinta amplitud, puesto que, como se sefal6 en el Apartado 1.3, la superposicién
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de ondas arménicas de la misma frecuencia es simplemente otra onda arménica
de la misma frecuencia. El pulso puede, sin embargo, construirse sumando on-
das arménicas de distinta frecuencia y, consecuentemente, de distinto ntimero
de ondas. En este sentido denominaremos grupo de ondas a un conjunto de on-
das armoénicas de distinta frecuencia que se propagan superpuestas en la misma
direccion. Entre los distintos grupos de ondas existe uno de mucho interés prac-
tico que se conoce como paquete de ondas. Un paquete de ondas estd formado
por la superposicién de un conjunto infinito de ondas arménicas de amplitud y
frecuencia variables con respecto al ntimero de ondas, k, que se propagan super-
poniéndose a lo largo del eje x. Una de las componentes infinitesimales de este
grupo de ondas puede representarse por

ur(x, ) = Ape Jkx—ow (1.72)

Si conocemos cémo varia tanto la amplitud como la frecuencia con respecto al
numero de ondas, podriamos formar el paquete de ondas superponiendo de for-
ma continua ondas del tipo (1.72), es decir,

oo oo .
u(x, 1) = f ur(x, 1) dk = f Alk)e Jkx-0n g (1.73)

A continuacién analizaremos la forma del paquete de ondas en funcién de la
naturaleza dispersiva o no dispersiva del medio en el que se propaga la onda. En
general diremos que un medio no dispersivo es aquel para el que se cumple que
la funcién w(k) es una funcién lineal del nimero de ondas:

w="rk, 1.74)

tal como se dedujo en (1.17) a partir de la ecuacién de ondas no dispersiva. Para
el medio no dispersivo, al introducir (1.74) en (1.73) encontramos que

o .
ulx, t) = f A(k)e TFvD g, (1.75)
—00
esto es, la integral es una funcién exclusivamente de x — vt. En consecuencia po-
demos escribir que
ulx,t)=fx-vey, (1.76)

representando asi a una perturbacion que se propaga sin distorsién. Concluimos
entonces que en los medios no dispersivos el paquete de ondas se propaga sin
distorsidn, lo cual es imprescindible en la proceso de transmisién de informacién
para recibir la misma “informacién” que se envié.

Desafortunadamente, la mayoria de los medios son medios dispersivos don-
de se observa que

= Ondas armoénicas de diferente longitud de onda se propagan con diferente ve-
locidad, esto es, v = v(k).

= Laforma de la onda se distorsiona cuando se propaga.

Para medios dispersivos, la ecuaciéon de ondas no viene dada por (1.2) sino que
en general aparecerdn también derivadas de otros 6rdenes con respecto a x y ¢.
Dado que en estos medios, la velocidad con que se propagan las ondas arménicas
depende de la longitud de onda, encontramos que la frecuencia y el niimero de
ondas no estardn relacionados linealmente, sino que debemos escribir ahora

wk) =vk)k. (1.77)

Medio NO dispersivo: w = vk

FLML
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A(k)

2Ak

Una manera muy usual de reducir al maximo el inconveniente practico de la
deformacion de la sefial al transmitirse por un medio dispersivo consiste en la
construcciéon de un tipo de paquete de ondas en el que la amplitud de las compo-
nentes armdnicas de la onda muestre un maximo muy acusado en torno a cierto
valor central kj y decaiga rapidamente en un entorno +Ak respecto a ko tal que

Ak < ky. (1.78)

Asi, si sumamos de forma continua ondas armoénicas con un nimero de ondas k
comprendido entre kg — Ak < k < ko + Ak, el paquete de ondas resultante puede
expresarse como la siguiente integral:

ko+Ak .

u(x, 1) = f Alkye/R=e®1 g, (1.79)
ko-Ak

Si, por ejemplo, suponemos que la dependencia de la amplitud con respecto al

ndmero de ondas viene dada por

B si kog—-Ak<k<ky+Ak
A(k):{ S1 Ko 0

0 enotro caso,

entonces la forma matematica final del paquete de ondas puede obtenerse inte-
grando la siguiente expresion:

ko+Ak .
u(x,t)=B f e/ kx-o®n g (1.80)
ko-Ak
Debido a que Ak < ky, la funcién w(k) puede desarrollarse en serie de Taylor en
torno a ko y aproximarla con los dos primeros términos de dicho desarrollo; esto
es,

(k—ko) . (1.81)

dw
k) = w(k —
w(k) = w(ky) + ar —te

Debemos notar que la validez de la aproximacién anterior se deteriora cuando
el medio sea muy dispersivo o si aumentamos Ak (es decir, en aquellas situacio-
nes en las que no podamos despreciar los términos superiores del desarrollo de
Taylor).

Sien (1.81) renombramos

wo = w(ko), (1.82)
Y d
vg= —| (1.83)
dk |k=x,

w (k) puede entonces expresarse como
w(k) = wo + (k—ko)vg, (1.84)
lo que permitiria reescribir

kx-w(k)t=kx—wot—(k-ko)vgt
= (kox —wot) + (k— ko) (x—vgt). (1.85)

Introduciendo ahora (1.85) en (1.80) y realizando el cambio de variable a = k— ky,
u(x, t) puede expresarse como

Ak
u(x, t) = Be~Jkox=woD) f e Jvsha gy (1.86)
—Ak
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Sillevamos a cabo la integracién en (1.86) encontramos que

k —jx-vgt)a Ak 2 Ak(x— vyt
—i(x— e g Sen X—U
f e Jjx Vgt)ada: _ = [ g ] ,
—Ak —J(xX—vgt) |_pp X—vgt

lo que nos daria la siguiente expresion final para nuestro paquete de ondas:

sen [Ak(x—vg1)]
u(x,t) =2B—— == cos(wot — kox) . (1.87)
X—vgt

Al analizar la forma matemaética de la sefal anterior, y segiin nos muestra la
Fig. 1.7 (teniendo en cuenta que Ak < k), observamos que el paquete de ondas

Sefial de amplitud modulada

su(x,1,)
h UV vg
AAA. VI\VAAAA_.AAn AA!\'AA!\AA‘,\J\AI\
AR vvl V'w vav VATLAS vV\x

Senal moduladora
A(x-v,1)

~

Sefial portadora
cos(w,t-k,x)

FIGURA 1.7: Descomposicion de la sefial de amplitud modulada en el producto de una
sefial moduladora por una portadora.

puede verse como una sefial portadora armoénica de frecuencia wy cuya ampli-
tud, A(+), esta modulada, esto es,

u(x, 1) = A(x — vgr)cos(wot — kox) . (1.88)

La sefial resultante puede entonces considerarse como el producto de la sefal
portadora por la siguiente sefal sefial moduladora:

sen[Ak(x—vgh)]
Alx—vgn) =2B——— &1 (1.89)
X—vgt

que viaja sin distorsion apreciable a la velocidad v, definida en (1.83).

Debemos notar ahora que, en la préctica, lo que se detectaria comtinmente de
la sefal u(x, r) seria la variacién en su amplitud; es decir, la sefial A(x—vgf). Dado
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Velocidad de grupo

que esta sefial viaja a velocidad v, esta velocidad es la que debe identificarse
como la “verdadera” velocidad del grupo de ondas, por lo que se conoce como
velocidad de grupo:

_dow

Vo= — . (1.90)
B dk [k,

La discusién anterior nos permite observar que una posible manera de trans-
mitir informacién consistiria en la modulacién de una sefial portadora de niime-
ro de ondas ko y frecuencia wy por una sefial moduladora que contiene un rango
de frecuencias espaciales Ak en el entorno de kp y un rango de frecuencias tem-
porales

Aw = w(ky +Ak) — wy (1.91)

en torno a wy. Notemos que si w(k) es una funcién suave respecto a k, entonces
encontraremos que

Aw < wg. (1.92)

Al rango de frecuencias Aw se le denomina usualmente ancho de banda en fre-
cuencia de la sefal. Esta magnitud es muy importante en la practica puesto que
determina la “cantidad” de informacién que transmite una sefial; por lo tanto, in-
teresa aumentar el ancho de banda lo maximo posible. No obstante, segiin nos
dice la expresion (1.92), para “soportar” sefiales moduladoras de gran ancho de
banda es necesario que la frecuencia de la sefial portadora sea bastante mayor
que la de la sefial moduladora. El interés en obtener sefiales portadoras con fre-
cuencias lo mads altas posibles (y que, consecuentemente, puedan “contener” mas
informacidn) es precisamente la motivacion principal para usar sefiales lumino-
sas como ondas portadoras. Las sefiales luminosas tienen una frecuencia del or-
den de 10'%Hz, por lo que permitirian ser moduladas por sefiales de muy alta fre-
cuencia y con un gran contenido de informaci6n.

Es interesante resaltar que en un medio dispersivo la velocidad de grupo no
coincide con la velocidad de fase (vg # v) sino que usando (1.83) y (1.77), la veloci-
dad de grupo puede escribirse en funcién de la longitud de onda como

_ dv
Vg = v—/lﬁ, (1.93)
pudiendo ser esta velocidad de grupo mayor o menor que la velocidad de fase (en
un medio no dispersivo vg = v). Si el medio es muy dispersivo, la envolvente del
grupo de ondas se distorsionard apreciablemente al propagarse. Desde un pun-
to de vista practico, esta distorsién se puede reducir disminuyendo el ancho de

banda de la senal moduladora.

Por ultimo es interesante mencionar que la anchura espacial del grupo de on-
das, Ax, se define como como la distancia entre los dos primeros minimos de
amplitud para ¢ = 0 (si el medio no es muy dispersivo, un instante después, la
amplitud habrd viajado una distancia vgt, pero la distancia entre minimos ape-
nas habré variado). Los dos primeros minimos de amplitud ocurren, segtin (1.87),
para x = =m/Ak, por lo que

2m

Ax="
T Ak

y consecuentemente se llega a la siguiente relacién entre la anchura espacial, Ax,
y el ancho de banda en k, Ak:

AxAk=2m. (1.94)
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1.9. Ondas en tres dimensiones

Debido a que, en general, el frente de ondas de una onda tridimensional se
distorsiona al propagarse (es decir, la onda no es del tipo u(x, y,z, t) = u(x—vt,y—
vt,z — vt)), la obtenciéon de una ecuacion de ondas similar a (1.2) para una per-
turbacién ondulatoria tridimensional del tipo

ulr, t)=u(x,y,z,1t)

no es trivial. No obstante, existe un tipo muy importante de ondas tridimensio-
nales en el que la propagacion se realiza sin distorsion. Este tipo de ondas son las
ondas planas.

1.9.1. Ondas Planas

Una onda plana es aquélla cuyo frente de ondas es un plano, es decir, aquella
onda en la que se cumple que todas las superficies que en un instante dado tienen
la misma fase son un conjunto de planos. Las ondas planas son muy importantes
en la practica dado que muchos sistemas 6pticos producen luz semejante a ondas
planas.

La expresién matemadtica para un plano perpendicular a cierto vector dado k
y que pasa por cierto punto ry = (xp, ¥o, 29) viene dada por

(r-rp)-k=0 (1.95)

o equivalentemente
k-r=constante=a, (1.96)
donde r es la posicién de todos los puntos contenidos en dicho plano y a = k-ry.

La forma matemadtica de una onda plana que se propaga a velocidad v sin
distorsién debe, entonces, poder escribirse, en analogia con (1.3), como

u, t)=uk-r—ve), (1.97)

donde \
k= —~ (1.98)

k|

es el vector unitario normal al plano.

Un tipo muy importante en la practica de onda plana, es la onda plana armé-
nica (en temas posteriores se verd que superponiendo muchas de estas ondas pla-
nas armonicas se puede formar cualquier tipo de onda tridimensional). Siguiendo
un procedimiento andlogo al llevado a cabo en el Apartado 1.3, una onda armé-
nica plana que se repite en el espacio cada longitud de onda, A, puede expresarse
como

27 A
u(r,t) = Asen T(k-r—vt) . (1.99)

Definiendo el niimero de ondas de la onda plana arménica como

_27r

k
A

y teniendo en cuenta (1.98) y (1.17) se tiene que la onda plana arménica puede
escribirse de forma general usando cosenos en vez de senos como

u(r,t) = Acos(wt—k-r—¢) = Re{Aej(wtfk'rf"’)} , (1.100)
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o bien simplemente como

u(r, 1) = Ae~/kT-01+9) (1.101)
sobreentendiendo que lo que tiene sentido fisico es la parte real de la anterior
expresion.

Al vector k se le conoce como vector de ondas y es un vector que tiene por
modulo el niimero de ondas y por direccién la direccion de avance de la onda
plana

k = k&+ky+k.2 (1.102)
2r
k = \/k§+k§+k§:7. (1.103)

Teniendo en cuenta (1.102), (1.101) puede reescribirse en forma compleja como
(tomando ¢ =0)
u(r, t) = Ae~Jkextkyytizz-on (1.104)

1.9.2. Ecuacion de onda tridimensional

Para deducir la ecuacién de onda que debe satisfacer una perturbacién ondu-
latoria tridimensional operaremos usando la onda plana arménica. Encontrare-
mos qué ecuacion diferencial verifica una solucién plana arménica y extendere-
mos esta ecuacion al caso general de ondas tridimensionales.

La funcién u(x, y, z, t) dada por (1.104) tiene las siguientes derivadas parciales
segundas:

0%u

—z - ~Ku (1.105a)
62
a_bz‘ = —Ku (1.105b)
y
62
a_zL; = —Ku (1.105¢)
62
a_t;‘ - —w’u. (1.105d)

Sumando las tres derivadas parciales espaciales y teniendo en cuenta (1.103), se
obtiene que

0%u N %u N %u

x> 0y* 0z
Combinado esta ecuacién con (1.105d) y teniendo en cuenta que v = w/k, se llega
a la siguiente ecuacién diferencial:

=—Ku. (1.106)

62u+62u+62u_ 1 0%u (1.107)
ox*>  0y> 0z v?ort ’
La anterior ecuacién puede escribirse de una forma més concisa usando el ope-

rador laplaciano
, 02 9 &

:@+W+@’ (1.108)
por lo que (1.107) puede expresarse como
, 10%u
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Hasta ahora la perturbacién ondulatoria se ha considerado como una mag-
nitud escalar, pero exactamente el mismo anadlisis puede repetirse para cada una
de las componentes de la perturbacién ondulatoria en el caso de que ésta sea
vectorial, en este caso, la perturbacién ondulatoria se escribirfa como: u(r, t) y la
ecuacion de onda correspondiente seria

P L (1.110)
vZ atZ - .
Una posible solucién de (1.110) seria la onda plana armoénica que vendria dada
por
u(r, 1) = Ae Jkr-en (1.111)

que representa una onda cuya perturbacion estd dirigida en una direccién cons-
tante (la marcada por A) a la vez que se propaga a lo largo de la direccién k. Una
onda de este tipo se denomina linealmente polarizada. En la solucién (1.111) es
también interesante sefialar que sus frentes de onda son planos que se extienden
hasta infinito®. La orientacién relativa entre la direccién de la perturbacién (A) y
la de la propagacion (k) determinardn sila onda puede considerarse como longi-
tudinal o transversal. De este modo si

kxA=0 = Ondalongitudinal (1.112)

k-A=0 = Onda transversal. (1.113)

1.9.3. Ondas esféricas y cilindricas

Otras soluciones distintas de la onda plana de bastante interés practico son
las ondas esféricas y cilindricas.

Las ondas esféricas son aquellas en las que su frente de ondas tiene forma
esférica. Estas ondas se originarian siempre que un foco emita radial y uniforme-
mente en un medio isétropo, por ejemplo, la luz emitida por una estrella o el soni-
do emitido por un foco puntual en el aire. Este tipo de ondas puede representarse
de forma genérica como

u(r, t) = M, (1.114)
r

donde v es la velocidad con que se aleja la onda del origen. Un tipo particular de
onda esférica es la onda esférica armonica,

u(r, 1) = A(rje J k0t = — emJkren (1.115)
r

donde la constante o/ se conoce como intensidad de la fuente. Es interesante no-
tar que para la onda esférica armoénica, la amplitud de la onda A(r), decrece como
r~1, por lo que esta onda se propaga con distorsién. La disminucién de la ampli-
tud de la onda estd relacionada con la conservacion de la energia puesto que al
aumentar el drea de los frentes de onda al avanzar la onda, la energia de la onda
debe repartirse cada vez en més drea lo que implica que A(r) debe ir disminuyen-
do proporcionalmente. Suficientemente lejos de la fuente, una porcion del frente
de ondas de una onda esférica se asemeja mucho a una porcion del frente de on-
das de una onda plana y, por consiguiente en muchos casos practicos, una onda

3 Laperturbacién ocuparia todo el espacio por lo que, estrictamente, esta perturbacién no describiria
ninguna situacién real. No obstante, la onda plana arménica serd una muy buena aproximacién de
lo que ocurre en ciertas regiones en muchas situaciones précticas.

Ecuacion diferencial de una onda
vectorial tridimensional

Onda esférica armodnica

>>>>)>
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Onda cilindrica arménica

Onda parabdlica

luminosa emitida por un foco puntual se considerard como una onda plana si el
foco puntual estd suficientemente alejado.

Para las ondas cilindricas (esto es, ondas cuyos frentes de onda son cilindros
concéntricos) se encuentra que la forma general de una onda arménica cilindrica
que se aleja del eje z viene dada por

u(r, t) = A(rye S kp—0D (1.116)

con p = (x> + y?)"/2. Para distancias suficientemente lejanas del foco emisor, la
perturbacién anterior puede aproximarse por

o .
ue 0 = = R (1.117)
0

1.9.4. Aproximacion de Fresnel de la onda esférica: Onda Para-
bélica

Segtin la expresion (1.115) para la onda esférica, la parte espacial de una onda
esférica saliente viene dada por:

o .
U(r)==—e k. (1.118)
r
Para puntos préoximos al eje z y alejados del origen (z >>) se tiene que

VxX2+yl<z.

x> +y?

Sillamamos
02

7 (1.119)
z

podemos realizar el siguiente desarrollo para r:

2 4
r:\/x2+y2+zz:zx/1+02:z(1+%+%+--- . (1.120)

Si realizamos ahora las siguientes aproximaciones

r = z para la amplitud (1.121)
02
1+—
2

\1
U

¥4

para la fase (1.122)

(puesto que la sensibilidad a errores en la fase es mayor que la amplitud dado que
la longitud de onda puede ser muy pequeiia y consiguientemente k muy gran-
de), obtenemos la aproximacién de Fresnel o de onda parabélica para una onda

esférica:

2 2

xX“+y

2z

o . .
U(r) = 7exp(—]k )exp(—]kz) . (1.123)

Es importante sefialar que la aproximaciéon de Fresnel no es valida simple-
mente cuando 62 < 1, sino cuando el efecto del tercer término del desarrollo
(1.120) en la fase sea despreciable, es decir, cuando

94
kzg <m (1.124)
0, equivalentemente,
2 2 242
%z% <m=> (P +y)? <40, (1.125)
Apuntes de FACTI FLML
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En otras palabras, la aproximacién de Fresnel es vdlida para puntos cercanos al
eje z y alejados una distancia a = v/x2 + y? del origen que verifiquen

Nrb?
m o, (1.126)
4
donde
a
0, =2 (1.127)
z
es el dngulo mdximoy
2
a
Np=— 1.128
F= ( )

se denomina niimero de Fresnel.

La onda parabdlica (obtenida bajo las condiciones de la aproximacién de Fres-
nel) puede aproximarse por una onda plana bajo la denominada aproximacién
de Fraunhofer. Esta aproximacién se cumple para para puntos muy alejados del
origen (z >>) y cerca del eje z de modo que se verifique que

Nr—0. (1.129)

Bajo esta condicidn, la fase de la onda parabdlica se aproxima a kz mientras que
la amplitud permanece practicamente constante. En este caso, tenemos que la
onda esférica se puede aproximar por una onda plana del tipo

U(r) = Aexp(—jkz) . (1.130)

EjeMPLO 1.5 Evaluar en qué puntos del eje z, en torno a un radio a = 2.5cm, una onda
esférica de longitud de onda A = 600 nm puede considerarse una onda parabdlica y donde
una onda plana

= Onda parabdlica:
Una onda esférica puede aproximarse por una onda parabélica en aquellos puntos que
verifiquen la condicién de Fresnel (1.126), o equivalentemente cuando

A\ (25 x10722) 3
z>|— =|— R
42 4x6x1077

esto es, cuando
z>0.5m
= Onda plana:
La condicién de onda plana (1.129) se satisfacera cuando
- a®>  (25x107%)2
Z»>—=———
A 6 x1077
es decir, cuando
z>1000m.

1.10. Problemas propuestos

1.1: Elrango de frecuencias de la ondas electromagnéticas utilizadas en emisoras comerciales (radio
y TV) se extiende, aproximadamente, desde 10* Hz hasta 10° Hz. Si la velocidad de propagacion de las
ondas electromagnéticas en vacio es ¢ = 3 x 108 m/s, scual es el rango de longitudes de onda de las
emisoras comerciales? Repitase el problema anterior para el rango de senales actsticas audibles que
se extiende, aproximadamente, desde 20 Hz hasta 20 kHz, considerando que el sonido es una onda de
presion que se propaga en el aire a una velocidad aproximada de 340 m/s.

Sol.: Ondas electromagnéticas comerciales: A entre 30.000 m y 30 cm. Ondas sonaras audibles: 1 entre
17my 17 mm.

Condicién de validez de la aproxima-
cién de Fresnel

Condicion de validez de la aproxima-
cion de Fraunhofer

FLML
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»(x)

1.2: Demuestre explicitamente que el pulso descrito por la funcién

(=]

y(x, 1) = yoexp

es solucion de la ecuacién de onda.

1.3: El cable de un telesqui de 80 kg de masa asciende 400 m por la ladera de una montana. Cuando
el cable recibe un golpe transversal en un extremo, el pulso de retorno se detecta 12 segundos después.
Calcular cudl es la velocidad de la onda y la tension, T, en el cable. [Nota: la velocidad de la onda en la
cuerda viene dada por v = y/u/ T, siendo u la densidad lineal de masa de la cuerda y T su tensi6n.]
Sol. v =66,7m/s, T =889N.

1.4: Dos pulsos de onda que se mueven sobre una cuerda estan representados por las siguientes fun-
ciones de onda:
0.02
2+ (x—20)?
-0.02
2+ (x+20)2"

yx,0n
yo(x, 1) =

donde x e y estdn en metros y ¢ en segundos. a) Dibujar por separado cada onda en funcién de x para
t = 0y describir el comportamiento de ambas al aumentar en el tiempo. b) Hallar la funcién de onda
resultante para ¢t =0y ¢t = 1s. d) Dibujar la funcién de onda resultante en este tltimo caso.

Sol. y(x,0) = 0, y(x, 1) = — 10
Y= Y 2 v A

1.5: Unaondaarménica se mueve alo largo de una cuerda uniforme e infinita bajo tensién constante.
La cuerda esta marcada a intervalos de 1 m. En la marca de 0 m, se observa que la cuerda alcanza su
desplazamiento transversal maximo de 50 cm cada 5 s. La distancia entre maximos en un instante de
tiempo cualquiera es 50 m. Encontrar la expresion de su funcién de onda, suponiendo que es armonica,
que tiene su desplazamiento méximo en x = 0 cuando ¢ = 0, y que estd moviendo a lo largo de la cuerda
de izquierda a derecha.

Sol. y =0.5cos(27/50)(x — 10t) m.

1.6: La onda armoénica en el hilo que se muestra en la figura tiene una amplitud de 25mm, una ve-
locidad de 46m/s, una frecuencia angular de 160 rad/s y se propaga hacia +x. Determinar a) las com-
ponentes de velocidad; b) las componentes de aceleracién de los elementos marcados por letras; c) la
pendiente del hilo y d) 32 y/dx? en los elementos marcados por letras.

Sol.: a) 4,0,-4,-2v/2,0 (m/s); b) 0,640,0,-320+/2,-640 (m/s%); ¢) -87,0,87,62,0 ; d) 0,0.3,0,-0.21,-0.3 m™L.

1.7: El desplazamiento transversal de una cuerda viene dado por una onda arménica de ecuacién
y(x,t) =0.001sen(62.8x+3141), estando x e y expresadas en metrosy t en segundos. a) ;En qué sentido
se desplaza la onda? b) Hallar la longitud de onda, frecuencia y periodo de la misma. c) ;Cudl es el
maéximo desplazamiento de un segmento cualquiera de la cuerda?

Sol.: a) hacia las x negativas; b) A =0.1m, f =50Hz, T =0.02s; ¢) 1 mm.

1.8: Dos ondas de la misma amplitud (A = 46 mm), frecuencia, velocidad y direccién de propagacion,
pero desfasadas entre si, estdn presentes en un hilo, siendo la amplitud resultante 31 mm. ;Cudl es la
diferencia de fase entre ambas ondas?

Sol.: 140°.

1.9: Hallar la onda resultante de la superposicién de tres ondas con la misma frecuencia, longitud de
onda y amplitud, que se mueven en la misma direccion y sentido y que vienen dadas por

b4
yilx,t) = 0.05sen(kx—wt— 5)
yo(x, 1) = 0.05sen(kx—wt)
y3(x,t) = 0.05sen(kx—wt+ g) .

Sol. y(x, 1)) =1.5Asen(kx —wt).

1.10: Dos fuentes sonoras, accionadas en fase por el mismo amplificador estdn distantes 2m entre si
en el eje y. En un punto a distancia muy grande del eje, se oye una interferencia constructiva para el
angulo 01 = 8° y la siguiente se oye a 81 = 16°10’ respecto al eje x. Si la velocidad del sonido es de
340 m/s, a) jcudl es la longitud de onda de las ondas sonoras procedentes de las fuentes; b) ;cuél es la
frecuencia de las mismas?; ¢) ;para qué otros dngulos se oye la interferencia constructiva?; d) ;cuél es
el &ngulo més pequeifio para el cual se contrarrestan entre si por completo las ondas sonoras?

Sol.: a) 0.278 m; b) 1.22 kHz ;c) 24.7°,33.8°,44.1°,56.6°,77° ; d) 4°.
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1.11: Dos ondas arménicas planas,
y1(x, 1) = Acos(wt — kx + ¢1)
yo(x,t) = Acos(wt + kx + ¢2)
interfieren dando lugar a una onda estacionaria. Determinese: a) la expresion de la onda estacionaria
resultante; b) las posiciones de los planos nodales y ventrales en dos casos: b.1) ¢1 = ¢2 = 0y b.2)
$1=0,¢p2 =~
Sol.:a) y(x, 1) = y1(x, ) + ya(x, 1) =2Acos[kx + (¢p1 + p2) /2] cos[wt + (P2 — P1)/2];
b.1) nodos: x = (2n+ 1)A/4, vientres: x = nA/2 (n entero);
b.2) nodos: x = nA/2, vientres: x = (2n+ 1)A/4 (n entero).

1.12: En una columna de aire de longitud L = 2 m, abierta en sus dos extremos, se propagan ondas
sonoras del tipo

u(x, t) = Ccos(kx) cos(wt)
(los extremos de la columna representan vientres para la onda sonora). Sabiendo que la frecuencia
de su n-ésima armonica es 410 Hz y la frecuencia de su (n + 1) armonica es 492 Hz, determinese la
velocidad del sonido en el aire bajo estas condiciones.
Sol.: v =328 m/s.

1.13: Dos focos S7 y S emiten ondas esféricas de igual frecuencia:

ni(ry, 1) = (Ar/r)cos(wt—kry)

Yo(ra, 1) = (A2/12) cos(wt — krp)
respectivamente, donde r y r» indican la distancia desde el punto considerado hasta los focos S y S»
respectivamente. Calctlese: a) la amplitud de la sefial resultante en cada punto; b) los puntos en los
cuales la amplitud resultante es méxima y en los que es minima (exprésese el resultado en términos de
la distancia de los puntos a los focos y de la longitud de onda).
Sol. a) A(rq,12) = {(Al 1112 + (A2/19)% +2A1 Ay coslk(ry — r2)1/ (11 rz)}l/z; b) puntos de amplitud méxi-
ma: ry — rp = nA, puntos de amplitud minima: ry —rp = 2n+1)A/2.

1.14: Un haz de luz monocromatico que puede asimilarse a una onda plana que incide sobre una
rendija larga de anchura a perpendicular a su direccién de propagacion. a) Obtener la expresion para
la anchura del méximo central de difraccién en funcién de la longitud de onda y de la distancia, D,
de la pantalla de deteccion a la rendija. b) Utilizar el resultado anterior para encontrar la anchura del
maéaximo central cuando la luz de una lampara de sodio (A = 590 nm) es difractada por una rendija de
anchura 0.3 mm, siendo la distancia de la pantalla a la rendija de 0.87 m.

Sol.: a) Anchura=2AD/v/ a? — A2.b) 3.4 mm.

1.15: Dos ondas armonicas planas que se propagan en igual sentido interfieren dando lugar a una
onda plana que también se propaga en dicho sentido. Si las ecuaciones de dichas ondas son

y1(x, 1) = Asen(kx —wt + 1)

ya(x,t) = Asen(kx —wt +¢2) ,
obténgase la ecuacién de la onda resultante de la interferencia, indicando en qué casos la amplitud
resultante es maxima y en cudles es minima.
Sol.: y(x, 1) = y1(x, )+ y2(x, t) = 2Acos(A¢/2)sen[kx—wt+ (1 +¢p2)/2)], siendo Ad = ¢ —¢p1; Amplitud
maxima: A¢ = 2nm, minima: A¢ = 2n+ 1)7.

1.16: Dadas dos ondas sonoras armdnicas de distinta frecuencia:
uy(x, 1) = Acos[(wg — Aw) t — (kg — Ak) x)
up (x,t) = Acos[(wg + Aw)t — (kg + Ak)x] ,

a) obtenga la expresién de la superposicién de dichas ondas. b) Si Ak < kp y Aw < wy, represen-
te graficamente la onda. Si las ondas se propagan en un medio dispersivo determinado por w(k) =

v/ k% - kg, siendo vy, = 200m/s, wg = 27 x 10%rad/s, Aw = 200mHz y ke = IOOm’l, ¢) calcule los
valores de la velocidad de fase, vy, y velocidad de grupo, vg = (dw/dk) k=, , de 1a onda superposicion.
Sol.: @) u(x, t) =2Acos(Awt — Akx)cos(wgt — kgx); ©) vy R 190.6m/s, vg ~209.9m/s.

1.17: Determine el radio del circulo dentro del cual se puede aproximar por una onda parabdlica una
onda esférica de longitud de onda A = 633 nm, cuyo foco estd a 1 m de distancia. Determinar el dngulo
maximo 0 y el nimero de Fresnel Nf.

Sol.: 6 «< 0.04rad; Nr < 2527.

1.18: Una onda plana descrita por Aj exp(—jkz) y una onda esférica aproximada por la onda parabé-
. 2,2

lica %e‘f kz exp(—j kX 2+zy ) interfieren en el plano z = d. Obtenga una expresién para la intensidad

total I(x, y,d). Verifique que el lugar geométrico de los puntos de intensidad nula es un conjunto de

anillos concéntricos.

24,2
Sol.: [ = Iy + I + 2y T Tz cos(*5 7).
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1.19: Dos ondas esféricas de igual intensidad Iy, originadas en los puntos (a,0,0) y (—a,0,0) interfieren
en el plano z = d. El sistema es similar al empleado en el experimento de la doble rendija de Young.
Utilice la aproximacién parabdlica para las ondas a fin de demostrar que la intensidad medida es

x0
)

27
I(x,y,d) =2Iy(1 + cos

donde 0 = 2a/d es aproximadamente el angulo subtendido por los centros de las dos ondas en el plano
de observacidn. El patrén de intensidad es periédico de periodo A/6.
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Tema 2

Ondas Electromagnéticas

2.1. Introduccion

En el tema anterior se ha discutido que la caracteristica principal de una on-
da es su capacidad de transmitir una energia (junto con momento lineal/angular)
sin que ello lleve aparejado un transporte neto de materia. Usualmente, las on-
das consisten en la propagacién de alguna perturbacion fisica a través de algtin
medio material, por ejemplo: olas en el agua, variaciones de presion en el aire (so-
nido), etc. No obstante, existe un tipo de fenémeno ondulatorio que no requiere
la presencia de medios materiales para su propagacion (es decir, la perturbacién
se puede propagar en el vacio) aunque ciertamente también puede propagarse a
través de medios materiales. Estas ondas son las ondas electromagnéticas, que
consisten en la transmisién de un campo electromagnético a una velocidad v < c,
siendo c la velocidad de propagacién en el vacio: ¢ = 3 x108 ms~!. Histéricamente
la existencia de estas ondas surgié como una consecuencia teérica posible y sor-
prendente de las ecuaciones de Maxwell. La combinacién de las leyes de Faraday-
Maxwell y Ampere-Maxwell implicaba que un campo magnético “primario” va-
riable en el tiempo, B, (r, f), podia ser la fuente de un campo eléctrico variable
en el tiempo, E (r, 1), y podia ser éste a su vez la fuente de un campo magnético

“secundario” variable en el tiempo, By (r, 1), y asi sucesivamente ..." :

Bi(r,t) = Ei(r,t) > By(r,t) > Ex(r, 1) > B3(r, 1) > - --

De este modo, los campos eléctrico y magnético se generan mutuamente dando
lugar a una onda electromagnética que se propaga en el espacio libre (vacio) a una
velocidad ¢ = 1//Ho€g = 3 x 108 m/s. Esta hipotesis tedrica deducida por Maxwell
fue confirmada experimentalmente en 1888 por H. Hertz.

Las ondas electromagnéticas, ademads de constituir uno de los fenémenos fisi-
cos mds predominantes en la Naturaleza, tienen una importancia fundamental en
el campo de las comunicacionesy en la Foténica. Podria decirse que la mayoria de
las comunicaciones actuales se sustentan en la transmisién de ondas electromag-
néticas, ya sea a través del espacio libre (radio, televisién, teléfonos méviles,...) o
bien a través de medios materiales (telefonia convencional, televisién por cable,
transmisién por fibra 6ptica, comunicacién entre ordenadores, ...). Existen mu-
chas razones para justificar este extendido uso pero, entre otras, cabe destacar:

1 Evidentemente si el campo primario fuese uno eléctrico, en vez de uno magnético, también se pro-
duciria una onda electromagnética.
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E(r)

ds

= la capacidad de las ondas electromagnéticas de propagarse en el vacio;

» eldesarrollo de antenas (emisoras y receptoras) eficaces que permiten la trans-
misién y recepcion de estas ondas involucrando muy poca energia;

= la posibilidad de “guiar” estas ondas mediante diversos sistemas de guiado:
linea bifilar, cable coaxial, guias de ondas metélicas, fibras 6pticas, etc;

= el hecho de poder usar senales portadoras de muy alta frecuencia (hasta fre-
cuencias 6pticas) que permiten grandes anchos de banda;

= la facilidad de tratamiento de las sefales electromagnéticas, por ejemplo su
modulacién/demodulacién en fase, amplitud, frecuencia... que permite usar
estas sefiales como soporte de informacién tanto analégica como digital;

= la fAcil integraciéon de los equipos de generacién/recepcién con la circuiteria
electrénica.

Ademads dado que lo que denominamos luz no es més que ondas electromagnéti-
cas de un cierto rango de frecuencias, el estudio de la propagacién de laluzy de la
interaccién de laluz con la materia no podria llevarse a cabo sin una comprensién
previa de las propias ondas electromagnéticas.

2.2. Ecuaciones de Maxwell

Tal como se ha comentado anteriormente, la existencia de ondas electromag-
néticas surgi6 en primer lugar como una consecuencia tedrica de las ecuaciones
de Maxwell. Por esta razon, a continuacion dedicaremos nuestra atencion a estas
ecuaciones.

2.2.1. Introduccion

En cursos previos de Fisica se han visto una serie de leyes extraidas de la ex-
periencia y que determinaban el comportamiento del campo eléctrico y del mag-
nético. Entre las multiples leyes y expresiones que se han visto, podemos extraer
una serie de ellas que forman la base del Electromagnetismo y que explican to-
dos los fenémenos electromagnéticos. Estas leyes fueron recogidas por James C.
Maxwell (1831-1879) en una labor que ha sido reconocida como una de las sinte-
sis més fecundas de toda la historia de la Fisica. Las ecuaciones de Maxwell son
cuatro ecuaciones diferenciales o integro-diferenciales que compendian toda la
informacién experimental adquirida sobre los campos eléctricos y magnéticos.

2.2.2. Antecedentes

Un posible compendio de las leyes bdsicas que regian el comportamiento del
campo eléctrico y magnético antes de la sintesis de Maxwell se muestra a conti-
nuacion:

1. Ley de Gauss para el campo electrostético.
Esta ley dice que el flujo del campo electrostético, E(r), a través de una super-
ficie cerrada, S, es igual a 1/¢q veces la carga tofal encerrada en el interior de
dicha superficie:

fE(r) -dS= @ , (2.1)
S €o
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donde Qg es la carga encerrada en el interior de la superficie Sy
€0 =8.85 x107'2C*/(Nm?) 2.2)

es una constante que se conoce como permitivad eléctrica del vacio.

2. Ley de Gauss para el campo magnetostatico.
Dado que las lineas del campo magnetostdtico, B(r), no tienen principio ni fin,
este hecho puede expresarse matemdaticamente como

fB(r)-dSzO. (2.3)
S

Esta ley establece que el flujo del campo magnetostatico a través de cualquier
superficie cerrada es nulo. No es dificil imaginar que si las lineas de campo
son lineas que no tienen principio ni fin, el nimero de lineas que entran en
cualquier superficie cerrada serdn las mismas que las que salen y, por tanto, el
flujo total es nulo.

3. Ley de Faraday.
La ley de induccién electromagnética establece que la fuerza electromotriz
(expresada comtiinmente como fem, ¢) inducida en un circuito es igual a me-
nos la variacién temporal del flujo magnético, ®,,, que atraviesa dicho circui-

to: 4D
m
=——. 2.4
¢ az (2.4
En términos de los campos eléctrico y magnético, esta ley puede reescribirse
como d
f E(@, 1) -dl=-—— B(r, 1) -dS, (2.5)
r dr Jsm

es decir, la circulacion del campo eléctrico, E(r, t) (campo no electrostatico), a
lo largo del “circuito” T" es igual a menos la variacién del flujo magnético del
campo B(r, f) que atravesaba dicho circuito. Es importante notar que la ley de
Faraday siempre hace referencia al medio material (conductores del circuito)
como el lugar donde se genera el campo no electrostatico que provoca la fem
inducida.

4. Ley de Ampere para el campo magnetostatico.
La ley basica que determina la forma del campo magnetostdtico, B(r) es la ley
de Ampere, la cual establece que

fB(r)-dl = uof J(r)-dS, (2.6)
r S(r)

es decir, la circulacién del campo magnetostatico a través de una curva I' es
igual a g veces la intensidad de la corriente fotal que atraviesa la superficie
S(). La constante

o =4m x1077 N/A? 2.7

se denomina permeabilidad magnética del vacio.
2.2.3. Aportaciones de Maxwell
Maxwell realiza una revision de las leyes expuestas en el apartado anterior,

extendiéndolas en general al caso de campos eléctricos y magnéticos que varian
en el tiempo. Sus aportaciones pueden resumirse en lo siguiente:

— B

B(r.7)
T
di
I(r)
T
dl
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Ley de Gauss para el campo
eléctrico

Ley de Gauss para el campo
magnético

Ley de Faraday—Maxwell

1. Ley de Gauss para el campo eléctrico

Maxwell extendié la validez de la ley de Gauss (que en su forma inicial (2.1)
sélo era aplicable a campos electrostdticos, E = E(r)) a campos eléctricos que
varian en el tiempo, E = E(r, t), de modo que ésta puede escribirse como

fE(r, f-ds= B0 , 2.8)
S €0

donde Qs(#) es la carga total (que ahora puede variar en el tiempo) encerrada
en el interior de la superficie S.

. Ley de Gauss para el campo magnético.

Al igual que para la anterior ley, Maxwell extiende la validez de la ley (2.3) a
campos magnéticos variables en el tiempo, B = B(r, £); esto es,

fB(r, £)-dS=0 . (2.9)
s
Estaley describe la observacién experimental de que las lineas de campo mag-

nético no divergen ni convergen en ningtin punto del espacio; es decir, que no
existen cargas magnéticas.

. Ley de Faraday-Maxwell.

La ley de induccién electromagnética segtn fue establecida por Faraday es-
taba directamente ligada a la presencia de conductores, de modo que en la
expresion (2.5), la curva I coincidia estrictamente con el recorrido del circui-
to. Maxwell not6 que la identidad matematica expresada por (2.5) no tenia por
qué ligarse a la existencia de conductores puesto que no hay nada en (2.5) que
exija que la curva I" deba coincidir con el recorrido del circuito. Con esta con-
cepcién en mente, la ley de Faraday-Maxwell,

}{E(r, 1-dl = —f 9B(x, 1 -ds (2.10)
T sa) Ot

establece que la circulacién del campo eléctrico a través de una curva arbi-
traria, T, es igual a menos la variacién del flujo magnético que atraviesa una
supertficie S(I') cuyo contorno se apoya en I'. Esta reinterpretacion de la ley de
Faraday dice mucho mads que la ley original pues establece

la existencia de un campo eléctrico en cualquier punto del espa-
cio donde exista un campo magnético variable en el tiempo.

. Ley de Ampeére-Maxwell.

La ley de Ampere tal como se escribi6 en (2.6) sélo era vélida, en principio,
para campos magnetostaticos. Para generalizar la ley de Ampere es tentador
seguir el mismo procedimiento que permiti6 extender las leyes de Gauss (ini-
cialmente formuladas para campos estéticos) a campos variables en el tiempo.
En este sentido, podriamos realizar la siguiente extensién de la ley de Ampeére:

ng(r, n-dl ipof J(r, 1) -dS, 2.11)
r ST)

Para comprobar la validez de la expresién (2.11) basta considerar el proceso
de carga de un conductor recorrido por una intensidad I(¢), donde la curva
I' rodea al conductor y la superficie S(I') es tal como se muestra en la figura.
Al tomar el limite cuando la curva I se hace cero, la superficie S(I') cierra al
conductor y se tiene que

limf B(r,1)-dl=0, (2.12)
I'—=0Jr
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puesto que el valor del campo magnético en los puntos de la curva I tiende a
cero?en el limite T — 0. Ahora bien, supuesta cierta (2.11), la expresion (2.12)
también implicaria que

lim J(, t}dS:f}(r, t)-dS=0, (2.14) r
r-o0Jsm S ’

lo cual es claramente incorrecto como puede comprobarse al considerar que, &V s

efectivamente, entra una intensidad I(¢) en la superficie cerrada S; es decir, e

f](r, 1)-dS=1I(1).
S

Si estd entrando una intensidad en la superficie S, encontramos igualmente
que la carga en el interior de esta superficie estaria variando en el tiempo.

Si se tiene en cuenta la ecuacién de continuidad de la carga dada por
f](r, 1-dS = _di Qs(p), (2.15) Ecuacién de continuidad de carga
S t

que dice que la variacién de la carga encerrada en una superficie cerrada S,
Qs(1), en la unidad de tiempo es igual al flujo total de densidad de corriente
que atraviesa dicha superficie, observamos una clara contradiccién entre lo
que dice la ecuacion de continuidad de la carga (2.15) y la expresion (2.14) de-
rivada directamente de la ley de Ampere. Dado que no cabe discusién acerca
de la validez de la ecuacién de continuidad de la carga (ésta no es mas que la
expresion local del principio de conservacién de la carga), tenemos que con-
cluir que la ley de Ampere, tal y como se expres6 en (2.6), no es vdlida para
situaciones en las que las magnitudes implicadas varian en el tiempo. Es ra-
zonable pensar que la forma en la que esta ley debe modificarse debe ser en
el sentido de hacerla compatible con la ecuacién de continuidad de la carga.
Asf, si consideramos la expresion de la ley de Gauss dada en (2.8), la ecuacién
de continuidad de la carga puede reescribirse como

d
ﬁ](l‘,t)-ds = —a(figEoE(r,t)-dS)
OE(r, 1)
= —ﬁeo 31 -ds, (2.16)
o bien
OE(x, 1)

f J@x, 1) + ¢ -dS=0. (2.17)
S

A la vista de la expresion anterior, es claro que reescribiendo la ecuacién de
Ampeére en la forma siguiente:

fB(r, t)-dl:pof
T ST)

y siguiendo el mismo procedimiento de paso al limite de la curva I, entonces
esta ley es ya congruente con la ecuacion de continuidad de la carga.

OE(r, 1) Ley de Ampére-Maxwell

J(x, 1) + € -ds (2.18)

En el segundo miembro de (2.18) aparecen dos términos de densidad de co-
rriente, a saber:

2 Recuérdese que el campo magnetostatico en el interior de un conductor cilindrico rectilineo de
radio R recorrido por una intensidad I venia dado por

Mol
B(r) = rT.
2nR?

(2.13)
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= la densidad de corriente de cargas: J¢,
que es aquélla relacionada directamente con el movimiento de las cargas;
es decir, la que aparece en la ley de Ohm.

OE

= la densidad de corriente de desplazamiento: Jp = ¢ 37
que es un término de corriente que no estd directamente relacionado con
el movimiento de cargas sino que estd asociado exclusivamente a las va-
riaciones temporales del campo eléctrico. Su origen podemos explorarlo
en el paso de la ecuacién (2.15) a (2.17), donde podemos identificar este

término como debido a la existencia de una carga variable en el tiempo.

Es interesante hacer notar que en el caso de que no haya corriente de cargas,
la ley de Ampere-Maxwell se escribe en el vacio como

j(B(r, £)-dl = uoeof FED 5. 2.19)
T s 0t

Esta ecuacion es andloga a la ecuacién (2.10) y establece

la existencia de un campo magnético asociado a la existencia de una
campo eléctrico variable en el tiempo.

EjEMPLO 2.1 Célculo del campo magnético en el interior de un condensador de placas
circulares de radio R alimentado por una corriente I(¢)

El campo eléctrico en el interior de un condensador de placas paralelas de densidad
superficial de carga o viene dado por

E=—1

o
€0
donde 1 es el vector unitario que va desde la placa cargada positivamente a la cargada

negativamente. Expresando ahora la densidad superficial de carga o en funcién de la carga
total en la placa Q(t) se tiene que

Q)
u

E(r) = )
€omR2

y obviamente esto implica la existencia de una corriente de desplazamiento, J(¢), en el
interior del condensador, que viene dada por

I(t)—ea—E—Mﬁ
b _Oat_nRz '

Aplicando ahora la ley de Ampere-Maxwell segtin (2.19), esto es,

fB(r, t)~dl:u0f Jp-dS=uol(t).
T NI

nos encontramos con un problema muy similar al del calculo del campo magnetostatico en
elinterior de un conductor cilindrico rectilineo, con la diferencia de que en dicho problema
la corriente era de conduccién. Consecuentemente usando la expresion (2.13) se llegaria a
que en el interior del condensador r < R:

I
Ho (1) s

B(r, 1) =
tr, 2 2nR?
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2.2.4. Ecuaciones de Maxwell en forma diferencial

En este apartado expresaremos las ecuaciones de Maxwell en forma diferen-
cial en vez de en la forma integral mostrada anteriormente. Para expresar estas
ecuaciones en forma diferencial (esto es, relacionando lo que pasa en cada pun-
to e instante de tiempo con lo que pasa en puntos e instantes de tiempo muy
cercanos) tenemos que hacer uso de la definicién de los operadores diferenciales
divergencia y rotacional discutidos brevemente en el Apéndice C.

Empecemos tratando la ley de Gauss para el campo eléctrico (2.8) teniendo en
cuenta que la carga Qs(#) puede expresarse en funcién de la densidad volumétri-
cade carga, p(r, f), como

Qs(n) = /Vp(r, ndv, (2.20)

donde la integral esté extendida al volumen V encerrado por la superficie S. Ha-
ciendo uso del teorema del valor medio®, la integral volumétrica anterior puede
expresarse COmo

f o, )dV =py, 1)V, 2.21)
1%
siendo rj cierto punto del interior del volumen.

Teniendo en cuenta lo anterior, la ley de Gauss (2.8) puede expresarse como

f E.dS
S(V) _ p(xo, 1)

2.22
v < ( )
Al tomar el limite cuando V — 0, se tiene que
f E-dS
. Jsw) 1. p(r, 1)
lim ——— = — lim p(rp, ) = ——. 2.23
V—0 14 €0 Vao‘o( 0.1) €0 ( )

El primer miembro de la expresién anterior es justamente la definicién de la di-
vergencia de E (ver Apéndice C) y el segundo miembro, al tomar el limite cuando
V — 0, como ry € V, el punto ry serd justamente el punto r en el que colapsa el vo-
lumen V. Todo ello nos permite escribir finalmente la ley de Gauss para el campo
eléctrico en forma diferencial como

ve=L. 2.24)
€0

Anélogamente la ley de Gauss para el campo magnético puede expresarse en
forma diferencial como
V-B=0. (2.25)

Si analizamos ahora las leyes de Faraday-Maxwell (2.10) y Ampeére-Maxwell
(2.18), observamos que ambas tienen la forma genérica

fA-dl: C-dS. (2.26)
r S

Si particularizamos la anterior expresién para una curva situada en el plano xy
encontramos que

3 Para funciones de una sola variable, el teorema del valor medio establece que

b
Jxg € (a,b) talquef f)dx= flxp)(b-a).
a

Geométricamente, este teorema dice que debe existir algtin rectdngulo de altura f(xp) y anchura
b — a que tenga el mismo drea que la curva f(x) yel eje xentre x=ay x=b.

Ley de Gauss para el campo eléctri-
co en forma diferencial

Ley de Gauss para el campo magné-
tico en forma diferencial

T

dS VXA

r

z
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Ley de Faraday-Maxwell en forma
diferencial

Ley de Ampere-Maxwell en forma
diferencial

Ecuaciones de Maxwell

yg A-dl= C-dS= C.ds;, (2.27)
I, S(Irz) Sy

puesto que el dS de una superficie contenida en el plano xy serd dS = dS,Z. Usan-
do ahora el teorema del valor medio para el segundo miembro de (2.27), podemos
escribir

C,(r, 1)dS, = C,(ry, 1)S; (2.28)
ST2)
y, Consecuentemente,
5{ A-dl
T o). (2.29)
.

Tomando ahora el limite cuando S; — 0, llegamos a que

A-dl
, T,
lim —

Jm = = slziino Cy(xp, 1) = Ci(r, 1) . (2.30)

Teniendo en cuenta la expresion (C.5) dada en el Apéndice C para la componente
z del rotacional de A, (2.30) se puede reescribir como

(VxA), =C,. (2.31)

Dado que existird una expresién andloga para las restantes componentes x e y del
VxA, podemos concluir que
VxA=C. (2.32)

Identificando en la ecuacién de Faraday-Maxwell los vectores Ay C con Ey
0B/0t respectivamente, tenemos que la forma diferencial de esta ecuacion sera

0B
VxE=—-—. (2.33)
ot
Llevando a cabo la misma identificacién en la ecuacién de Ampere-Maxwell, ésta
se puede escribir en forma diferencial como

OE
VxB = puoJ + poeoa . (2.34)

Las cuatro ecuaciones anteriores que relacionan el campo eléctrico, E(r, 1), y
magnético, B(r, #), con la densidad de carga total, p(r, t), yla densidad de corriente
total, J(r, 1), forman el conjunto de ecuaciones de Maxwell

1
@ VE=—p (2.35a)

€o
(i) V-B=0 (2.35b)
(iii) VxE JB (2.35¢)
iii xE=—-— .35c

ot
. OE
(iv) VxB = o]+ Hoeoa . (2.35d)
Estas ecuaciones junto con la ley de Lorentz,

F=q(E+vxB), (2.36)

forman todo el cuerpo tedrico de la Electrodindmica en el vacio.
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2.2.5. Ecuaciones de Maxwell en la materia

Las ecuaciones de Maxwell (2.35a)-(2.35d) son completas y validas en la for-
ma en que se han presentado. No obstante, cuando existen medios materiales
en nuestro problema, esta forma no es posiblemente la més “atractiva” desde un
punto de vista préctico. Ello se debe a que, en presencia de medios materiales,
aparecen cargas y corrientes ligadas a los materiales, que no tienen nada que ver
con las cargas y corrientes libres. Con el término de cargas y corrientes libres que-
remos decir aquellas cargas y corrientes que también existirian en el vacio dado
que son las cargas y corrientes que nosotros imponemos y que consecuentemente
podemos controlar. Es por tanto muy conveniente escribir las ecuaciones de Max-
well de tal forma que aparezcan directamente estas cargas y corrientes libres. Un
estudio del efecto de la presencia de medios materiales lineales e isétropos (que
serd aqui omitido) indica que los tinicos cambios que hay que hacer en las ecua-
ciones de Maxwell (2.35a)-(2.35d) para relacionar los campos E y B con la densi-
dad de carga libre, p y densidad de corriente libre J consisten en sustituir los
valores de €p y o (permitividad dieléctrica y permeabilidad magnética del vacio)
por € y u respectivamente; esto es, por los valores de la permitividad dieléctrica y
permeabilidad magnética del medio material. Las ecuaciones de Maxwell para un
medio material lineal e isétropo caracterizado por una permitividad dieléctrica e
y una permeabilidad magnética p podrian entonces escribirse como

1
@) V-E = - pf (2.37a)
(ii) V-B=0 (2.37b)
OB
(iii) VXE=—-—— (2.37¢)
ot
. OE
(iv) VxB=pJr+ ,uea , (2.37d)
donde
€=€r€0 Y M= HUrHo, (2.38)

siendo €, y 1, unas constantes adimensionales llamadas respectivamente permi-
tividad dieléctrica relativay permeabilidad magnética relativa del medio.

Es interesante notar que si introducimos dos nuevos vectores D y H, definidos
para medios lineales e isétropos como

D=¢cE vector desplazamiento eléctrico (2.39)
1

H=-B vector intensidad magnética, (2.40)
o

entonces las ecuaciones (2.37a)—(2.37d) pueden reescribirse como

@) V-D=py (2.41a)
(ii) V-B=0 (2.41b)
0B
(iii) VXxE=—-— (2.41¢)
ot
. oD
(iv) VxH=J¢+ E (2.41d)

Aunque las ecuaciones (2.41a)—(2.41d) han sido obtenidas para medios lineales
e is6tropos, esta es la forma usual y completamente general en la que se escri-
ben las ecuaciones de Maxwell para cualquier medio en términos de las cargas y
corrientes libres.

Ecuaciones de Maxwell en medios

materiales

Ecuaciones de Maxwell en la mate-

ria
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2.3. Ecuacion de Ondas para las Ondas Electromag-
néticas

Segtin se discuti6é en el Apartado 1.2, la expresién matemadtica de cualquier
magnitud vectorial que represente a una onda debe satisfacer la ecuacién de on-
das (1.110). En este sentido, los campos E y B representardn una onda si obtene-
mos una ecuacion de ondas para ellos.

En una regién de un medio material lineal e is6tropo caracterizado por € y
u donde no haya cargas (py = 0) ni corrientes libres (Jy = 0), las ecuaciones de
Maxwell (2.37a)-(2.37d) seran

(i) V-E=0 (2.42a)

(ii) V-B=0 (2.42b)

OB

(iii) VXxE=—-—— (2.42¢)
ot

. OE

(iv) VxB = uea . (2.42d)

Tomando rotacional en las ecuaciones (iii) y (iv) y teniendo en cuenta la siguiente
identidad vectorial:
Vx(VxA) = V(V-A) - VA

(que puede verse como una aplicacién de la expresién (A.21) al operador vectorial
V, teniendo en cuenta que V-V = V?) se tiene que

Vx(VXE) =V (V-E)—=V°E=Vx T
_—E(VXB)_— eaz—E (2.43)
- ot aFTe '
2 OE
Vx(VxB)=V(V-B)—V°B=Vx ,ueE
’B

0 0
= ,uea(VXE) = —,ueﬁ . (2.44)

Considerando ahora las ecuaciones (2.42a) y (2.42b) para la divergencia de los
campos eléctrico y magnético en las expresiones anteriores, llegamos a las si-
guientes ecuaciones para los campos E(r, 1) y B(r, 1):

) 0°E
V°E — [JGF = 0 (245)
) 4°B

Las dos ecuaciones anteriores son ecuaciones de onda lo que indica que, en un
medio material sin fuentes, los campos E y B serdn perturbaciones ondulatorias
que viajan a una velocidad v dada por

v=——=<c, (2.47)
N

siendo c la velocidad de propagacién en el espacio libre (sin medios materiales y,
por tanto, € =€ y i = o) cuyo valor numérico viene dado por

=2.99792 x10®m/s . (2.48)

Cc=
Ho€o
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Dado que la velocidad a la que se propaga el campo electromagnético en el vacio
(obtenida de forma tedrica mediante manipulaciones en las ecuaciones de Max-
well) era muy préxima a la velocidad medida experimentalmente para la luz, esta
sorprendente coincidencia era una clara sugerencia de que la luz consistia en una
onda electromagnética. Debe notarse que en el momento en que se dedujo teé-
ricamente la velocidad de propagacion del campo electromagnético, se admitia
que la luz era una onda pero se discutia sobre la naturaleza de esta onda®.

2.3.1. Ondas electromagnéticas armoénicas

Ya se senal6 en el Apartado 1.3 que una solucién particularmente importante
de la ecuacién de ondas era la solucién arménica. En concreto, una importante
solucién de (2.45) es un campo eléctrico del tipo

E(r, 1) = Ege/ @i7k0) | (2.49)

que representa una onda plana armoénica polarizada linealmente que se propaga
en la direccién del vector de ondas k —tal como la mostrada en (1.111). El campo
magnético asociado a este campo eléctrico en la onda electromagnética puede

calcularse a partir de (2.42c),
VxE=— 6_B ,
ot
teniendo en cuenta que, en el presente caso, la aplicacién del operador vectorial
nabla al campo (2.49) es equivalente a la aplicacién del vector — jk, de modo que

VXEZ—jkxE;

y por tanto (2.42c) queda como

_ijE:_a_B. (2.50)
ot

Integrando la ecuacién anterior obtenemos que

B, 1) = fjk x Eg ol @t=k1) 70 E x Eg el @t-kp)
w
= Bge/@TkY, (2.51)
de donde se deduce que
k
—xE=B. (2.52)
w

Si se multiplica vectorialmente ambos miembros de (2.52) por k, teniendo en
cuenta la identidad (A.21), encontramos

kx (kxE)=wkxB
= (k-E)k— (k-KE = —k°E,

puesto que al aplicar (2.42a) al caso de la onda arménica plana tenemos que

k-E=0 (2.53)
y, por tanto, puede escribirse
w
E:_ﬁkXB' (2.54)

4 Se postulaba, por ejemplo, que la luz, en analogia con las ondas mecdnicas, era una vibracién de las
particulas de un medio que “impregnaba” todo el universo denominado éter.
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Teniendo ahora en cuenta que el médulo del vector velocidad de fase, v, de la
onda plana arménica viene dada por v = w/k y que la direccién de propagacién
de la onda plana arménica (y por tanto la de avance del frente de onda) viene
determinada por el vector de onda k, el vector velocidad de fase puede expresarse

como
w w ~
= 2 k=2k.
TR Tk

En consecuencia, la expresion (2.54) puede también reescribirse como
E=Bxv, (2.55)

lo que implica que

= Los campos eléctrico y magnético de una onda plana armoénica estén en fase.

= Las amplitudes de los campos eléctrico y magnético de una onda plana armé-
nica estan relacionados segtin

E() = B() U. (2-56)

» E, By vforman un triedro rectdngulo (esto es, cada uno de estos vectores es
perpendicular a los otros dos). Esta tltima conclusion se deduce al considerar
(2.55) junto con (2.53). Dado que el plano de vibracién de los vectores Ey B
es perpendicular a la direccién de propagacién de la onda, podemos concluir
que la onda electromagnética plana armonica es transversal (ver Figura 2.1).

l/\/ﬂ%\/z;

FIGURA 2.1: Representacion de una onda plana arménica polarizada linealmente que se
propaga en la direccién marcada por k. El dibujo representa la onda en algiin instante de
tiempo

B

2.4. Polarizacion

Hasta ahora hemos tratado inicamente ondas electromagnéticas polarizadas
linealmente, es decir, ondas en las que la orientacién del campo eléctrico/mag-
nético es constante aunque su magnitud y signo varien con el tiempo:

E=Epcos(wr—k-r).
Esta situacion es un caso particular de lo que le ocurre en general a la direccion

del campo eléctrico en una onda plana arménica. Para analizar un caso mads ge-
neral, consideremos el campo eléctrico producido por la siguiente superposicién
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de dos ondas planas de la misma frecuencia, E; y E, polarizadas linealmente y
ortogonales entre si que se propagan a lo largo de la direccién z:

Ei(z,t) = Epycos(wt—kz)Xx (2.57)
Ex(z,1) = Epycos(wi—kz+@)y. (2.58)

El campo resultante, E(z, t), serd obviamente la suma de los campos anteriores,

E(z, 1) = Egxcos(wt — kz)X + Egy cos(wt — kz + @)y . (2.59)

En funcién del valor del dngulo de desfase ¢ y de la relacién entre las amplitu-
des podemos encontrar diversas situaciones:

= Polarizacién lineal:
Si el dngulo de desfase es nulo o un multiplo entero de 27,

p=2nm  (nel), (2.60)
entonces las dos ondas estdn en fase y el campo resultante vendra dado por

E(z, 1) = (EoxX + Eo)§) cos(wt — kz) . (2.61)

La onda resultante tiene una amplitud, Ey, constante igual a
Ey = (onf(+ E()yf')

y, por consiguiente, es también una onda polarizada linealmente. Esta situa-
cién también se da si ¢ es un multiplo entero de 7, en cuyo caso las ondas se
dice que estan en contrafase.

= Polarizacién circular:
Este caso se da cuando la amplitud de ambas ondas es idéntica y el &ngulo de

desfase es n
(p=5+2mn con m=0,+1,%+2,..., (2.62)
en cuyo caso
Ei(z,t) = Epcos(wt—kz)x (2.63)
Ex(z,t) = —Epsen(wt—kz)y. (2.64)

La onda resultante queda entonces
E(z, 1) = Eg[cos(wt — kz)X —sen(wt — k2)y] . (2.65)

Obsérvese que el moédulo del campo eléctrico es constante,
|E(z, t)| = Ep, pero su direcciéon es variable en el tiempo. Para un punto con-
creto del espacio (tomemos z = 0 por sencillez) la perturbacién eléctrica toma
el siguiente valor:

E(0, 1) = Ep [cos(wD)X —sen(w1)y] . (2.66)

Observando la evolucién de este vector en el tiempo se ve que éste rota en
sentido horario recorriendo su extremo un circulo y, por este motivo, se di-
ce que la onda (2.65) tiene polarizacién circular derecha. Andlogamente una
onda como

E(z, 1) = Ey [cos(wt — kz)X+sen(wt — kz)y] (2.67)

se dice que presenta polarizacion circular izquierda puesto que la amplitud de
esta onda recorre un circulo en sentido antihorario.

plano z=0
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planoz=0

Intensidad instantanea de una onda

electromagnética

Unresultado interesante es que una onda linealmente polarizada puede cons-
truirse superponiendo dos ondas con polarizacién circular opuesta de la mis-
ma amplitud. Este hecho puede comprobarse sumando las ondas (2.65) y (2.67)
para obtener

E(z,t) =2Eycos(wt — kz)X, (2.68)

que es evidentemente una onda polarizada linealmente.

= Polarizacion eliptica:
Los dos casos anteriores pueden considerarse casos particulares del caso mas
general de polarizacién eliptica. Dado que para un punto z fijo, el campo eléc-
trico puede expresarse en general como

E(z, 1) = Epxcos(wt — kz)X— Egysen(wt — kz + @)y, (2.69)

podemos comprobar que el extremo del anterior vector campo eléctrico reco-
rre una elipse situada en el plano x, y. La orientacién y tamafio de esta elipse
depende del valor del desfase ¢ y de la relacion Eoy/Eoy.

2.5. Intensidad de la onda electromagnética

En el Apartado 1.24 se defini6 la intensidad instantdnea, [, de una onda
como la energia que fluye por unidad de tiempo a través de una superficie per-
pendicular a la direccién de propagaciéon —ver expresién (1.24). Por tanto, para
calcular la intensidad de la onda electromagnética debemos obtener en primer
lugar la densidad volumétrica de energia asociada con esta onda. La energia del
campo eléctrico y magnético en un medio lineal e is6tropo vienen dadas respec-
tivamente por

1
U = EeE2 densidad de energia eléctrica (2.70)

2
ug = >0 densidad de energia magnética , 2.71)

por lo que la intensidad instantdnea de la onda electromagnética vendra dada por
Tinst = (up + up)v. (2.72)

Para ondas planas arménicas, encontramos que la relacién entre los médulos
de los campos eléctrico y magnético de la onda electromagnética verificaban que
E = vB. Esto nos permite escribir la densidad de energia almacenada en el campo
magnético de estas ondas como

B> E* 1
ugp=—=——=—€E°, (2.73)
2u 2uv: 2
donde se ha tenido en cuenta que v? = 1/ue. Se ha obtenido, por tanto, que para
una onda plana electromagnética armonica, la densidad de energia almacenada
en el campo magnético es idéntica a la almacenada en el campo eléctrico, esto es,

UE=UB. (2.74)

La anterior expresién nos permite escribir la densidad de energia de la onda elec-
tromagnética, ugp, cOmo
1, 1 , B> EB
Ugp=Uug+ugp=—€E°+ -€E°=¢cE"=—=—, (2.75)
2 2 uv
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y, consecuentemente, podemos expresar la intensidad instantdnea de dicha onda

como
, B®> EB
Iinst = UEBV =VEE = 1V— = — =
u u

EH. (2.76)

En el medio lineal e isétropo, la energia de la onda viaja en la direccién de
propagacion de la onda; esto es, en una direccién perpendicular tanto a E como
B para una onda plana arménica. Por otra parte, para este tipo de ondas, la in-
tensidad de la onda se puede expresar, segin (2.76), en funciéon de los médulos
de los campos eléctrico y magnético de la onda. Todo ello sugiere la introduccién
de un vector S, denominado vector de Poynting, que determine energéticamente
a la onda electromagnética y que, por tanto, tenga por direccién la direccion de
propagacion de la energia y por médulo el valor de la intensidad instantdnea de
la onda electromagnética. A la vista de las expresiones anteriores, para una onda
plana armodnica, este vector vendria dado por el siguiente producto vectorial:

S@x,)=ExH . (2.77)

Aunque la expresion anterior del vector de Poynting se ha obtenido para el caso
concreto de una onda plana armoénica en un medio lineal e is6tropo, célculos més
elaborados mostrarian que la expresion (2.77) tiene validez general para cualquier
tipo de onda electromagnética y medio material.

Parala onda plana arménica polarizada linealmente, el vector de Poynting vie-
ne dado por
S(r, t) = veEg cos?’(wr-k-rk= vuggk, (2.78)

y consecuentemente la intensidad instantdnea de esta onda es
Tinst(x, 8) = veE(Z) cos?(wt—k-1). (2.79)

Hay que tener en cuenta que los valores instantdneos de la intensidad (o bien de la
potencia) no tienen mucho interés practico dado que usualmente las ondas elec-
tromagnéticas varian muy rapidamente (del orden de 10'® veces en un segundo
paralaluz). Es, por tanto, més significativo obtener el promedio de la intensidad,
I'med, en un periodo de tiempo, para lo cual debemos promediar temporalmente
(2.79):

1 T
Ined (Linst(x, 1)) = veE(Z) ?fo cos?(wt -k -r)dr

UEES 1 EyBy 1
2 2 u 2

EJEMPLO 2.2 Sabiendo que la amplitud del campo eléctrico de la radiacién solar que lle-
ga a la superficie terrestre es de aproximadamente Ey = 850 V/m, calcule la potencia total
que incidiria sobre una azotea de 100 m2.

Para calcular la potencia promedio que incide en una superficie S debemos primero
obtener el valor de la intensidad promedio, I,;,¢q, de la onda. En este caso dado que cono-
cemos el valor de la amplitud del campo eléctrico, esta intensidad vendréd dada por

3 x108-8.85 x10712
2

Iog= teegB? = (850)2~959W
med—z 0L = ~ m2 -’

Una vez calculada la intensidad promedio, la potencia promedio, Py eq, que incide so-
bre la superficie serd simplemente

Pred = ImedS = 959-100 ~ 9.6 x10* W

Vector de Poynting

Intensidad promedio de una onda
electromagnética arménica
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>

Aunque esta potencia es realmente alta, debe tenerse en cuenta que estd distribuida
en una drea grande y que su aprovechamiento total es imposible. De hecho con placas
solares tipicas se podria transformar en potencia eléctrica aproximadamente el 10% de la
radiacion solar, debiéndose tener en cuenta ademads que los datos dados en el problema se
refieren a las horas de iluminacién de dias soleados.

2.6. Fuentes de las Ondas Electromagnéticas

Hasta ahora hemos estado estudiando algunas caracteristicas de las ondas
electromagnéticas pero todavia no sabemos dénde y c6mo se originan estas on-
das. Dado que las ondas electromagnéticas son simplemente campos eléctricos y
magnéticos oscilantes y las fuentes de estos campos son las cargas estaticas y/o
en movimiento, es razonable suponer que serdn igualmente las cargas las fuen-
tes de las ondas electromagnéticas. No obstante, debemos notar que estamos ha-
blando de las fuentes de los campos “primarios” puesto que, como se discutié
anteriormente en el Apartado 2.1, una vez que se han generado estos campos pri-
marios, son precisamente los propios campos los responsables de la generacion
de los campos subsiguientes. No obstante, para que los campos primarios gene-
ren otros campos, éstos debian ser campos variables en el tiempo por lo que ni
cargas estdticas ni cargas en movimiento uniforme pueden producir ondas elec-
tromagnéticas®. Consecuentemente seran las cargas eléctricas en el tinico estado
de movimiento no considerado anteriormente, esto es, cargas aceleradas las que
originen los campos primarios y, por tanto, podemos concluir que

las cargas eléctricas aceleradas son las fuentes de las ondas
electromagneéticas.

En concreto, una particula con carga g que se mueve en el espacio libre con velo-
cidad v(#) y aceleracién v(¢) produce unos campos de radiacién dados por6

E = Lz[f‘x(fx(r)] (2.81)
4me,ccr
B - lixE. (2.82)

c
El modulo del campo eléctrico puede escribirse como

\
= _am senf, (2.83)
4me,ctr

donde @ es el dngulo entre los vectores # y v. Los campos dados anteriormente
estan retardados lo que quiere decir que v debe ser evaluada un tiempo t = r/c
anterior a la medida de E y B. Juntos los campos dados por (2.81) y (2.82) forman
una radiacién que emite energia predominantemente en el plano normal a la di-
reccion de la aceleracién de la carga. Segtn (2.77), el vector de Poynting para la

situacion analizada vendra dado por
q*Iv/*

— 204
= W sen“0ft. (284)

Recordemos que las cargas estéticas son las fuentes de campos eléctricos estdticos y las cargas en
movimiento uniforme (esto es, las corrientes eléctricas) son las fuentes de los campos magnéticos
estdticos.

Se llaman campos de radiacién a aquéllos que muestran una dependencia del tipo r~!. Esto asegura
que la intensidad de la onda decae como r~2 y consecuentemente es capaz de transportar energia
hasta el infinito. La carga acelerada produciria también otros campos que no son de radiacién y que
no serdn considerados aqui.
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La expresion anterior muestra claramente que existe un maximo de radiacién
emitida en la direccién normal al vector aceleracién.

Uno de los sistemas més elementales en los que encontramos una carga per-
manentemente acelerada y, por tanto, radiando es un carga oscilando armonica-
mente. Esta situacién se conoce como dipolo oscilante y simula muy aproxima-
damente lo que ocurre en muchas antenas o bien en 4tomos y moléculas. Si la
carga estd oscilando a una frecuencia w a lo largo del eje z, su posicién viene dada
por

z(t) = Acos(wr) (2.85)

y, por tanto, su aceleracion serd
v=—Aw?cos(wt)z. (2.86)

De acuerdo con las expresiones (2.81)-(2.82), los campos radiados por este dipolo
oscilante son

qAv®
E = ———[tx(tx2)] (2.87)
4me,c2r
1
B = -ixE. (2.88)
c

La potencia instantdnea, P(f), radiada por el dipolo oscilante puede calcularse in-
tegrando el vector de Poynting en una superficie esférica de radio r, obteniéndose

entonces que
2,4

w
P = 22 costwr), (2.89)
67eC3
donde py = gA. La potencia promedio radiada por el dipolo oscilante vendra fi-
nalmente dada por

2,4
Py

Prned = (P) = (2.90)

127epc3’
teniendo en cuenta que el promedio de cos?(wt) es 1/2. Uno de los aspectos més
destacados de la expresion anterior es la fuerte dependencia de la potencia pro-
medio con la frecuencia,

Ppeq o @*, 2.91)

lo que explicaria, por ejemplo, el color azul del cielo. Para ello debemos considerar
que las moléculas de la atmdsfera actian como dipolos oscilantes que reirradian
la energia recibida del sol. Debido a la forma de la expresién (2.91), las componen-
tes azules del espectro visible (es decir, aquéllas de mayor frecuencia) son poten-
ciadas a expensas de otras componentes de menor frecuencia, resultando todo
este proceso en el caracteristico color azul del cielo.

La discusion anterior ha mostrado que cargas eléctricas oscilando a una de-
terminada frecuencia w son focos de ondas electromagnéticas de esa misma fre-
cuencia, y con una longitud de onda en el espacio libre dada por: A = 27c/w.
Normalmente la oscilacién de una tinica carga produce una onda cuya intensi-
dad es practicamente indetectable, por ello las ondas electromagnéticas suelen
originarse en la prictica cuando un nimero importante de cargas estdn oscilan-
do conjuntamente. Este hecho se produce, por ejemplo, en las antenas emisoras.
Un tipo bésico de estas antenas lo constituyen dos varillas conductoras alimenta-
das mediante un generador de corriente alterna. El generador de corriente alterna
provoca que los electrones de las varillas conductoras viajen desde un extremo a
otro de las varillas realizando un movimiento oscilatorio determinado por la fre-
cuencia del generador. Este tipo de antenas es el comuinmente usado para generar
ondas de radio y TV (MHz < f < GHz). Las ondas de la luz visible, que oscilan a

gl

>q)>
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una f ~ 10'°Hz, son originadas por el movimiento de las cargas atémicas mien-
tras que radiaciones de mayor frecuencia son debidas a las rdpidas oscilaciones
electrénicas y nucleares.

El mismo mecanismo que justifica que los electrones (cargas) en movimiento
en un conductor originan ondas electromagnéticas, esto es, forman una antena
emisora, también explica por qué este mismo dispositivo (sin el generador) se-
ria una antena receptora. Los campos eléctricos que llegan a la antena ejercen
una fuerza sobre las cargas moviles del conductor (electrones) que las hacen os-
cilar a la misma frecuencia que la onda electromagnética incidente. Claramente,
el movimiento de estas cargas, que simplemente sigue el patrén de la radiacién
incidente, produce una corriente eléctrica oscilante que puede ser detectada por
algin dispositivo adecuado. De esta manera el patrén de variacién temporal que
se produjo en el generador de la antena emisora es ahora “recogido” en el detec-
tor de la antena receptora’. Mediante el procedimiento anterior se ha transmitido
informacién desde un sitio a otro del espacio usando como intermediaria a la on-
da electromagnética. Esta manera de transmitir informacién es muy eficaz ya que
pone en juego muy poca energia y permite transmitir informacién entre puntos
muy lejanos entre si (incluyendo comunicaciones con satélites y vehiculos espa-
ciales).

2.7. Espectro electromagnético

Uno de los aspectos mds interesantes de las ondas electromagnéticas es que
distintos fenémenos ondulatorios aparentemente inconexos como la luz, las on-
das de radio, las microondas, los rayos X, los rayos gamma y otras radiaciones son
todos ellos ondas electromagnéticas de distinta frecuencia y longitud de onda.
Todos los fenémenos anteriores son simplemente campos eléctricos y magnéti-
cos oscilantes a determinada frecuencia. En el espacio libre, la relacién entre la
frecuencia f ylalongitud de onda A viene, evidentemente, dada por

Cc
f=7 (2.92)

El conjunto de todas las radiaciones electromagnéticas se conoce como espectro
electromagnético, distinguiéndose en él las distintas denominaciones que toman
las ondas electromagnéticas en funcién de la frecuencia, tal como muestra la Fi-
gura 2.2.

Segtin se ha estudiado en el Tema 1, las propiedades de las ondas vienen deter-
minadas fundamentalmente por su frecuencia y longitud de onda. En el Apartado
1.7 se vio, por ejemplo, que los fenémenos de difraccién dependian basicamente
de la relacion entre la longitud de onda y el tamafio fisico de los objetos donde
se producia la difraccién. Esto justificaba que los efectos de difraccion de la luz
fuesen dificiles de percibir debido a la corta longitud de onda de la luz visible
(400 < A(nm) < 700) y que, por tanto, la luz pueda ser considerada en muchas si-
tuaciones practicas como un rayo. La misma explicacion sirve para entender por
qué grandes obstaculos como edificios o0 montes no afectan drasticamente a la
propagacién de ondas de radio largas (10° < A(m) < 10?). La interaccién de la on-
da electromagnética con la materia también depende bédsicamente de la longitud
de la onday asi, la pequefia longitud de onda de los rayos X (10712 < A(m) < 1078)

7 Los electrones de la antena receptora se mueven tal como lo hacian los electrones de la antena
emisora, s6lo que cierto intervalo de tiempo después; justamente el necesario para que la onda
recorra la distancia entre las dos antenas.
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FIGURA 2.2: Espectro electromagnético

es la que explica por qué estos rayos pueden atravesar ficilmente muchos mate-
riales que son opacos para radiaciones de mayor longitud de onda. Igualmente, al
coincidir lalongitud de onda de las ondas generadas en los hornos de microondas
(A ~ 15cm) con el espectro de absorcién de las moléculas de agua se explica que
esta radiacion sea fuertemente absorbida por las moléculas de agua que contie-
nen los alimentos y, consecuentemente, éstos se calienten.

2.8. Problemas propuestos

2.1: Demostrar por sustitucion directa que la siguiente expresion:
Ey(x,1)=Ep sen(kx—wt) = Egsenk(x—ct),

donde ¢ = w/k, satisface la ecuacion (2.45).

2.2: Hallar la longitud de onda de a) una onda de radio de AM tipica con una frecuencia de 100 kHz,
b) una onda de radio de FM tipica de 100 MHz; c) la frecuencia de una microonda de 3 cm y d) la
frecuencia de unos rayos X con una longitud de onda de 0,1 nm.

Sol.a) A =300m;b) A =300m;c) f =10GHz d) f =3 x1018Hz.;

2.3: Una onda electromagnética (OEM) plana se propaga en el vacio. Sabiendo que su frecuencia es
de 98.4 MHz y su amplitud de campo eléctrico es de 20 mV/m, calctlese: a) la amplitud del campo
magnético; b) la intensidad de onda (potencia media por unidad de area).

Sol.: a) By =0.66x10710 T; b) I =0.53 uW/m?.

2.4: Una OEM plana se propaga a lo largo del eje X con una longitud de onda de 3 cm, transportando
una potencia media por unidad de 4rea de 6 uW/m?2. Determinense las expresiones completas de los
campos E y B sabiendo que el campo eléctrico estd dirigido segtin el eje Y.
Sol.: E(x, 1) = 67.26x 1073 cos(2rx 10107 — 2007x/3 + ) § V/m,

B(x, 1) =22.42x10" L cos(2x 1010 — 2007x/3 + ) 2 T.

2.5: Cierto pulso de campo electromagnético puede asimilarse a una onda plana cuyos campos son

2 2
E(x, 1) = Ege" D%y (v/m) y B(x, 1) = Bge~*¢0"3 (T). Demostrar que ambos campos verifican la
ecuacion de onda y obtener la relacién entre Ey y By sabiendo que de acuerdo con la ley de Faraday
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debe cumplirse que 6Ey(x, 1)/0x =—-0B;(x,t)/0t.
Sol.: Ey = ¢By.

2.6: La antena de un receptor radioeléctrico es equivalente a una barra conductora de 2 m de altura
y estd orientada paralelamente al campo eléctrico de la OEM que se desea sintonizar. Si la tensiéon
eficaz entre los extremos de la antena al recibir la onda es de 4 mV, determinense las amplitudes de los
campos eléctrico y magnético de la onda sintonizada, asi como la potencia media por unidad de area
transportada por la onda.

Sol.: Ee =2x1073 V/m; Be = 0.666x 10711 T, 1 = 1078 w/m?.

2.7: En la superficie de la Tierra,el flujo solar medio aproximado es de 0,75 kW/m?. Se desea disefar
un sistema de conversién de energia solar a eléctrica para que proporcione una potencia eléctrica de
25 kW que permita cubrir las necesidades de una casa. Si el sistema tiene una eficacia del 30 %, ;cudl
serd el drea necesaria de los colectores solares, supuestos que son absorbentes perfectos?.

Sol. 111 m?.

2.8: Un pulso de laser tiene una energia de 20 J y un radio de haz de 2 mm. La duracién del pulso es de
10 ns y la densidad de energia es constante dentro del pulso. a) ;Cudl es la longitud espacial del pulso?
b) ;Cudl es la densidad de energia dentro del mismo? ¢) Hallar los valores de la amplitud de los campos
eléctrico y magnético.

Sol.:a) 3m; b) 5.31 x10°J/m3; ¢) Ep =3.46 x108V/m, By = 1.15T.

2.9: El campo eléctrico de una onda electromagnética oscila en la direccién z, viniendo su vector de
Poynting dado por
S(x, 1) = —(100W/m?) cos?[10x + (3 x109)7]%,

donde x estd en metros y ¢ en segundos. a) ;En qué direccién se propaga la onda? b) Calcular lalongitud
de onda y la frecuencia. ¢) Hallar los campos eléctrico y magnético. d) Comprobar que la densidad de
energia eléctrica y magnética son idénticas.

Sol.: a) sentido negativo de x ;b) A = 0.620m, f =4.77 x 108 Hz ;

¢) E=(194V/m) cos[10x + (3 x109)£]2, B = (0.647 x 1076 T) cos[10x + (3 x 109)1,‘])7.

2.10: El campo eléctrico de una onda electromagnética armonica plana tiene la expresion E(z, t) =
3x1073 cos(kz—2mx 108 1)y (V/m). Determinese: a) la longitud de onda, frecuencia, periodo y niimero
de onda; b) el campo magnético, B, asi como el vector de Poynting, S, y la intensidad de onda, I.
Sol.:a) A =3 m, f=100 MHz, T=10 ns, k =27/3m™};

b) B(z,1) = —0.01cos(2mz/3 — 2w x 108 nNxnT,

S(z, 1) = 0.0239 cos? (2mz/3 — 2 x 108 £)2 yW/m?, I = (S) = 0.01195 pW/m?.

2.11: Una OEM armoénica plana de longitud de onda A = 6 m se propaga en el sentido negativo del eje
de las X siendo su campo magnético B(x, t) = 2x 10710 cos(wt+kx+m/4)y T. Determinese: a) el nimero
de ondas, la frecuencia y el periodo de la onda; b) las expresiones del campo eléctrico, E, y del vector
de Poynting, S, asi como la intensidad de onda, I.

Sol.:a) k=7/3m™!, f =50 MHz, T = 20 ns;

b) E(x, 1) =60x 103 cos(rx 108 + kx + 7/4)2 V/m,

S(x, 1) = —(30/m) cos? (wx 108 £ + kx + m/H% pW/m?, I = (S) = 15/m pW/m?.

Constantes: ¢ = 3x108 m/s, po =4mrx 1077 H/m, ey = 8.854 % 10712 F/m.
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Optica Geométrica

3.1. Introduccion

En el tema anterior se ha discutido que lo que se conoce usualmente como
luz es una radiacién electromagnética de longitud de onda comprendida entre
400 y 700 nm. En este sentido, el estudio de la propagacién de la luz en los diver-
sos medios y la interaccion de ésta con la materia deberia estudiarse como una
particularizacién del anélisis de ondas electromagnéticas. No obstante, cuando
se estudia la propagacion de ondas electromagnéticas, se encuentra que esta pro-
pagacion se rige por simples leyes geométricas que, en general, no dependen de la
longitud de onday de la intensidad de la radiacién. (Esto no sucede cuando lo que
se estudia esla interaccién de la radiacién electromagnética con la materia). El he-
cho anterior permite estudiar la propagacion de la radiacién luminosa mediante
el concepto de rayos que se propagan en linea recta en medios uniformes y que
estdn relacionados por las leyes de la reflexion y refraccién de Snell en las super-
ficies de separacién. Para que esta consideracién bésica de la Optica Geométrica
sea valida, es fundamental que las dimensiones de los objetos involucrados sean
mucho mayores que la longitud de onda de laluz!, lo cual se cumple generalmen-
te para la mayoria de los objetos que usamos. Bajo estas suposiciones, la Optica
Geométrica responderd de una forma muy satisfactoria a la mayoria de las cues-
tiones relacionadas con los instrumentos 6pticos, proporcionando ademds una
teoria mucho mds simple que el tratamiento directo de ondas electromagnéticas.

En consecuencia, podemos concluir que la Optica Geométrica tratara sobre
las cuestiones relacionadas con la propagaciéon de la luz, determinando las tra-
yectorias de la energia radiante a través de los distintos medios materiales o bien
deduciendo la disposicién adecuada de los medios para que la luz siga una tra-
yectoria determinada.

3.2. Consideraciones previas

Para determinar las leyes geométricas bdsicas que sigue la radiacién lumino-
sa al propagarse debemos hacer una serie de consideraciones que se exponen a
continuacion.

1 Este hecho permite ignorar los fenémenos de difraccién que, como ya se ha discutido, son signifi-
cativos inicamente cuando la dimensién de los objetos es del orden de la longitud de onda
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indice de refraccion

3.2.1. Rayo luminoso

Laradiacién luminosa al propagarse sigue unas determinadas trayectorias que
se denominan rayos de luz. Evidentemente, el rayo luminoso es una abstraccién
geométrica de una situacion fisica que se daria cuando de la radiacién total emi-
tida por un emisor s6lo consideramos aquella parte que atraviesa un pequefo
orificio situado en una pantalla opaca.

3.2.2. Indice de refraccién

En el tema anterior se discuti6é que la velocidad de laluz, v, en un medio mate-
rial caracterizado por una permitividad eléctrica relativa ¢, y una permeabilidad
magnética relativa y, venia dado por

1 c
V= =
VEoErtHotr  /Erpir
donde ¢ = 1/,/eofio = 3 x108m/s era la velocidad de la luz en el espacio libre.

(3.1

Desde el punto de vista de la 6ptica, un medio material quedara caracterizado
por el indice de refraccion, n, que es la relacién entre la velocidad de la luz en el
espacio libre y en el medio material. Este indice vendrd dado, en virtud de (3.1),
por

n=

= Vet >1. (3.2)

En funcién de las caracteristicas del indice de refraccion, los medios pueden cla-
sificarse como siguen:

[SH oY

= MEDIOS HOMOGENEOS E ISOTROPOS.
En estos medios, el indice de refraccién es el mismo en todo el medio: n #
n(r) (homogéneo) y ademas no depende de la direccién del espacio (is6tropo).
Ejemplos de este tipo de medios son el aire, el vidrio, el agua, etc.

= MEDIOS HETEROGENEOS.
Cuando el indice de refraccién varia de punto a punto del medio: n = n(r) se
dice que el medio es heterogéneo o también medio GRIN (de GRadiente de
Indice). Esto le ocurre, por ejemplo, a la atmésfera, ya que al ser distinta su
composicién con respecto a la altura, tendra un indice de refraccion variable
con ésta.

= MEDIOS ANISOTROPOS.
Estos medios presentan la caracteristica de que la velocidad de luz es diferente
para distintas direcciones del espacio, provocando asi que el indice de refrac-
cion dependa de la direccion del espacio. En este caso, el indice de refracciéon
no puede venir definido por un escalar sino que ha de definirse como un ten-
sor. Esta situacién se encuentra, por ejemplo, en todos aquellos cristales que
no cristalizan en el sistema ctibico (como el zafiro).

Es interesante sefialar también que, en general, el indice de refraccion en los me-
dios materiales depende de la longitud de onda: n = n(A), en cuyo caso, se dice
que existe dispersion cromatica. La dispersién cromdtica proviene del hecho se-
fialado en el Apartado 1.8 acerca de que la velocidad de fase depende del nimero
de ondas. A estos medios se les denominaba en general medios dispersivos y aho-
ra, con respecto a la luz, diremos que presentan dispersién cromaética. El tinico
medio que no presenta estrictamente dispersién cromatica es el vacio. No obstan-
te, los medios gaseosos de baja densidad apenas presentan dispersion apreciable
por lo que el aire se considerard en general un medio no dispersivo.

Apuntes de FACTI

FLML



3.2. Consideraciones previas 53
3.2.3. Camino 6ptico
Si en un medio homogéneo e isétropo de indice de refraccién n, la luz recorre
un trayecto de longitud s, el camino éptico, ., recorrido por laluz se define como
S =ns. (3.3)
Si el rayo de luz se propaga a través de N medios homogéneos, cada uno de ellos
caracterizado por un indice de refraccién n; y en cada uno de ellos recorre un
trayecto de longitud s;, entonces el camino 6ptico viene dado por
N
F =3 nsi. (3.4)
i=1
En el caso de que el rayo luminoso viaje desde un punto A hasta un punto B en
un medio GRIN, el camino 6ptico puede entonces definirse como
B
& = f nds. (3.5)
A
Teniendo en cuenta la definiciéon de n dada en (3.2), (3.5) puede también reescri-
birse como
B ds 155}
y:cf —=c dt=ct, (3.6)
A U ta
lo que nos dice que el camino 6ptico es ¢ veces el tiempo que tarda el rayo en
viajar desde A hasta B.
S+08
.o e s B
3.2.4. Principio de Fermat
S

Toda la Optica Geométrica puede deducirse del principio de Fermat, que en
su forma mds general puede enunciarse como sigue:

El camino éptico de la trayectoria real seguida por la luz en
su propagacion desde A hasta B es estacionario con respecto
a variaciones de ese camino.

El hecho de que el camino 6ptico de la trayectoria real sea estacionario quiere
decir que este camino 6ptico puede ser un punto de inflexién de tangente hori-
zontal, un maximo o un minimo con respecto a otros caminos 6pticos correspon-
dientes a otras trayectorias que unan A con B. En forma matemadtica, este princi-
pio puede expresarse como

B
&Eﬁzéf nds=0. 3.7
A

En muchas situaciones précticas, el caracter estacionario viene dado por la
condicién de minimo y asi el principio de Fermat muchas veces se enuncia de la
siguiente manera:

el rayo luminoso al ir desde un punto a otro sigue aquella trayec-
toria cuyo camino 6ptico sea menor.

Esta version del principio de Fermat implica que la trayectoria seguida en la reali-
dad por la luz serd aquélla que tienda a minimizar, en la medida de lo posible, el

FLML
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recorrido por las zonas donde el indice de refraccién sea mayor. Dado que en el
caso de medios gaseosos, el indice de refracciéon maés alto corresponde a las re-
giones més densas, la interpretacion anterior (ver Fig. 3.1) permite explicar por
qué podemos “ver” el Sol atin después de situarse bajo la linea del horizonte. En
la Fig. 3.1 se observa c6mo el rayo minimiza su recorrido en las regiones infe-

Posicion
aparente del Sol

4

Camino recto

al Sol

FIGURA 3.1: Posicon aparente del sol en su puesta debido a la trayectoria curvada de los
rayos solares.

riores, mds densas, de la atmésfera. Esta misma explicacién permite igualmente
entender por qué a veces una carretera vista desde un dngulo rasante refleja los
alrededores y se comporta entonces como un espejo (al estar més caliente la re-
gion cercana a la superficie, ésta es menos densa y, en consecuencia, el rayo se
curva hacia esta regién).

3.3. Leyes dela Optica Geométrica

A partir del principio de Fermat deduciremos a continuacién las leyes bésicas
de la Optica Geométrica. Para ello aplicaremos este principio a un rayo de luz que
saliendo de A en un medio de indice n; llega a la superficie de separacién S con
un segundo medio de indice n, exactamente en el punto I, donde se refracta para
llegar en el segundo medio al punto B. Segtn el esquema mostrado en la Figura
3.2 el camino 6ptico, ., viene dado por

X
n, % n, B
I = S 0,
0, SI
u, Su r

Y, S

FIGURA 3.2: Aplicacién del principio de Fermat a la refraccién en una superficie de
separacion de dos medios

n1m+ I’ZZE
I’llﬁl -I-A)+ I’lgflg -B-1) (3.8)

K
Il

donde AT representa la distancia entre el punto A y el punto I, los vectores ;
son los vectores unitarios en la direccién del rayo en cada medio y A,B e I son
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los vectores de posicién de los puntos correspondientes. Segtn el principio de
Fermat, una pequena variaciéon del camino 6ptico debe ser nula, §.% =0, esto es,

0 n16ﬁ1~(I—A)+n1ﬁ1~(6I—6A)+
nydtiy- B—1) + nytip - (OB - 6I)

(n1ﬁ1 - I’lzﬁg) -0I=0 , (3.9)

donde se ha usado el hecho de que 611; es perpendicular a las trayectorias de los
rayos y que 6A = 6B = 0 puesto que los puntos inicial y final no varian. La expre-
sién (3.9) nos dice entonces que el vector (n;1; — np1i2) debe ser perpendicular a
61y puesto que estd contenido en la superficie de separacién S, tenemos que

nay - nptiz = ¢S, (3.10)

donde ¢S es cierto vector normal a la superficie S en el punto I. A partir de la
expresion (3.10) podemos deducir lo siguiente:

» El rayo incidente, el refractado y la normal a la superficie estdn en el mismo
plano (plano de incidencia).

= Ley de Snell para la refraccién.
Multiplicando escalarmente (3.10) por el vector unitario en la direccion x, en-
contramos que
(nlﬁl—ngﬁg)-f(: (/]Sﬁ (3.11)

Puesto que el segundo miembro es igual a cero (X L §), (3.11) establece que
ni -X=nplz-X, (3.12)

o equivalentemente,
niysenf; = nysenf, . (3.13)

La expresion (3.13) se conoce como ley de Snell para la refraccion.

= Leyde la reflexion.
Si la superficie de separacién de los medios se comportase igualmente como
una superficie reflectora, de modo que el rayo 2 se reflejase en el medio 1,
entonces la aplicaciéon del procedimiento anterior nos diria (dado que n; = n)
que
6,=0, (3.14)

o lo que es lo mismo: el d&ngulo que forma el rayo reflejado con la normal a la
supertficie es idéntico al formado por el rayo incidente.

= Las trayectorias de los rayos luminosos son reversibles.
Si el rayo de luz viajase en sentido contrario al supuesto inicialmente, las leyes
anteriores quedarian invariantes puesto que los tiinicos cambios estarian en el
signo de 1,1, y S, lo cual no tendria ningtin efecto en las leyes de reflexién y
refraccion.

Reflexion total

Una consecuencia adicional e interesante que podemos deducir de la ley de
refraccion (3.13) es que si
n>ny = 92>01,

Ley de Snell

El &ngulo que forma el rayo reflejado
con la normal a la superficie es idén-
tico al formado por el rayo incidente.

—
N
L)

\p
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Aproximacién paraxial

pudiéndose llegar a la situacién en la que 8, = 7/2. Este caso se dard cuando el
rayo en el medio 1 incide en la superficie de separacién con un dngulo 6, deter-
minado por

n senél =1y, (3.15)
esto es, cuando
N n
0, = arcsen(—z) . (3.16)
n

Para dngulos de incidencia 0, = 0, no existe refraccién y, por tanto, decimos que
estamos en una situacion de reflexion total.

3.4. Componentes 6pticos simples

En este apartado estudiaremos el comportamiento 6ptico, desde el punto de
vista de la Optica Geométrica, de algunos de los componentes 6pticos mas utili-
zados en la préctica.

Un sistema 6ptico puede definirse como un conjunto de superficies que se-
paran medios distintos. Aqui nos centraremos en particular en algunos sistemas
6pticos sencillos que estdn formados por superficies esféricas cuyos centros estdn
alineados y que se denominan sistemas épticos centrados. Supondremos ade-
mads que estos sistemas Opticos son astigmaticos, esto es, que para cada cono de
rayos que parte de cierto punto del sistema existe un punto del sistema al cual
llega este cono de rayos.

S \p
Objeto /

Sistema
dptico

FIGURA 3.3: Esquema de un sistema 6ptico centrado astigmético

Aplicaremos ahora la teoria de rayos a estos sistemas 6pticos astigmadticos
centrados bajo la aproximacién paraxial. Esta aproximacién asume que, para un
sistema centrado de eje 6ptico z, todos los rayos son casi paralelos al eje 6ptico.
Esto implica que al ser los dngulos tan pequefos, los senos y tangentes de dichos
dngulos pueden sustituirse directamente por los dngulos, esto es,

< = senf=0, tanO=0.

Teniendo en cuenta las anteriores consideraciones, a continuacion estudia-
remos algunos componentes 6pticos simples: espejos, interfases de separacion,
lentes y guias de ondas.
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3.4.1. Espejos
Los espejos se comportan como superficies reflectoras perfectas, cumplién-
dose laley (3.14).

Espejo plano

En un espejo plano, los rayos se reflejan de modo que los rayos reflejados que
provienen de un punto P; parece como si vinieran de un punto P, (punto imagen)
situado detrds del espejo. En este sentido, los objetos reflejados en este espejo
aparecen como si estuvieran situados detras del espejo plano.

Espejo parabélico

Este espejo, formado por una superficie parabdlica de revolucion, tiene la im-
portante propiedad de que todos los rayos incidentes paralelos al eje del espejo se
reflejan en un punto llamado foco. Estos espejos se usan a menudo en los teles-
copios para recoger todos los rayos paralelos incidentes. También pueden usarse
para emitir rayos paralelos provenientes de un punto emisor.

Espejo eliptico

En este espejo, todos los rayos provenientes de uno de los focos de la elipse se
encuentran, tras reflejarse, en el otro foco.

Espejo esférico

Los espejos esféricos son més féciles de fabricar que los parabdlicos y los elip-
ticos pero no presentan la propiedad de enfoque de los anteriores. En concreto,
los rayos que inciden paralelamente al eje del espejo no se encuentran en un solo
punto del eje sino sobre una curva que se denomina catstica.

Aunque, en general, este espejo no enfoca en un solo punto, los rayos paraxia-
les si que son enfocados en un punto F situado a una distancia (—R)/2 del centro
del espejo C. Por convenio, tomaremos R negativo para espejos céncavos y R po-
sitivo para espejos convexos.

Para verificar la anterior propiedad, consideremos la Figura 3.4, donde se ha
tomado el siguiente convenio para los dngulos: dngulo positivo para rayos que
ascienden desde el eje y dngulo negativo para rayos que descienden hacia el eje.

En la Fig. 3.4 podemos observar que

6,=00-0 (3.17)
(=02)=00+0, (3.18)
de donde se deduce que
(=62) + 61 =260 3.19)
y, como bajo la aproximacion paraxial,
y
Op=——, 3.20
"R (3200
encontramos que
(<02 +0, = 2 (3.21)
2 1= R .

/

S

C

X

Convenio de signos:

R <0 espejo concavo

R >0 espejo convexo

0 > 0 rayo ascendente desde eje
0 < 0 rayo que desciende al eje.

a=n/2-06y
a+0=m/2-60,
0,=00-0

FLML
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[ [ [
2 ('R) Z,

FIGURA 3.4: Reflexion de rayos paraxiales en un espejo esférico céncavo de radio (—R).

Anélogamente, la aproximacién paraxial permite escribir que

B=2 y (0=
21 22
y, consecuentemente, expresar (3.21) como
1 + 1 1 (3.22)
2 oz [ '
siendo f la distancia focal de valor
-R
f= —( 5 ) . (3.23)

En la expresion (3.22) puede verse que todos los rayos que entren paralelos
al eje del espejo (z; — co) convergerdn en el punto F mostrado en la Figura 3.4
determinado por z = f, demostrandose asi la propiedad de focalizacién de los
espejos esféricos bajo aproximacién paraxial.

EjeMpPLO 3.1 Delante de un espejo concavo de 50 cm de distancia focal y a 25 cm de su
vértice se encuentra un objeto cuya altura, perpendicular al eje, es de 1 cm. Calcular la
posicion y el tamafo de la imagen suponiendo que los rayos incidentes corresponden a
la zona paraxial. Repetir el problema considerando que el espejo es convexo.

= Espejo céncavo.
La posicion de la imagen se puede calcular a partir de la siguiente ecuacién para espe-

jos esféricos
1 1 1

2 2 f
donde f es la distancia focal del espejo (f = 50cm), z; es la posicién del objeto (25
cm) y zp es la posicion de la imagen del objeto. De la ecuacién anterior obtenemos
zo = —25cm. La imagen es virtual, aparece “detrds” del espejo. El aumento lateral del
espejo es

22

m=-—=-—(-25)/25=1,

al

por lo que la imagen tendrd 1 cm de tamafio.
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= Espejo convexo.
En este caso, la distancia focal es f = —50cm, por lo que, realizando un célculo andlogo
al del apartado anterior, obtenemos zp = —50/3 cm. La imagen es virtual y de 4/3 cm
de tamafio, puesto que el aumento lateral es

m=-22—50/75=2/3.
P

3.4.2. Interfases planas

Si una interfase plana separa dos medios de indice de refraccién n; y np, la
relacién entre los angulos incidente y refractado viene dada por la ley de Snell
(3.13). Estaley dice que segtin sea la relacién n; / n, podemos distinguir dos casos:

= Refraccion externa n; < ny.
Dado que n; < np tenemos que 0, < 0y y por tanto los rayos refractados se
acercan a la normal a la superficie, tal como muestra la Figura 3.5(a).

= Refraccién interna n; > ny.
Segtn la Figura 3.5(b), si n; > n, tenemos que 6, > 0, y por tanto los rayos
refractados se alejan de la normal a la superficie.

// |
4
/
/
(a) . (b)

FIGURA 3.5: Refraccion externa e interna.

n, n

G
—>
S
b

L

\ 4

La ley de Snell, bajo la aproximacién paraxial, puede reescribirse como
Ley de Snell bajo aproximacion pa-
mb; = ny0, . (3.24) raxial

Divisores de haz

Son componentes 6pticos que dividen el haz incidente en un haz reflejado y
un haz refractado. Estos componentes se construyen a menudo depositando una
fina pelicula metdlica semitransparente sobre un substrato dieléctrico. >

3.4.3. Interfases esféricas

Para estudiar la refraccién en una superficie esférica usaremos la ley de Snell
aplicdndola al sistema mostrado en la Figura 3.6. En esta figura se cumple que
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(z,>0) \ @0

FIGURA 3.6: Refraccion de rayos paraxiales en una interfase esférica convexa de radio
R>0.

niP1 =naP2 (3.25)

y teniendo en cuenta que
0, = le p1=01=% (3.26)
(~02) = Z—yz P2+ (=02) =%, (3.27)

encontramos la siguiente relacién:

nl(%+61): nz(%-l-eg), 3.28)

que puede reescribirse como

n1(1+1
R 21

Y A
—ng(R Zz). (3.29)

Reagrupando términos y simplificando, la ecuacién anterior puede expresarse co-

mo
mo Ny np—n
—+—== .

3.30
Al 2 R ( )

Es también interesante obtener el 4ngulo refractado 6, en funcién del dngulo
incidente 0, y la coordenada y. Utilizando (3.25) y dado que

(=02) = %—4’2
-y m
R ny !
_ Y nlg nyy
= <_ 1 L
R no ngR
_ _ﬂgl+(1_ﬂ)l, (3.31)
ny na) R
obtenemos finalmente que
g,=Lg -2 (3.32)
no nyp R
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3.4.4. Lentes esféricas

Una lente esférica es un trozo de material de indice de refraccién #» limitado
por dos superficies esféricas de radios R; y (—R»). Si la distancia A es pequefia en
comparacion con el radio de las esferas, entonces despreciaremos este espesor
y diremos entonces que la lente es una lente delgada (la lente se comportaria
entonces como cierta interfase de separacion).

Para la lente delgada de la Figura 3.7 se cumple, de acuerdo con la expresion

n=1 n n=1I

FIGURA 3.7: Refraccion en una lente esférica delgada.

(3.30) al aplicarla reiteradamente a cada una de las dos superficies esféricas, que

1 n n-1

—+—== 3.33
21 z! Rl ( )
n 1 1-n
+—= . (3.34)
(-2) 2z R
Despejando n/z' en (3.33) y sustituyendo en (3.34) se llega a
n-1 1 1 1-n
_ b —= , (3.35)
R 21 z» R
expresion que puede reescribirse como
! + L1 (3.36)
21z f .

que es la ecuacion de la lente delgada donde la distancia focal, f, de la lente
esférica viene dada por
1—(n 1)(1 1) (3.37)
f R Ry}~ .
(Recordemos que segtin el convenio establecido (—R») serd un nimero positivo
en nuestra lente. Notemos ademads que la distancia focal no varia si invertimos la
lente). En la expresion anterior, la distancia focal f de la lente determina la posi-
cion del foco, esto es, el punto donde convergen los rayos que entran paralelos al
eje delalente. Es interesante sefialar que la expresion (3.36) junto con (3.37) sigue
siendo vélida para otro tipo de lente distinto al mostrado en la Figura 3.7. La lente
mostrada en esta figura pertenece al tipo conocido como convexa, convergente o
positiva, que son més gruesas en el centro. En concreto es una lente biconvexa.
Otro tipo de lente convergente son las lentes plano convexas, formadas por una
superficie plana y otra convexa. El tipo de lentes que son mds delgadas por el cen-
tro se conocen como lentes céncavas, divergentes o negativas. Claramente el tipo
de lente se manifiesta en la ecuacioén (3.36) a través del valor de la distancia focal,

Ecuacién de la lente delgada

Distancia focal de una lente

esférica

;
{

1
(
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Z

reflejandose este hecho en los distintos signos (o bien R — co para la superficie
plana) que toman los radios en (3.37).

Si queremos obtener el dngulo de refraccion 6, en la figura adjunta, podemos
aplicar reiteradamente la expresion (3.32) a cada una de las superficies esféricas
de la lente, esto es,

1 -1
0 = ~—g-Lr (3.38)
n R n
0, = no'-(1-nmL. (3.39)
R,
Sustituyendo 6’ en (3.39) se obtiene que
1 y n-1 y
0=n|—0; - — +(n-1)—
2 n(nl R, ﬂ)(n )Rz
—g -yt nd (3.40)
Y R Y R, '
y por tanto, usando (3.37), obtenemos finalmente que
Yy
0,=60;—= . (3.41)
f

Formaci6én de imégenes finitas

Una cuestiéon importante respecto a las lentes es la formacién de imégenes de
objetos finitos. En concreto, y con referencia a la Fig. 3.8, buscamos la relacién
que existe entre las alturas de un objeto lineal y de su imagen; esto es, la relacién

Y2

— f—
y

FIGURA 3.8: Formacién de imédgenes con una lente de distancia focal f.

\

entre y, e y;. Dado que la lente considerada es un sistema astigmaético, dos rayos
cualesquiera son suficientes para fijar la posicién de un punto que no estd en el
eje. Una posible manera de hacer esto consiste en considerar un rayo que entra
paralelo al eje de la lente y otro que pasa por el centro de la lente. Debido a la
propiedad focal de la lente, el rayo paralelo pasard por el punto F situado una
distancia f de la lente. Por otra parte, el rayo que incide en el centro de la lente
no sufre desviacion debido a que sufre dos refracciones en superficies que son
localmente planas y paralelas. Segtin el razonamiento anterior encontramos que

n_r) (3.42)
z &
y por tanto
Z
V2=——")1, (3.43)
z1
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de donde encontramos que el aumento lateral o transversal, M, viene dado por

Mr=22=-2 (3.44)

Es importante notar que cualquier punto del plano z = z; tiene su imagen en el
plano z = zy, por lo que ambos planos se denominan planos conjugados.

EJEMPLO 3.2 Una lente de vidrio tiene 20 cm de distancia focal en el aire. Calcular su
distancia focal en el agua. El indice de refraccion del vidrio es 3/2; el del agua es 4/3.

Suponiendo que se trata de una lente delgada, su comportamiento queda descrito por

la siguiente ecuacion:
(n—l)(i - i) = :
R R f
donde f es la distancia focal de la lente, Ry y R2 son los radios de sus dos caras, y n es el
indice de refraccion relativo del vidrio de la lente respecto al medio en el que se encuentra.
Cuando la lente se encuentra en el aire, suponiendo que el indice de refraccién del aire es

1, la anterior ecuacién puede escribirse del siguiente modo:

(3/2—1)(i - i) -1
Ry B

Ry fi
Cuando la lente esté en el agua, la ecuacién tendrd la siguiente forma:
Boykoly 1
4/3 Ry R b

Combinando las dos expresiones anteriores, tenemos
3/2
3/12-1)=fo(—-1),
Al )= fal( 13 )

de donde obtenemos el siguiente valor para f», distancia focal de la lente en el agua:
@/2-1)
9/8-1

Por tanto, la distancia focal de la lente en el agua, con indice de refraccién 4/3, es cuatro
veces mayor que en el aire.

f2=20 80cm

3.4.5. Guiasdeluz

Tal como muestra la figura adjunta, la luz puede ser guiada desde un sitio has-
ta otro por medio de lentes o espejos. Dado que en las lentes existe inevitable-
mente reflexiéon y en los espejos refraccion, las pérdidas luminosas a medida que
laluz se propaga en uno de estos sistemas son muy importantes. Una manera muy
eficaz de evitar estas pérdidas consistiria en guiar la luz haciendo uso de la pro-
piedad de reflexion interna total que se produce en la interfase entre dos medios
de distintos indice de refraccién. Tal como muestra la Figura 3.9, este mecanismo

N g

\/

FIGURA 3.9: Mecanismo de guiado de luz en una fibra éptica (n; > ny).

n,

de guiado es justamente el que se usa en las fibras 6pticas que tanta importancia
tienen en las comunicaciones 6pticas actuales.

P

TS TmmmmnNTm - mmmmm——
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3.5. Formalismo matricial de la Optica paraxial

Anteriormente se han obtenido algunas ecuaciones que rigen el comporta-
miento de los rayos luminosos en algunos componentes simples dotados de si-
metria axial bajo la aproximacién paraxial. Si se quiere extender el procedimiento
anterior y obtener las ecuaciones correspondientes para sistemas mas complica-
dos (por ejemplo, aquéllos compuestos de varios componentes simples), encon-
tramos que esta extension es una tarea bastante laboriosa y complicada. Afortu-
nadamente, podemos aplicar un formalismo matricial muy adecuado al estudio
de sistemas complicados basado enla linealidad de las ecuaciones obtenidas para
los componentes simples. La aplicacién de este formalismo matricial nos permi-
tird analizar sistemas bastante complicados mediante una técnica formalmente
muy sencilla y especialmente adaptada para el calculo numérico por ordenador.
Este método asignard una matriz caracteristica a cada uno de los componentes
simples. Es conveniente recordar que este formalismo sélo sera aplicable a siste-
mas opticos centrados bajo aproximacion paraxial.

En el presente tratamiento, un rayo vendrd determinado por su posicion y su
angulo (y,60) respecto al eje 6ptico. Tal como muestra la Figura 3.10, el efecto del
sistema 6ptico consistird en modificar estas variables cuando el rayo se propaga
a través del sistema. Bajo la aproximacion paraxial encontraremos que la relacién

4

_~ 0,
= - A6,
Vi

V2

Z Z;

Sistema
(7,0, Spiee (7,,6,)

FIGURA 3.10: Efecto sobre el rayo de un sistema 6ptico general.

lineal entre el &ngulo y la posicién del rayo a la salida y entrada del sistema 6ptico
viene dada por

Ayr + B, (3.45a)
Cy1 + D6, (3.45b)

Y2
0

que puede reescribirse en forma matricial como

y2| _[A B||n
)= 1e olln] 640
——

(M]

siendo [M] la matriz de transferencia del sistema.

A continuacién deduciremos la forma de algunas matrices de transferencia
caracteristicas de ciertos componentes 6pticos simples.
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3.5. Formalismo matricial de la Optica paraxial 65
Propagacién __—T6,
Un rayo propagandose en un medio homogéneo se propaga en linea recta, por 7% !

lo que

N y1+do, (3.47a)
6, = 6 (3.47b)

y consecuentemente la matriz de traslacion seria

1 d
[M] = 0 1 (3.48)
Refraccién en una superficie plana
Una aplicacién directa de la ley de Snell a la interfase plana dice que
Y2 = N (3.49a)
n292 = n161 (3.49b)
por lo que la matriz [M] toma la siguiente forma:
1 0
[M] = [0 N (3.50)
ny

Refraccién en una superficie esférica

La aplicacién de la ley de Snell a una superficie esférica bajo la aproximaciéon
paraxial decia, segiin vimos en (3.32), que

Y2 = N (3.51a)
g, = Mg 27N 3.51b)
ny ny R
y consecuentemente:
1 0
Ml=| (le—m) m|. (3.52)
ngR ny

Transmisi6n a través de una lente delgada

Segun la expresion (3.41), en una lenta delgada bajo aproximacioén paraxial
tenemos que

Y2 = N (3.53a)

0, = 6,-2. (3.53b)

f

La matriz de transmisién de este componente serd entonces

1 0
1 1] ) (3.54)
f

donde f > 0silalente es convexay f <0 silalente es cdncava.

R>0 convexa, R<0 céncava

n

I\
% )
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(-R)

Reflexi6n en un espejo plano

Segtn la ley de reflexion,

Y2 = N (3.55a)
6, = 6 (3.55b)

por lo que la matriz de reflexion sera

1 0
[M] = [0 1] . (3.56)
Reflexi6n en un espejo esférico
La expresion (3.21) dice que
Y2 = N (3.57a)
2
O = 01+ % ) (3.57b)

viniendo entonces la matriz de reflexién dada por

10
M=z |, (3.58)
R

con R > 0 espejo convexo y R < 0 espejo concavo.

Matriz transferencia de un sistema compuesto

Usando las matrices de transferencia de los componentes simples anteriores
es posible calcular la matriz de transferencia de un sistema compuesto. Para ello,
si tenemos una sucesion encadenada de N componentes simples caracterizados
por [M], [M>],...,[Mp], entonces la matriz [M] de transferencia del sistema com-
puesto vendrd dada por el siguiente producto de matrices:

(M] = [Mp]--- [M2][M], (3.59)

donde debe notarse que el orden de multiplicacién empieza por el componente
situado justo a la salida del sistema para acabar por el componente situado a la
entrada.

EjEMPLO 3.3 Calculo de la matriz de transferencia de una lente gruesa.
Segun la figura adjunta, una lente gruesa puede considerarse como la serie de tres compo-
nentes 6pticos simples:

1. Refraccién en una superficie esférica convexa de radio Rj, siendo su matriz de transfe-
rencia

1 0

1-n 1

nRky n

[M] =

2. Traslacién en un medio de espesor ¢ e indice 7, siendo

1 t

[Mz] = 0 1

3. Refraccidn en una superficie esférica convexa de radio Ry, con

0
n-1

[M3] =
3 1,
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En consecuencia el efecto del sistema compuesto puede describirse mediante el si-
guiente producto de matrices:

=|[n-1 1-n 1 .
92 R_Z n 0 1 H_Rl n 91
La matriz de transferencia del sistema serd entonces
- t
1+¢ R ;
_ nny
[M] = 1 1) (m-1? n-1
m-1)|—-—|—-t 1+t
Ry Ry nR1Ry nRy

Tomando limite en la expresién anterior para t — 0 recuperamos la expresién para la
lente delgada dada en (3.54).

EJEMPLO 3.4 Calculo de la matriz de transferencia para el sistema de la figura adjunta

En este caso y dado que el sistema estd compuesto de una traslacioén de distancia d;,
una lente delgada y una tltima traslacién de distancia dp, la matriz de transferencia sera el
siguiente producto:

_ 1 do 1 0111 dy
(M] = [0 1”—% 1[0 1]
1—@ d1+d2—%
- f f
1 I
f f

Si queremos que cualquier objeto situado en el plano de entrada de un sis-
tema Optico tenga su correspondiente imagen en el plano de salida (es decir, si
queremos sistemas astigmaticos donde los planos de entrada y salida sean conju-
gados), debemos exigir que todos los rayos que salgan de algtin punto del plano
de entrada confluyan en algtin otro punto del plano de salida. Esta condicién se
cumple si todos los rayos que lleguen a y» son independientes del 4ngulo 6, con
el cual partieron. Dado que y» no debe depender de 0, esto implica que en la
matriz [M], M2 = B =0. En este caso encontramos que

A=22 (3.60)

»n

Para el sistema 6ptico analizado en el ejemplo anterior se tiene que la condicién
B =0implica que

dydy
dl + dz - =0,
f
o equivalentemente
1_1 .1
fod dy

Podemos comprobar que esta condicién coincide con la ecuacién de la lenta del-
gada, expresion (3.36), obtenida anteriormente.

FLML

Apuntes de FACTI



68

Tema 3. Optica Geométrica

3.6. Problemas propuestos

3.1: Elindice de refraccién de una determinada luz de longiutud de onda en el vacio Ao = 589 nm es
de 2.417 para el diamante y 1.923 para el zirconio. Calcular la relacién de sus longitudes de onda en el
diamante y en el zirconio.

Sol: A;/Az =1.257

3.2: Un pequeiio cuerpo luminoso estd en el fondo de un estanque lleno de agua (n =4/3) al mde
profundidad, y emite rayos luminosos en todas las direcciones. En la superficie del agua se forma un
circulo luminoso por los rayos que se refractan al pasar al aire. Fuera de este circulo los rayos se reflejan
totalmente en la superficie del agua. Hallar el radio R del circulo.

Sol: R=1.13m.

3.3: Hallar el radio de curvatura de un espejo esférico convexo que proporciona una imagen virtual de
tamaio la mitad del objeto, si éste se halla a 20 cm del espejo.
Sol: R =40cm.

3.4: Un objeto situado a 300 cm de un espejo esférico concavo tiene una imagen real a 150 cm del
espejo. Hallar en qué posicion el objeto y la imagen de €l coinciden.
Sol: 200 cm a la izquierda del espejo.

3.5: Calcular las distancias focales de las siguientes lentes delgadas, cuyo radio de curvatura es siem-
pre de 40 mm y que estdn fabricadas de un vidrio de n = 1.5: a) una lente biconvexa; b) una lente
bicéncava; ¢) una lente plano convexa; d) una lente plano céncava. Calcular la situaciéon de la imagen
producida por la primera lente de un objeto real situado en el eje principal y a 20 cm delante de la lente.
Sol: a) 4 cm; b) -4 cm; ¢) 8 cm; d) -8 cmy;

3.6: Se tiene una lente biconvexa de vidrio (n = 1.5) de 40 cm de distancia focal, el radio de una de las
caras es 6 cm. Determinar: a) el radio de la otra cara; b) delante de ella, a 50 cm, se coloca un objeto
de 3 cm de altura, determinar la posicion de la imagen; c) calcular el tamario de la imagen anterior y el
aumento; d) yuxtapuesta con la anterior se coloca una lente divergente del mismo vidrio, de distancia
focal 25 cm. ;Cudl es la distancia focal del sistema?

Sol:a)8.6cm;b)2m;c) m=-4;d) f=67cm.

3.7: Un objeto de 2 mm de altura estd situado a 90 cm a la izquierda de una lente delgada divergente
de 30 cm de distancia focal. A continuacién de la lente divergente se dispone una lente delgada con-
vergente de 20 cm de distancia focal. a) Determinar cudl debe ser la distancia entre las dos lentes para
que la imagen definitiva del objeto anterior sea real y esté situada a 30 cm a la derecha de la lente con-
vergente. b) Determinar la distancia focal de una lente tinica que produzca el mismo efecto.

Sol: a) 37.5cm ; b) 12.63 cm.

3.8: Unsistema 6ptico estd formado por dos lentes delgadas, la primera convergente de distancia focal
f1 =10cm y la segunda divergente de distancia focal f, = —20cm, separadas una distancia de 60 cm.
Obtener la matriz de transferencia del sistema.

Sol:(distancias expresadas en metros)

o
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Tema 4

Optica Ondulatoria

4.1. Introduccion

La Optica Geométrica, discutida en el tema anterior, trataba la propagacién
de la luz a partir de una serie de leyes puramente geométricas. Esto era posible
gracias a la introduccién del concepto de rayo de luz. Como veremos, la aproxi-
macién de rayo 6ptico se fundamenta basicamente en que la dimensién de los
objetos es mucho mayor que la longitud de onda de la radiacién luminosa, lo cual
permite de algiin modo ignorar la “longitud de onda” de la luz. Esta aproximacién
implicaba consecuentemente despreciar el cardcter ondulatorio de la luz, dan-
do asi lugar a una teoria en la que la luz siempre se propagaba en linea recta en
medios homogéneos (esto se manifestaba, por ejemplo, en la teoria de sombras
geométricas). No obstante existen multitud de situaciones practicas en las que no
se puede ignorar el cardcter ondulatorio de la luz (es decir, los efectos de interfe-
rencia, difraccidn,...) por lo que la teoria puramente geométrica del tema anterior
debe complementarse adecuadamente e incorporar los aspectos ondulatorios de
la radiacién luminosa y sus fenémenos asociados.

Aunque en el presente tema introduciremos el cardcter ondulatorio de la luz,
la teoria que presentaremos no serd todavia completamente rigurosa ya que con-
sideraremos la radiacién luminosa como un fenémeno puramente escalar en vez
de vectorial (como obviamente es el cardcter de la onda electromagnética). En
ciertas situaciones, el caracter vectorial de la radiacién luminosa no puede ser ob-
viado (por ejemplo, cuando tratemos cuestiones energéticas, fen6menos de pola-
rizacién, propagacién en medios anis6tropos o situaciones en las que el acoplo
entre el campo eléctrico y el magnético no pueda ser ignorado), pero en multitud
de otras situaciones précticas, el considerar la radiacién como una onda esca-
lar nos permitird disponer de una teoria mas completa que la Optica Geométrica
pero sin la complicacién matemadtica que impondria la inclusioén del cardcter vec-
torial de la luz. A esta teoria intermedia entre la Optica Geométrica y el Electro-
magnetismo la denominaremos Optica Ondulatoria Escalar y serd el objeto del
presente tema.

4.2. Relacion entre rayosy frente de onda

Bajo la aproximacion ondulatoria escalar, la radiacién luminosa monocroma-
tica serd considerada una onda escalar arménica. Usando notacién compleja, esta
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Ecuacién de Helmholtz

Ecuacion de la Eikonal

onda puede expresarse, en general, como

u(r, 1) Ur)exp(jwt) (4.1a)

A expljo®lexp(jowt), (4.1b)

donde U (r) representa la parte espacial de la onda monocromaética, denominada
usualmente amplitud compleja de la onda y A(r) y ¢p(r) son funciones reales que
representan la amplitud y la fase de la onda respectivamente.

Si aplicamos la ecuacién de onda (1.110) a la anterior expresién, encontramos

la siguiente ecuacién para U (r):

VZ+HU® =0 , 4.2)

que se conoce como ecuacion de Helmholtz, siendo k = w/v el nimero de ondas.

La amplitud compleja suele escribirse como
U) = Alr)expl—jkoL )], (4.3)

donde kj es el numero de ondas del espacio libre (k = nkj) y & (r) es una fun-
cion real escalar llamada eikonal que define la fase de la onda', de modo que los
frentes de onda (para un ¢ fijo, lugar geométrico de los puntos con idéntica fase)
vienen determinados por la ecuacién

F(r) =cte. (4.4)

La ecuacién anterior también nos dice que la direccién normal a los frentes de
onda en cada punto viene dada por el gradiente de la eikonal,

V& (r) = normal al frente de ondaenr. (4.5)

Al sustituir la expresion (4.3) en la ecuacion de Helmholtz (teniendo en cuenta
que V2U(r) = V-{VU(¥)}), obtenemos la siguiente ecuacién para las funciones
reales A(r) y FL(r):

k3 [n* = IVF P A+ V2 A} - j{ko [2VF - VA+ AVEZ]} = 0. (4.6)
La anterior ecuacion debe anularse por separado tanto para la parte real como la
imaginaria. Igualando a cero la parte real de (4.6) encontramos que
2

2 , V°A
KZA

Si la onda monocromética se propaga en un medio de indice de refraccién
n(r), tal que las variaciones del indice de refraccién son muy pequefias en una
escala del orden de la longitud de onda, encontraremos entonces que la amplitud
de la onda variard muy lentamente con respecto a su fase, es decir tendremos que

VA< KA

y, por tanto, este término puede ser despreciado en el limite Ay — 0. En conse-
cuencia, la ecuacion (4.7) puede reescribirse como

VL@ = n’@®) (Ao—0), 4.8)

1 Nétese que para una onda plana uniforme en un medio homogéneo, la eikonal seria . (r) = nk-r
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que se conoce como ecuacién de la eikonal y que constituye la base de la Opti-
ca GeométricaZ (esto es, cuando se ignora el cardcter ondulatorio de la radiacién
luminosa)

Un estudio més riguroso de una radiacién luminosa del tipo (4.1a), que tuviese
en cuenta el carécter vectorial electromagnético, nos diria que el promedio del
vector de Poynting, (S), de esta radiacién puede expresarse como

(S) x {up)VL(r) 4.9

(siendo (ug) el promedio de energia eléctrica) es decir, la direccién de propaga-
ci6én de la energia, que en un medio isétropo coincide con la direccién de pro-
pagacion de los frentes de onda, estd determinada por el gradiente de la eikonal,
V&L (r).

Teniendo en cuenta que la direccién de propagacién de la energia, V.#(r), de-
finfa los rayos 6pticos y que ésta a su vez, segin (4.5), define la normal a los frentes
de onda, podemos concluir que

los rayos de la Optica Geométrica son las trayectorias or-
togonales a los frentes de onda definidos por .# (r) = cte

s

PN

Frentes de onda

FIGURA 4.1: Relacién entre los frentes de onda y sus rayos 6pticos asociados

Desde este punto de vista, podemos considerar que el efecto de la lente es
“distorsionar” los frentes de onda que le llegan. La Optica Geométrica puede, por
tanto, considerarse como una teorfa que determina los efectos aproximados de
los componentes 6pticos sobre las normales al frente de onda.

2 Dehecho, el principio de Fermat puede deducirse de esta ecuacion, y viceversa. Si tenemos en cuen-
ta que la ecuacion (4.8) nos dice que

7 s,
n
donde § es un vector normal en la direccién del gradiente de la eikonal, y que d.# = V.%-dr, entonces

encontramos que

B B B B
[f]B—[f]A:f dy:f Vy-dr:f n§~dr:f nds,
A A A A

esto es, el camino dptico entre estos dos puntos es la diferencia entre el valor de las eikonales en Ay
B.
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Onda ‘\k/// x

reflejada // g?gactada
03 (//{{% \/sz
91 \\ 4L02 :

Onda \\\\i\\\\

incidﬁr:t;i{&\x " 0,

Expresion mateméatica de una

onda paraxial

EjEMPLO 4.1 Reflexion y refraccién de una onda plana en una interfase dieléctrica plana

Si una onda plana de vector de ondas
ky = (n1 kgsen6y,0, ny kg cosfq)

incide sobre la superficie plana de separaciéon de dos medios de indice de refracciéon n;
y ng, se producird una onda plana reflejada con vector de ondas k3 y una onda plana re-
fractada con vector de ondas k. Claramente debe cumplirse que k3 = k1 = n1kp y que
ko = nakg. Del dibujo de la figura observamos entonces que

ko = (n2kgsenfs,0, na ko cosby)
ks = (n1 kgsenéfs,0, ny kg cosfs) .

En la superficie de separacion (z = 0), la dependencia espacial de las fases de las tres
ondas deben coincidir (puesto que esta superficie forma parte simultdneamente a las tres
ondas), por lo que

ki -r=ky-r=k3-r paratodor=(x,y,0)
Teniendo en cuenta la forma de los vectores de onda y tomando r = %X, obtenemos las si-
guientes identidades:

01=03

nysenf] = npsenfy,

esto es, las leyes de la reflexion y refraccién que fueron obtenidas anteriormente a partir
del principio de Fermat.

4.3. Ondas paraxiales

En el apartado 3.4 se introdujo la aproximacion paraxial y se sefialé que las
situaciones en las cuales se iba a aplicar el formalismo de la 6ptica geométrica se
restringiria a aquellos casos que satisficieran dicha aproximacién. En el presente
tema, también estaremos especialmente interesados en aquellas situaciones que
verifiquen la aproximacién paraxial (debido a que cubren muchas situaciones de
interés prdctico y a su mayor simplicidad matemadtica). Puesto que ahora esta-
mos considerando el cardcter ondulatorio de la radiacién luminosa, y teniendo
en cuenta la relacién entre rayos 6pticos y frentes de onda descrita anteriormen-
te, definiremos la onda paraxial como aquélla cuyo frente de ondas sea normal a
un rayo paraxial.

Dado que la onda paraxial debe propagarse en una direcciéon que forme un
dngulo muy pequefio con el eje 6ptico, una posible forma general de expresar una
onda paraxial sera

U(r) = Ar)exp(—jkz), (4.10)

debiéndose cumplir que la amplitud de esta onda, A(r), varie muy poco en una
distancia del orden de la longitud de onda A = 27/ k. Bajo esta suposicion, la onda
paraxial puede considerarse localmente como una onda plana de amplitud débil-
mente modulada.

Es interesante sefialar que la aproximacién paraxial de una onda esférica es
justamente la onda parabdlica descrita en el Apartado 1.9.4. Podemos comprobar
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que bajo las condiciones de la aproximacién de Fresnel descritas alli, la amplitud
de (1.123),

x? +y2)
2z ’

o :
Alr) = ?exp(—]k

varfa muy poco en una distancia del orden de 27/ k.

4.4. Transmision a través de elementos 6pticos

De los diversos fenémenos que podemos analizar siguiendo la éptica ondu-
latoria escalar nos centraremos de momento en la transmisién de la radiacién
luminosa a través de diversos componentes 6pticos. Los fenémenos de reflexion
asociados serdn ignorados en el presente tratamiento (de hecho, la 6ptica ondula-
toria escalar no puede dar cuenta apropiadamente de estos fendmenos dado que
obvia las condiciones de salto que debe verificar el campo electromagnético en las
fronteras de separacion).

4.4.1. Transmision a través de una lamina transparente

Consideremos una onda plana cuya parte espacial viene dada por U(x,y,2) y
que se propaga en el espacio libre. Esta onda incide en una lamina transparentede
espesor d e indice de refracciéon n, situada entre los planos z =0y z = d. Dado que
ignoramos los efectos de reflexion, la onda debe ser continua en las superficies
planas exteriores de la ldmina. La relacién entre el valor de la onda luminosa en
ambas superficies se denomina transmitancia en amplitud de la ldmina:

U,y d)

_m, (4.11)

t(x,y)

= Incidencia normal.
Si la onda incide normal a la superficie de la ldmina, entonces dentro de ésta,
la onda se propagara igualmente en la direccién normal como una onda plana
cuyo nimero de ondas serd nky. En cualquier punto z del interior, la onda
vendrd dada por
U(x,y,2) = Aexp(—jnkyz), (4.12)

luego en la superficie exterior (z = d), tendremos que

U(x,y,d) = Aexp(—jnkod) = U(x, y,0) exp(— jnkod), (4.13)
por lo que
Ulx,yd) .
tx,y)=———= —jnkyd), 4,14
(x,3) U, 7,0 exp(—jnkod) (4.14)

es decir, la ldmina simplemente introduce un desplazamiento de fase ¢ =
nkod =2nnd/Ay.

= Incidencia oblicua.
Si la onda viaja en el interior de la ldmina formando un dngulo 0 con el eje z,
entonces la onda dentro de la ldmina podr4 escribirse como

U(x,y,z)=Aexp(—jk-1), (4.15)

siendo
k = nky(cos0z+senbx),

1 n 1
-

-
A

A

g

0 d z
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X
z=z, z=z,
d(x.y)
n
| \
5 Z

Transmitancia de una lamina de

espesor variable

por lo que U(x, y, d) puede expresarse como
U(x,y,d) = U(x,y,0)exp[—jnko(dcos® + xsenb)] . (4.16)
En consecuencia, la transmitancia en amplitud vendrad dada por

Ux,y,d) .
y = ——_0= —_— . 4-1
t(x,y) U(x, 1,0 exp[—jnko(dcosf + xsenb)] (4.17)

Bajo aproximacion paraxial, el &ngulo de incidencia, 8;, es muy pequefio, por
lo que 6 = 0;/n lo serd igualmente. En este caso, y supuesto un espesor de la
ldmina pequefio, tendremos que

kod cosO =~ kyd koxsenf ~0,

por lo que la transmitancia de la ldmina en incidencia oblicua es aproximada-
mente la misma que la del caso de incidencia normal.

4.4.2. Lamina transparente de espesor variable

En el caso de que lalamina transparente sea de espesor variable hay que consi-
derar que el desfase que introduce la ldmina es ahora dependiente de la posicion.
En concreto, para incidencia normal, entre z = 0 y z = dj, la fase de la onda se
debe a los siguientes tres desfases parciales:

1. Regién de aireentre z=0y z = z;.
El desfase en esta region serd ¢; = koz;,

2. Regi6n de material entre z = 21 y z = zp.
En el interior de la ldmina, el desfase viene dado por ¢, = nkyd pues d = z, —
21,

3. Region de aire entre z = z, y z = dy. En esta tltima regi6én de aire, el desfase es
3 = ko(do — 22),

por lo que el desfase total serd
@ =koldyp—d) +nkod
y la transmitancia de la ldmina serd, por tanto,
t(x,y) =expl—jko(do— d)lexp(—jnkod) (4.18)
o0 equivalentemente,
t(x,y) = hpexpl—j(n—1kod(x, )] , (4.19)

siendo hy un factor de fase constante de valor hy = exp(— jkodp).
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EJEMPLO 4.2 Obtener el efecto de un prisma delgado de angulo a <« sobre una onda
plana que incide normalmente sobre éste.
En la figura adjunta tenemos que

d(x,y) =xtana = ax,

por lo que transmitancia del prisma, segin (4.19), viene dada por
t(x,y) = hgexpl—j(n—Dkpax].

El efecto de este prisma sobre una onda incidente del tipo

U; = Aexp(—jk2)|,_q
provoca que

Ur(x,y,2) = Ur(x, y, d) exp(—jkz) = t(x, y) U; (x, y,0) exp(— jkz)
= hoAexp{—jkol(n—-Dax+zl},
que puede reescribirse como
Ut = hgAexp(—jk-r),

siendo k el vector de ondas de esta onda plana oblicua,
k= kyX+kzz=ko(n—1)ax+ koz.

El efecto del prisma es, por tanto, deflectar la onda plana respecto al eje z un angulo 6 dado
aproximadamente por
O0=n-la.

(Verificar este mismo resultado usando 6ptica geométrica).

Transmitancia en amplitud de una lente delgada.

En primer lugar trataremos la incidencia normal en una lente plano convexa
como la mostrada en la figura adjunta. Lo tnico que debemos hacer es aplicar
(4.19) y, por tanto, inicamente debemos obtener la expresién para d(x, y). Para
hacer esto consideremos, segtin el dibujo, que

d=dy—PQ=do—{R-QC}
2 do—{R— [RZ _ (xz +J/2)]1/2} .

Ahora bien, para puntos (x, y) que verifiquen x? + y? < R?, tenemos que

1/2

x2+y2 x2+y2
VR - (2 +y2) =R|1- ~R|1- ,
(=59 ( R2 ) ( 2R )

luego
x%+y?
d(x,y) = do— 4.20
(x,y) = dp R (4.20)
Al sustituir en (4.19) obtenemos finalmente que
2 42
t(x,y) = ho exp(jkox zfy ) ) (4.21)

siendo f = R/(n—1) la distancia focal de la lente y h( un factor de fase cons-
tante dado por hy = exp(—jnkydp). Aunque la expresién (4.21) ha sido obtenida

WX
d(x,y)
o
z
X
d(x,y)
Pl Q C

\_*

|
5 Z

Transmitancia de una lente
delgada
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para una lente plano convexa, ésta es vélida para cualquier tipo de lente delga-
da simplemente sustituyendo el valor de la distancia focal, f, por el de la lente
correspondiente.

Podemos comprobar que el efecto de la lente delgada sobre una onda plana
incidente,
U;i(x,y,2) = Aexp(—jkoz), (4.22)

seria “transformarla” en la siguiente onda:

Ui(x,y,2) = t(x,)U;(x,y,0)exp(—jkoz) (4.23)
2 2
= Ahg eXp( jko> z;y )exp(— ko2, (4.24)

que, de acuerdo con (4.10), es una onda parabdélica cuyo centro estd en f. En con-
secuencia, el efecto de la lente de distancia focal f sera

introducir un factor de fase que modifica los frentes de onda de
modo que transforma la onda plana en una onda parabélica cen-
trada a una distancia f de la lente.

Si una onda plana paraxial incide oblicuamente sobre la lente delgada con
dngulos 0, y 8y, entonces, bajo la aproximacion de lente delgada, el efecto de la
lente es simplemente focalizar la onda plana en un punto del plano focal de la
lente dado por

X ftanf, = O, (4.25a)
y = ftanf,= [0y, (4.25b)

tal como muestra la Figura 4.2.

FIGURA 4.2: Efecto de una lente delgada sobre una onda plana que incide oblicuamente a
la lente.

Este efecto proviene del hecho de que la incidencia oblicua paraxial se mani-
fiesta en un cambio en la expresién de la onda incidente (4.22), que ahora sera

Ui(x,y,0) = Aexpl—jko(x0y + y0,)] . (4.26)

Al introducir esta nueva expresion en (4.23) obtendremos que

2, 2
X ZJ}y )exp[—jko(x6x+y6y+z)] , (4.27)

Ui(x,y,2) = Ahoexp(jko
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que puede reescribirse como

(x— f0)*+(y— 0,)?
i

U(x,y,2) = Ahjexp | jko exp(—jkoz) , (4.28)

donde h{) es un factor de fase constante de valor
= hoexp|— ko (£12) 0% +6%)] .

Al comparar (4.28) con (4.24) observamos que el efecto de la incidencia oblicua
se manifiesta basicamente en la modificacién del punto donde focaliza la onda
parabdlica.

4.4.3. Red dedifraccion

Se conoce como red de difraccién al componente 6ptico que modula de una
forma peri6dica la amplitud y/o fase de la onda incidente. El andlisis de este ele-
mento mediante 6ptica ondulatoria nos dird que el efecto de la red de difraccién
sobre el frente de ondas serd “dividir” la onda plana incidente en multiples ondas
planas que viajan en distintas direcciones (fenémenos que ciertamente no puede
explicarse de ninguna manera en el marco de la 6ptica geométrica).

Consideremos la red de difraccién de fase mostrada en la Fig. 4.3 fabricada

TA \
7
N
8 b
s
0 d, z

F1GURA 4.3: Efecto de una red de difraccion de fase sobre una onda plana que incide
oblicuamente. Puede observarse que la red de difraccién divide la onda incidente en
multiples ondas planas viajando en distintas direcciones.

con una lamina transparente situada en el plano z = 0 y cuyo espesor varia perié-
dicamente en la direccién x con periodo A. En este caso,

(ch)
1+ cos|—
A

y, en consecuencia, la transmitancia de la red de difraccién puede escribirse como

d(x,y) = %do ) (4.29)

t(x,y) = hpexp R (4.30)

2mXx
-1
—js(n—-1Dkod —_—
Jz(n )ooCOS(A)

siendo hg = exp[—j 3 (n+ 1) kodo).
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Una onda paraxial que incide sobre la red de difraccién con un angulo 6;
(senf; = 0;) y de longitud de onda 1y < A se transforma por efecto de ésta en

Ui(x,2) = t(x)U; (x,2) . (4.31)

Antes de realizar la anterior multiplicacién, debemos tener en cuenta que la trans-
mitancia #(x, y) es una funcién periddica en x de periodo A y, por tanto, puede
expresarse como la siguiente serie de Fourier (ver Apéndice D.1):
S . 2nx
t(x)= ), Bgexp|-jq——]|. (4.32)
g=-o0 A

Sustituyendo la expresién anterior en (4.31), obtenemos que la onda a la salida de
la red de difraccién puede expresarse como

& . 27x ) )
U;(x,2) { Z quxp(—]qT)}exp(—]koxsenQ,-)exp(—]kozcosei)

g=—o0

A
_jkox(senH,- + qxo) }exp(—jkozcosei)

(e )
x { Z Bgexp

g==co

o« ) Bgexp(-jkq-1), (4.33)

q=—o0

esto es, una superposicon de ondas planas con vector de ondas kq dado por

X+cosb;z (4.34)

Ky = ko

A
(sen0i+qxo

Bajo la aproximacién paraxial, cada una de estas ondas planas sale de la red de
difraccion formando un dngulo 6, dado por

A
0,=0i+q XO : (4.35)

donde g =0,+1,+2,..., se denomina orden de difraccion.

EJEMPLO 4.3 Una red de difraccién por transmision tiene 100 lineas/mm, 5 cm de tamafio
y se ilumina normalmente con un haz de luz monocromatica de 450 nm. Calcular: a) el
periodo de la red, b) el maximo orden de difraccién posible, g, asi como su dispersién
angular (2 =64/1) y el poder de resolucién (R = gN, N nimero total de lineas) para ese
orden, y ¢) el angulo de difraccién del maximo de cuarto orden.

a) Dada la frecuencia de la red del enunciado, podemos obtener el periodo a partir de la
siguiente expresion:

A= % =1-10"°m/linea
b) Aplicando la aproximacién paraxial, el &ngulo de desviacién de las ondas de salida de
orden g viene dado por
04 = A =0.045
q= qA = 0. q.

El méximo dngulo que tiene sentido es +7/2, es decir, g debe estar comprendido entre
-34y 34. Tomando g = 34, la dispersién angular de la red es

0 0q4d 34

q q q 61

=11 - = =83.36 x10°lineas/m .
A Ad  Acosf; 4.08 x1077 e

El poder de resolucién de la red de difraccién para el orden 34 es R = 34N, siendo
N =1000 x 5, por lo que R = 170000.
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¢) Para el cuarto orden, teniendo en cuenta que la incidencia es normal, el dngulo de
difraccion es

A
0q= arcsen(qX) =0.181rad

resultado similar al que se obtiene aplicando bajo la aproximacién paraxial:

A
0q= qK =0.18rad.

4.5. Problemas propuestos

4.1: Sabiendo que la transmitancia en amplitud de una lente planoconvexa de distancia focal f viene
dada por t(x,y) =~ hoexp[jko 2 +y2)2f ], demostrar que la transmitancia en amplitud de una lente
biconvexa viene dada por la misma expresién si

AR
f R Ry’

4.2: Demostrar que una lente delgada de distancia focal f convierte una onda parabdlica centrada en
el punto Pq, con z = z1, en una onda parabdlica centrada en Py, con z = 2, verificindose que

1 1 1

2z f

4.3: Luz de color verde de longitud de onda 514 nm incide normalmente sobre una red de difraccién
por transmisién de 400 lineas/mm y 2 cm de tamaifio. Calcular: a) el periodo de la red, y b) la desviacién
angular del maximo de tercer orden, asi como la dispersion D y el poder de resolucion R para ese orden.
Sol: a) A =2.5 x10~5m/linea;

b) Gq = 0.665rad, poder de resolucién es 24000.

4.4: Unared de difraccion tiene 315 lineas/mm, y luz blanca incide normalmente sobre la red. ;En qué
longitudes de onda en el espectro visible se puede observar una difraccién de quinto orden?

Sol: Bajo aproximacion paraxial todas las longitudes de onda del espectro visible dan lugar a arménicos
difractados de quinto orden. Sin aproximacién paraxial s6lo se observard difraccién de quinto orden
para longitudes de onda inferiores a 634 nm, esto es, no habra difraccién de quinto orden para el color
rojo.

4.5: Las longitudes de onda del espectro visible estin comprendidas aproximadamente entre 400 y
700 nm. Hallese la amplitud angular del espectro visible de primer orden producido por una red de
difraccién plana que tiene 6000 lineas/cm, cuando la incidencia de la luz sobre la red es normal.

Sol: el espectro visible de primer orden es dispersado un dngulo de 0.180 rad

4.6: Demostrar que, para cualquier red de difraccion, el violeta del espectro de tercer orden se solapa
con el rojo del espectro de segundo orden.

4.7: Las amplitudes complejas de una onda monocromadtica de longitud de onda A en los planos z =0
yz=dson f(x,y)y g(x,y), respectivamente. Si f(x, y) es una funcién con simetria circular y frecuencia
espacial maxima de 200 lineas/mm, determinar el dngulo del cono dentro del cual estdn confinadas las
direcciones de onda. Suponer A = 633 nm.

Sol: Omax = 0.13rad.
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Optica de Fourier

5.1. Introduccion

La Optica de Fourier constituye aquella parte de la 6ptica que trata la luz a
partir de un anélisis de Fourier bidimensional y la teoria de sistemas lineales. El
andlisis de Fourier (ver Apéndice D) es una herramienta matemadtica ampliamen-
te usada en Fisica que consiste basicamente en expresar las funciones que repre-
sentan a las magnitudes fisicas como una combinacién lineal (serie o integral) de
funciones elementales de tipo arménico. La ventaja de aplicar este andlisis a los
sistemas Opticos es que, supuesto que el sistema 6ptico sea un Sistema Lineal In-
variante (SLI, ver Apéndice F), conociendo la respuesta del sistema a una funcién
armoénica podemos facilmente determinar la respuesta del sistema a una entrada
arbitraria mediante el uso del andlisis de Fourier a la entrada y aplicando super-
posicién a la salida.

Una funcién de dos variables, f(x, y), que represente la distribucién luminosa
en el plano (x, y) de una onda luminosa puede expresarse, mediante el andlisis de
Fourier, como la siguiente superposicion lineal continua (una integral) de funcio-
nes armoénicas elementales:

flx,y) = ff F(vy,vy)exp[-j2n(vix+v,y)| dvydv, (5.1

—00

siendo

F(vx,vy)sz fx,y)exp[j2rn(vex+vyy)| dxdy, (5.2)

donde v, y vy son las frecuencias espaciales en las direcciones x e y respectiva-
mente. En este sentido, la funcién

F(vy,vy)exp[—j2n(vex+vyy)] (5.3)

es la “pieza base” sobre la que se construye la teoria de la 6ptica de Fourier. Como
muestra la Figura 5.1, superponiendo funciones armoénicas del tipo (5.3) podemos
construir cualquier imagen.

Desde un punto de vista fisico, la transformada de Fourier bidimensional (5.1)
permite interpretar el efecto de un sistema 6ptico sobre una onda luminosa arbi-
traria en términos de los efectos particulares a ondas planas del tipo

exp[—jlkxx+kyy+k.z)].
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+ + + oo

FIGURA 5.1: Una imagen arbitraria puede construirse superponiendo arménicos
bidimensionales

Noétese que la anterior onda plana en z = 0 es justamente una funcién armoénica
bidimensional del tipo (5.3) sin mds que identificar vy = ky/2my v, = k /27,

Dado que la superposicién de funciones arménicas produce cualquier fun-
ci6n arbitraria, esto implica que una onda arbitraria puede igualmente construir-
se superponiendo ondas planas. En consecuencia, estudiando el efecto de un sis-
tema 6ptico lineal sobre una onda planay luego superponiendo estos efectos ten-
dremos una forma general de describir el sistema.

La interpretacién anterior (o equivalentemente, el anélisis de Fourier) sugiere
tratar el efecto de un sistema 6éptico mediante la teoria de sistemas lineales. Tal
como muestra la Figura 5.2, las amplitudes complejas en dos planos normales al

X X
T U(x,y,z) T
Sistema
£&y) optico
3 e
Plano de Plano de
entrada z=0 salida z=d

F1GURA 5.2: Efecto de un sistema 6ptico sobre una onda luminosa.

eje 6ptico (z) se considerardn como la entraday la salida de un sistema lineal,

fx,»
gx,y)

U(x,y,0)
U,y d) (5.4)

Dicho sistema lineal (esto es, el sistema 6ptico) quedard entonces caracterizado
mediante su respuesta impulsiva o su funcién de transferencia (ver Apéndice F).

5.2. Aspectos preliminares

A continuacién veremos algunos aspectos importantes previos al estudio es-
pecifico de los sistemas 6pticos mediante la transformada de Fourier y la teoria
de sistemas lineales.
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5.2.1. Correspondencia entre la funcién armoénica espacial y la
onda plana
Consideremos la siguiente onda plana de longitud de onda A propagéndose
en el espacio libre:
U(x,y,z) = Aexpl—j(kxx + kyy+k.2)], (5.5)
cuyo vector de ondas es X
k=kX+kyy+k.z (5.6)
y sunimero de ondas, k = |k|, viene dado por ¢
ie S 27 z
=+/ki+ vt 2T (5.7 i

Para esta onda plana, si 8y, 6, y 8, son los dngulos que forma el vector k con los
planos yz, xz'y xy respectivamente, tenemos que

k
senf, = Tx (5.8a)
k
senf, = Ty (5.8b)
senf, = \/l—senzex—senzey. (5.8¢)

Observemos también que la amplitud compleja de la onda (5.5) en el plano z =0
viene dada por la siguiente funcién arménica bidimensional:

fe,»=Ulx,y,0) = Aexpl—j2n(vyx + vy, (5.9)

con frecuencias espaciales

k
Vy= — (5.10a)
27
kJ’
=y 5.10b
vy Py ( )

Teniendo en cuenta las expresiones anteriores, (5.8a)-(5.8b) pueden reescribirse
como

senf, = Avy (5.11a)
senfy, = Av,, (5.11b)

o, equivalentemente, llamando Ay = 1/v, y Ay = 1/vy a los periodos espaciales
en las direcciones x e y respectivamente, como

A
Oy=— 5.12
senf, . (5.12a)
A
senfy, = —. (5.12b)
Ay

Obsérvese que si la onda plana es paraxial (esto es, si ky < k'y ky < k), dado que
los dngulos 6, y 6, son muy pequefios, podremos escribir que

= Avy (5.13a)
0y, =Avy, (5.13b)

lo que implica que

A=1/v,

e
7

f@y)=expl-j2n(v.atvy)]

FLML
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bajo la aproximacién paraxial, los dngulos de inclinacién 0 y
0y del vector de onda son directamente proporcionales a las
frecuencias espaciales de su correspondiente funcién armo-
nica.

Hemos visto que para una onda plana U(x, y, z) de longitud de onda A pode-
mos formar una funcién armoénica asociada f(x, y). Similarmente, dada una fun-
cién arménica f(x, y) podemos construir su onda plana asociada de longitud de
onda A, U(x, y,2), de la siguiente manera:

Ux,y,2) = f(x,y)exp(—jk;z), (5.14)

donde k, debe satisfacer de acuerdo con (5.7) que

2
ke=\l2-K -k, k=" (5.15)

Observemos que para que la expresion (5.14) represente realmente una onda pla-
na propagativa debe cumplirse que

K+ k5 < K%, (5.16)

puesto que esta condicién asegura que k; sea un ntimero real, dando asi lugar
a una onda que se propaga en la direccién z (si k, fuese un nimero imaginario
la onda se atenuaria en la direccién z). N6tese ademds que de (5.11a)—(5.11b) se
deduce que los dngulos 6, y 8, estardn definidos tinicamente si se verifica que

Avye<l1 (=>A<Ay) (5.17a)
vy <1 (=A<A,)). (5.17b)

5.2.2. Anadlisis espectral de frecuencias espaciales

Si una onda plana, U(x, y,z), de longitud de onda A (k = 27/A) y amplitud
unidad viaja a lo largo de la direccién z,

Ux,y,2) =exp(—jkz), (5.18)

y atraviesa un elemento éptico de espesor nulo situado en z = 0 (ver Fig. 5.3), cuya
transmitancia compleja viene dada por la siguiente funcién arménica:

falx,y) =exp[—j2n(vix+vy))], (5.19)

entonces la amplitud de la onda plana incidente es modulada por esta funcién
armonica, de modo que en z = 0% (de acuerdo con (4.11)) se cumple que

U(x,¥,07) = fa(x, NU(x,5,07) = fa(x, ). (5.20)

La onda plana incidente normal se ha convertido en una onda plana cuyo vec-
tor de onda presenta unos dngulos de inclinacién 6 y 6, dados por

0, =arcsen(Avy) (5.21a)
0y = arcsen(Avy). (5.21b)

Nétese que el efecto delemento 6ptico de transmitancia (5.19) es similar al efecto
de un prisma (ver Ejemplo 4.2) cuando “desviaba” la onda plana incidente, aun-
que el angulo de desviacion del prisma no dependia directamente de la longitud
de onda incidente (sélo lo haria si n = n(A)).
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Jux.y)y=exp(j27v.x)

F1GURA 5.3: Efecto de un elemento 6ptico de transmitancia f;(x, y) = exp(—j2nvxX)
sobre una onda plana que incide normalmente. La onda plana resultante es deflectada un
dngulo 0 = arcsen(Avy).

Si la transmitancia del elemento 6ptico fuese ahora una funcién arbitraria,
f(x,¥), que es la suma de un conjunto de funciones arménicas de diferentes fre-
cuencias espaciales, entonces, la onda transmitida podria igualmente considerar-
se como la suma de un conjunto de ondas planas desviadas en diferentes direc-
ciones, siendo la amplitud de cada una de estas ondas planas proporcional a la
amplitud de cada arménico de f(x,y). En general como f(x,y) puede represen-
tarse como la siguiente superposicién integral de funciones armoénicas:

f(x,y):ff F(vy,vy)exp[—j2n(vix+vyy)| dvedv,, (5.22)

la onda transmitida, U(x, y, z), puede expresarse como la siguiente superposiciéon
de ondas planas:

(e o)
Ux,y,z)= ff F(vy,vy) exp[—jZn(vxx+vyy)]exp(—jkzz) dvydvy, (5.23)

—00

donde
1
ke=\/k?—ki—kj=2n ﬁ—vi—vi. (5.24)

Dado que, segtin el andlisis de Fourier, cualquier funcién arbitraria puede ser
expresada como una superposicién integral del tipo (5.22), la luz transmitida a
través de un elemento 6ptico delgado de transmitancia arbitraria puede igual-
mente escribirse como una superposicién de ondas planas; aunque, en rigor, de-
beriamos decir como una superposicién de ondas planas propagativas (k. real),
es decir, aquéllas que verifiquen

Vitvi<—. (5.25)

5.2.3. Modulacién en amplitud

Consideremos una transparencia cuya transmitancia compleja,
fo(x,), tiene una transformada de Fourier, Fy(vy,vy), que estd extendida unos

\
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intervalos Avy y Av, conrespecto a (vy,vy) = (0,0). Si esta transparencia es ilumi-
nada por una onda plana, de acuerdo a las ecuaciones (5.21a)-(5.21b), esta onda
plana seré deflectada en unos rangos angulares, A8, y A8y, con respecto al eje z
dados por

AB, = arcsen(AAvy) (5.26a)
A0y = arcsen(AAv)). (5.26b)
Consideremos ahora una segunda transparencia de transmitancia compleja

) = folx,y)expl—j2a(vxox +vyo )], (5.27)

tal que la funcién fy(x,y) varie muy poco con respecto a la funcién arménica
exp[-j2rm(vyoX +vy0y)], es decir,

AV K Vy (5.28a)
Avy K vyg. (5.28b)

Bajo estas condiciones, la funcién f(x, y) puede considerarse como una funcién
de amplitud modulada cuyas frecuencias espaciales son vy y Vo y que estd sua-
vemente modulada por fy(x, y).

Usando la propiedad (D.20) de la transformada de Fourier, encontramos que
F(vy,vy) = Fo(Vx = Vx0,Vy = Vyo0) - (5.29)

Tal como muestra la Figura 5.4, si la transparencia de transmitancia fy(x, y) de-

X X
—N - —
, /@ w
Jo (x.y) Jo (.y)exp(5/27v,4x)

FIGURA 5.4: Defleccién de la onda plana por las transparencias de transmitancia fy(x,y) y
fx,¥) = folx, y)expl—j2r(vyo X+ vyo ).

flectaba la onda plana en unos rangos angulares A8, y A8, con respecto al eje z,
la transparencia de transmitancia dada por (5.27), deflectard la onda plana con los
mismos rangos angulares pero centrados éstos ahora con respecto a los dngulos

00 = arcsen(Avyg) (5.30a)
0y0 = arcsen(Avyyg) . (5.30b)

El efecto de la transparencia de transmitancia f(x, y) seria completamente equi-
valente al de la transparencia de transmitancia fy(x, y) en contacto con una red
de difraccién de transmitancia exp[—j27 (Vxox + Vo ¥)].

La idea anterior puede usarse para realizar un multiplexado de frecuencias
espaciales. Dos imdgenes distintas, fi(x,y) y f2(x,y), pueden registrarse en la
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misma transparencia si se registran en la forma

oy = hxy)expl-j2r(vyi x +vy1y)]
+ fo(x,y)expl—j2r(viax +vy2y)], (5.31)
puesto que serdn deflectadas en angulos distintos (esto es, se separaran espacial-
mente) si la transparencia es iluminada por una onda plana. Este artificio es am-

pliamente usado en holografia (Apartado 6.5) donde, a menudo, se desea separar
dos imdagenes que han sido registradas en la misma transparencia.

5.2.4. Modulacion en frecuencia

Consideremos ahora una transparencia formada por diferentes regiones de
modo que la transmitancia de cada una de ellas es una funcién arménica de al-
guna frecuencia espacial determinada (ver Figura 5.5). Si las dimensiones de cada

7.

FIGURA 5.5: Defleccion de la luz por una transparencia constituida por diferentes regiones
espaciales armonicas.

region son mucho mayores que el periodo espacial de la funcién arménica defi-
nida en ella, entonces

cada region arménica actda como una red de difraccién des-
viando la luz incidente en diferentes direcciones.

En consecuencia, distintas porciones del frente de onda incidente son desviadas
en direcciones distintas. Esta idea puede usarse para crear mapas de intercone-
xién 6ptica controlando las direcciones en que son deflectadas las distintas por-
ciones del frente de onda.

Si las distintas regiones espaciales arménicas son infinitesimales, entonces
podemos considerar que la transmitancia de cierta transparencia viene dada por

fx, ) =expl-j2rnd(x, )], (5.32)

donde ¢(x, y) es una funcién continua de las variables espaciales x e y que varia
suavemente en distancias del orden de la longitud de onda de la luz incidente.
Llevando a cabo un desarrollo de Taylor de esta funcién en torno a un punto arbi-
trario (xg, yo) tenemos que

o 0p
¢(x,y) = p(xo, yo) + (x — x0) — +(y—yo0) 3y
(x0,¥0) y (x0,¥0)

=p(x0,y0) + (x—X0) Vxo + (¥ = Yo) Vyo + -+, (5.33)
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donde vxo y vyo son las frecuencias espaciales locales en el entorno del punto
(%0, ¥o) definidas como

99 9¢
= a , VyO = —

- . (5.34)
(x0,30) Y ltxp,y0)

Vx0

Teniendo en cuenta el desarrollo (5.33), la transmitancia f(x, y) se comporta lo-
calmente en el entorno de (xg, yy) como

) = foexpl—j2n(viox +vyo¥)l, (5.35)
siendo fp un factor de fase local de valor

fo=exp{-j2nlp(xo, yo) — VxoXo + V0 ¥0)l} -

En analogia con la transparencia de transmitancia (5.19), la dada por (5.35)
desviard la porcién del frente de ondas que incide en la posicion (xg, yo) hacia una
direccién determinada por los dngulos

0

6, = arcsen /l—gb ] (5.36a)
X | (x0,70)
0

0y = arcsen|A —d) ] R (5.36b)
6y (x0,y0)

que claramente son dependientes de la posicion.

EJEMPLO 5.1 Encontrar los angulos de desviacidn producidos por una transparencia cuya
transmitancia viene dada por

X
f(x,y):exp(]nﬁ) .

De acuerdo a (5.36a), la funcién de fase de la transmitancia anterior es
2

Bl y) = ———
2Af

por lo que el angulo de desviacion del frente de ondas que llega a un punto (x, y) arbitrario
viene dado por

Ox

) 5
arcsen(/l ox = arcsen| I (5.37a)

0, = o0. (5.37b)
Si ademads se cumple que |x/ f| < 1, entonces

Op ~—= (5.38)

es decir, el dngulo de desviacién es proporcional a la distancia x. Esta idea se puede usar
para controlar el dngulo de desviacién de un haz de luz que incide sobre la transparencia
y construir un scanner. Si como muestra la Figura 5.6, una transparencia con transmitan-
cia dada por (5.1) se mueve con velocidad vy, entonces dado que x = vy, el 4ngulo de
desviacién del haz vendra dado por

Oy =~ LS t.

f
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FIGURA 5.6: Una transparencia de frecuencia espacial modulada puede usarse para
controlar la desviacién de un haz luminoso.

La modulacién en frecuencia puede usarse igualmente para simular el efecto
de lentes. Si la transmitancia de una lente es #(x, y), construyendo una transpa-
rencia cuya transmitancia compleja, f(x,y), sea justamente la transmitancia de
la lente, dicha transparencia se comportard igual que la lente. Por ejemplo, una
transparencia de transmitancia

2 2
Ty ) (5.39)

Af

actuaria exactamente igual que una lente delgada esférica de distancia focal f ya
que segun se deduce de la expresion (4.21), el efecto de la lente es simplemente
introducir un desfase dependiente de la posicidn, o equivalentemente, desviar los
rayos paralelos incidentes hasta la posicién del foco.

fey) = eXP(j ﬂ

5.3. Propagacion de laluz en el espacio libre

El primer sistema 6ptico que vamos a estudiar es precisamente el “espacio
libre”. Veremos cémo la propagacién de la luz en el espacio libre puede concebirse
como el efecto de cierto sistema 6ptico dotado de su correspondiente funcién de
transferencia y respuesta impulsiva.

5.3.1. Funcion transferencia del espacio libre

Siguiendo la teoria de sistemas lineales, nos planteamos a continuacién de-
terminar la amplitud compleja de una onda U(x, y, z) que viaja en el espacio libre
desde el plano z = 0 (plano de entrada) hasta el plano z = d (plano de salida). Se-
gin muestra la Figura 5.7, la onda en z = 0 serd considerada la entrada al sistema
Optico mientras que la onda en z = d serd la salida del sistema,

fx,y
gx,y)

U(x,y,0)
Ukx,yd). (5.40)

Evidentemente el espacio libre se comporta como un sistema lineal invariante (es
claramente lineal e invariante por naturaleza) por lo que este sistema quedard
completamente caracterizado por su funciéon de transferencia H(vy, Vy), cOmo se
discute en el Apéndice F.
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Funcién de transferencia del

espacio libre

X
T |
Ux,y,2)

z
: WW g(x,y)
A{ Sx) ‘{\/
Plano de Plano de
entrada z=0 salida z=d
S(xy) gx.y)
— 5 H(V,v) | — »
exp[2n(v.x+v,y)] H(v,v,)exp[-2m(vx+tv,y)]

FIGURA 5.7: Propagacion de la luz en el espacio libre considerada desde el punto de vista
de los sistemas lineales.

Dado que la funcién de transferencia es el factor por el que una sefial armoéni-
ca de entrada es multiplicada para dar la sefial armoénica de salida, considerare-
mos como sefial de entrada a

flx,y) = Aexp[—j2m(vex+vyy)] . (5.41)

Tal como se explicé en el Apartado 5.2.1, a esta senal arménica se le puede asociar
una onda plana de longitud de onda A,

U(x,y,z) = Aexpl—jlkyx + kyy+k.2)], (5.42)

donde
ky = 2nvy (5.43)
ky = 2mv, (5.44)

band
n
I

1
VK2 —ki— k5 =2n ﬁ—vi—vf,. (5.45)

La funcién a la salida del sistema (es decir, la onda plana tras viajar una dis-
tancia d alo largo del eje 6ptico) es

g(x,y) = Aexpl—j(kyx+kyy+k.d)], (5.46)
por lo que
g(x,y) .
H(vy,vy) = m =exp(—jk.d), (5.47)

es decir, la funcién de transferencia del espacio libre sera

1
H(vy,v)) = exp(— j2m P vi-v d) : (5.48)

Tal como se discutié en el Apéndice F, una vez que conocemos la funcién
transferencia del sistema, H(vy,vy) (en este caso, espacio libre), podemos cons-
truir la respuesta, g(x, y), a cualquier funcién arbitraria de entrada

[,y = ff F(vy,vy)exp[—j2n(vex+v,y)| dvydv,. (5.49)

Para ello necesitamos realizar los siguientes pasos:
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1. Calcular la transformada de Fourier de la funcién entrada,
o0
F(vy,vy) = ff fx,y)explj2n(vex+v,y)| dxdy. (5.50)
—00

2. Elproducto H(vy,vy)F(vy,vy) proporciona las amplitudes complejas de cada
funcién arménica elemental (onda plana) en el plano de salida.

3. Obtencion de la funcién de salida superponiendo cada una de las funciones
armoénicas elementales con su correspondiente amplitud:

;- 1
glx,y) = ff F(vy,vy) exp(—jZn i V2~ vf, d) x
—o0

exp[—j2rn(vyx+vyy)] dvedvy. (5.51)

En la expresién anterior es interesante distinguir dos casos en funcién de los
valores de las frecuencias espaciales del integrando:

-2+ vf, <1/A?
Para funciones arménicas cuyas frecuencias verifiquen la condicién anterior,
el efecto del sistema (esto es, el espacio libre) sobre dicha funcién es producir-
le un desplazamiento de fase a medida que se propaga. La amplitud no se ve

alterada.

-2+ v?, > 1/A?
En este caso, la funcién de transferencia del espacio libre puede escribirse co-

mo
/ 1
H(y,vy) = exp(—ZJ‘[ VE+VE— = d) ; (5.52)

siendo ahora una funcién real que provoca una atenuacion de la funcién ar-
moénica de entrada. Si d > A, el factor de atenuacién es muy intenso y no lle-
gard sefial a la salida.

El factor 1/ representa la frecuencia espacial de corte del espacio libre, de
modo que caracteristicas de la funcién de entrada f(x, y) que tengan frecuen-
cias espaciales mayores que 1/A (equivalentes a detalles espaciales en f(x, y)
menores que A1) no pueden ser transmitidas distancias d > A mediante una
onda luminosa de longitud de onda A.

Aproximacién de Fresnel

Aunque la expresién (5.51) proporciona un método sistematico y riguroso pa-
ra obtener el efecto de la propagacién en el espacio libre de una onda luminosa, la
forma del integrando de (5.51) es excesivamente complicada para poder obtener
expresiones cerradas en la mayoria de los casos. Usualmente hemos de recurrir a
ciertas aproximaciones que si nos permitiran deducir expresiones simplificadas y
mas manejables.

Sila funcién de entrada, f(x, y), tiene una caracteristica espectral tal que
ViV, < 1/A%, (5.53)

entonces es posible simplificar la expresion (5.48) de la funcién de transferencia
del espacio libre.
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La expresidn (5.53) es generalmente compatible con la condicién de rayos pa-
raxiales, es decir, dngulos 0, y 8, suficientemente pequefios de modo que encon-
trdbamos (ver expresiones (5.12a) y (5.12b)) que

Ox=Avy , Oy=Avy.

Denominando
2_pn2,p2
0° =07+ Hy ,

podemos hacer el siguiente desarrollo para pequefos valores de 6

2
Aproximacioén de Fresnel 271 /iz—vi—vf,dz.’mé\/l—ez zzng (1_9_) (5.54)
A A A 2)’ '

Funcion de transferencia del  porlo que la funcién de transferencia del vacio puede escribirse como
espacio libre bajo la aproximacién
de Fresnel H(vy,vy) = Hyexpl jmAd(v3 +v2)] (5.55)

siendo Hj un factor de fase constante de valor

Hy =exp(—jkd). (5.56)

Tal como se discutié en el Apartado 1.9.4, la condicién de validez de la aproxi-
macion de Fresnel deberd expresarse en el presente caso como

—<<1. 5.57
a6 (5.57)
Si a representa la distancia radial mayor en el plano de salida y 6,, = a/d es el
dngulo mayor con respecto al eje z, entonces la condicién (5.57) puede escribirse
como ) )
N0 a
M <4 ; NF

2 = 1 (5.58)

Teniendo en cuenta la aproximacién de Fresnel (rayos paraxiales), si la sefial
de entrada es f(x, ), la sefial a la salida puede expresarse como

[e )
g(x,y) = Hy ff F(vy,vy)exp jmld(vi+v§,)]

—00

x exp[—j2n(vix+vyy)] dvedv,. (5.59)

Respuesta impulsiva del espacio libre

Una vez conocida la funcién de transferencia, H(vy,vy), de un sistema, pode-
mos encontrar la funcién respuesta impulsiva, i(x, y), obteniendo su transforma-
da de Fourier inversa (ver expresion (E13)). Para el caso del espacio libre bajo la
aproximacion de Fresnel, tendremos entonces que

h(x,y) = ff H(vy,vy)exp[—j2n(vyx+vyy)| dvedv,

—00

oo
:ff Hoexp[jn/ld(vfc+v§,)]exp[—jZn(vxx+vyy)] dvydvy,.  (5.60)
—00
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Operando en (5.60) obtendriamos que

2., .2
h(x, y) = o exp(—jkx Y ) , (5.61)
2d
siendo hy una constante de valor
_ -
ho = ——exp(—jkd). (5.62)

T Ad

Observemos que la respuesta impulsiva del espacio libre (5.61) tiene la forma
de una onda parabdlica centrada en el origen del plano de entrada. En este sen-
tido, y tal como muestra la Fig.5.8, podemos decir que cada punto del plano de

Frente de
ondas

Frente de
ondas

FIGURA 5.8: Construccién de la sefial en el plano de salida mediante la convolucién de
ondas parabdlicas.

entrada genera una onda parabdlica que se superpone a las demas en el plano de
salida (esto proporciona una justificacién del principio de Huygens). La imagen
en el plano de salida puede entonces expresarse mediante la siguiente integral de
convolucién:

o0
g, y) = ff JEmh(x—=¢,y—-mdédn, (5.63)
-0
que bajo la aproximacién de Fresnel puede expresarse como

(x=&%+(y-n?

g, y) = hy ff f& mexp|-jm d d¢dn. (5.64)

Observemos que bajo la aproximacién de Fresnel hemos encontrado las dos
siguientes maneras de determinar la amplitud compleja g(x, y) en el plano de sa-
lida:

1. En el dominio de la frecuencia.
Mediante la descomposicién en ondas planas de la sefial de entrada y su rela-
cién con funciones armoénicas de frecuencias vy y vy, la amplitud compleja a
la salida venia dada por la expresién (5.59).

2. En el dominio espacial.
Cuando la onda de entrada es descompuesta en ondas parabdlicas elementa-
les obtenemos la amplitud compleja en el plano de salida a partir de la expre-
sion (5.64).

Funcién respuesta impulsiva del es-
pacio libre bajo la aproximacion de

Fresnel
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5.4. Transformada de Fourier 6ptica

En los anteriores apartados hemos visto que la propagacion de la luz en el es-
pacio libre podia describirse convenientemente haciendo uso del andlisis de Fou-
rier. La amplitud compleja de una onda monocromatica de longitud de onda A
en el plano de entrada, z = 0, dada por la funcién f(x, y) puede descomponerse
en funciones arménicas de diferentes frecuencias espaciales. A cada una de estas
funciones armoénicas le podemos asociar una onda plana viajando en una direc-
cién fijada por los dngulos 0 y 6, con una amplitud dada por F(vy,v,) —esto es,
la transformada de Fourier de f'(x, y). Tal como se discuti6 en el Apartado 5.2.2, es-
to sugiere que la luz puede actuar como un mecanismo que realiza transformadas
de Fourier, para lo cual tendriamos que tener una transparencia de transmitancia
en amplitud f(x, y) que sea iluminada con una onda plana de amplitud unidad.

En general, todas las ondas planas se superponen entre si en el plano de salida,
por lo que si queremos obtener la transformada de Fourier debemos encontrar un
método para separar las distintas ondas planas. Comprobaremos que para distan-
cias suficientemente alejadas del plano de salida, s6lo una onda plana contribuye
ala amplitud de cada punto en el plano de salida. En la practica, esto se consigue
mediante lentes que enfoquen cada onda plana en un punto distinto del plano
focal.

5.4.1. Aproximacién de Fresnel

Operando en la expresion (5.64), que nos daba la amplitud compleja g(x, y) en
el plano de salida a partir de la respuesta impulsiva del espacio libre bajo la apro-
ximacién de Fresnel, encontraremos una forma alternativa de expresar g(x, y) re-
lacionada con la transformada de Fourier de cierta funcién.

En el integrando (5.64) notemos que las variables (¢,n) hacen referencia al
plano de entrada mientras que las variables (x, y) se refieren al plano de salida.
Teniendo ahora en cuenta que

. (x—6)2+(y—n)2]_
exp|—jm d =

xz+y2 2+r]2 xé+yn

. . ¢ )
exp(—]n d )exp(—]n d )exp(ﬂn d ) (5.65)

la integral de convolucién (5.64) puede reescribirse como

X2+ y?
g(x,y)—hoeXP(—Jﬂ d
xffoo{f(f )ex (— 'n’52+’72)}ex ('znx’5+y")dfd (5.66)
J ) exp|—j = p|j2n = n, 6.

donde la integral doble en la expresién anterior puede identificarse como la trans-
formada de Fourier de la funcién

2

2
il ) (5.67)

~ _ . é’
FEm= f(f,n)exp( ]

(esto es, la funcién f multiplicada por un factor cuadrético de fase) con respecto
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a las variables:!
X y

== oy, =L 5.68
V=24 0 T hd (5.68)
En consecuencia, la expresion (5.66) puede finalmente expresarse como
Xy~ x y
,)) = —j Fl—,—| . .
g(x, hoexp( g ) (/ld /ld) (5.69)

Bajo la aproximacion de Fresnel, la amplitud compleja en el plano de salida se ha
podido expresar en términos de la transformada de Fourier de la funcién f(x, y).

5.4.2. Aproximacién de Fraunhofer: Transformada de Fourier en
el campo lejano

A continuacién comprobaremos que a distancias suficientemente alejadas del
plano de entrada, la inica onda plana que contribuye ala amplitud compleja en el
punto (x, y) es aquélla cuya direccion estd determinada por los dngulos 6, = x/d
yoO,=yld.

En el supuesto de que el dominio de la funcién f en el plano de entrada esté
confinado a un pequeno circulo de radio b, es decir,

E+n’<b?, (5.70)
de modo que se cumpla la condicién de Fraunhofer (1.129) en el plano de entrada

(esto es, que el nimero de Fresnel, Nl‘int, en el plano de entrada sea muy pequeno),

52‘*'772 b2 ent
<—=N; —0, 71
Ad Saa- NP0 671

tenemos que el factor de fase cuadratico

. '52+772)
- -1
exp( Ly

en los puntos donde f(,n) # 0y, por tanto, la funcién en el plano de salida puede
escribirse como

242\ (F x&E+
g(X»y)=hoexp(—jﬂ A ) f/ f(f,n)exp(jznﬂ)dfdn, (5.72)
Ad Ad
—00
0, equivalentemente,
w2+ 2 Xy
,Y) = - F|l—,—/|. .
g(6,y) hoexp( jn ) (5755) (5.73)

Si, en el andlisis de la imagen en el plano de salida, nos limitamos ahora a
puntos dentro de un circulo de radio a centrado alrededor del eje z de modo que
el nimero de Fresnel en el plano de salida es muy reducido,

2

?+y* a

<—=N—0, 5.74
Ad ~Ad O F .79

entonces, podemos expresar la imagen g(x, y) en el plano de salida del sistema

6ptico como

1 Notemos que la transformada de Fourier, Q(fBx, B ) de la funcién g(&,n) viene dada por

Q(Bx, By) = f f & explj2m(Ba + Bym] dédn,

porlo que identificando (&, 1) con f(&,n) ylas variables fx = x/Ad, By =ylAd en (5.66) obtenemos
la equivalencia sefialada.

Imagen en el plano de salida bajo la
aproximacién de Fresnel

Imagen en el plano de salida bajo la
aproximacion de Fraunhofer

FLML
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glx,y) = hoF(%,%) . (5.75)

Hemos obtenido, por tanto, que

Para distancias suficientemente alejadas del plano de entrada
(z = 0), la amplitud compleja, g(x,y), de una onda de longi-
tud de onda A en el plano de salida z = d es proporcional a
la transformada de Fourier F(vy,vy) de la amplitud comple-
ja f(x,y) en el plano de entrada evaluada en las frecuencias
espaciales

Desde un punto de vista fisico podemos interpretar el resultado anterior ob-
servando que en el punto (x, y) del plano de salida, todas las ondas planas que no
satisfacen la condicién senalada, interfieren destructivamente.

5.4.3. Transformada de Fourier usando lentes

La obtencién de la transformada de Fourier mediante el procedimiento ex-
puesto en el apartado anterior estd obviamente sujeto a que se verifiquen las con-
diciones impuestas por (5.71) y (5.74). Segiin vimos en el Ejemplo 1.5, las condi-
ciones préacticas en las que se verifica la aproximaciéon de Fraunhofer exigen co-
munmente una gran distancia entre el plano de salida y el plano de entrada (si
a o’ b son del orden del centimetro, entonces d debe ser del orden de cientos de
metros). Puesto que estas condiciones son a menudo dificiles de obtener en la
préctica, es muy conveniente que busquemos otras posibilidades para realizar la
transformada de Fourier. Tal como veremos a continuacion, esta posibilidad nos
la proporcionaré el simple uso de una lente.

Dado que bajo la aproximacién de Fresnel, una lente delgada de distancia fo-
cal f transforma una onda plana incidente en una onda parabdlica que focaliza
en cierto punto del plano focal de la lente (ver expresiones (4.25a)-(4.25b) y su
correspondiente discusién), es facil entender que las ondas planas cuya super-
posicién constituye una onda cualquiera pueden, en consecuencia, separarse ha-
ciendo uso de una lente de distancia focal f.

Si una onda plana incide paraxialmente sobre la lente delgada formando unos

\\\\\\\\\\\\%\kKK\\\KK\k =0/ B dngulos 0, y 0, pequefios, la onda parabdlica resultante focaliza en un punto del
\ T — plano focal de la lente de coordenadas

X

=

0

x= fOy , y=fo,. (5.76)

Usando esta propiedad, y tal como muestra la Figura 5.9, podemos observar que
si sobre la lente incide una onda arbitraria, la lente separara las distintas ondas
planas constituyentes de la onda incidente.

Apuntes de FACTI FLML



5.4. Transformada de Fourier 6ptica

97

FIGURA 5.9: La lente focaliza las distintas ondas planas componentes en distintos puntos
del plano focal.

Consideremos una onda plana viajando a lo largo del eje 6ptico,
Ux,y,2) = Aexp(—jkz),

que incide en el sistema dptico mostrada en la figura adjunta, donde #4(x,y) y
t1,(x, y) son las transmitancias de la transparencia y de la lente respectivamente. Si
A es la amplitud compleja de la onda que incide sobre la transparencia, entonces
tras la transparencia, la amplitud de la onda sera

f(x) J/) = AtA(xy J/) ) (577)
cuya transformada de Fourier puede expresarse como
Fvy,vy) =F{f(x,n}.

Si tenemos en cuenta la expresion (5.55) que nos da la funcién de transferencia
del espacio libre bajo la aproximacién de Fresnel, entonces, en el plano anterior a
la lente, tendremos que la transformada de Fourier de la onda viene dada por

Qiva,vy) = Fvi, vy exp| jrdd(vi +v2)| (5.78)

(no se ha considerado el factor de fase Hp) y, consecuentemente, la correspon-
diente amplitud compleja g; (x, y) como la siguiente transformada de Fourier in-
versa:

Q%)) =F QA (vx vy} . (5.79)

El efecto de la lente sobre la onda incidente puede ahora determinarse me-
diante la transmitancia de la lente (ver expresion (4.21)), de modo que en el plano
posterior alalente (que se caracterizard mediante las variables ¢ y 1), la amplitud
compleja de la onda resultante, g2 (¢,n), vendra dada por

k
jﬁ(ézmz)] , (5.80)

donde tampoco se ha considerado factor de fase hy = exp(—jkf).

q>(&,m) = q1(&,n)exp

Finalmente en el plano focal de la lente (distante una distancia d = f de la
lente), la amplitud compleja g(x, y) puede obtenerse usando la expresién general
(5.66):

fxy)  qxy) g(xy) gx.y)
£(x) (x)
—d f

2 2
exp(— jnx ;fy )
g(x,y)=T
xffoo{ (1, &) ex (—' 52”’2)} X ('2 xéﬂm)dg‘d (5.81)
J q2(1,6)€Xp|— ]t Af €Xp| j£T Af 1. .
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(En la expresién anterior no se ha considerado el factor de fase que aparece en
(5.62) y que afecta a la constante hy). Si tenemos en cuenta que el factor de fase
cuadrético de g2(n, &) (ver expresion (5.80)) se cancela con el que aparece explici-
tamente en el integrando anterior, la amplitud compleja en el plano focal puede
escribirse como

. x2+y2 o0
exp|—jm—+
Distribucién luminosa en el plano g(x,y) = p( I ) f 00,6 exp(jZn x¢+ yn) dedn
focal de una lente de distancia focal Af N Af
f y
exp( ]n ) y -
-—r i) =
Teniendo ahora en cuenta la relacién (5.78) entre Q; y F, (5.82) puede reescri-
birse como
exp( jm= Sy 2) 2, .2
if X X“+y
)= ————F|—,— Ad
gtoy) Af (Af Af)e”)]” (A?fz)]
. 24 y%)(d—
eXp[]TEA—(x +/‘}L/2)f(2 D £ X y 5 83
i Af (77 (689

Notemos que el factor de fase que acompafia a F desaparece si d = f, por lo que
si la transparencia hubiese estado situada justamente en el plano focal objeto de
la lente, entonces

g(x,y)=F (5.84)

A,f ’ /’i,f )
E n consecuer lC'la,

la amplitud compleja de la luz en el punto (x,y) del plano fo-
cal imagen de una lente de distancia focal f es proporcional a
la transformada de Fourier de la amplitud compleja en el plano
focal objeto evaluada en las frecuencias espaciales

=37

Podemos observar que el factor de fase antes mencionado (que sélo se anula
si d = f) no afecta si estamos interesados en la intensidad de la luz en el plano
focal imagen,

I(x, ) = 1g(x, )%,
puesto que en este caso

Intensidad dptica en el plano focal 2

I
imagen de una lente 5y) =

Ulf)2 (% /1_)}) (5.85)

y, por consiguiente, podemos concluir que

la intensidad dptica en el plano focal imagen es proporcional al
cuadrado del médulo de la transformada de Fourier de la ampli-
tud compleja de la onda en el plano de entrada, evaluada en las
frecuencias espaciales
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5.5. Problemas propuestos

5.1: Demostrar que la aproximacion de Fraunhofer es més restrictiva que la de Fresnel, tomando A =
0.5 um, asumiendo que los puntos del objeto, (x, y), estdn contenidos en un circulo de radio b=1cm, y
determinando el rango de distancias d para las cuales se pueden aplicar ambas aproximaciones.

Sol: Aprox. de Fresnel d = i/g = 0.794m.

2
Aprox. de Fraunhofer /I{—d <1072 & d =200m.

5.2: Las amplitudes complejas de una onda monocromética de longitud de onda A = 633nm en los
planos z=0yz=dson f(x,y)y g(x,y), respectivamente. Si f(x, y) es una funcién con simetria circular
y frecuencia espacial méxima de 200 lineas/mm, determinar el d&ngulo del cono dentro del cual estan
confinadas las direcciones de onda.
Sol: Omax = arcsen(0.21) = 0.13rad.

5.3: Una transparencia de transmitancia en amplitud #(x, y) = exp[— j27¢(x)] se ilumina con una on-
da plana uniforme de longitud de onda A = 1 um. La luz transmitida se enfoca con una lente adyacente
de distancia focal f = 100cm. a) ;Cudl debe ser ¢(x) para que el rayo que incide sobre la transparencia
en la posicién x sea deflectado y enfocado en una posicién x’ = 1/x2. b) Si se elimina la lente, ;c6mo
habria que modificar ¢ (x) para que el sistema realizase la misma funcién?

Ayuda: Tenga en cuenta los contenidos del Apartado 5.2.4 y el hecho de que una lente no desvia los
rayos que atraviesan su parte central.

Sol: a) ¢(x) = 108Inx ; b) El sistema se comportaria de igual manera.
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Tema 6

Aplicaciones de la optica de
Fourier

6.1. Introduccion

Una vez que se han visto los fundamentos de la 6ptica de Fourier en el tema
anterior, el presente tema estard dedicado ala aplicacién de esta técnica al estudio
de cuatro fenémenos 6pticos de mucha importancia préctica: difraccion, forma-
ci6n de imagenes, procesado de imagenes y holografia. Veremos que la 6ptica de
Fourier nos proporciona un marco muy adecuado para el estudio los fenémenos
anteriores.

6.2. Difraccion delaluz

Aunque el fenémeno de difraccién ondulatoria se ha discutido de forma bési-
ca en el Apartado 1.7, a continuacién trataremos este importante fenémeno des-
de un punto de vista més riguroso haciendo uso de la teoria desarrollada en el
Tema 5.

Recordemos que lo que se conoce como patrén de difraccién luminoso es la
distribucidon de la intensidad de una onda luminosa que ha sido distorsionada en
su propagacion en el espacio libre por un obstaculo (por ejemplo: una abertura/-
rendija en una pantalla opaca). Debido a la naturaleza ondulatoria de la luz, el
patrén de difracciéon puede ser muy parecido o muy distinto a la sombra del obs-
taculo, dependiendo este hecho de la distancia entre el obstaculo y el plano de
observacion, la longitud de onda de la onda luminosa y las dimensiones del obs-
taculo. En general, el patréon de difraccién difiere apreciablemente de la sombra
del obstaculo si el tamafio de éste es del orden de la longitud de onda. Para la luz,
este hecho requiere que los obstaculos sean muy pequefios por lo que usualmen-
te no se observa el fendmeno de difraccién en la vida diaria (ademés del hecho de
que se necesitan fuentes de luz monocromaéticas y coherentes).

La formulacién teérica mds elemental de la difraccién luminosa se basa en la
hipétesis de que la onda luminosa escalar no sufre cambios apreciables al atrave-
sar el plano del obstéculo, excepto que la amplitud compleja de la onda se hace
nula en la parte posterior de las zonas opacas del obstaculo (esta hip6tesis es s6-
lo una aproximacién que da resultados razonablemente buenos en multitud de
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Condicion de validez de la
aproximacion de Fraunhofer

situaciones précticas).

Si en la Figura 6.1, la transmitancia en amplitud del obstaculo, también cono-

Ux.y)

A)}/
Plano de abertura

Plano de
observacion

FIGURA 6.1: Tras el obstaculo de transmitancia p(x, y), la onda de amplitud compleja
U(x, y) se transforma en f(x,y) = U(x,y)p(x,y)

cida como funcién abertura, viene dada por p(x, y), siendo

1 zonas libres

px,y) = { (6.1)
0 zonas opacas,

y U(x, y) representa la amplitud compleja de la onda incidente en el plano del
obstaculo (z = 0), entonces la amplitud compleja justamente tras el obstaculo sera

f,=Uxypxy). (6.2)

La amplitud compleja, g(x, ), en el plano de observacién z = d puede calcularse
usando haciendo uso de las técnicas de la transformada de Fourier 6ptica desa-
rrolladas en el Apartado 5.4. El patrén de difraccién, I(x, y), serd simplemente

I(x,) = gx, »*. (6.3)

Segtin la aproximacién usada para calcular g(x, y) se distingue entre difraccién de
Fraunhofer o bien difraccién de Fresnel. Debido a su mayor simplicidad, nosotros
estudiaremos tnicamente la difraccién de Fraunhofer.

6.2.1. Difraccion de Fraunhofer

Las condiciones que hacian vélida la aproximacién de Fraunhofer podian re-
sumirse en que los nimeros de Fresnel en los planos de entrada y salida fuesen
muy pequeios. En concreto, si el obstaculo es una abertura en una pantalla opaca
cuya dimensién radial méxima es b, entonces debemos exigir que

b2
N?~0:>EE«L (6.4)

Suponiendo que la onda incidente es una onda plana de intensidad I; que se
propaga en la direccién z, de modo que
Ux,y) =17, (6.5)

entonces la amplitud compleja de la onda justo detrds del plano del obst4culo
serd

fey=1"px,y. (6.6)
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Haciendo uso de la expresién (5.75) podemos escribir que la amplitud compleja,
g(x,y), en el plano de observacién viene dada por

1/2 Y. J
glx,y) =11"2hy P(m ) o= exp(-jka), 6.7)
donde
(o)
P(vx,vy):f p(x,y)exp[j2n(vyx+vyy)| dvedv, (6.8)

es la transformada de Fourier de la funcién abertura.

El patrén de difraccién serd, por tanto,

|P( %NZ . 6.9)

I(x,y) = (M)z

La expresion anterior sigue siendo vélida incluso en situaciones en las que N IS:al -
0 puesto que, seglin nos muestra la expresion (5.73), el factor de fase dependiente
de x e y desapareceria al tomar médulo. Por consiguiente podemos concluir que

el patron de difraccion de Fraunhofer en un punto (x, y) del
plano de observacion es proporcional al médulo al cuadrado
de la transformada de Fourier de la funcion abertura, evalua-
da en las frecuencias espaciales
b

Y
'szﬁ y ’Vy:ﬁ.

EJEMPLO 6.1 Obtener el patron de difraccion de Fraunhofer producido por una abertura
rectangular de dimensiones Dy y Dy.

La abertura rectangular esta caracterizada por la siguiente funcién abertura:

px, ) :rect( % )rect( 4 )
Dy Dy

y dado que su patrén de difraccién vendrd dado por la expresion (6.9), debemos obtener la
transformada de Fourier de la anterior funcién abertura.

Antes de aplicar (6.9), tengamos en cuenta que

F{rect(x)rect(y)} = senc(mvy)senc(vy)

senx

x ) yque

(siendo senc(x) =

1 v
F}{f(ax, by)} = EF(;, 7) ’

entonces
F{p(x, )} =Pvx,vy)
= Dnysenc(anvx)senc(nDyvy) )
por lo que
P(i y) DyxD senc(ﬂx)senc(nDy )
Ad’ Aal Oy Ad Ad Y

y consecuentemente

D nD
I(x,y) =1y sencz(n/l—dx x) sencz( J )

Ad Y

Patrén de difraccion de
Fraunhofer de una abertura
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Abertura
-------- Patron de
........ difraccion

~ o4

FIGURA 6.2: Difraccién de Fraunhofer de una abertura rectangular.

donde
D2D?
X
Ip= —g, Ii .
(Ad)
Esta funcién presenta minimos de intensidad en la direccién x en aquellos puntos xmin
que verifiquen
Dy d
mein =NT = Xmin = nxlD— (n#0).
X
Nétese la concordancia, bajo la presente aproximacién paraxial, de este resultado con el
obtenido anteriormente en (1.70).

En el ejemplo anterior es importante notar que no podriamos analizar la di-
fraccion por una rendija en la que Dy — oo siguiendo la expresién (6.9) puesto
que dicha situacién no cumpliria la condicién (6.4) de validez de la aproximacién
de Fraunhofer. Por la misma razén, no tendria mucho sentido aplicar la aproxi-
macién de Fraunhofer para obtener la difraccién producida por un obsticulo en
vez de una abertura. Por consiguiente debemos tener en cuenta que la expresiéon
(6.9) no puede aplicarse al estudio de la difraccién por obstdculos (en este tltimo
caso estariamos en las condiciones de difraccion de Fresnel que no seran tratados
aqui).

6.3. Formacion de iméagenes

Bajo las aproximaciones consideradas en el Tema 3, vimos que los sistemas
opticos tratados siempre formaban imdgenes ideales de los objetos en cierto plano
(aparte de la posible magnificacién). No obstante, debemos tener en cuenta que
algunos fen6menos ineludibles como el enfoque imperfecto y la difraccién provo-
can que los sistemas 6pticos reales nunca sean formadores de imagenes perfectos,
es decir, nunca obtendremos una réplica fiel del objeto en el plano imagen. En el
presente Apartado, trataremos brevemente estos fenémenos y veremos c6mo es
posible minimizarlos.
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6.3.1. Lente simple como sistema de formacion de iméagenes

En general, la propiedad mds conocida de una lente es su habilidad para for-
mar imégenes. Situando un objeto iluminado en frente de una lente (plano obje-
to), bajo condiciones apropiadas, aparece un segundo plano con una distribucién
de intensidad luminosa muy cercana a la del objeto. Esta distribuci6én de intensi-
dad luminosa es lo que se conoce como imagen del objeto.

A continuacién estudiaremos las condiciones bajo las cuales la amplitud com-
pleja, g(x, y), en el plano de salida puede decirse razonablemente que es una ima-
gen de la distribucién f(x, y) en el plano objeto; es decir, cuando g(x, y) = f(x, y).
Debido al caracter lineal del sistema podemos escribir que

glx,y)= ff fE,mh(x,y;¢,n)dédn. (6.10)

El sistema 6ptico producird “imégenes de calidad” cuando g(x,y) sea muy pa-
recida a f(x, y). Para que esto ocurra debemos tener una respuesta impulsiva del
sistema, h(x, y;¢,n), que se parezca mucho a una funcién delta,

h(x,y;¢,n) = Kd(x+ M¢&, y + Mn) (6.11)
(M es la magnificacién del sistema). La condicién anterior es equivalente a que la
imagen de un punto sea muy aproximadamente otro punto.

Para obtener la respuesta impulsiva del sistema procederemos a calcular la
imagen, h(x, y), en el plano de salida correspondiente a un punto del plano ob-
jeto centrado en (x,y) = (0,0), tal como muestra la Figura 6.3. Este punto es el

X

d,

Plano objeto

Plano de abertura

Plano imagen

FIGURA 6.3: Sistema de imédgenes formada por una lente simple

origen de una onda esférica que, bajo aproximacién paraxial, puede expresarse
en el plano anterior de la lente como

2 2

x°+
qgi1(x,y)=h exp(—jk 2d1y ) h; = /ILdlexp(—jkdl). (6.12)

Después de pasar por la abertura y por la lente, la amplitud compleja sera

2 2

x+y) ) 6.13)
2f px,y, .

g2(x,¥)=q(x,y) exp( jk

fxy)

q,xy) q.xy)

A
\

gxy)
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Error de desenfoque

Sistema optico formado por la lente
simple es un sistema lineal pero NO
un sistema lineal invariante

donde p(x, y) es la funcién abertura, que aparece bien porque haya una abertura
fisica o bien debido al tamario finito de la lente.

Después de propagarse una distancia dy en el espacio libre, la aplicacién de
(5.64) nos dice que la imagen del punto vendrad dada por

(x—u?+(y-v)?

dudv. 6.14
1y udv (6.14)

—jJT

h(x,y) = hy ff q2(u, v)exp

Al sustituir (6.13) en (6.14) yllevando a cabo un procedimiento similar al mostrado
en el Apartado 5.4.1 encontramos que h(x, y) puede expresarse como

x> +y? x oy
h(x,y)=hh —ja————| P —,—], 6.15
o= 26""( "3, ) l(mz Mz) et
donde P (vy, vy) es la transformada de Fourier de la funcion abertura modificada,
. X+
p1(x,y) = p(x, y)exp| — jme 1 / (6.16)
siendo
=t 11 6.17)
dy dv f '

un pardmetro conocido como error de desenfoque. Notemos que el error de des-
enfoque se hace nulo cuando se verifica la ecuacién de la lente delgada (3.36).

En el supuesto de que la imagen se extienda sobre una regién pequeiia del
plano imagen, podemos despreciar el factor de fase que aparece en (6.15), dando
lugar a que

x Y
h(x, Py —,—]. 6.18
(x,y) ox 1(M2 Adz) (6.18)
Incluso admitiendo que el error de desenfoque sea nulo (¢ = 0), en cuyo caso
x Yy
h(x, Pl —,—, 6.19
(o) e (Adg Adz) (6.19)

observamos que siempre aparecerd un efecto de difracciéon debido al tamano fi-
nito de la lente por lo que la imagen de cada punto objeto no serd otro punto sino
mads bien una “pequefia mancha”. Tal como nos dice (6.19), la imagen de cada
punto serd tinicamente un punto (es decir, P(x/Ady, y/Ad,) — 6(x, y)) si la lente
se extendiese hasta infinito o bien si se toma el limite cuando A — 0 (es decir, ba-
jo la aproximacién que nos llevaba a la Optica Geométrica). Por este motivo, las
lentes se consideran sistemas ideales formadores de imégenes en Optica Geomé-
trica.

Es interesante observar que el sistema 6ptico formado por la lente simple no
es un sistema lineal invariante (aunque si es lineal) puesto que un desplazamien-
to A en un punto del plano objeto no da lugar a un simple desplazamiento de
su imagen en el plano imagen. Debido a la abertura de la lente, la imagen difrac-
tada de un punto situado en el centro del plano objeto se deforma, ademds de
desplazarse, cuando el punto objeto se mueve. Dado que el sistema formador de
iméagenes compuesto por una lente simple no es lineal invariante, no tiene mucho
sentido definir la funcién de transferencia para este sistema dado que no ser4 ttil.

6.4. Procesado de imagenes

Una de las ramas donde mds aplicacion ha tenido recientemente la 6ptica de
Fourier es justamente en el procesado de imédgenes. Usualmente los sistemas 6p-
ticos nos proporcionan imdagenes inadecuadas para su utilizacién debido a que
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no contienen la informacién que deseamos o bien porque han sufrido cierto tipo
de degradacion en su proceso de registro. El objetivo del procesado o tratamiento
de imdgenes es precisamente modificar a posteriori, segin nuestra conveniencia,
las imagenes mediante ciertas transformaciones. En general distinguiremos dos
tipos de procesado de imdgenes: procesado 6ptico coherente y procesado digital
de imégenes.

6.4.1. Procesado 6ptico coherente

En este apartado estudiaremos el procesado de imédgenes que se realiza me-
diante el procesador 6ptico coherente que se muestra en la Fig. 6.4 formado por
dos lentes de distancia focal f.

Plano
x de Fourier ( )
g,y
Sx)
px.y)
- Plano
imagen
'z
Plano -
objeto

f f f S

FIGURA 6.4: Sistema 4- f (o procesador éptico coherente) para producir una transformada
de Fourier seguido de una transformada inversa, de modo que la imagen es una réplica
del objeto.

Seglin vimos en el Apartado 5.4.3, si una distribucién luminosa f(x, y) esta
situada en el plano focal objeto de la lente, entonces la distribucién luminosa,
g(x,y), el plano focal imagen de la lente reproduce la transformada de Fourier del
objeto, es decir,

glx,y) = F( (5.84)

x Yy
Af Af ) '
En este sentido, el plano focal imagen de la primera lente serd denominado plano
de Fourier. Dado que este plano de Fourier estd situado justamente en el plano fo-
cal objeto de la segunda lente, el plano focal imagen de esta lente reproducira de
nuevo la transformada (que en este caso equivaldria a una transformada inversa
de Fourier), dando asi lugar a una reproduccion perfecta del objeto en ausencia
de méscara. Ahora bien, si situamos una transparencia adecuada en el plano de
Fourier, podremos llevar a cabo ciertas “operaciones” sobre la transformada de
Fourier, de modo que la transformada inversa de ésta dé lugar a una imagen “pro-
cesada” convenientemente (ver Fig. 6.5).

Es importante que consideremos la importancia de una iluminacién coheren-
te en este proceso. Para ello debemos recordar que la formacién de la transforma-
da de Fourier en el plano focal de la primera lente es equivalente a un proceso
de difraccién en esta lente, por lo que es necesario el uso de luz coherente para
que el “patréon de difraccién” sea estable en el tiempo. El uso de luz incoherente
provocaria que los “términos de interferencia” se perdieran (ver Apartado 1.5.2'y
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Funcion de transferencia del
sistema 4- f con una méscara de
transmitancia p(x, y)

imagen

Méascara

~
y

Lente

r
de Fourier f’/’k/
"

/_x'

FIGURA 6.5: Sistema 4- f cuya transparencia es una mdscara que nos permite seleccionar
las frecuencias que se desean bloquear o transmitir.

recuérdese que la difraccion era esencialmente un fenémeno de interferencia) y
que consecuentemente no obtengamos el patrén de difraccién deseado.

Segiin la expresion (5.84), la componente de Fourier de f(x,y) asociada a la
frecuencia espacial (vy,vy) corresponde a una localizacion espacial (x,y) en el
plano de Fourier dada por

x=Afvy (6.20a)
y=Afvy. (6.20b)

En consecuencia, para implementar un filtro cuya funcién de transferencia sea
H(vy,vy), debemos colocar en el plano de Fourier una mdscara cuya transmitan-
cia en amplitud, p(x, y), sea proporcional a la funcién de transferencia deseada.
En consecuencia la funcién de transferencia asociada a una méscara de transmi-
tancia p(x, y) viene dada por

H(VX) Vy) = p(/lf"x» A,f'Vy) ) (621)

donde hemos ignorado el factor de fase jexp(—j2kf). En el sistema 4- f se cum-
plird entonces que la relacién entre las transformadas de Fourier de la imagen,
G(vy,vy), y del objeto, F(vy,V,), estardn relacionadas mediante la siguiente ex-
presion:

G(vx,vy) = H(vx,vy)F(vx,vy) (6.22)

y, por tanto, la distribucién luminosa a la salida se obtendrd como la transformada
inversa de la expresion anterior

glx,y)= ff F(vx,vy)H(vx,vy)exp[—jZJT(vxx+vyy)] dv,dvy . (6.23)

La correspondiente funcidn respuesta impulsiva, h(x, y), del sistema vendra dada
por la transformada inversa de H(vy,vy), es decir,

h(x,y) = 12P(i,l), (6.24)
A2 \Af Af

donde P(vy,vy) es la transformada de Fourier de la transmitancia, p(x, y), de la
mascara.
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Filtrado de frecuencias espaciales

Como un posible ejemplo de las operaciones de procesado éptico coherente
analizaremos a continuacién el filtrado de frecuencias espaciales. Segtin vemos en
la Fig. 6.5, usando una transparencia (en este caso llamada mdscara) que bloquee
completamente el paso de ciertas frecuencias conseguiremos un filtrado selecti-
vo de ciertas frecuencias, de modo que la imagen del objeto carecerd de dichas
frecuencias “bloqueadas”.

Algunos de los filtros espaciales més frecuentemente usados son

= Filtro pasa-baja
Tal como muestra la Figura 6.6, este filtro tiene una funcién de transmisién

FIGURA 6.6: Filtro pasa-baja.

dada por
2

1 sivi+1v2<wy
oy oe (6.25)
0 enotro caso,

H(vy,vy) = {

por lo que bloquea las frecuencias mas altas que v, que se conoce como fre-
cuencia de corte. Dado que los detalles finos del objeto estdn relacionados con
las frecuencias maés altas, este filtro produce un suavizado de la imagen. El fil-
tro se implementa mediante una méascara con una abertura circular de radio
R, cuyarelacién con la frecuencia de corte viene dada por

R=Afv.. (6.26)

Para una longitud de onda dada, la frecuencia de corte serd
ve = R/IAf y consecuentemente el tamafio del detalle més fino que discernira
este filtro serd de Af/R. Si, por ejemplo, R = 2cm, A = lumy f = 200cm, el
detalle més fino que apareceria en la imagen seria de 0.1 mm.

= Filtro pasa-alta
La funcion de transmision de este filtro es
1 sivi+v2>v2

yoooe (6.27)
0 enotrocaso,

H(vy,vy) = {

por lo que este filtro es el complementario del filtro anterior dado que bloquea
las frecuencias bajas y deja pasar las altas. Tal como muestra la Figura 6.7, este
filtro se construye con una maéscara consistente en un circulo opaco central.
Dado que la respuesta del filtro consistird en potenciar las partes de la imagen
relacionadas con detalles finos, este filtro serd ttil para realzar los bordes de
las imagenes.

= Filtro pasa-vertical
La Figura 6.8, muestra que este filtro deja pasar las frecuencias verticales blo-
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FIGURA 6.7: Filtro pasa-alta.

objeto méscara imagen

4 p———
§ —_—
saesa " —_—

FIGURA 6.8: Filtro pasa-vertical.

queando las horizontales. Por ello, s6lo las variaciones espaciales en la direc-
cién vertical x son transmitidas. Si la anchura de la rendija vertical es Dy, la
frecuencia horizontal mds alta que pasa es la de valor
Dy/2

Vylmax = T . (628)

= Filtro pasa-horizontal
Al contrario que el anterior filtro, este filtro bloquea las frecuencias vertica-
les y transmite las horizontales. Por tanto, como muestra la Figura 6.9, s6lo

objeto mascara imagen

—a

las variaciones horizontales (en la direccién y) aparecerdn en la imagen, blo-
queando las verticales de frecuencia mayor que

FIGURA 6.9: Filtro pasa-horizontal.

Dy /2
Vilmax = —— . (6.29)
Af

En la practica también se usan otro tipo de filtros, como los filtros en amplitud
que nos permitirian, por ejemplo, aumentar el contraste de las imagenes; los fil-
tros de fase usados, por ejemplo, en el microscopio de contraste de fase; los filtros
complejos, usados en la restauracién de imégenes, etc.
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6.4.2. Procesado digital

Actualmente un medio muy usual de registrar imagenes consiste en discreti-
zar la imagen original respecto a sus coordenadas espaciales, de modo que se crea
una matriz cuyos indices de fila y columna indican la posicién del punto en la
imagen y su valor nos proporciona el grado de intensidad de la luz (si tuviésemos
imdagenes en color necesitariamos tres valores de intensidad, uno para cada tipo
de color bésico). Cada uno de los elementos de la matriz anterior se denominan
elementos de imagen o pixels. En la préctica, el proceso anterior lo realiza un digi-
talizador, que en las cdmaras digitales fotogréficas y de video consiste usualmente
en una reticula de NxM detectores semiconductores fotosensibles (comtinmente
CCDs o charge-coupled devices) de dimensiones aproximadas 8.8 x 6.6 mm.

Si la imagen digitalizada anterior se almacena en forma binaria !, un ordena-
dor podria llevar a cabo cualquier tipo de operacién compleja sobre la imagen,
tal como transformadas de Fourier, filtrados espaciales, aumento de contraste,
etc. Aunque estas operaciones requieren un gran esfuerzo computacional, el pro-
cesado de imégenes por ordenador tiene la gran ventaja de que puede aplicarse
indistintamente a imagenes formadas tanto con luz coherente como incoherente
(ciertamente el valor binario asociado al pixel que esté procesando el ordenador
no contiene este tipo de informacién). Dado que muchas de las iméagenes de tra-
bajo son obtenidas con fuentes de luz incoherente (luz solar, luz de focos, bom-
billas,...), el procesado digital de imagenes por ordenador presenta un campo de
aplicacién muy extenso. Ademds, el ordenador puede realizar ciertas operaciones
sobre las imagenes que son muy dificiles de implementar en la practica con un
procesador 6ptico coherente (por ejemplo, diversas convoluciones bidimensio-
nales que buscan efectos especificos). El uso del ordenador para tratar imagenes
constituye un amplio y prometedor campo de estudio donde se combinan fre-
cuentemente las técnicas de la ptica de Fourier con nuevos recursos.

6.5. Holografia

Aunque usualmente no reparemos en ello, debemos considerar el hecho de
que los sistemas comunes de registro de imagenes (ojo, pelicula fotografica, ma-
triz de CCDs, etc) son inicamente sensibles a la cantidad de energia que llega a
ellos pero NO a cudnto camino ha recorrido esa energia; es decir, s6lo son sensi-
bles a la intensidad de la onda luminosa pero no a su fase. Este hecho podemos
igualmente expresarlo diciendo que recogen la informacién de la intensidad de
la onda pero no del frente de ondas. Debido a ello, cuando observamos este re-
gistro de la onda no obtenemos una imagen “real” del objeto original sino més
bien una imagen bidimensional (2D) sin profundidad (la profundidad aparente
es simplemente fruto de la perspectiva).

Si, por ejemplo, analizamos la supuesta vision 3D que nos proporcionan los
ojos, debemos notar que el ojo percibe la profundidad (es decir, que un punto
estd més lejano que otro) comparando los dngulos que forman entre si los ejes
visuales de los dos ojos cuando estos son dirigidos al objeto. En este sentido, los
puntos P; y P, se observan a distinta distancia si la diferencia entre los dngulos a;
y a2 es mayor que cierto limite (como promedio, en el ojo humano, a; — a, debe
ser mayor que 30”). Esta posibilidad de visién estereoscépica o visién 3D s6lo ocu-
rre cuando lo que llega al ojo es directamente el frente de onda que procede del

1 Enel caso de que tengamos, por ejemplo, 780x480 detectores, una imagen en blanco y negro con
128(= 27) niveles de gris requeriria 2.62 Mbits de memoria, 2620800 = 780 - 480 - 7.
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Onda
O objeto

Objeto
(b) Onda de
referencia
N
Objeto
(?t?.gflo Placa
/ ) de registro
(©) Onda de
reconstruccion

Observador

Onda imagen

Holograma (= onda objeto)

FIGURA 6.10: Esquema basico de la holografia: (a) proceso “natural” de visién
estereoscopica, (b) registro de la onda objeto, (c) reconstruccién de la onda objeto.

objeto. Claramente, con la luz que procede de una fotografia no se puede llevar a
cabo el anterior efecto estereoscépico.

La holografia surge como un posible método para superar los inconvenientes
de los métodos tradicionales de registro luminoso. En consecuencia, la holografia
pretende registrar tanto la intensidad como la fase de la onda luminosa; es decir, la
propia onda objeto. Podria decirse que la holografia es un método para “congelar”
la onda que procede del objeto y posteriormente “ponerla otra vez en marcha”.
Denominaremos holograma al soporte fisico del registro de la onda objeto.

El proceso hologréfico se muestra en la Figura 6.10. En la parte (a) vemos el
proceso “natural” de visién estereoscépica que pretendemos reproducir. En la
etapa de registro (b) se hace interferirla onda proveniente del objeto con una on-
da de referencia, almacenandose este patron de interferencia en el holograma. En
la etapa de reconstruccién (c), el holograma es iluminado por una onda idéntica
a la onda de referencia, recuperando de esta manera la onda objeto original. B4-
sicamente podemos decir que el registro del holograma tiene lugar mediante un
proceso de interferencia mientras que la reconstruccién de la onda se basa en un
proceso de difraccion.

Desde un punto de vista practico, la elaboracién de un holograma debe tener
en cuenta los dos siguientes puntos bdsicos:

1. Fuentes de luz coherente.
Dado que en el holograma debe registrarse un patrén de interferencia, es pri-
mordial que se satisfagan las condiciones para que la interferencia tenga lugar.
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Esto requiere, como se discuti6 en el Apartado 1.5, que las ondas que interfie-
ren provengan de focos coherentes. En el Tema 7 veremos que las caracteristi-
cas de alta coherencia de la luz laser hacen a ésta una candidata ideal para la
Holografia.

2. Registros con alto poder de resolucién.
El poder de resolucion del material de registro debe ser muy elevado para po-
der recoger los detalles del patrén de interferencia que suelen ser muy finos
(del orden de 1 ym). Esto ha requerido el desarrollo de emulsiones fotografi-
cas muy sensibles.

6.5.1. El cédigo hologrifico

Consideremos una onda plana oblicua de longitud de onda A que se propaga
formando un dngulo 6 con el eje z y que en el plano z = 0 tiene la siguiente forma:

Up(x,y) = exp(—jksenOx) k=—. (6.30)

Esta onda podria registrarse en una transparencia cuya transmitancia compleja
fuese
t(x,y) = exp(—jksenfx) . (6.31)

Tal como se ha explicado anteriormente, al iluminar esta transparencia con una
onda plana del tipo exp(—jkz), ésta se deflectaria un 4&ngulo 6 de modo que se ha-
bria conseguido reconstruir la onda original. (En el caso de una onda arbitraria, se
podria seguir el mismo procedimiento para todas las ondas planas constitutivas y
de este modo se tendria el registro adecuado).

Aunque el procedimiento anterior es perfectamente legitimo desde un punto
de vista tedrico, el problema préctico que presenta es que no es posible realizar
una transparencia que registre la informacioén de la fase de la onda. Tal como se
ha sefnalado anteriormente, la transparencia s6lo es sensible a la intensidad de la
onda, por lo que, en el caso de la onda (6.30), dicha transparencia simplemente
registraria intensidad unidad en toda su extensién. Puesto que la transparencia
sélo registra intensidad y nosotros queremos también registrar informacién de la
fase, una posible solucién seria registrar un patrén de interferencia o diagrama
interferencial. El patrén de interferencia es la distribucién de intensidad en un
plano de dos ondas que interfieren, dependiendo esta distribucién de intensidad
de la diferencia de fase de las dos ondas.

Codificacion de la informaciéon

Consideremos un caso mds general en el que la forma de la onda objeto en el
plano z =0 sea
Uo(x, ) = VIoexpl— jo(x, )] . 6.32)

Si esta onda interfiere en z = 0 con una onda de referencia,
Ur(x,y) = VIrexpl— jor (x,)], (6.33)

el diagrama interferencial que ambas producen tendra una distribucién de inten-
sidad, I(x, y), dada por

Uy + Uol? = Ug|* + U1 + Ug Uy + Uy U,
I+ I +2+/IoI; coslpo (X, y) — pr(x, )] . (6.34)

I(x,)
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Si esta intensidad se registra fotograficamente, se podra realizar una transparen-
cia (holograma) cuya transmitancia ¢(x, y) sea

t(x,y)ox lo+ I +2+/ 11 cos[po(x, y) —dr(x, V)] (6.35)

Notemos que de esta manera hemos podido registrar en la transparencia infor-
macién relacionada con la fase, ¢¢(x, y), de la onda objeto.

Decodificacion de la informacién

Para reconstruir la onda objeto original necesitamos “decodificar” la informa-
ciénregistrada en el holograma. Esto puede llevarse a cabo si el holograma es aho-
ra iluminado con una onda igual a la onda de referencia, de modo que en z=101a
onda resultante vendréa dada por

Ukx,y) = txnU:(x,y)
« U lg+Url + LUy + U UG . (6.36)

Notemos que el tercer miembro de la expresion anterior es la onda original,
Uy, multiplicada por la intensidad de la onda de referencia. En el caso de que
esta intensidad no dependa de x e y, este término constituye justamente la on-
da reconstruida deseada. No obstante, al iluminar el holograma, este término ird
siempre acompanado de los otros tres, por lo que para aislarlo debemos separarlo
convenientemente.

EJEMPLO 6.2 Holograma de una onda plana oblicua.

Si la onda de referencia, U (x, y), es una onda plana que viaja a lo largo del eje z y la onda
objeto, Up(x, ¥), es una onda plana oblicua que forma un dngulo 8 con el eje z, entonces
en el plano z = 0, estas ondas pueden escribirse como

Ur(x,y)= Vir

Up(x,y) = \/Eexp(—jksenex) .

Al iluminar el holograma formado por el diagrama interferencial de las dos ondas anterio-
res obtendremos, segiin (6.36), que

Ux,y) x Ir + Io++/Irlpexp(—jksenOx) + v/ Iy Ipexp(jksen0x) .

Los dos primeros términos son constantes y corresponden a una onda que se propaga en
la direccién z. El tercer término es proporcional a la onda original mientras que el cuarto
término es una conjugada a la anterior que se propaga formando un angulo —6 con el eje
z.

El proceso descrito en el ejemplo anterior podria también interpretarse como
que la transparencia de transmitancia

t(x,y) =1Io+ I +2+/ Iyl cos(ksenfOx)

(esto es, el patréon de interferencia (6.35) correspondiente al ejemplo 6.2) es equi-
valente al elemento 6ptico “prisma de dngulo 6”. En este sentido tenemos enton-
ces que la anterior transparencia es un “holograma” del prisma de dngulo 0 parala
longitud de onda 27/ k. Esto nos sugiere que diferentes hologramas podrian sus-
tituir a diversos elementos épticos que tradicionalmente se han realizado de otra
manera (vidrios tallados convenientemente, superficies reflectoras, etc).
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6.5.2. Holografia fuera de eje

El ejemplo anterior de la onda plana oblicua sugiere que una forma de separar
las cuatro componentes que aparecen en (6.36) es asegurar que estas componen-
tes viajen en direcciones distintas; esto es, que estén multiplexadas en distintas
frecuencias espaciales (ver discusién al final del Apartado 5.2.3). Tal como mues-
tra la Figura 6.11, este multiplexado en frecuencias espaciales puede conseguirse
haciendo que las ondas objeto y referencia lleguen al holograma desde direccio-
nes bien separadas.

Holograma

Registro Reconstruccion

FIGURA 6.11: Esquema bdsico de la holografia fuera de eje.

Si la amplitud compleja de la onda objeto tiene la siguiente forma:
Up(x,y) = f(x,y)exp(—jksenfx), (6.37)

es decir, la onda tiene una amplitud f(x, y) modulada por un factor de fase igual
al que le introduciria un prisma con dngulo de desviacién 8. Supuesto que f(x, y)
varie muy poco en una distancia 27/ k sen, podemos entonces considerar que la
onda objeto estd basicamente dirigida segtin el angulo 6.

Sila onda de referencia es una onda plana que se propaga en la direccién z, la
onda resultante al iluminar el correspondiente holograma sera

Ux,y) o I +1f (6, YIF + VI f(x,y) exp(— jksenfx)
+V/1,f*(x,y)exp(+jksenfx). (6.38)

En esta onda, al igual que ocurria en el ejemplo 6.2, el tercer término es unaréplica
dela onda objeto original propagdndose segtin el &ngulo 6. El cuarto término es la
onda conjugada que se propaga segun el &ngulo —0. El primer y segundo término
representan onda propagandose segun el eje z.

EJEMPLO 6.3 Considerar un holograma registrado con una onda de referencia que es una
onda esférica centrada en el punto (0,0,—d) y determinar el diagrama de interferencia
almacenado asi como las caracteristicas de la onda reconstruida cuando la onda objeto
es

= una onda plana que se propaga en una direccion que forma un angulo 6, con el eje
Z;

= una onda esférica centrada en el punto (-d,0,-d).
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Aproximar las ondas esféricas por ondas parabdlicas.

Considerando que la placa de registro estd situada en el plano z = 0, la expresién de la
onda de referencia en el plano de registro es

Uroy) = V/Ipe—iorton = Ar ikJd ey
N

donde A; eslaintensidad de la fuente de la onda esférica. Bajo la aproximacion de Fresnel,
obtenemos la siguiente onda parabdlica:

x2+y2

A .
Ur(x,y) = #e’]k 2d

En general, si la onda objeto tiene la forma
Up(x,y) = /Toe I P0o)),

el diagrama de interferencia que se almacena en la placa viene dado por la siguiente expre-
sion:
I(x,y) = 1o + I +2+/ IpIr coslpo (x, y) — pr (x, Y)] .
Una vez obtenido el holograma, al iluminarlo con la onda de referencia, se produce una
onda definida por
Ux,y) x Uplp+Up Iy + IrUp + UU .

El tercer término de la expresién anterior corresponde a una onda proporcional a la onda
objeto, mientras que el primero y el segundo conforman una onda que se propaga del mis-
mo modo que Uy, y el cuarto estd asociado a una onda proporcional a la onda objeto que
se propaga con dngulo complementario al de ésta.

= En el primer caso, la expresion de la onda objeto es
Up = /IO e—jksen@xy

por lo que el diagrama de interferencia, suponiendo que se utiliza una fuente de luz
monocromadtica y coherente, es

2., .2
+
I(x,y)=Ip+ I +2 IOIrcos(ksenGx—kx zdy )
A2 | a2 2442
=Io+d—£+2 Iod—gcos k(sen@x—x dzy .

Al iluminar el holograma con la onda de referencia, se obtendrd como resultado la si-
guiente composicién de ondas:

U(x,y) o Uplo + Uy Iy + I Ug + U2 U

2,2 2 2
A -7 XT4y" . A _9i1.X +y .
= je k=g o+ Ip)+Ir Ioe_]ksen6x+d—£e 2jk—5 /Ioe]ksenﬁx'

= Sila onda objeto es una onda esférica centrada en (—d,0,—d), en el plano z = 0, tene-

mos
A it/ 24 g2 12
Uo(x, y) = 0 e Jjky/ (x+d)?+d?>+y '
\(x+d)?2+d?+y?

Aproximando esta onda por una onda parabdlica, obtenemos

Ay _; xt+d)®+y?
Uo(x,y)zjoe LT
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El diagrama de interferencia registrado es, por tanto,

x+d)?+y?  x2+y?
I, y) = Ip+ Ir +2/To I k -k
x,n=Ip+1Ir 04rcos 2d 2d
:ﬁ+ﬁ+2 PB cos(kx+¢),

siendo ¢ = wd/A.

Si el diagrama anterior se ilumina con la onda de referencia, se obtiene como resultado
la composicién de cuatro términos descrita por la siguiente expresion:

2
ﬁ _]k# i_'. A% + A% @e_jk% +A_%@ej(kx+(m
2d 4d?  4d?) /g2 2d d?2d '

donde el tercer sumando es proporcional a la onda objeto original.

6.5.3. Registro holografico

Dado que el holograma debe registrar diferencias de fase,
arg(Uy) —arg(Uo) ,

es condicién indispensable que la luz usada tanto en el proceso de registro co-
mo en el de reconstruccién sea una fuente monocromdtica con fluctuaciones de
fase minimas. Tal como se discutié en el Apartado 1.5, la existencia de interferen-
cias (fruto de la diferencias de fase) estaba ligada a la existencia de fuentes de luz
coherentes para conseguir asi que la diferencia de fase sea “permanente”. En es-
te sentido, una fuente de luz usual (como la proveniente de una bombilla) no es
valida dado que no es coherente. Tal como discutiremos en el Tema 7, una de las
caracteristicas fundamentales de la luz laser es precisamente su coherencia, lo
que hard que esta fuente de luz sea un elemento bésico en el proceso hologréfico.

6.5.4. Aplicaciones de la holografia

Ademds de su uso como procedimiento para registrar y visualizar iméagenes
3-D, la holografia tiene un amplisimo campo de aplicaciones en la éptica actual.
En concreto, una de las aplicaciones mds importantes de la Holografia es el di-
sefio y fabricacién de elementos épticos holograficos. Estos elementos dpticos
son algunos de los componentes tipicos de un sistema 6ptico (lentes, espejos,
prismas, redes de difraccidn,...) que tradicionalmente se realizaban usando como
material base el vidrio y que, aplicando técnicas hologréficas, se pueden también
implementar sobre cualquier soporte capaz de registrar la estructura de franjas
de interferencia deseada (por ejemplo, un acetato, una placa fotografica, etc). Los
elementos 6pticos convencionales basaban su funcionamiento en las leyes de la
reflexion y/o refracciéon mientras que el comportamiento de los elementos 6pti-
cos holograficos esta gobernado bédsicamente por fendmenos de difraccién.

En general en los elementos 6pticos hologréficos, el objeto del que se hace
un holograma es un punto. Dentro de la aproximacién paraxial, este holograma
funcionard igualmente para objetos y sistemas 6pticos que verifiquen la anterior
aproximacion (al igual que ocurre con los sistemas 6pticos convencionales). Al-
gunos de los elemento 6pticos holograficos mas relevantes son:
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Lente holografica

Al igual que ocurre en una lente convencional y como muestra la Fig. 6.12,
una lente hologréfica transformard una onda incidente (en nuestro caso, lo
que hemos llamado onda de reconstruccion) en una onda imagen (o equiva-
lentemente, la onda objeto reconstruida)

Laser

Haz de
) Haz de
~ gferencia econstruccion
y
Haz ™y TN
objeto Registro
holografico
REGISTRO RECONSTRUCCION

FIGURA 6.12: Esquema bdsico del proceso de registro y reconstruccién en una lente
hologréfica.

Operando de forma anéloga a como hicimos en los apartados anteriores ob-
tendriamos la siguiente ecuacién para una lente holografica

i + L1 (6.39)

zc zi f ‘ '
Esta ecuacién es formalmente idéntica a la ecuacion de una lente (3.36), don-
de ahora debemos identificar z. con la posicién del origen de la onda esférica
de reconstruccion, z; la posicién del punto imagen y f la distancia focal de la
lente, que viene dada por

l_/lc(l l) (6.40)
f Al\z z)’ ’

donde 1. y A, son las longitudes de onda de las ondas de reconstruccion y
de referencia respectivamente y z, y z, las posiciones del origen de las ondas
objeto y de referencia. Podemos observar la fuerte dependencia que presenta
la distancia focal de la lente con respecto a la longitud de onda (al contrario
de lo que ocurre en las lentes convencionales). Algunas otras caracteristicas
importantes de las lentes holograficas son

* Muy faciles de construir. El registro en un acetato es mas facil que el pulido
de un vidrio.

* Muy poco pesadas. Esto puede ser muy importante a la hora de construir
lentes de gran didmetro o cuando las lentes deben incorporarse en siste-
mas méviles diminutos.

* Se pueden realizar varios elementos en la misma placa.

= Espejos hologrificos
Usando una técnica similar a la de registro y uso de lentes holograficas pode-
mos igualmente construir espejos hologréficos.

= Acopladores de fibras 6pticas
Mediante un sistema adecuado de lentes (o espejos) hologréficas podemos
acoplar el haz entre dos fibras 6pticas que no estin alineadas.
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= Scanners holograficos
Segtin vimos en el Ejemplo 5.1, el uso de una transparencia con cierta trans-
mitancia compleja podia ser usado como un scanner. Usando técnicas holo-
gréficas se puede conseguir este mismo efecto.

= Interconectores en éptica integrada
El uso de lentes y otros elementos 6pticos hologréaficos nos permitirian guiar
los haces luminosos dentro de los sustratos soporte de los dispositivos rea-
lizados mediante 6ptica integrada (de manera similar a los interconectores
usados en electrénica integrada).

= Memorias hologréficas
La gran capacidad de almacenamiento de un registro holografico (es una red
bi o tridimensional de “puntos” de informacién) puede ser usado para realizar
memorias dpticas para un ordenador.

= Visores holograficos
Mediante el uso de espejos holograficos podemos situar una imagen sobre el
visor de un determinado casco de modo que simultineamente se vea el exte-
rior y los datos proporcionados por la imagen hologréfica.

6.6. Problemas propuestos

6.1: Unarendija de anchura 187 um se ilumina con un haz paralelo de luz monocromatica de longitud
de onda 694 nm. Si se sittia una pantalla de observacién a una distancia de 105 cm de la rendija, calcu-
lar: a) la anchura de la franja central brillante y de los maximos secundarios del diagrama de difraccién;
b) la distancia entre el primer y octavo minimos.

Sol. a): 7.79 mm, 3.89 mm ; b): 27.23 mm.

6.2: Una onda plana monocromadtica de longitud de onda 694 nm incide perpendicularmente sobre
una pantalla opaca que tiene una abertura rectangular. Se observa el diagrama de difraccién en el plano
focal de una lente convergente de 185 cm de focal situada directamente detrds de la abertura, obte-
niéndose que las dimensiones en las direcciones de los ejes x e y del rectdngulo formado por las lineas
oscuras que rodean al méximo central son 9.5 mm y 3.8 mm, respectivamente. Calcular los lados de la
abertura rectangular.

Sol: Dy =0.15mm, Dy =0.36mm .

6.3: Rayos paralelos de luz verde de mercurio, cuya longitud de onda es 560 nm, pasan a través de una
rendija de 0.4 mm de anchura, situada delante de una lente convergente de 40 cm de focal imagen,
$Cudl es la distancia entre el maximo central y el primer minimo sobre una pantalla colocada en el
plano focal de la lente?

Sol: 0.56 mm.

6.4: Un holograma se registra con luz proveniente de un laser de He-Ne (1p = 633nm) mediante la
interferencia de dos ondas planas de modo que la normal a la placa holografica corresponde a la bisec-
triz del &ngulo formado por las dos ondas. Bajo estas condiciones obtener el minimo dngulo que deben
formar las ondas objeto y referencia para que la frecuencia espacial en el holograma no supere las 200
lineas/mm.

Sol: 6 < 0.0633rad.

6.5: Una lente holografica se registra con luz ultravioleta de longitud de onda 337 nm y se reconstruye
conluz de unlaser de He-Ne de longitud de onda 633 nm. Si las ondas de referencia y de reconstrucciéon
son dos ondas planas que inciden de la misma manera sobre la lente, obtener el aumento producido
por la lente sobre el objeto original.

Sol: m =1.88z;/zp.
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Tema 7

Fuentes de luz: led y laser

7.1. Introduccion

Hasta ahora hemos estado estudiando las ondas luminosas y algunas de sus
posibles aplicaciones. En todo el estudio anterior ha quedado de manifiesto la
importancia del cardcter monocromaético y coherente de la radiacién luminosa.
No obstante, nada ha sido dicho sobre cudles son las fuentes de las ondas mono-
cromdticas y coherentes. Este tema estard dedicado a este estudio y veremos que
las fuentes més usadas en las tecnologia de la Informdtica son los LED y los diodos
laser.

El ldser, junto con el satélite, los reactores nucleares, el computador y los cir-
cuitos integrados forman parte de los simbolos de lo que se ha dado en llamar
“alta tecnologia”. La historia del ldser nace con los primeros estudios de Eins-
tein (1917) acerca de la radiacion estimulada dentro del marco de la interaccién
radiacién-materia. Estas primeras consideraciones tedrica no fueron suficiente-
mente explotadas hasta la realizacién por C.H. Townesen 1957 del mdser. Este
dispositivo inicial, cuyo nombre proviene de los acrénimos de Microwave Ampli-
fication of Stimulated Emission Radiation, consistia en un haz de moléculas de
amoniaco que tras ser excitado por un campo externo se dividia en dos subhaces:
uno consistente de moléculas en el estado base y otro cuyas moléculas estaban to-
das excitadas. El subhaz excitado se hacia entrar en una cavidad resonante cuyo
disefio permitia absorber la energia en exceso de las moléculas excitadas en forma
de radiacién electromagnética de 24 GHz (microondas). Esta radiacion tenia dos
importantes propiedades: a) presentaba una anchura de banda muy estrecha y b)
era un haz coherente. Este montaje fue el primer dispositivo artificial que produjo
una radiacion estimulada y dio paso asi a una amplia investigacion para conseguir
radiaciones basadas en emisiones estimuladas con distintas longitudes de onda.
En este esfuerzo, fue T. Maiman en 1960 quién primero present6 un dispositivo
que emitia radiacién por emisién estimulada en el rango de frecuencias dpticas,
este dispositivo se denomind ldser siguiendo el acrénimo de Light Amplification
of Stimulated Emission Radiation. A partir de este primer ldser, numerosos labo-
ratorios del mundo iniciaron una intensa investigacién que culminé en el desa-
rrollo de muchos tipos distintos de laser: laser de gas, laser de estado sélido, laser
de inyeccion, etc... y cubriendo un amplia gama de longitudes de onda, desde el
infrarrojo hasta el ultravioleta (e incluso rayos X). En los primeros afios de la déca-
da de los sesenta, el desarrollo del ldser no fue acompafiado de unas aplicaciones
tecnolégicas inmediatas y asi jocosamente se denominada al ldser “una solucién
en busca de un problema”. Actualmente las aplicaciones del ldser son inmensas
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y en continua expansion, formando ya parte de la “tecnologia de uso diario” en
lectores de compact disc, impresoras ldser, memorias para ordenadores magneto-
6pticas, lectores de c6digos de barras, etc....

Entre las caracteristicas comunes de todos los laseres cabe sefialar

= Longitud de onda: la radiacién emitida suele presentar un ancho de banda
muy estrecho.

= Potencia de salida: existe un amplio margen de valores respecto a la potencia
de salida. Aunque la mayoria de los laseres comerciales son de baja potencia
(menores que una décima de vatio), existen algunos laseres que pueden emitir
potencias mayores que el millar de vatios en régimen continuo.

= Salida continua o en pulsos. La radiacién emitida puede ser en pulsos de di-
versa anchura (tan pequefia como 10~ !%s) o en régimen continuo.

» Divergencia y direccionalidad del haz. Una de las principales caracteristicas
de los laseres es que su emisién presenta mucha directividad de modo que a
veces aparece como un “rayo”.

= Coherencia. Debido ala naturaleza de la emision estimulada en la que se basa
el laser, la radiacién presenta comtinmente altos grados de coherencia.

= Eficiencia: La mayoria de los laseres presentan muy baja eficiencia (< 0.1%),
aunque algunos laseres (laseres de inyeccion) pueden llegar al 30 %.

7.2. Interaccion radiacion-materia

Como ya se ha sefialado, las ideas originales sobre el ldser parten del estudio
de la interaccion radiacién materia. Por consiguiente, se analizardn brevemente
las caracteristicas mds importantes de esta interaccion. El andlisis de esta interac-
cion se realizard dentro del marco de la fisica cudntica y asi consideraremos que
la radiacién electromagnética (luz) estd constituida por cuantos de energia (y mo-
mento) localizados denominados fotones y que juegan el papel de “particulas”.
Dado que la radiacion estard formada por un gran ntimero de fotones, usaremos
métodos estadisticos para determinar sus propiedades mds destacadas. En este
sentido, una variable que jugard un papel destacado seré n(E), esto es, el nimero
de particulas por unidad de volumen cuyas energias tienen valores comprendi-
dos entre E y E + dE. Esta variable puede escribirse en términos de la funcién de
distribucién, f(E), y de la funcién densidad de estados, g(E), como

n(E) = g(E) f(E).

La funcién de distribucién de particulas cldsicas se determina con base en la dis-
tinguibilidad, la no restriccién del nimero de particulas en cualquier estado y el
principio de balance detallado, dando como resultado la conocida distribucion
de Boltzmann:

fBolz(E) = A ( b ) (7.1)
= Aexp|——|, .

Boltz p kT

donde k es la constante de Boltzmann (k = 1.381 x10~23J/K) y T la temperatura

absoluta (es decir, la temperatura expresada en grados Kelvin).

Una de las caracteristicas més destacadas de las particulas cudnticas (foto-
nes, electrones, protones, neutrinos,....) €s que presentan un comportamiento es-
tadistico muy distinto al predecible para una sistema de particulas clasicas. Este
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comportamiento peculiar proviene del fen6meno de indistinguibilidad intrinse-
ca de las particulas cudnticas, que a su vez descansa en la naturaleza dual onda-
corptisculo que presentan estos entes. Ademads de esta indistinguibilidad cuédn-
tica, aparece una propiedad microscépica muy importante, determinada por el
principio de exclusion de Pauli, que afecta de forma esencial al comportamien-
to estadistico de ciertas particulas cudnticas. Este principio restringe el nimero
de particulas que pueden estar en el mismo estado cuéntico. Las particulas que
siguen dicho principio de exclusién se denominan fermiones y aquellas que no
lo siguen bosones. Dadas las peculiaridades distintas de cada tipo de particulas,
cada una de ellas vendr4 caracterizada por una funcién de distribucién diferente,
en concreto,

1
[funcién de Bose] ———— para bosones

Aexp(£) -1
fB)= X (7.2)

[funcién de Fermi] para fermiones

Aexp(£)+1
donde el pardmetro A vendrad determinado por el niimero total de particulas.

Se encuentra que los fotones (cuantos de radiacién electromagnética de ener-
gia E = hv, siendo h = 6.626 x10~34J s la constante de Planck y v la frecuencia de
la radiacién) son bosones y que por tanto su comportamiento estadistico vendra
caracterizado por la funcién de distribuciéon de Bose. Este comportamiento pue-
de interpretarse para el caso de los fotones diciendo que “la probabilidad de que
un atomo emita un fotén en un estado final determinado, aumenta en un factor
(n+1) siyahay n fotones en el mismo estado". A continuacién, analizaremos las
consecuencias fisicas de este hecho con respecto a la interaccién de la luz con los
dtomos. Para ello, supongamos una situacién en la cual tenemos 7 fotones idén-
ticos —igual frecuencia, direccién y polarizacién- contenidos dentro de una caja,
y también un dtomo de la caja que puede emitir otro fotén en el mismo estado. La
probabilidad de que emita un fotén es entonces

(n+1lal, (7.3)

siendo |a| la amplitud de la probabilidad cuando no existen otros fotones. Por otra
parte, la probabilidad de que el &tomo absorba un fotén sera

nlal?, (7.4)

dado que la probabilidad de esta absorcion es la misma que la que aparece cuan-
do al existir (n — 1) fotones, el &tomo emite otro més en la misma situacion. La
ecuacion (7.4) dice que la probabilidad de que un 4&tomo absorba un fotén y ha-
ga una transicién a un estado de energia més alto es proporcional a la intensidad
de la luz presente. Por otra parte, la expresion (7.3) sugiere (tal como lo consideré
Einstein en 1917) que la transicion energética atdmica desde un estado excitado
a otro mas bajo con la emisién de un fotén consta de dos partes. Una consiste en
la probabilidad de que el 4tomo realice una transicién esponténea de valor |al? y
la segunda en la probabilidad de que realice una transicién inducida o estimula-
da de valor n|al®> que es proporcional a la intensidad de la luz (esto es, al niimero
de fotones presentes). Notese que una de las caracteristicas mds destacadas de la
emisién estimulada es el cardcter coherente de ésta. Esta propiedad proviene del
caricter bosénico de los fotones emitidos en presencia de otros fotones; recuér-
dese que el fotén serd emitido muy probablemente en el mismo estado que los
ya presentes. Se encuentra ademads que los coeficientes de absorciéon y de emisiéon
inducida son los mismos y estan relacionados con la probabilidad de emisién es-
pontanea. Podemos, por tanto, representar graficamente la interaccién elemental
de un fotén con el 4&tomo segln se representa en la Fig. 7.1.
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FIGURA 7.1: Interaccion radiacién-materia

Las anteriores leyes para fotones pueden aplicarse al cdlculo de la densidad de
energia electromagnética, u(v), en el estudio de la radiacién del cuerpo negro en
equilibrio térmico. Denominaremos R;_ ala probabilidad por unidad de tiempo
para una transicién del estado 1 al estado 2 en el &tomo y se escribird como

Ri—.2 = Bpou(v), (7.5)

siendo Bj; es la probabilidad de absorcién por unidad de tiempo y por unidad de
intensidad de radiacién. Andlogamente R,_.; serd la probabilidad por unidad de
tiempo de que un dtomo en el estado 2 realice una transicién al estado 1. Dado
que esta transicion puede considerarse como fruto de dos procesos, escribiremos

Ro.1 = Az +Boru(v), (7.6)

donde Ay es la probabilidad por unidad de tiempo de transicién espontdnea y
By, la probabilidad de emisién estimulada por unidad de tiempo y por unidad de
intensidad de radiacion.

Si hay N, dtomos en el nivel E, y N; en el nivel E; en equilibrio térmico a una
temperatura T con el campo de radiacién de densidad de energia u(v), entonces
la raz6n total de absorcion para el sistema, %;_.» sera

Ri—2=NiRi_» (7.7)

ylarazén de emision total, %1,

Rr1=NoRy_ 4 (7.8)
deben ser iguales, esto es,
NiRi—2=NoR>_.1, (7.9)
que puede escribirse como
N1Brau(v) = N2 [A21 + B u(v)] (7.10)

y resolviendo para la densidad de energia, se obtiene

_ Az1/By2
(N1/N2)(Bi2/B1) —1°

uv) (7.11)
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Si los dtomos estén en equilibrio térmico y se les considera como particulas clési-
cas!, se tiene

Nl—ex (Ez_El)—ex (hv) (7.12)
N, O Tkr )T P\kT :
y por tanto
As/B
uv) = 272l (7.13)

kT

expresién que tiene la misma forma que la ley de Planck del cuerpo negro para la
densidad de energia de la radiacion en equilibrio con la materia, si se hace

hv ’
(312/321) exp(—) -1

A21 87[1/3
— = (7.14)
Bz] C3
Y B
22 oy, (7.15)
By

La ecuacién (7.15) manifiesta la igualdad entre los coeficientes de emision es-
timulada y absorcién estimulada tal como ya se expuso en la discusién de la sec-
cién anterior. Por otra parte, dada la dependencia con v? que presenta la expre-
sién (7.14), esto implica que a medida que aumenta la diferencia energética entre
los dos estados implicados, mds probable serd la emisién espontdnea con res-
pecto a la emision estimulada. También puede obtenerse de (7.10), teniendo en
cuenta (7.12), el cociente entre la probabilidad de emisién espontdnea y la proba-
bilidad de emisiéon estimulada, cuando la materia estd en equilibrio térmico con
la radiacion:

probabilidad de emision espontdnea A1
probabilidad de emisién estimulada " Bohu(v)

) 7.16
S TAR
En consecuencia si hv > kT (esto es, en transiciones electrénicas en dtomos y
moléculas, y radiativas en ntcleos), la radiacién emitida es predominantemente
espontanea, pudiendo ignorarse la fraccion de emisién estimulada. No obstante,
si hv < kT (por ejemplo en ciertas transiciones entre estados vibracionales o ro-
tacionales en 4tomos y moléculas que corresponden a la regién de microondas
del espectro) la emisién estimulada (coherente) puede ser importante.

Tal como se ha estado discutiendo, cuando la materia y la radiacién estdn en
equilibrio térmico, no existe absorciéon o emisién neta dado que el namero total
por unidad de tiempo de transiciones por emisién y por absorcién es el mismo.
En el caso general de interaccién de la radiaciéon con la materia sin que haya ne-
cesariamente equilibrio térmico, se tiene que

tasa de emision Azl + Boiu(v)] N Al N
_ [A21 + Baru(v)] 2=(1+ 2 )_2 7.17)

tasa de absorcién Biou(v)Ny Boiu(v)) Ny~

Si estamos en situaciones en las que la diferencia energética E; — E; < kT, de la
expresion (7.16), se tiene que el segundo término del paréntesis es despreciable
frente a la unidad y por tanto se puede escribir

tasa de emision Ny

~ . 7.18
tasa de absorciéon N ( )

Si el sistema estd en equilibrio térmico, donde el factor de Boltzmann es aplicable,
N, es menor que N y la tasa de emision también es menor que la de absorcién

1 Esto es una suposicién razonable en la mayoria de los casos, ya que debido al tamafio tipico de las
distancias interatémicas, las funciones de onda de cada uno de los 4&tomos individuales no solapan
apreciablemente entre si
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(ver Fig. 7.2a). Sin embargo, en condiciones fuera de equilibrio cualquier relacién
es posible. Asi, si por algtin procedimiento se invierte la poblacién relativa de los
niveles excitado y fundamental, de modo que N, > Nj, la tasa de emisién serd ma-
yor que la de absorcion. Esto quiere decir que la radiacién aplicada de frecuencia
v = (E» — E1)/ h serd amplificada en intensidad por el proceso de interaccion, ya
que emerge mds radiacion que la que entra (ver Fig. 7.2b). Este proceso reducird

E ——o00——N E —eo-o0o0o0o0o9oo0o0o0oo0oo N
v v
AVaVaVaVaVa¥'y AVaVaVaVaWau AVaVaVaVaVau mZhV
hv hv hv
E—o—o—o—o—o—g—o—o—o—o—o—N E—O—O—g—O—Q—N

(a) (b)

FIGURA 7.2: Principio bésico del funcionamiento del laser y del méser

la poblacién del nivel més alto hasta que se reestablezca el equilibrio térmico. Por
lo tanto para sostener el proceso, es necesario utilizar algiin método que man-
tenga la inversién de poblacién de los estados. El mecanismo de excitacién para
producir la inversién de poblacién, conocido frecuentemente como bombeo, no
puede ser térmico, ya que en el equilibrio térmico siempre existirdin més 4tomos
en niveles bajos de energia que en los altos. Hay, por tanto, que excitar de forma
selectiva, siendo las dos formas més comunes de excitacién: luz y electricidad.

A menudo, los estados excitados tienen tiempos de vida media muy cortos (del
orden de 107%s) y se desprenden de su energia mediante emisiones espontdneas?.
Debido al principio de incertidumbre, AE§t ~ h, un tiempo de vida medio muy
corto implica una gran anchura energética. Debe tenerse en cuenta que una si-
tuacion estacionaria de inversion de poblacién implica que el nivel laser superior
debe poblarse con mds rapidez que la razén de decaimiento de la poblacién. Por
tanto, para mantener la inversién de poblacién, se necesitarian estados excitados
con tiempos de vida media largos (y a su vez poca anchura energética). Estos esta-
dos se denominan metaestables y presentan un tiempo de vida media del orden
de 10735 (este tiempo de vida media “corto” se debe usualmente a que presen-
tan poca probabilidad de emisién en la forma dominante de radiacién de dipolo
eléctrico y alta probabilidad en formas menos dominantes de dipolo magnético o
cuadripolo eléctrico). Debe tenerse en cuenta que una situacién estacionaria de
inversién de poblacién implica que el nivel laser superior debe poblarse con més
rapidez que la razén de decaimiento de la poblacion.

Los dos primeros esquemas que se usaron para producir laser, presentaban la

siguiente disposicion:

= Laser de 3 niveles:
Seglin se muestra en la Fig. 7.3, el nivel fundamental de energia es a su vez el

2 Cuando el 4tomo es una mezcla de los dos estados cudnticos, su distribucién de carga oscila preci-
samente a la frecuencia del foton emitido en la transicién entre los dos niveles. El cdlculo cuédntico
del ritmo de emisién de energia del dipolo eléctrico oscilante determina igualmente la razén de
transicién atémica, esto es, la probabilidad por segundo de que el &tomo emita espontdneamente.
Esta razon de transicioén atémica viene determinada por los elementos de matriz del momento eléc-
trico dipolar tomado entre los estados inicial y finaly, por consiguiente, los tiempos de vida media
vienen igualmente caracterizados por estos elementos de matriz.
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E3 = Fstado de vida corta
z
8 E, Estado metaestable
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FIGURA 7.3: Niveles de energia relevantes en un laser de 3 niveles

nivel laser inferior, el nivel energético superior es un estado excitado de vida
media muy corta y el nivel energético inferior es un estado metaestable que
actiia como nivel laser superior. Para producir la inversiéon de poblacién, mu-
chos 4tomos deben ser excitados al nivel superior, requiriendo esta situacion
mucha energia. Ademads, parte de la radiacién laser puede ser absorbida para
excitar alguno de los numerosos 4tomos que permanece en el estado funda-
mental. Este es basicamente el esquema del primer laser (Idser de rubi) que
realizé T. Maiman en 1960. Normalmente los ldseres que presentan este es-
quema energético operan en modo pulsado.

Laser de 4 niveles:
La Fig. 7.3, muestra como el esquema de cuatro niveles puede mejorar algu-

E4 =—————————= Estado de vida corta

Nivel laser superior
3 ﬁ (Estado metaestable)

>
/

Inversion de poblacion
entre estos 2 niveles

s ¢

Despoblacion
natural

EXCITACION
TRANSICION
LASER

Nivel laser inferior

E1 Estado base

FIGURA 7.4: Niveles de energia relevantes en un laser de 4 niveles

nos de los inconvenientes de los laseres de 3 niveles. En particular, nétese que
se puede obtener una accién laser efectiva con s6lo un 2% de la poblacién en
el nivel l1aser superior y un 1% en el nivel laser inferior. Ademas, si el nivel laser
inferior presentara una vida media menor que el nivel laser superior, esto sig-
nificaria un constante vaciado del nivel ldser inferior que ayuda a mantener la
inversidon de poblacion. Por otra parte, la emisién estimulada no puede ser ab-
sorbida por los &tomos que estdn en el estado base. Este esquema energético
es el que presenta, por ejemplo, el laser de gas de He-Ne.
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7.3. Caracteristicas generales del laser

Cabe destacarse que la razén histérica por la cual desde los primeros estudios
de Einstein acerca de la emisiéon estimulada hasta la realizacién del primer laser
pasaran 40 afios, fue la suposicién mayoritaria acerca de la extrema dificultad de
invertir la poblacién; de hecho se pensaba que la materia en forma natural sélo
podia estar en equilibrio térmico. En estas condiciones de equilibrio térmico, la
mayor energia luminosa la proporcionaria el cuerpo negro ideal. S6lo después de
la construccién del primer mdser en 1957, se reconoci6 la existencia de maseres
naturales en el espacio constituidos por nubes gaseosas cercanas a estrellas muy
calientes. La luz de la estrella excita moléculas del gas a niveles altos de energia
que luego decaen a estados metaestables que, si coinciden con niveles inferiores
de menor vida media, pueden dar lugar a situaciones de inversién de poblacién y
por tanto accién méser. No obstante, dado que los maseres c6smicos no producen
rayos, su radiacién se identifica con la accién méser debido a su cardcter muy
monocromatico, coincidiendo su longitud de onda con las transiciones de ciertas
moléculas (un gas caliente usual emitirfa un espectro continuo).

7.3.1. Cavidad Resonante

Segtin acabamos de sefialar, una situacién en la que exista inversién de pobla-
cién no basta para producir haces muy directivos, ya que cada ente excitado emite
en direcciones distintas y no correlacionadas. Para extraer energia eficientemen-
te de un medio con inversién de poblacién y producir un haz laser, se necesita
una cavidad resonante que ayude a formar/amplificar la emisién estimulada por
realimentacion (reflejando parte de la emision en el medio l4ser). Un ejemplo de
cavidad resonante se muestra en la Fig. 7.5.

Espejo Espejo
Reflectante Semireflectante
“ - %, e )
Mo~ v
AVAVAVAVAV) 3 PN AVaVAVaVAVA 3
W Db AVAVAVAVAVAS 2 AVAVAVAVAVA 2
L AVaVAVaAVVS G2 R TAVAVAVAVAVS AVAVAVAVAVAS 3
'Medio Activo | R -

i e

FIGURA 7.5: Cavidad resonante en un medio laser.

Se denomina ganancia a la cantidad de emisién estimulada que un fotén pue-
de generar cuando viaja una cierta longitud. Si la ganancia es muy alta se puede
prescindir del resonador. En caso de que la ganancia no sea tan alta, el efecto de
los espejos hace que se estimule mds radiacién en la direccién perpendicular a los
espejos y si uno de los espejos es semitransparente se llega a un equilibrio entre
la potencia que sale y la que estd resonando. En un ldser funcionando en modo
continuo, debe cumplirse que

Amplificacién = Pérdidas + Potencia emitida .

En principio, aquellas radiaciones cuya longitud de onda sea un divisor del
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doble de la longitud del resonador,
NA=2L, (7.19)

serdn fuertemente amplificadas. Aunque esta condicién parece muy restrictiva,
hay que considerar que la accién laser presentara una cierta anchura de linea,
AA, debido a

= La curva de ganancia del medio activo presenta una cierta anchura espectral,
A, centrada en torno a la longitud de onda central, A (ver Fig. 7.6);

= Lasdiferentes longitudes de onda que pueden resonar en la cavidad estin muy
préximas unas de otras puesto que el sistema medio activo-resonador ampli-
ficard aquellas longitudes de onda separadas una distancia
AZ

Ap=—, 7.20
F=o7 (7.20)

o, en términos de la frecuencia, aquellas que estén separadas

c

=57 (7.21)

VE
(La expresion (7.20) se obtiene a partir de (7.21) considerando que en gene-
ral AL = (A2/c)Av). Seglin se muestra en la Fig. 7.6, varias resonancias de la

cavidad pueden ajustarse dentro de la anchura espectral de una laser tipico.

—Modo Resonante

Curva de Ganancia

p

DRI Longitud de onda=>

I¢ A »
I« »

FIGURA 7.6: Diversas resonancias en el margen de la anchura de banda del laser.

Esto implica que el haz laser producido por una cavidad simple no es puramente
monocromatico. El disefio de la cavidad y de la 6ptica de salida determinard por
tanto las caracteristicas del rayo ldser (anchura de banda, Av, tamafio, divergen-
cia, distribucién de luz, etc...). Cabe sefialar que un resonador de espejos planos
no es muy conveniente ya que un posible pequerfio desalineamiento entre sus es-
pejos redundaria en unas perdidas de potencia importantes. El uso de espejos
curvos ayudarfa a mantener la luz en el medio laser, constituyendo asi un resona-
dor estable. La éptica de la cavidad resonante del laser puede ayudar también a
seleccionar una determinada longitud de onda. Para ellos puede usarse una 6p-
tica que presente menos pérdidas en la longitud de onda deseada o bien puede
usarse una rejilla de difraccion en el espejo (ver Fig. 7.7).

La anchura de linea del laser dependerd, por tanto, de cudntos modos reso-
nantes sean finalmente amplificados por el sistema laser. Si s6lo se emite un mo-
do resonante, entonces AA = §1; si se amplifican dos modos resonantes, AL = Af;
y si se amplifican muchos modos resonantes, entonces A1 = A.
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Solouna A es
efizcazmente reflejada

Espejo de
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Medio
Laser

Otras \'s escapan
de la cavidad

FIGURA 7.7: Disposicién para sintonizar una longitud de onda.

7.3.2. Coherencia
Para que exista coherencia, deben darse las dos siguientes condiciones:

1. Las ondas deben empezar con la misma fase en la misma posicién.

2. Laslongitudes de onda de estas ondas deben ser la misma.
No obstante, la luz ldser no presente una coherencia perfecta debido a

= No todos los fotones del rayo laser provienen del mismo fotén original, de mo-
do que no todos empiezan en fase.

= El principio de incertidumbre causa pequeiias variaciones en las longitudes
de onda de los fotones emitidos de forma que al acumularse pueden llegar a
ser significativas.

Enla practica, los haces mds coherentes provienen de ldseres que trabajan en mo-
do continuo y con pequefia ganancia.

Podemos distinguir dos tipos de coherencia:

= Coherencia Temporal: mide el tiempo durante el que las ondas luminosas
permanecen en fase cuando viajan. Se denomina longitud de coherencia, L.,
a aquella longitud en la que luz presenta coherencia temporal, y puede expre-
sarse como

¢ A

T 2Av - 2AQ°

dependiendo fuertemente de la anchura de banda. Valores tipicos de esta lon-

gitud para diferentes luces son: Bombilla comtin ~ 700 nm; diodo ldser ~ 0.3 mm;

laser de He-Ne ~ 10cm y ladser He-Ne sintonizado ~ 100m.

(7.22)

c

= Coherencia Espacial: mide el drea sobre la cual la luz es coherente (no esta
relacionada con la coherencia temporal). En un ldser que emite un tinico mo-
do transversal®, la coherencia espacial viene determinada por el didmetro del
haz.

3 Los haces pueden oscilar en diversos modos transversales, que se manifiestan en diferentes patro-
nes de la intensidad transversal del haz.
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No siempre la coherencia es conveniente, puesto que a veces se forman patrones
de interferencia indeseables debido a la presencia de mintsculas particulas pre-
sentes en el medio en el que se propaga el haz (estos patrones se manifestarian
como ruido de fondo).

7.3.3. Longitud de Onda

Como ya se sefial6, en la préctica la luz ldser no es estrictamente monocroma-
tica sino que presenta usualmente una cierta anchura de linea A. Esto se debe
principalmente a la anchura energética de los niveles entre los que se produce
la transicion ldser. Ademds de esta razén, también contribuyen a la anchura de
banda de la curva de ganancia:

= El principio de Incertidumbre. Una transicion estd definida por una funcién
que presenta un maximo pronunciado en cierta longitud de onda, pero esta
funcién es continua.

= Movimiento inherente (por ejemplo, térmico) de los &tomos y moléculas que
produce efecto Doppler. Este efecto provoca tipicamente una Av/v ~ 1/108.

= Interaccién de los &tomos que participan en la accién ldser con otros 4&tomos
presentes (por ejemplo, choques).

No obstante, a pesar de la anchura de la curva de ganancia, un buen disefio de
la cavidad resonante puede producir una muy pequeiia anchura de banda en la
radiacién emitida.

7.3.4. Divergencia del rayo

La divergencia del rayo laser depende principalmente del disefio del resona-
dor, el tamafo de la apertura de salida y los efectos de difraccién. Una divergencia
tipica es del orden de 1 miliradian (los diodos laser presentardn divergencias mu-
cho mayores).

La difraccién producida por el orificio de salida del haz determina un limite
tedrico minimo para la divergencia del rayo (esto es, 8 = A/ D).

7.3.5. Potencia de Salida

Desde el punto de vista del usuario, la potencia de salida del ldser es una de
las caracteristicas més importantes. No obstante, esta potencia de salida es tni-
camente una fraccién de la potencia de entrada, quedando la potencia de salida
determinada por lo que se conoce como eficiencia del laser. Esta eficiencia suele
ser muy baja ya que intervienen muchos procesos y cada uno de ellos aporta un
cierto grado de eficiencia que al multiplicarse va disminuyendo. Algunos puntos
que reducen la eficiencia pueden ser:

= la potencia suministrada por la fuente de alimentacién (usualmente poten-
cia eléctrica) debe ser frecuentemente transformada en energia luminosa apta
para producir la inversiéon de poblacion.

= Lapotencia de excitacidon no es usada totalmente para promover &tomos al es-
tado laser superior; parte de esta potencia puede ser absorbida por el medio y
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disipada posteriormente en forma de calor. En el caso de excitacién luminosa,
del espectro total sélo serd aprovechada la parte de energia que corresponda
al rango de longitudes de onda involucradas en el proceso de bombeo.

= En el laser de 4 niveles, la excitacién inicial requiere méas energia de la que
luego entrard en juego en la accién laser.

= Enelléser de 3 niveles, el proceso de inversién de poblacién requiere al menos
promover el 50 % de la poblacién total. Toda esta energia no puede usarse en
la accién laser y esto se manifiesta en la presencia de un umbral de energia a
partir del cual ya se produce la accion laser (este hecho sera significativo en el
diodo laser)

7.3.6. Modulacion

Muchas aplicaciones de laser requieren cambiar o modular la potencia del
haz, bien para hacerla variar en el tiempo o simplemente para “encenderla” o
“apagarla”. Los mecanismos mds tipicos para producir esta modulacién son:

= Modulacién mecénica: con diafragmas o ruedas dentadas giratorias. No son
muy répidas y no pueden modular la intensidad.

= Modulacién directa: controlando los sistemas de bombeo. Salvo en los semi-
conductores, este sistema no serd muy efectivo ya que existird un tiempo de
retraso importante.

= Modulacién electro-6ptica: consiste en un girador de la polarizacién que pue-
de ser controlado por una fuente de tensién externa.

7.4. Laseres Semiconductores

La idea inicial de realizar un ldser usando materiales semiconductores parece
que fue propuesta de forma esquemadtica por J. von Neumann en 1953. Posterior-
mente Basov en 1961 llev6 a cabo un desarrollo te6rico mas completo que final-
mente redundé en la realizaciéon del primer ldser semiconductor funcionando a
77 Kpor R.N. Hall en 1962. El primer ldser semiconductor a temperatura ambiente
fue realizado en el ailo 1970 por varios grupos rusos y en los ATT Bell Laboratories.

El laser semiconductor suele denominarse diodo ldser debido a que se basa
en las propiedades fisicas de la unién de dos semiconductores dopados tipo p
y n, al igual que los diodos de rectificacién eléctrica. También se conocen estos
laseres con el nombre de laseres de inyeccién debido a que el procedimiento de
bombeo m4és usado consiste en la inyeccién de portadores de carga en la unién

pn.

7.4.1. Propiedades eléctricas

A continuacién se comentardn brevemente algunas de las propiedades mas
relevantes de los semiconductores en cuanto a su relacién con el laser de inyec-
cion:

» Las propiedades eléctricas/6pticas de los semiconductores estdn relacionadas

con la distribucion energética de los electrones que son colectivamente compar-
tidos por todos los iones del cristal.
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» El esquema de los niveles de energia de un semiconductor intrinseco ideal se
muestra en la Fig. 7.8. La densidad de estados en la Banda de Valencia (BV) yen la

Banda de

Conduccién
E,

E, Banda

2 P S

Prohibida
E, Banda de

Valencia

FIGURA 7.8: Esquema energético de bandas de un semiconductor intrinseco ideal.

Banda de Conduccién (BC) es una funcién de la energia, E y cada estado puede ser
ocupado como maximo por dos electrones (considerando los dos posibles estados
de spin).

» Dado que los electrones son fermiones, la probabilidad de ocupacién de un
estado viene dada por la funcién de distribucién de Fermi-Dirac —expresion (7.2)

conA=1:
1
fB)=———— (7.23)

%)
exp +1

kT

El pardmetro F se conoce como energia de Fermi del semiconductor y puede
interpretarse como el nivel més energético mds alto posible que pueden tener los
electrones a T = 0K. A T > 0K. La conduccién eléctrica es fruto del movimiento
de electrones en las bandas de conduccién y valencia. El movimiento global de
los electrones en la BV puede ser formalmente descrito como el movimiento de
unas pseudoparticulas de masa y carga positivas, llamadas huecos.

» Aunque en la Fig. 7.8 se ha obviado, el diagrama de bandas de energia es una re-
presentacion de la funcién E = E(p), donde p es el “pseudomomento” del electrén
que estd relacionado con su vector de onda mecanico-cuantico? k = p/A.

Una representacién mads realista de la estructura de bandas de energia de un
semiconductor puede verse en la Fig. 7.9, donde se muestran los dos casos usuales
de semiconductor directo (por ejemplo: GaAs) y semiconductores indirectos (Si,
Ge...).

En un semiconductor directo, un electrén puede realizar una transicién ener-
gética desde el valor mds bajo de la BC al valor mads alto de la BV sin un cambio
significativo en su momento. Por el contrario, en un semiconductor intrinseco, la
anterior transicion requeriria un cambio importante de momento. En una estruc-
tura periédica de periodo espacial a (tipicamente a ~ 1A), el mayor cambio de
momento permitido seria

h

~—_—

2a’

Pmax

Por otra parte, el momento de un fotén luminoso (Af ~10% A), pr= h/)Lf y, por
tanto,

2
Pr =4 (: 10—4) .
Pmax /1f

4 Debe tenerse en cuenta que, en un sentido estricto, k representa el vector de ondas caracteristico
del grupo de ondas que describe el comportamiento del electrén en el semiconductor.

0.5
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Transicion
Indirecta

Transicién
Directa

(b)

FIGURA 7.9: Esquema energético de bandas realista de (a) un semiconductor directo y (b)
un semiconductor indirecto.

Podemos ver entonces que las diferencias de momento requeridas en una tran-
sicién indirecta no pueden ser satisfechas tinicamente por la participacién de un
fotén 6ptico y asi se requiere también la participacién de otro tipo de particula
que proporcione la cantidad de momento requerido. Esta particula es usualmen-
te un fonén, que basicamente representa una “vibracion” de la red cristalina cuyo
efecto principal, en el presente proceso, es la disipacién de calor. Por otra parte, en
el caso de una transicion directa, los pequefios cambios de momento requeridos
en el proceso pueden ahora ser satisfechos tinicamente por un fotén.

» En el caso de un semiconductor dopado, el esquema de niveles energéticos se
ve modificado ligeramente. La estructura general de bandas de energia no se mo-
difica apreciablemente pero aparecen nuevos niveles energéticos discretos que
corresponden bien a las impurezas donadoras (en el entorno del borde inferior
de BC) o a las impurezas aceptoras (en el entorno del borde superior de BV). Tal
como muestra la Fig. 7.10, esto se refleja basicamente en el desplazamiento del
nivel de Fermi hacia los extremos de las bandas. El tipo de dopado predominante
sirve para clasificar los semiconductores en tipo p y tipo n.

(a)  Semiconductor tipo n (b) Semiconductor tipo p
E. 5
.

F o _____
FE E

BV - BY

FIGURA 7.10: (a): Semiconductor tipo n; (b) semiconductor tipo p.

Las mds interesantes aplicaciones de los semiconductores surgen cuando se
dopan regiones distintas con distintos tipos de impurezas, formandose asi una
regi6én de transicién que se denomina unién pn. En esta regién de transicién se
igualan los niveles de Fermi de ambas partes formdndose un potencial de con-
tacto, seglin se muestra en la Fig. 7.11(a). Si la anterior unién pn se somete ahora
a una fuente de tensién externa de modo que eleva el potencial del lado p con
respecto al del lado n, lo que se denomina polarizacién directa, el esquema ener-
gético resultante puede verse en la Fig. 7.11(b). En esta situacién, los electrones
del lado 7 se desplazaran hacia el lado p y andlogamente huecos del lado p via-
jardn hacia el lado n. En consecuencia, electrones y huecos se encontrardn en la
misma regién espacial, siendo posible su recombinacién mediante las transicio-
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FIGURA 7.11: Esquema energético de la regién de transicién de una unién pn (a): en
equilibrio térmico y (b): sometida a una fuente de tensién externa que la polariza
directamente.

nes directas/indirectas que antes se mencionaron (ver Fig. 7.12).

ENERGIA LIBERADA EN -
LA RECOMBINACION
RECOMBINACION DE | REGION DE
ELECTRONES Y HUECOS TRANSICION

DE ELECTRONES

l FLUJO NETO

-+

FIGURA 7.12: Flujo de portadores en un diodo semiconductor polarizado directamente.

Si en estas recombinaciones predomina la emisién espontdnea, se tiene un
LED (light emitting diode) y si por el contrario, predominan las emisiones esti-
muladas, se produce una accion laser.

Si en los semiconductores de la situacién anterior se incrementan mucho los
niveles de dopaje, el efecto de las impurezas afiadidas podria llegar a distorsio-
nar la estructura de bandas energéticas del semiconductor. En el presenta caso
consideraremos que un incremento apreciable de las impurezas donadoras tni-
camente provoca que el nivel de Fermi del semiconductor aparezca en el interior
de la Banda de Conduccién. En este caso el semiconductor se denomina degene-
rado. La Fig. 7.13(a) muestra la situacién energética ala que sellega en laregién de
transiciéon de una unién pn degenerada en equilibrio térmico. Si a esta union se le
aplica una polarizacion directa, V, tal que eV > Ey, se llega a la situacién mostra-
da en la Fig. 7.13(b). Es importante notar que aunque estamos en una situacion
de no equilibrio térmico, lejos de la regién de transicién y dentro de cada banda,
se establece rdpidamente un cuasi-equilibrio térmico (esto es, la dindmica de los
electrones fuera de la region de transicion no es influenciada significativamente
por el campo externo aplicado). Esto posibilita la descripcién de los electrones en
las bandas mediante la distribucién de Fermi-Dirac y se puede, por tanto, seguir
usando el pardmetro Energia de Fermicomo caracteristico de esa banda.
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tipo p

Estados electrénicos
= llenos a T=0K

(b)

FIGURA 7.13: Esquema energético de la regién de transicién de una unién pn degenerada
(a): en equilibrio térmico y (b) polarizada directamente.

7.4.2. Propiedades 6pticas

Lainteraccién de laradiacién con los semiconductores estd fundamentalmen-
te determinada por la estructura energética que posean. Asi, en un semiconductor
homogéneo

» La emision se producird en la forma de fotones de energia igual a la anchura
energética de la banda prohibida, hv = Eg, dado que, dentro de cada banda,
los electrones se mueven muy rdpidamente hacia los niveles més bajos/altos
disponibles en la banda de conduccién/valencia. Esta emisién de fotones es
fruto del llamado proceso de recombinacién de pares electron-hueco.

= La absorcién de radiacion puede producirse en un rango mucho mds ancho
de frecuencias, denomindndose a este proceso generaciéon de un par electrén-
hueco.

La recombinacién de portadores més probable en un semiconductor que for-
ma una unién pn se produce cuando electrones y huecos se encuentran en la
misma regién espacial. Segtin se verd mds adelante, para densidades de corrien-
te moderadas, la radiacién emitida tiene caracteristicas de emisién espontdneay
Unicamente a partir de cierta intensidad umbral, Iy, se producird emisién esti-
mulada.

Dado que los procesos de emisién y absorcién mediante recombinacién o ge-
neracion de pares electron-hueco pueden considerarse como procesos de inter-
accién luz-materia descritos en la seccién 7.2, para que exista accién laser la cues-
tién es

sBajo qué condiciones la razén de emisién estimulada supera
a la absorcién en una unién pn en polarizacién directa?

Dado que los procesos de interaccién radiacién-semiconductor ocurrirdn pre-
dominantemente en la regién de transicion, los procesos involucrados se supo-
nen asociados a transiciones entre un grupo de niveles del borde inferior de la
Banda de Conduccién y un grupo de niveles del borde superior de la Banda de
Valencia (ver Fig. 7.14).

Las probabilidades de emision y absorcidn estardn relacionadas con la densi-
dad de la radiacién presente, u(v), y la probabilidad de ocupacién de los niveles
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REGION DE
| TRANSICION v
Niveles NIVEL LASER
electronicos SUPERIOR
ocupados
_I . Inversion de poblacion
tipon tipo p entre estos 2 grupos

»y de niveles

NiVeIeS L 0o0—0—0—0—0—0— @
electronicos ———————-

FIGURA 7.14: Niveles involucrados en la accién laser de una region de transicién de una
union pn degenerada.

de la banda de conduccién, f.(E) y en la banda de valencia, f,(E). Asi, se tiene
que

= Emision estimulada: proporcional al nimero de transiciones posibles entre
los estados superiores llenos y los estados inferiores vacios.

= Absorcién estimulada: proporcional al ntimero de transiciones posibles entre
estados inferiores llenos y estados superiores vacios.

La probabilidad de que un estado con energia E» en la Banda de Conduccién
esté ocupado y que un estado con energia E; en la Banda de Valencia esté vacio
es

fe(B2) [1- fy(E1)] obien f.(1-f,)

y por tanto el ritmo de transiciones E, — Ej, segin (7.7), serd proporcional a
Boiu() fc(1 - f,). Andlogamente, el ritmo de transiciones E; — E» serd propor-
cional a Byou(v) f,(1 - fo).

Para que el ritmo de emisién estimulada supere a la absorcién debera ocurrir
entonces que f.(1 - f,) > f,(1 = f;), que puede expresarse simplemente como

fe(E2) > fu(E1), (7.24)

esto es, la probabilidad de ocupacion en el nivel de energia E»> en BC debe ser
mayor que la del estado E; en BV.

Dado que el tiempo de vida medio de los portadores es mucho mayor que
el tiempo en que los electrones/huecos en ambas bandas alcanzan el equilibrio
térmico, se supone que la probabilidad de ocupacién de los niveles energéticos
correspondiente a los electrones o huecos inyectados en la regién de transicién
viene descrita por la estadistica de Fermi-Dirac, por lo que, de acuerdo a (7.23),

El—FU)
T .

E,-F,
fc_1=1+exp 2kTC) y fl,_1=1+exp(

Alavista de las anteriores expresiones, la condicién (7.24) implica que

E, - F, Ey-F,
) 7.25
exp( T )<exp( T ) (7.25)
que puede reducirse a
F.—F,>E>—E. (7.26)

vacios ———ooo—  NIVEL LASER
INFERIOR
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Condicién de inversion de poblacion
en un diodo de inyeccion

La condicién de inversion de poblacién se da, por tanto, para aquellos niveles E;
de BC y niveles E; de BV que satisfagan la condicién (7.26), esto es, los niveles
de BC por debajo de F; y los niveles de BV por encima de F,. Puesto que E; — E;
es necesariamente mayor que la anchura de la banda energética, Eg, se puede
concluir finalmente que la condicién para que exista inversion de poblacién en la
region de transicién de una unién pn directamente polarizada es

Fo—F,>Eg . (7.27)

De todo lo expuesto anteriormente podemos concluir que la accién laser re-
quiere:

1. Elsemiconductor debe estar degenerado (pues de otra manera, la diferencia
entre los niveles de Fermi de la zona p y la zona n nunca superaria la anchura
energética de la banda prohibida).

2. Latension de polarizacion debe exceder el valor Eg/e (e = 1.6 x 107¥Cesel
moédulo de la carga del electrén).

3. El semiconductor debe ser directo (para que las posibles recombinaciones
electrén-hueco se realicen con la mayor probabilidad de emisién de fotones).

A pesar de cumplir las condiciones anteriores, una seria limitacién para la ac-
cion laser en los semiconductores es la absorcién de portadores libres. Esto se
debe a que la estructura de bandas del semiconductor permite que un electrén
de la Banda de Conduccién pueda interactuar con uno de los fotones emitidos de
tal forma que el electrén pase a uno de los niveles superiores y vacios de dicha
banda. Este exceso de energia serd posteriormente liberado en forma de calor,
déndose de esta manera transiciones energéticas de valor hv que pueden redu-
cir considerablemente la densidad de emisién estimulada y por tanto dificultar la
realimentacién de la accién laser.

Segtin se indic6 anteriormente, cuando la corriente de alimentacién del diodo
laser es pequefia, éste genera emision espontdnea, segiin el mismo proceso que
la emisién de un LED. Sin embargo, al aumentar la corriente de alimentacion (o
andlogamente la tension de polarizacion hasta conseguir que se cumpla (7.27)), se
alcanza un nivel umbral donde se invierte la poblacién de electrones y comien-
za la accién laser. Este fenémeno puede observarse en la Fig. 7.15 donde puede

Operacion Laser
(Emision estimulada)

Operacion LED
(Emision espontanea)

INTENSIDAD LUMINOSA >

Umbral de Laser
CORRIENTE &>

FIGURA 7.15: Potencia de salida de un ldser semiconductor en funcién de la corriente de
alimentacién.

verse como por debajo de la corriente umbral, 1a intensidad luminosa proporcio-
nada por el diodo es muy pequefia, disipdndose la mayor parte de la potencia de
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entrada en calor. A partir del umbral de intensidad, aumenta considerablemente
la eficiencia 6ptica del diodo, aunque debe tenerse en cuenta que si la intensidad
umbral es alta, esto significa una considerable pérdida de potencia en calor para
mantener la accién laser. Las investigaciones actuales en los diodos ldser van en-
caminadas a reducir esta corriente umbral y asi asegurar funcionamientos muy
duraderos a temperatura ambiente.

7.4.3. Estructura del laser semiconductor

Como ya se indic6 en la seccién 7.3, una accién laser eficiente requiere el uso
de resonadores 6pticos. En el caso del diodo laser horizontal y tal como se muestra
en la Fig. 7.16, la realimentacién que concentra la emisién estimulada en el plano

Region activa — —

Cara Reflectiva e Haz laser
/ ]
Region de — Cara de salida
Transicion parcialmente
reflectante

Sustrato

FIGURA 7.16: Las regiones reflectantes producen accién laser en el plano de la unién en
un diodo laser

de la unién, proviene de los bordes pulidos del cristal semiconductor que actian
como espejos debido al alto indice de refraccién de los semiconductores (~ 3 —
4), que hace que estas caras pulidas reflejen aproximadamente el 30% de la luz
incidente.

Una de las caracteristicas més determinantes en las propiedades del l4ser se-
miconductor es la estructura de las capas adyacentes a la capa activa (regién de
transicion donde se realiza la accién laser). En los primeros diodos laser, todas
las capas estaban construidas sobre la base del mismo material y por tanto se
denominan homoestructuras. Posteriores desarrollos llevaron a la realizacién de
laseres semiconductores en los que las capas adyacentes estaban construidas con
distintos materiales, denomindndose heteroestructuras. Algunas caracteristicas
relevantes de ambas son:

= Homoestructuras.
No proporcionan un confinamiento 6ptico 6ptimo ya que los indices de re-
fraccion de las diversas capas eran muy parecidos; ver Fig. 7.17(a). Esto exigia
unas densidades de corrientes umbrales muy altas, I;;/cm? ~ 50000A/cm?,
que daban lugar a muchas pérdidas por calor (lo cual exigia trabajar a tempe-
raturas de Helio liquido T ~ 77K) y poca vida media de los dispositivos.

= Heteroestructuras.
Las capas presentan distintos indices de refraccién, de forma que, segtn se
muestra en la Fig. 7.17(b), esto crea un efecto guia de onda (similar al de la
fibra 6ptica) que confina la luz en la capa activa. Ademas, si las capas adya-
centes poseen bandas energéticas prohibidas de mayor anchura se reducira
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ESTRUCTURA PERFIL DEL
LASER INDICE DE CONFINAMIENTO
REFRACCION
A
P-GaAs
GaAs ——» -
Capa Activa
N-GaAs
n-—
(a) Laser de Homounion
Heterouniones ,
P-GaAlAs >
GaAs —— PN A
Capa Activa| N-GaAlAs
N-GaAs

n —>

(b) Laser de Doble Heterounién

FIGURA 7.17: Laser de homounién y heterounién, sefialando el perfil del indice de
refraccion y el confinamiento luminoso.

sustancialmente la absorcién por portadores libres. Este tipo de laseres pue-
de ya funcionar en modo continuo a temperatura ambiente al ser I;/cm? ~
2000 —4000A/cm?, Iy ~ 1.2A.

El esquema con el que se realizan actualmente la mayoria de los diodos laser
comerciales consiste en una modificacion de la heteroestructura anterior que
se muestra en la Fig. 7.18. Esta estructura proporciona confinamiento lateral
para la luz, lo que reduce la corriente umbral hasta Iy ~ 60 mA.

/7 Contacto

p-Ga, Al As | Aislante
GaAs }~0.2um
Region activa ~— n-Ga,_AlLAs
n-Ga, Al As
~3um - | Sustrato
Contacto\" n-GaAs

FIGURA 7.18: Heteroestructura tipica de los laseres semiconductores comerciales

Usando esta estructura, es posible fabricar sobre el mismo sustrato semicon-
ductor, muchos laseres paralelos tipo-tiras y asi conseguir potencias de hasta
10 vatios en modo continuo.
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Pozos cudnticos

Un tipo de confinamiento distinto basado en fen6menos cuédnticos se ha con-
seguido mediante el uso de capas de material muy finas (~ 10nm.) que se com-
portan respecto a los electrones como un pozo cuéntico. La idea bésica del pozo
cuéntico se consigue al intercalar una capa muy fina con una banda prohibida de
anchura pequefia entre capas gruesas con anchuras de banda prohibida mayores.
Los electrones que pasan por esta configuracién de bandas pueden ser captura-
dos en el pozo cudntico. Estos electrones capturados tienen suficiente energia pa-
ra permanecer en la Banda de Conduccién del material que forma la fina capa de
pequena anchura de banda prohibida pequeria, pero no para entrar en la capa de
mayor anchura de banda prohibida.

Silos pozos cudnticos se colocan en una unién pn de un diodo laser, permiten
concentrar en capas muy finas los electrones y huecos, consiguiendo una eficaz
recombinacién de éstos que disminuye considerablemente la intensidad umbral.
Ademas, dado que las capas de confinamiento tienen diferentes indices de refrac-
ci6én, también posibilitan el confinamiento de luz.

Longitud de onda

En general, los medios activos de los diodos laser presentan altas ganancias,
de forma que no se requieren muchas oscilaciones en la cavidad resonante para
producir accion laser. Dado que tipicamente la regién que actiia de cavidad tiene
una longitud de ~ 300 — 500 um., los modos resonantes de esta cavidad estdn més
separados que en otros laseres (cuyas cavidades resonantes son al menos de ~
10-30 cm.) y como resultado, la mayoria de los diodos ldser normalmente oscilan
a una sola frecuencia al mismo tiempo. No obstante, debido a que la anchura de
la curva de ganancia es grande, el diodo laser puede emitir distintas longitudes
de onda (saltando de una A resonante a otra) dando lugar a un funcionamiento
bastante inestable. Este fen6meno puede solucionarse mediante el uso de dispo-
sitivos afiadidos de sintonizacién y estabilizacién.

Divergencia del haz

Otra caracteristica importante del diodo laser es la inusual divergencia del haz
emitido. La geometria de la pequefia cavidad junto con la mintdscula drea de emi-
si6n (generalmente una pequefa rendija del orden de los um?) se combinan para
producir un haz no circular con un dngulo de divergencia tipicamente del orden
de 40 grados. Se encuentra por tanto que los rayos de un diodo laser divergen maés
rapidamente que los de una buena ldmpara de flash. Afortunadamente, el uso de
una 6ptica adecuada permite una buena focalizacién del haz y asi, por ejemplo,
los diodos laser se usan como fuente de luz de los punteros ldser o de lectores de
CD-ROM y DVD.

Modulacion

Seglin puede observarse en la Fig. 7.15, la salida éptica del diodo laser de-
pende linealmente de la corriente que circula a través de éste. Esta simple de-
pendencia lineal hace que la modulacién del haz pueda conseguirse modulando
directamente la corriente de alimentacién, constituyendo este hecho una de las
principales ventajas de los laseres de inyeccién. Dado que la respuesta de la salida
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Optica a las variaciones de la corriente de alimentacién es muy répida, se consi-
guen anchuras de banda tipicas en la modulacién del orden de los Gigahertzios.

7.5. Aplicaciones del Laser

Las posibles aplicaciones del ldser pueden dividirse en varias categorias. Una
de las mds usuales consiste en distinguir la accién de los laseres de baja potencia
de aquellos de alta potencia. En la presente seccién se expondrdn tinicamente al-
gunas de las aplicaciones de los laseres de baja potencia. Generalmente, se deno-
mina baja potencia a cantidades menores que un vatio, bajo la suposicién de que
el haz laser no afecta destructivamente a los objetos que ilumina. Es interesante
sefialar que en muchas de las posibles aplicaciones de laser, éste se emplea basi-
camente como una bombilla de muy alta eficacia. Algunas de las caracteristicas
diferenciadoras de los laseres de baja potencia respecto a otras posibles fuentes
de luz son:

= Laseres producen luz bien controlada que puede ser focalizada con precisiéon
sobre una minuscula regién de un objeto. Este hecho tiene multitud de apli-
caciones, por ejemplo en contadores, lectores de cédigos de barras, lectores
de CD, discos magneto-opticos, etc..

= Alfocalizarse la luz sobre una pequefia regién, se pueden conseguir altas den-
sidades de potencia, que pueden usarse para un calentamiento selectivo de
pequeiias regiones.

= Debido a la alta directividad de los rayos laser, éstos pueden definir lineas rec-
tas. Esta propiedad se usa para el disefio de posicionadores y punteros.

» La luz laser posee normalmente un estrecho rango de longitudes de onda,
siendo este hecho altamente aprovechado en espectroscopia.

= La alta coherencia que presentan muchos ldseres es aprovechada para la ho-
lografia y fundamentalmente para metrologia.

= Los laseres pueden generar pulsos extremadamente cortos, siendo esto muy
util para la transmisién de datos.

» Laseres de He-Ne y de inyeccion producen potencias muy constantes en mo-
do continuo durante miles de horas de uso.

= Los diodos ldser son muy compactos y baratos.

= Dado que los diodos laser puedes ser modulados directamente a altas veloci-
dades mediante cambios en la corriente de alimentacién, son muy usados en
la transmision de datos.

7.5.1. Aplicaciones del Laser de Inyeccién

Debido alas peculiaridades del 1aser de inyeccién (tamafio reducido, bajo cos-
te, modulacién directa...), éste se ha convertido con diferencia en el ldser més
popular, siendo actualmente usado en millones de lectores de discos dpticos (en
equipos de musica, computadores, videos,...) y en la mayoria de los sistemas de
alimentacion de fibras 6pticas para transmisién de datos.

Apuntes de FACTI

FLML



7.5. Aplicaciones del Laser

143

Discos épticos; Lectura de datos para computadores

El funcionamiento bésico de lectura de un CD-ROM se muestra en la Fig. 7.19,
donde puede verse como la luz de un diodo laser es focalizada sobre una diminu-

Cabeza lectora
(muy ampliada con
respecto al disco)\

Salida eléctrica hacia
los decodificadores
electrénicos

Luz reflejadk 4\

Divisor del haz,

. = = -

~ Disco 6ptico” focalizacion
Pr— Luz enfocada sobre

la marca que se lee

FIGURA 7.19: Sistema de lectura de un CD-ROM.

ta region de un disco que gira rdpidamente. La superficie del disco estd cubierta
con minusculas particulas, con diferente reflectividad que el fondo del disco, de
acuerdo a un cierto patrén de bits de datos. La luz laser reflejada por el disco es
enfocada sobre un detector que genera una sefial eléctrica en forma de una serie
de pulsos correspondientes al patron de datos registrado en el disco.

Debido a que el haz del diodo laser puede ser enfocado sobre una regiéon que
cubre aproximadamente un didmetro de una longitud de onda, esto significa que
el uso de diodos ldser de A = 780nm permite que cada una de las marcas del disco
debe cubrir aproximadamente 1um?. De este modo, un CD-ROM de 12 cm de di4-
metro permite almacenar ~ 600 MBytes, incrementdndose varios cientos de ve-
ces la densidad de almacenamiento de datos con respecto a los anteriores discos
magnéticos flexibles. La focalizacién a distinta profundidad permite igualmente
el uso de discos 6pticos multicapas, dando asi lugar a un incremento adicional
muy importante de la cantidad de informacién que se puede almacenar.

Dado que los diodos ldser son muy pequeiios y pueden ser montados en la
cabeza lectora, esto permite un acceso a la informacién muy répido (si se dispone
de un software de control adecuado) con independencia de donde esté localiza-
da en el disco. Por otra parte, los diodos ldser requieren poca potencia para su
funcionamiento, siendo ademads esta potencia del mismo orden que la que se usa
en los dispositivos electrénicos, aumentando asi la compatibilidad entre la parte
electrénica y la 6ptica.
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Discos magneto-6pticos; Almacenamiento y Lectura de datos para computado-
res

El mayor inconveniente de los CD-ROM proviene de su cardcter de memo-
ria de sélo lectura. Las intensas investigaciones realizadas para conseguir discos
de alta densidad de almacenamiento de datos y con posibilidad de ser regrabados
por el usuario han resultado en el desarrollo del disco magneto-éptico. La diferen-
cia fundamental de este disco con respecto al CD-ROM consiste en una cubierta
de un material parcialmente transparente con propiedades ferrimagnéticas. Este
material manifiesta una magnetizacién neta a temperatura ambiente que puede
ser modificada por encima de cierta temperatura (temperatura de Neel) cuando
estd en la fase paramagnética. Tal como se muestra en la Fig. 7.20, el aumento de
temperatura local de una pequeiia regién del disco se consigue mediante el haz

Diodo Laser

Lente de
focalizacion

Area del disco calentada _
para poder magnetizarla \ Haz que calienta la

cubierta del disco

Campo magnetizante
sobre el area caliente

Electroiman

FIGURA 7.20: Esquema de grabacién de un disco magneto-6ptico.

focalizado de un diodo laser. Una vez que se ha alcanzado la temperatura ade-
cuada, la pequeiia regién es magnetizada en la direccién impuesta por un elec-
troimén. Nétese que la grabacién de datos es puramente magnética, pero debido
a que la magnetizacion se realiza en direccién normal al disco y que se pueden
magnetizar regiones muy localizadas, se consiguen unas densidades de almace-
namiento de datos muy altas.

La lectura del disco magneto-6ptico se realiza mediante un procedimiento si-
milar al del CD-ROM, aunque en este caso se usa el hecho de que la refraccion
de un haz polarizado en un material magnetizado produce un haz reflejado cuya
polarizacién sufre una variacién que depende de la direccién de magnetizacién
del material refractante. Detectando, por tanto, los estados de polarizacién del
haz reflejado por la cubierta magnetizada del disco y registrando estos estados en
pulsos eléctricos se consigue recobrar el patrén de datos grabado previamente de
forma magnética.

Comunicaciones por fibra 6ptica

Actualmente las fibras 6pticas se han convertido en el soporte fisico dominan-
te en las telecomunicaciones de larga distancia punto a punto. Los LEDs pueden
excitar los sistemas de fibra 6ptica cuando la transmisién se realiza a corta distan-
cia (por ejemplo, en un mismo edificio) pero se necesitan fuentes mas monocro-
maticas para las comunicaciones de larga distancia, usdndose para este cometido
como fuentes estandar los diodos laser, debido a
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= Diodo laser emite en un area de unos pocos um?; lo cual es ideal para acoplar-
se bien con el diminuto nicleo de la fibra 6ptica (~ 10 um)

= Es muy compacto y opera con los mismos niveles de tensién e intensidad que
los dispositivos electrénicos convencionales.

El esquema bésico de transmisién se muestra en la Fig. 7.21. La sefial que al-

(Larga distancia)

CABLE DE
FIBRAOPTICA
Luz guiada
por fibra
Corriente de Sefal
Sefal de alimentacion elzré?rica Sefial de
pultso§ de pulsos de
entrada v salida
— 1] —
/
TRANSMISOR DIODO DETECTOR ,
LASER ELECTRONICA DE

FIGURA 7.21: Sistema de fibra 6ptica para larga distancia

canza el transmisor genera una corriente que pasa a través de un laser semicon-
ductor. La sefial es una serie de pulsos eléctricos que genera una correspondiente
serie de pulsos luminosos en el diodo laser. El laser emite los pulsos directamen-
te al nucleo de la fibra 6ptica, siendo transmitida por ésta (hasta ~ 10*km) a un
receptor lejano. Alli, un detector de luz convierte los pulsos luminosos en pulsos
eléctricos.

7.6. Problemas propuestos

7.1: Para un sistema en equilibrio térmico a temperatura ambiente (T = 300K), calcule la relacién, R,
entre la tasa de emisién estimulada y la espontdnea para una radiacion de longitud de onda A = 600 nm.
Determinar la tendencia de esta tasa con respecto a la frecuencia y a la temperatura.

Sol. R— 0.

7.2: Describa las ventajas de un sistema ldser de cuatro niveles respecto a un sistema ldser de tres
niveles.

7.3: Un laser de He-Ne tiene una cavidad resonante de 1.5 m, A = 633nm y una anchura espectral
de ganancia de 1500 MHz. Calcule la separacién en frecuencia, v, entre dos modos adyacentes y de-
termine el nimero, N, de modos resonantes que serdn amplificados. Explique por qué la longitud de
coherencia estd en este caso determinada por por la anchura espectral de ganancia.

Sol. vip =100MHz; N = 15.

7.4: Calculelalongitud aproximada, L, de la cavidad resonante de un laser de He-Ne con Av = 500 MHz
que oscila en dos modos.
Sol. L=30cm

7.5: Calcule la longitud de coherencia de un ldser semiconductor que emite en una frecuencia central
de 500 nm y cuya cavidad resonante es de 1 mm.
Sol. L =~ 1mm.

7.6: Explique por qué la accion ldser ocurre en un laser de inyeccion dnicamente cuando la polariza-
ci6n externa V > Eg/e.

DECODIFICACION
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Tema 8

Fibra Optica

8.1. Introduccion

En los primeros temas hemos estado estudiando las bases y algunas posibles
aplicaciones de la Foténica, habiendo dedicado el Gltimo tema a las fuentes de
luz. Sin duda, en el &mbito de la Informética una de las aplicaciones més impor-
tantes de la Fot6nica es la transmisién de informacion a través de fibras 6pticas.
Bésicamente, la informacién que se desea transmitir se codifica en una onda lu-
minosa (ya sea en su amplitud, fase, frecuencia,...) cuyo espectro de frecuencias
cae en el rango del infrarrojo. Una de las principales ventajas del uso de la fibra
6ptica estaria en la gran cantidad de informacién que es capaz de transmitir debi-
do ala elevada frecuencia de las ondas portadoras. Este hecho haria que el ancho
de banda de la fibra 6ptica fuese, en principio, bastante més elevado que el de
otros sistemas alternativos de transmisién como cables bifilares, coaxiales, guias
de ondas,...

La fibra 6ptica empez6 a usarse comercialmente como sistema de transmi-
sién a partir de 1970, aunque inicialmente su uso fue bastante limitado, debido
principalmente a las enormes pérdidas que presentaba. No obstante, los recien-
tes avances en la tecnologia de los materiales han permitido el desarrollo de fibras
Opticas con muy bajas pérdidas (< 0.1 dB/km) lo cual ha provocado que la fibra
Optica sea actualmente uno de los sistemas de transmisién més usados en comu-
nicaciones a larga distancia (cables submarinos con amplificadores 6pticos pue-
den operar actualmente a velocidades de 5 gigabits por segundo) y posiblemente
también lo sean en el futuro en todo tipo de comunicaciones.

Algunas de las ventajas principales de las fibras 6pticas son

= Alta capacidad de transmisién debido al gran ancho de banda disponible a
frecuencias 6pticas.

» Inmunidad a interferencias electromagnéticas. Dado que las fibras no estan
compuestas de conductores metdlicos sino por dieléctricos, éstas no presen-
tan los problemas de interferencia tipicos de los sistemas eléctricos.

» Posibilidad de miniaturizacién. Las fibras 6pticas usuales son del tamafo de
un pelo humano, de modo que un haz de fibras 6pticas del tamaiio de un cable
coaxial corriente (& ~ 1 cm) estaria constituido por miles de fibras.
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Modo m-esimo de una guia de

placas paralelas

8.2. Guiade placas paralelas

Antes de iniciar el estudio de la fibra 6ptica empezaremos estudiando un mo-
delo de la transmisién de energia luminosa en un tipo de guia de ondas muy ele-
mental: la guia de placas paralelas. Este modelo, que consiste en dos placas para-
lelas de un material conductor ideal (o — 00), nos dara una primera idea cualita-
tiva de algunos de los procesos fisicos mas importantes asociados con la transmi-
sién de la luz en una fibra.

Tal como muestra la Fig. 8.1, consideremos lo que sucede cuando una onda

[P

Placa metaélicas

—»Z

FIGURA 8.1: Propagacion a lo largo de una guia de placas paralelas. En las placas
metélicas, la onda sufre una reflexion total.

plana transversal electromagnética caracterizada por un vector de ondas
k=k,y+k;2z (8.1)

(en general denominaremos k; = ) y polarizada linealmente a lo largo del eje x
se propaga en el interior de la guia de placas paralelas de anchura d. Cada placa
metdlica actia como un espejo donde se produce una reflexion total de la on-
da'!,provocando asi multiples reflexiones en las placas. Para que exista una onda
con la orientacién dada anteriormente y que ésta sea compatible con las condi-
ciones de campo nulo impuestas por las placas metdlicas debemos exigir que la
componente vertical de k (esto es, k) sea tal que dé lugar a nodoseny=0e y=d.
Esta situacion es similar a la estudiada en el Apartado 1.6, por lo que podemos de-
ducir que debe verificarse que

T
ky,m:mg , m=12,3,..., 8.2)

dando asi lugar al siguiente campo eléctrico:
mmu . .
En(x,y,2) = Eom sen(7 y) exp(—jBma)X. (8.3)

Podemos observar que este campo eléctrico es justamente la combinacién de una
onda estacionaria en la direccion vertical junto con una onda viajera (o propaga-
tiva) en la direccién longitudinal. Los distintos campos del tipo (8.3) para cada
valor de m se denominan modos. En general denominaremos

modos a aquellas distribuciones de campo cuyo petfil transversal y
polarizacién se mantiene cuando se propaga.

1 En los conductores metalicos perfectos (0 — oo), las componentes del campo eléctrico paralelas a
ellos deben ser nulas pues de otra manera un campo finito provocaria una densidad de corriente
infinita.
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m=1 m=2 m=3 m=4

> d
W\NV‘-}%
&
e

A=2d d 2453 dr2

FIGURA 8.2: Ondas estacionarias en la direccién vertical (y) correspondientes a los
distintos modos de propagacion (1 = 27/ ky).

Dado que para cada modo m debe cumplirse que
kK = k5, + B (8.4)

podemos expresar la constante de propagacion en la direccién longitudinal, S,
como
ﬁfn = k? cos? 0, = K2 (1 - sen? 0., (8.5)
siendo 6,, el angulo mostrado en la figura adjunta, que a su vez verificard que
ky,m _ mm/d -m A
kK 2m/A T 2d’
Observemos que a medida que aumenta el orden del modo, su correspondiente

dngulo (6,,) se hace mayor, lo que indica (segtin la Fig. 8.1) que los rayos se van
haciendo cada vez mds verticales.

senf;, =

(8.6)

Claramente para que exista propagacion a lo largo de la guia debe satisfacerse
que ﬁfn >0, para lo cual, segtin (8.5), debe satisfacerse que

senf,, <1,

0, equivalentemente,

mi<1 8.7)
2d ~ '

De la expresion anterior podemos extraer dos importantes conclusiones:

1. Existencia de una frecuencia de corte.
Dado que m = 1, lalongitud de onda maxima, A4, de una onda propagativa
serd justamente

Amax =2d, (8.8)
lo cual quiere decir (teniendo en cuenta que v = ¢/ A1) que existe una frecuencia
minima o frecuencia de corte,

c
2d’

por debajo de la cual no existe propagacién en la guia.

8.9

Vcorte =

2. Ndmero maximo de modos.
Para una determinada longitud de onda, A < A4y, la expresion (8.7) impone
una restriccién al nimero de modos que pueden propagarse por la guia. En
concreto, el nimero méximo de modos, M, vendra dado por

2d
M:Ent(T) , (8.10)

ym

m

k2 :kv,nzz +Bm2

m

Frecuencia de corte en una guia de

placas paralelas
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donde Ent(x) es una funcién que nos da la parte entera del nimero real x
[Ent(0.345) =0, Ent(8.94) = 8].

EJEMPLO 8.1 Para una guia de placas paralelas con d = 1¢m, determine (a) la frecuencia
de corte y (b) el nUmero méaximo de modos que puede propagarse a una frecuencia de
610GHz.

(a): La longitud de onda maxima de una posible onda propagativa en la presente guia de
placas paralelas serd

Amax=2x1=2cm,
por lo que la frecuencia de corte vendra dada por

c 3 x108 10
v =——=———-=15x10"Hz.
corte Amax 2 x 10-2
Hemos obtenido, por tanto, que la guia de placas paralelas no transmite por debajo de una
frecuencia de 15 GHz.
(b): Av =610GHz, lalongitud de onda es

~ 3x10®
6.1 x1011
lo que implica que se propagardn como maximo M modos, siendo

=491 x10"*m,

2d 2 x1072
M = Parte entera| — | = Parte entera| ——— | =40.
A 4.91 x1074

8.2.1. Velocidad de grupo

De acuerdo con la discusion en el Apartado 1.8, debemos notar que, usual-
mente, las sefiales luminosas que se propagan por la guia no serdn puramente
monocromaticas sino que presentan cierta anchura de banda en frecuencia, Aw,
0, equivalente, en niimero de ondas, AB. La superposicién de todas las compo-
nentes anteriores daba lugar a un grupo de ondas al que le podemos definir una
velocidad de grupo, v,;,, asociada a cada uno de los m modos definidos en (8.3).
A partir de la expresién (1.90) encontraremos entonces que la velocidad de grupo
asociada al modo m-ésimo vendrd dada por

dw

Um=——"

afm

(debemos entender que las constantes de propagacién de las componentes del

grupo de ondas estdn centradas alrededor de f,,). Haciendo uso de la expresién
(8.4), también conocida como relacién de dispersién, que puede escribirse como

(8.11)

m?n?

az ’
al operar para obtener (8.11) encontramos que

w?=c*pt, - c? (8.12)

dw 2 do ¢
20— =2 > — =~ Chm.
T
Teniendo en cuenta que 3, = kcos6,, yque k = w/c, lavelocidad de grupo puede
finalmente escribirse como

Uy = ccosly, . (8.13)

Esta expresion nos indica que la velocidad de grupo asociada a cada modo es dis-
tinta, siendo menor a medida que 6, crece (esto es, para modos de mayor indice
m).
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8.2.2. Propagaciéon multimodo

En las discusiones anteriores podria dar la impresién de que sélo aquellas dis-
tribuciones luminosas que sean modos pueden propagarse por la guia de placas
paralelas. No obstante, en la practica encontramos que cualquier distribucién lu-
minosa arbitraria cuyo campo eléctrico se anule en las placas se propaga a través
dela guia. En general, esta distribuciéon luminosa no mantendrd constante su per-
fil transversal sino que éste puede distorsionarse al propagarse. Este hecho pue-
de entenderse si consideramos que cualquier distribucién luminosa polarizada a
lo largo de la direccién x que se propague en la guia tendrd un campo eléctrico,
E(y, 2), que puede expresarse como la siguiente superposicién de modos:

M
E.(y,2) = Z Eom sen(% y) exp(—jBmz) (8.14)

m=1

(ver Fig. 8.3). Podemos interpretar este hecho diciendo que la potencia 6ptica se
divide en diferentes grupos asociados a los distintos modos propagativos. Cada
uno de estos grupos de ondas se propaga sin distorsién a lo largo de la guia con su
correspondiente velocidad de grupo (8.13), pero no asi su superposicion. A este
fenémeno lo denominaremos dispersién modal.

Propagacion a lo largo de la guia
z

és ?

Distribucién de campo e,
INICIAL Distribucion de campo

FINAL

é;
|

I|I
.. 000, 00, @&

FIGURA 8.3: Debido a la distinta velocidad de cada modo, la distribucién inicial de campo
se distorsiona cuando ésta viaja a lo largo de la guia.

Si todos los modos viajasen con la misma velocidad de grupo, encontraria-
mos que la sefial a la salida es exactamente la misma que la sefial a la entrada.
No obstante si cada modo viaja a una velocidad distinta (como ocurre en el pre-
sente caso), entonces la sefial se ird distorsionando al propagarse y puede ocurrir
que obtengamos a la salida del sistema de transmisién una sefial muy distinta de
la que teniamos a la entrada. Una posibilidad para evitar la dispersién modal es
claramente trabajar a una longitud de onda tal que por la guia sélo se propague
un unico modo; en cuyo caso diremos que tenemos una guia monomodo. En el
presente caso la guia serd monomodo para aquellos valores de frecuencia com-
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n,>n,

o~

N\

prendidos entre la frecuencia de corte del primer y el segundo mode, esto es, si

€ cv<l (8.15)
—<v<—. .
2d d
En el caso de la guia analizada en el Ejemplo 8.1 encontramos que dicha guia es
monomodo en el rango 15 < v(GHz) < 30.

8.3. Guiadieléctrica plana

En el Apartado anterior hemos visto que el guiado de la luz en la guia de pla-
cas paralelas se producia debido a un efecto de reflexién en las placas metalicas
(espejos). Basado en este mismo principio basico podemos pensar en un sistema
de transmision efectivo para la luz basado en el fenémeno de reflexién interna
total. Este sistema de transmision podria ser la guia dieléctrica plana mostrada
en la Fig. 8.4.

Tal como vimos en el Apartado 3.3, la ley de refraccién de Snell (n; sen¢; =
nzsengy) nos dice que existird reflexién interna total, si n; > ny, para aquellos

dngulos ¢, > ¢, siendo
fo=""
sen¢g, = —.
c n

Con respecto a la Fig. 8.4, podemos observar que una onda plana caracteriza-

J d
n, . X

e kz e \7\\\ ’//,,
nZ

FIGURA 8.4: Propagacion a lo largo de una guia dieléctrica plana. En las interfases entre
los medios 1y 2 se produce una reflexién interna total.

da por un vector de ondas
k = nykocosOy+ n; kgsen0z (8.16)

(ko = 27/ Ay es el nimero de ondas del vacio) y polarizada a lo largo de la direc-
cién x (al igual que en el Apartado anterior) sufre reflexién interna total, y por
consiguiente, se propagard en la guia dieléctrica plana siempre que

0<0,., (8.17)

donde éc es el &ngulo complementario de 6, (éc =m/2-0.), que viene dado por

éc = arccos(@) . (8.18)
n
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Anélogamente a lo que ocurria en la guia de placas paralelas, s6lo existe un
numero discreto y finito de valores de ky = n;kosen6 para los cuales la orienta-
ci6én del vector de ondas dado da lugar a distribuciones de luz que se propagan
sin distorsién a lo largo de la guia; esto es, a modos. Cada uno de estos modos esta
caracterizado por cierto dngulo 0,,, aunque desafortunadamente (y al contrario
de lo que vimos en (8.6)) no existe en el presente caso una expresién cerrada pa-
ra este dngulo. No obstante, este hecho no impide que podamos establecer una
analogia total entre los fenémenos de propagacién en la guia dieléctrica y los que
ocurrian en la guia de placas paralelas. La diferencia principal con el caso ante-
rior estard en el distinto valor de los dngulos 6,, (comprendidos ahora entre 0 y
0., que dard lugar a las siguientes constantes de propagacion:

Bm = ni1kocosOp, (8.19)

y a unas distribuciones de campo eléctrico correspondientes a cada modo que no
se anulan en las interfases dieléctricas.

La forma de los modos con polarizacién a lo largo del eje x de la guia dieléctri-
ca serdn similares a los de la guia de placas paralelas aunque debemos considerar
que ahora los modos no serdn ondas estacionarias en la direccién vertical sino
mads bien ondas “cuasiestacionarias” que se propagan en la direccién z con cier-
ta constante de propagacion f,,. La razén de ello estriba en el hecho de que los
modos de la guia dieléctrica plana no tienen por qué presentar nodosen y =0 e
y = d (es decir, en las interfases entre capas dieléctricas) sino mds bien un cam-
po que decaiga hasta cero en las proximidades de las interfases. Otra diferencia
importante con el caso de la guia de placas metélicas paralelas es que no existe
frecuencia de corte en la guia dieléctrica plana; es decir, existe un modo caracteri-
zado por m = 0 que puede propagarse desde frecuencia cero y que se denomina
modo fundamental. Este hecho estd igualmente relacionado con la no existencia
de nodos en las interfases, lo cual nos libera de la exigencia de que la longitud de
onda de la onda cuasiestacionaria en la direccién vertical tenga que ser aproxi-
madamente menor que la anchura d de la capa de dieléctrico con n = n;.

Numero maximo de modos

Un estudio que no serd aqui desarrollado nos proporciona la siguiente expre-
sién para el nimero méximo de modos, M, que puede propagarse por una guia
dieléctrica de anchura d:

M =Ent sende +1 (8.20)
=En . .
Al2d
Teniendo en cuenta que
2 [n2 — n2
N / n 1~
senf, = 1—(—2) =—,
n n
podemos reescribir (8.20) como
2d
M =Ent|—AN|+1, (8.21)
Ao
donde el coeficiente AN se denomina apertura numéricay se define como
_ )22
AN=./ny—n; . (8.22)

No existe frecuencia de corte en la
guia dieléctrica plana

Numéro maximo de modos en una
guia dieléctrica plana

Apertura Numérica
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Si las caracteristicas de la guia dieléctrica y la frecuencia de trabajo son tales
que

A N
2d >senf,

0, equivalentemente,
2d
—AN<1, (8.23)
Ao
entonces estamos en una condicién en la que M = 1; es decir, se propagard un
tnico modo por la guia. Esta guia se denomina guia monomodo.

EjEMPLO 8.2 Calcule la frecuencia maxima de trabajo para que una guia dieléctrica pla-
na con nj = 1.47, np = 1.46 y d = 100 um sea una guia monomodo.

Segun la expresioén (8.23) y teniendo en cuenta que Ag = c/v, la frecuencia maxima,
Vmax, para la que la guia es monomodo sera

2dVmax

AN=1,

esto es,
Cc

T 2dAN”

Vmax
Dado que para el presente caso tenemos que

AN=./nf-n3=0.171,

obtenemos finalmente que

B 3 x108
"~ 2-100 x10-6.0.171

=8.77 x10'2Hz=8.77THz .

Vmax

En consecuencia, por debajo de 8.77 THz, solo se propaga un modo por esta guia.

8.4. Fibra de salto de indice

Una fibra 6ptica de salto de indice es una guia dieléctrica cilindrica caracte-
rizada por los indices de refracciéon de su ntcleo y cubierta, n; y ny, de radios a
y b respectivamente (ver Fig. 8.5). Usualmente las fibras 6pticas se fabrican con

S ~ . L
/ Nucleo n, //\ .
\ L JO
\/ |

FIGURA 8.5: Geometria de una fibra de salto de indice.

vidrios de 6xido de silicio (SiO2) muy puros cuyo indice de refraccién suele estar
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entre 1.44 y 1.46. Las diferencias en el indice de refraccién del nticleo y cubierta
se consiguen mediante la adicién de pequeiias concentraciones de impurezas. De
este modo se consiguen pequefias diferencias entre indices de refraccién, por lo
que definiremos el siguiente parametro:

ny—np

A= , (8.24)
ni

que, en la préctica, suele tener valores comprendidos entre 0.001 y 0.002 (esta pe-
quena variacion es suficiente para conseguir reflexion interna total). Tamafios ti-
picos de los didmetros de los niicleos y cubiertas, 2a/2b, son (expresados en um)
8/125,50/125, 62.5/125,85/125y 100/140.

8.4.1. Guiado de rayos

Al igual que en la guia dieléctrica plana, el guiado de la luz en la fibra 6pti-
ca se realiza mediante el mecanismo de reflexién interna total. Si nos fijamos en
un plano que contenga al eje de la fibra 6ptica (ver Fig.8.6), observamos que son
guiados aquellos rayos cuyo dngulo 6 verifique que 0 < 0., siendo 6, = /2 -6, el

Rayo no guiado Rayo guiado

FIGURA 8.6: Los rayos situados dentro del cono de dngulo 6, (cono de captacién) serdn
guiados por la fibra 6ptica.

complementario del dngulo critico, 6., para el que se verifica

0. = arcsen(g) . (8.25)
n

Si queremos obtener el 4ngulo méaximo, 8,, de un rayo que viniendo desde el
exterior (n = 1) es guiado por la fibra (esto es, el d&ngulo del cono de captacién),
consideremos que en la interfase aire-fibra tendremos que

senf,=m senéc , (8.26)

o, equivalentemente (considerando que senf, = cosf,),

senf, = nycosf; = nj\/1—-senb?. (8.27)

Teniendo en cuenta (8.25), la expresién anterior puede reescribirse como

2
n

senf, = m 1_n_§: né—ns, (8.28)
1

lo que nos dice, considerando la definicién de apertura numérica (AN) dada en
(8.22), que

Angulo del cono de captacién
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Apertura Numérica de una fibra
Optica de salto de indice

Parametro de la fibra

6, = arcsen(AN) . (8.29)

Dado que usualmente n; es un valor superior pero muy préoximo a n; (nl+ np =
2n;), encontramos que la apertura numeérica de la fibra puede también escribirse

como
AN =\/n? —n3 = /miA(ny + np) = \/2n2A, (8.30)

por lo que obtenemos finalmente que

AN = n1V2A . (8.31)

Claramente, aperturas numéricas grandes indican un gran cono de captacién en
la fibra considerada y viceversa.

EjEMPLO 8.3 Calcule la apertura numérica y el angulo maximo de captacion para una
fibra 6ptica con n; =1.47y ny = 1.46.

Para el presente caso encontraremos que

ny—n 0.01
Az ne 001
n 1.47

=0.0068,

por lo que la apertura numérica serd

AN =senf,; = n1vV2A = 1.47v2 x0.0068 = 0.1715.

El &ngulo maximo del rayo incidente que serd guiado por esta fibra serd
6, = arcsen(AN) = arcsen(0.1715) = 9.87°.

Observemos que diferencias mayores entre los indices de refraccion del nticleo y la cubier-
ta incrementarian el dngulo de captacidn.

8.4.2. Numero de modos

Aunque el procedimiento bésico de guiado en la fibra dptica de salto de indice
es el explicado en el apartado anterior, los detalles relativos al ntimero y caracte-
risticas de los distintos modos de propagacién s6lo se obtendrian tras la elaborada
resolucién de las ecuaciones de Maxwell. Dado que este cdlculo queda fuera del
objetivo y alcance del presente tema, a continuacién expondremos simplemente
algunos de los resultados més relevantes que se obtienen.

Debido a que en la mayoria de las fibras se cumple que n; = n, (o, equivalen-
temente, que A < 1) tenemos que los rayos guiados son paraxiales; esto es, son
aproximadamente paralelos al eje de la fibra. En estas situaciones encontramos
que las ondas luminosas guiadas sin distorsiéon son muy aproximadamente on-
das transversales que pueden presentarse en dos estados de polarizacién lineal
independientes y que forman un conjunto de modos caracterizados por el par de
ndameros naturales [ y m denotados usualmente como modos LP;,;, (I y m pueden
identificarse con el nimero de oscilaciones de la onda estacionaria en la direccién
radial y azimutal respectivamente y LP proviene de “Linearly Polarized”). El modo
fundamental de la fibra (es decir, aquel que se propaga desde frecuencia cero) es
el LP01 .

En el estudio del nimero de modos que se propagan a una determinada fre-
cuencia (o longitud de onda) aparece un pardmetro muy importante conocido
como pardametro de la fibra o pardmetro V que viene dado por
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V=2rZAN . (8.32)
Ao

Este pardmetro nos determina, por ejemplo, la siguiente condicién de fibra mo-
nomodo:
V <2.405, (8.33)

que nos da aquella condicién para la que empezaria a propagarse un segundo
modo (el LP;;) ademads del fundamental. La expresion (8.33) nos permite deducir
facilmente la frecuencia, v;1, a partir de la cual empezaria a propagarse el modo
LP,;. Esta frecuencia verificara

avii
27

AN =2.405,

por lo que

C
Vi =2.405——— . 8.34
1 27aAN (8.34)

La expresion anterior nos indica claramente que v;; es inversamente proporcio-
nal al radio del ntcleo de la fibra y al valor de la apertura numérica. En conse-
cuencia, ntcleos pequefios y aperturas numéricas bajas aumentan considerable-
mente el rango de frecuencias en el que la fibra es monomodo. En general puede
decirse que existen multitud de ventajas en el uso de fibras monomodo ya que,
como veremos mds adelante, reducen la dispersién y presentan bajos valores de
atenuacion.

El anélisis de los resultados de las ecuaciones de Maxwell nos permite también
encontrar una expresion bastante aproximada para calcular el nimero de modos
que se propagan por fibras de salto de indice con un pardmetro V alto. Bajo es-
te ultimo supuesto, encontrariamos que el niimero maximo de modos, M, viene
dado por la siguiente expresion:

4 2
M~— Ve (8.35)

EjEMPLO 8.4 Calcule el rango en frecuencias para el que la fibra del Ejemplo 8.3 con
a =100um es monomodo. Determine asimismo la frecuencia para la cual se propagarian
por la fibra al menos 400 modos.

Aplicando la expresion (8.34), encontramos que

3 x108

=6.69 x10'2Hz.
27 x 100 x1076 x 0.1715

v11 =2.405

Por tanto para frecuencias v < 6.7 THz la fibra es monomodo.

Si queremos que por la fibra se propagan 400 modos, al aplicar (8.35) obtendremos que
4 2 v/
400:—2V = V:E\/400=31.41,
b4

que corresponde a una frecuencia de

c
2maAN

3 x108 13
=31.41 =8.74 x10"° Hz,
27 x 100 x1076 x 0.1715

porlo que auna frecuencia de aproximadamente 87.4 THz tendriamos al menos 400 modos
propagandose.

Condiciéon de fibra monomodo

Frecuencia de corte modo LP;

Numero de modos propagativos en
una fibra de salto de indice con V >
1
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Constantes de propagacion
(V>1)

Velocidad de grupo (V> 1)

Para fibras con V > 1 podemos obtener igualmente una expresién aproxima-
da para las constantes de propagacioén, f;,,, de los distintos modos LP;,,. Bajo el
supuesto de A < 1 encontramos

(1+2m)? ]
— " A (8.36)

Bim = nko [1—
1=0,1,...,VM
m=1,2,....(VM-1)/2 .

Para la velocidad de grupo asociada a los distintos modos, v;,, = dw/d B;;,, pode-
mos encontrar la siguiente expresion aproximada:

1- (8.37)

(I+2m)? ]
Vim = C1 —A],

M

siendo ¢; = c¢/n;.

Observamos que existe dispersion modal dado que la velocidad de grupo aso-
ciada con cada modo es distinta. Podemos comprobar que para M >, la varia-
cién de las velocidades de grupo del modo mds rapido (I +2m = 2) y el més lento
(I+2m = v'M) viene dada aproximadamente por

Umax — Vmin = C1A . (8.38)

Esto implica que si quisiéramos fibras con valores altos de AN (es decir, segin
(8.29), amplios conos de captacién de luz), esto también llevaria aparejado dife-
rencias importantes entre las velocidades de grupo de los distintos modos que se
propagan por la guia.

8.5. Fibrade gradiente de indice

Una posible manera de obtener simultdneamente altas capacidades de capta-
cién luminosa junto con una pequefa dispersién modal la proporciona el uso de
la fibra de gradiente de indice. Tal como muestra la Fig. 8.7, el indice de refraccién

AV
b
Cubierta n, //M\\ a
Nucl n
”””” 0
\_/

A\
S

n, n

FIGURA 8.7: Geometria de una fibra de gradiente de indice.

del nicleo presenta una variacién radial, n; = n;(r), siendo maximo en el eje para
tomar el valor del indice de refraccion de la cubierta en r = a. La existencia de un
indice de propagacién inhomogéneo provoca que la propagacién de los rayos en
el nicleo no sea en linea recta sino que éstos mostrardn una trayectoria curvada
(similar a la estudiada en el Apartado 3.2.4). La comparacién de estas trayecto-
rias con las que ocurren en fibras de salto de indice monomodo y multimodo se
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(a)
b
a
> 0
n
e
A n n
b , N
(b) b
> 0
n
e
7 A n, n,
(c)
a
0
n
nZ nl

FIGURA 8.8: Trayectorias de los rayos en (a) fibra salto de indice multimodo, (b) fibra salto
de indice monomodo, y (c) fibra gradiente de indice.

muestran en la Fig. 8.8. Debido a la especial caracteristica de las trayectorias de
los rayos en la fibra de gradiente de indice, las velocidades de grupo de los dife-
rentes modos son més similares, mejorando asi considerablemente el efecto de
dispersion modal. En concreto, podemos encontrar que las diferencias entre la
velocidad del modo mas rdpido respecto al mds lento pueden alcanzar ahora el
siguiente valor:

AZ
Umax — Vmin = C1 7 ) (8.39)

en vez de c; A tal como encontrdbamos para las fibras de salto de indice. En con-
secuencia, se reduce la diferencia relativa en un factor A/2.

De manera aproximada podemos encontrar igualmente que el nimero de mo-
dos en la fibra de gradiente de indice viene dado por

M=~ (8.40)

2
T .

Observamos que para el mismo valor de V se propagarian mas modos por esta
guia.

NUmero méaximo de modos en una fi-
bra de gradiente de indice
(V>1)

FLML
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Coeficiente de atenuacion p.u.l.

8.6. Atenuacion

Cuando la luz viaja en las fibras, debido al cardcter no ideal de los dieléctricos
empleados en su fabricacién, se observa una pérdida continua de potencia lumi-
nosa. A medida que la luz viaja en la fibra encontramos que la potencia luminosa
a una distancia z del origen viene dada por

P(z)=P(0)e"%*, (8.41)

es decir, existe una pérdida exponencial de potencia determinada por el pardme-
tro a, conocido como coeficiente de atenuacién. El factor de transmisién de po-
tencia,

T ()= ——=¢e"%, (8.42)

nos proporciona una medida del porcentaje de potencia pérdida por transmisién
a lo largo de la guia. Para una fibra de longitud L, tomando logaritmos decima-
les en (8.42) y multiplicando por 10 (para obtener los valores en decibelios, dB),
obtenemos que

10log;( 7 (L) = 10(-aL)log; e,

que puede reescribirse como

10alogye=a = % 10log;q 3_;@) . (8.43)
Encontramos entonces que a = 0.234, siendo & el coeficiente de atenuacién en
decibelios por unidad de longitud y que suele expresarse usualmente en dB/km
(supuesto que L se exprese en km). Observemos que un valor de atenuacién de
3 dB/km nos dice que la potencia luminosa se reduce a la mitad cada kiléme-
tro; @ = 10,20,30,...dB/km nos indica que la potencia se reduce en un factor
10,100,1000... cada kilémetro. Cuando se empezaron a usar las fibras 6pticas (~
1970), las pérdidas eran tan importantes (& > 20dB/km) que uso estaba restrin-
gido a comunicaciones a muy corta distancia. Afortunadamente, los desarrollos
en la técnica de fabricacién de materiales redujeron drasticamente las pérdidas,
consiguiéndose actualmente valores de & < 0.2dB/km, que ya si permiten su uso
en comunicaciones de larga distancia (por ejemplo, en los cables submarinos).

Las causas mds importantes de la pérdida de energia luminosa en la fibra 6pti-
ca son: absorcién, difusién de Rayleigh y efectos extrinsecos. A continuacién ana-
lizaremos cada causa por separado.

Absorciéon

Como cualquier otro material, el vidrio de silicio fundido del que suelen estar
hechas las fibras 6pticas, presentan ciertas bandas de absorcién a determinadas
longitudes de onda. En particular, el SiO; presenta una banda de absorcién en
el infrarrojo mediano (debido a transiciones energéticas relacionadas con vibra-
ciones térmicas) y otra banda de absorcién en el ultravioleta (debido a transicio-
nes relacionadas con estados energéticos electronicos y moleculares). El continuo
avance en los materiales usados estd permitiendo que las pérdidas debido a estas
bandas de absorcién sean cada vez menos significativas.

Difusién de Rayleigh

En cualquier material dieléctrico, el indice de refracciéon presenta pequeias
inhomogeneidades distribuidas al azar debido a irregularidades microscépicas.
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Estas irregularidades microscépicas se comportan como centros difusores discre-
tos cuando sobre este medio continuo incide una onda luminosa. Este fen6meno
es anélogo al que sucede cuando la luz atraviesa la atmésfera debido a la presen-
cia de moléculas (centros difusores discretos) distribuidas al azar. En el Apartado
2.6 vimos que un dipolo (o un conjunto discreto de ellos, como las moléculas de
la atmosfera) reirradiaba la potencia recibida segtin (2.91). Esta ley puede igual-

mente escribirse como
PA)ox A7, (8.44)

En el caso de la fibra 6ptica, este fenémeno conocido como difusién de Rayleigh,

da lugar a que la luz que atraviesa la fibra sea difundida por las inhomogeneida-

des en todas direcciones, afectando esta difusion mayormente a las longitudes de

onda més cortas (ultravioleta). Todo este proceso es equivalente a que una parte
muy significativa de la energia luminosa guiada por la fibra (aquella de menor lon-
gitud de onda) se “pierde” por difusién y no contintia siendo guiada por la fibra.
En la practica, este fenémeno provoca una de las mayores restricciones al guiado
“ideal” de luz en la fibra, de modo que sélo para aquellas longitudes de onda para
las que la difusién de Rayleigh no sea importante (alrededor del infrarrojo) es fac-
tible la transmisién de luz por la fibra. Este fen6meno es ademds practicamente
imposible de evitar usando “mejores” materiales, ya que esté relacionado con el
cardcter “discreto” del material aunque éste sea modelado te6ricamente como un

medio dieléctrico continuo.

N
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FIGURA 8.9: Dependencia del coeficiente de atenuacién de una fibra éptica de SiO» con
respecto a lalongitud de onda. Obsérvese un minimo local a 1.3 um (& = 0.3dB/km) y un
minimo absoluto a 1.55um (& = 0.16 dB/km)

Efectos extrinsecos

Ademas de los anteriores efectos intrinsecos, existen otros factores extrinsecos
que también afectan a las pérdidas en la fibra. Entre ellos podriamos destacar los

siguientes:

= Presencia de impurezas OH.
La presencia de este tipo de impurezas es muy dificil de eliminar en la practi-

ca, provocando su presencia ciertas bandas de absorcion que se evitan en las

comunicaciones opticas.
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= Curvas en Ia fibra.
La existencia de pequeiias variaciones al azar en la geometria de la fibra y la
presencia de tramos curvados de fibra da origen a que parte de la energia lu-
minosa se escape de la fibra, dando asi lugar a pérdidas de potencia.

8.7. Dispersion

Cuando un pequeiio pulso luminoso se propaga a través de una fibra 6ptica
se produce un “esparcimiento” del pulso en el tiempo, de modo que la “anchu-
ra temporal” del pulso aumenta distorsionando asi la forma inicial del pulso. En
este caso decimos que el pulso se ha dispersado. Este fenémeno limita considera-
blemente la capacidad de transmisién del canal puesto que hay que respetar una
cierta “distancia temporal” entre pulsos. En la préctica este fendmeno junto con
la atenuacién limita muy seriamente la gran anchura de banda ideal de la fibra
6éptica (~ 101 Hz), haciendo que las fibras épticas actuales presenten anchos de
banda tinicamente del orden de una decena de veces superiores a los de los cables
coaxiales.

Cominmente reconocemos cuatro causas principales de dispersién en fibras:
dispersién en el material, dispersién intermodal, dispersién de guia de ondas y
dispersién no-lineal. A continuacién analizaremos brevemente las anteriores cau-
sas.

Dispersion en el material

Debido al hecho de que el indice de refraccién de los materiales presenta una

cierta dependencia con la longitud de onda, n = n(1), teniamos segin (1.93) que
dv

=v-A—.

vg=v-Ao

Dado que v = ¢/n encontramos que

U_E_Ad(c/n)_g_ (_id_n)
£ n dA " n n2dir)’
o bien
) _E(Hi%) (8.45)
£ p ndid)’ )

Dado que el pulso es un paquete de ondas, la expresién anterior nos indica
que las diversas componentes del espectro con diferente longitud de onda viaja-
ran a distinta velocidad de grupo, provocando asi que el pulso se “ensanche”. Para
ver esto mejor, reescribamos (8.45) como

vg=—, (8.46)
ng

donde ny es el indice de refraccion de grupo, que se define como

d
cn-2S2 (8.47)

dn da’

Ne =
g n
1+ 491

SIS N

usando la aproximacién 1/(1 + x) = 1 —x para x pequefios. A partir de las expre-
siones anteriores podemos deducir que un pulso atravesaria la fibra de longitud L
en un tiempo

Lng L dn
= —_ = — -A—, 4
T(A) c c (n Ad/l) (8.48)
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donde 7(A) es el tiempo de transito o retraso de grupo. Si usamos una fuente de
luz con un ancho de linea A\ para producir el pulso que se propaga en la fibra,
entonces la variacion del retraso de grupo, Az, fruto de la dispersién vendra dada
por

ar=|9]an, (8.49)
da
de donde obtenemos que
E — & dz_n AL (8.50)
T ndAz ’

debiéndose evaluar la derivada en la longitud de onda central del paquete.

Dispersion modal

Esta dispersién sucede en una fibra multimodo debido a la propagacién si-
multdnea de diversos modos con diferente velocidad de grupo. Si Vmin ¥ Vmax son
las velocidades de grupo minimas y maximas, una estimacién razonable del en-
sanchamiento del pulso puede ser

-

Umin  Vmax

Dado que los valores de vpin Y Vmax han sido tratados para el caso de fibras de
salto de indice y de gradiente de indice, obtenemos que

LA
— — fibra multimodo salto de indice,
c
or={ ¢ %2 (8.51)
v fibra multimodo gradiente de indice .
a1
Claramente el ensanchamiento del pulso es menor en la fibra multimodo de gra-
diente de indice, lo que constituye una de las ventajas més importantes de este

tipo de fibras.

Dispersion de guia de ondas

Incluso en ausencia de dispersion en el material, la velocidad de grupo de un
modo concreto muestra una dependencia con la longitud de onda que provoca
el consiguiente ensanchamiento temporal del pulso. Si en el caso de una fibra de
salto de indice tenemos en cuenta la expresioén (8.37) junto con (8.35) y conside-
ramos la dependencia de M con la longitud de onda (M > 1), obtendriamos que

(I+2m)%A _,
———— 5| - 8.52
16a2AN? ~° (6.5

Uim=¢C |(1—
Esta tipo de dispersion es especialmente importante en fibras monomodo dado
que en estas fibras no existe dispersién modal y la dispersién por el material pue-
de reducirse considerablemente.

Dispersion no-lineal

A medida que la intensidad luminosa crece aparecen fenémenos no lineales
que provocan una alta dependencia de las propiedades del indice de refraccién
con la longitud de onda.
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8.8. Comunicaciones 6pticas

Hoy en dia el uso més comin de las fibras 6pticas se encuentra en las comu-
nicaciones a larga distancia. El proceso de comunicacién mediante fibra 6ptica
requiere evidentemente un primer paso que es la codificacién de la informacién
en una onda luminosa. Para este proceso hacen falta dos componentes: la fuente
de luz (LED y laser tal como se discuti6 en el Apartado 7.5.1) y el correspondiente
dispositivo de modulacién. Posteriormente la sefial luminosa debe introducirse
en la fibra 6ptica para su consiguiente transmisién. Finalmente la informacién
inscrita en la sefial luminosa debe demodularse. Ilustremos este proceso con la
transmisién de un mensaje telefénico digital (ver Fig. 7.21):

= Lasenal eléctrica de voltaje que sale del micr6fono se muestrea a una frecuen-
cia doble de la maxima que se quiere transmitir (de acuerdo al teorema de Ny-
quist) para asegurar que no se pierde informacion.

= El valor numérico de cada uno de los muestreos de la sefial de voltaje se con-
vierte en una secuencia en cédigo binario de ocho digitos, que a su vez se
transmite mediante pulsos de luz. Estos pulsos de luz pueden obtenerse mo-
dulando convenientemente un diodo laser (ver Apartado 7.4.3). Dado que el
tiempo entre muestreos es mucho mayor que la anchura de los pulsos bi-
narios, podemos insertar varias conversaciones telefénicas en la misma fibra
(multiplexado en el tiempo).

= Alfinal dela fibra, los pulsos luminosos se convierten de nuevo en pulsos eléc-
tricos mediante un fotodiodo detector y posteriormente se separan las dife-
rentes conversaciones (demultiplexado) para finalmente reconstruir la sefal
analdgica de voltaje que se lleva al receptor telefénico.

Evidentemente el esquema anterior también seria védlido para la transmisién de
datos, imagenes de TV, etc...

Es interesante sefialar que en la red telefénica se ha convenido en fijar la fre-
cuencia maxima transmitida en 4 kHz, lo que hace que la frecuencia de muestreo
deba ser de 8 kHz. Dado que cada muestreo requiere 8 bits, un linea telefénica
supone la transmisiéon de 64 kbit/s. Los enlaces telefénicos de mayor orden (por
ejemplo, los usados para conectar entre si centrales de distintas ciudades) usados
en Europa contienen 7620 lineas, lo que requiere un canal con una capacidad de
transmisién de aproximadamente 500 Mbit/s. Esta capacidad de transmisién es
soportada por un cable coaxial (cuya capacidad es de aproximadamente 1 Gbit/s)
o por una fibra 6ptica. Mientras que es muy dificil superar la actual capacidad de
transmision de un cable coaxial, en principio podriamos esperar que la de la fibra
Optica pudiera llegar hasta 1014 bit/s (usando una luz de A = 1 pm); esto es, unas
cien mil veces més que el cable coaxial. No obstante, esta suposicién es bastante
optimista ya que los fotodetectores actuales no son capaces de discernir variacio-
nes menores de 10719, lo que sittia el limite efectivo de transmisién de un sistema
6ptico en 10 Gbit/s. Incluso esta cota es todavia optimista puesto que no se han
considerado los efectos de dispersion que provocan el ensanchamiento del pulso
y que, por tanto, reduce el nimero de pulsos que se pueden propagar por segun-
do. En este sentido, sélo si usamos fibras monomodo (que son las que presentan
menor dispersién) alimentadas por diodos ldser muy estables podriamos alcan-
zar en la préctica capacidades de transmisién de 10 Gbit/s. No obstante, dado el
pequefio grosor de las fibras 6pticas (del orden de un cabello humano), podemos
introducir cientos de ellas en un tubo del grosor de un cable coaxial estdndar. En
consecuencia, para el mismo “grosor de cable” tenemos que el canal con fibras
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6pticas incrementa la capacidad del mejor coaxial en un factor de 1000. Si ade-
mads consideramos la posibilidad del multiplexado en longitud de onda (transmi-
sién simultdnea de varias sefiales a distintas longitudes de onda), tenemos que los
sistemas 6pticos de comunicaciones superan en varios millares de veces la capa-
cidad de transmision de los mejores sistemas eléctricos.

Otras ventajas adicionales de las fibras 6pticas son

= Bajos niveles de pérdidas, lo que permite disminuir el niimero de estaciones
amplificadoras y situarlas mds distantes entre si.

= Posibilidad de afiadir impurezas a las fibras de modo que en ellas se produzca
un efecto de amplificacién de luz similar al que se produce en un medio laser
activo. Esto permitiria reducir atin més el namero de estaciones amplificado-
ras, ademas de la idoneidad que se obtiene al integrar el amplificador en el
propio medio de transmision.

= Insesibilidad respecto a las perturbaciones electromagnéticas. Debido a la au-
sencia de conductores metdlicos, las fibras 6pticas son practicamente inmu-
nes a las interferencias eléctricas y/o magnéticas.

= Ventajas mecdnicas: las fibras 6pticas son flexibles y pesan poco.

8.9. Problemas propuestos

8.1: Determinar la apertura numérica de una fibra de salto de indice sabiendo que el nicleo tiene un
indice n; = 1.62 y el revestimiento np = 1.52. ;Cudl es el dngulo de aceptacion cuando estd sumergida
en el aire? ;Y si estd sumergida en agua (n = 1.33)?

Sol. AN =0.314, 0,4 = 0.421 rad.

8.2: Comparar las aperturas numeéricas de una fibra de salto de indice con n; =1.45y A =0.01 y una
fibra de gradiente de indice con n; =1.45, A =0.01.

8.3: Una fibra de salto de indice tiene un radio a = 5 um, indice de refraccién en el niicleo ny = 1.45, e
incremento de indice de refraccién A = 0.002. Determinar la longitud de onda menor, A, para la cual
la fibra actuaria como una guia de ondas monomodo.

Sol. A, =1.198 um.

8.4: Una fibra de salto de indice con indices de refraccion nj = 1.444 y np = 1.443 opera a una longitud
de onda Ag = 1.55 um. Determinar el radio del nticleo para el cual el pardametro V de la fibra vale 10.
Sol. a =45.91 um.

8.5: Calcular el tiempo de retraso, 7 = L/ vg, entre un rayo axial y otro que entra con el dngulo de
aceptacion en una fibra de salto de indice, de 1 km de longitud, sumergida en aire, sabiendo que los
indices de refraccion del nicleo y del revestimiento son n; = 1.500'y np = 1.485.

Sol. 7, =50ns.

8.6: La dispersion material de una fibra monomodo viene descrita por
n(A) = 1.45084 — 0.00334A2 +0.00292/A2 .

Si la longitud de la fibra es de 3 km y estd acoplada a un LED de longitud de onda 1.3 um y de anchura
de linea AA = 100nm, calcular la variacién del retraso de grupo resultante de la dispersién material y
de la dispersién de guia de onda.

Sol. Tat = 0.66ns, Tgdo = 5Ns.

8.7: Una fibra éptica multimodo de salto de indice tiene un ntcleo de 100 um de didmetro, una dife-
rencia relativa de indices A = 1%, y se utiliza para transmitir luz monocromatica de 800 nm. Suponien-
do que el indice de refraccién del nicleo es nj = 1.46, calcular la frecuencia normalizada de la fibra, V,
el nimero de modos guiados y la apertura numérica si la fibra estd sumergida en aire.

Sol. AN =0.206, V =161.79, M = 13088.
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8.8: Elntcleo de una fibra de gradiente de indice tiene un didmetro de 90 pm y un indice de refraccién
de perfil parabélico con un valor en el eje n; = 1.46. Si la apertura numeérica de la fibra es 0.19 y la fibra
opera con una longitud de onda de 1.3 pm, calcular la frecuencia normalizada de la fibra, V, y el nimero
de modos guiados.

Sol. V =82.65, M = 1708.

8.9: Un LED tipico que opera a 1.3 um y presenta una anchura de linea de 100 nm ilumina una fibra
optica “ideal”. Calcule el ancho de banda en frecuencia Av correspondiente a la anterior anchura de
linea. ;Cudntos canales de video podrian transmitirse por esta fibra si cada canal de video ocupa 10
MHZz?. ;Cudntos canales de audio separados cada 10 kHz podrian transmitirse?
Sol. Av = 1.8 x107 MHz, ~ 2 x10° canales de video, ~ 2 x 109 canales de audio.
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Apéndice A

Analisis vectorial

A.1. Vectores

En la naturaleza existen magnitudes fisicas que estdn completamente deter-
minadas por su valor y sus unidades. De forma genérica puede decirse que estas
magnitudes son escalares. Ejemplos de estas magnitudes son la masa, la distan-
cia, la temperatura, etc. Por el contrario, existen otras magnitudes que ademaés
de su valor y unidades estan “dotadas” de una propiedad adicional: su direccién.
Este tipo de magnitudes se conocen con el nombre de magnitudes vectoriales e
incluyen a magnitudes tales como la posicién, la velocidad, la fuerza, el campo
eléctrico, etc. Para expresar las magnitudes vectoriales se hace uso de los vectores
y por tanto se hace imprescindible el dlgebra de vectores.

A.1.1. Notacion vectorial

Las magnitudes vectoriales se denotardn de forma comprimida mediante le-
tras mindsculas o maytsculas en negrita, v,V, o bien con una flecha/raya encima
de dichas letras, 7, V.Para especificar dichos vectores se usan frecuentemente va-
rios tipos de notacién.

= Mediante una terna de ntimeros que son las componentes del vector en los
ejes cartesianos Xx, y, z, esto es,

V= (Ux, Uy, Uz) . (A.1)

Geométricamente, las componentes del vector son las proyecciones de este
vector en los ejes cartesianos.
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» El vector v puede también expresarse en funciéon de su médulo y de su vector
unitario. El médulo del vector v suele denotarse como v o bien |v| y viene
dado segtn el teorema de Pitdgoras por

Vi=v=\/vi+vi+03. (A.2)

El vector unitario asociado con el vector v se define como aquel vector de mé-
dulo unidad que tiene la misma direccién y sentido que v. Dicho vector se
denotard de forma genérica como V, esto es,

(v, Uy, Ug)
g=Y__»ypid (A.3)

v \ U+ U+ U2

Obviamente el vector v puede escribirse como: v = vv.

= Expresando el vector como suma de las componentes del vector por los vecto-
res unitarios a lo largo de los ejes coordenados. Los vectores unitarios a lo largo
de los ejes x, ¥, z se denotaran como X, ¥,Z respectivamente. Otras notaciones
frecuentes para estos vectores unitarios son i,j, k o bien ey, ey, e,. Usando esta
notacion, el vector v se escribira como:

V=0, X+ 0§+ V2. (A.4)

A.1.2. Suma de vectores

La suma de vectores se realiza sumando sus componentes. De este modo si

a=aX+ayy+a;z
b=b,X+b,y+b.Z,

el vector ¢ suma de los dos anteriores sera por tanto:

c=a+b
= (ax+bx )X+ (ay+by)y+(a;+b;)z. (A.5)

A.1.3. Producto escalar

El producto escalar de dos vectores a y b, denotado como a-b es un escalar
fruto de la siguiente operacion:

a-b

axby +ayby +azb, (A.6)
abcosa, (A7)

siendo a el dngulo formado por los dos vectores (es independiente si este dngulo
se mide en direccién horaria o antihoraria ya que cos(w — a) = cos ). El produc-
to escalar a-b puede interpretarse geométricamente como la proyeccién de uno
de los vectores sobre el otro (salvo factores numeéricos). Este hecho se manifiesta
claramente en el producto escalar de a por uno de los vectores unitarios segtin los
ejes coordenados, esto es,

a-X=ay,

donde se ve claramente que a-X es justamente la proyeccién de a sobre el eje x.

Algunas de las propiedades del producto escalar son:
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= El producto escalar es conmutativo:

a-b=b-a. (A.8)

= El producto escalar es distributivo respecto a la suma de vectores:

a-(b+c)=a-b+a-c. (A.9)

= El producto escalar de dos vectores perpendiculares es nulo:

a-b=0 > alb. (A.10)

= El producto escalar de un vector por si mismo es igual al cuadrado del médulo
de dicho vector:

a-a=da’. (A.11)

A.1.4. Producto vectorial

El producto vectorial de dos vectores a y b, denotado como a x b, es un vector
definido como

axb=absenan, (A.12)

siendo «a el d&ngulo mds pequerio formado por los dos vectores y fi el vector unitario
normal exterior al plano que contiene a los vectores a y b. Puesto que el plano
tiene dos normales (cada una con distinto sentido), el vector i que aparece en
(A.12) siempre se refiere a la normal que apunta segtin la regla de la mano derecha.
Esta regla dice que usando la mano derecha y apuntando el dedo indice en la
direccién de ay el dedo corazén en la de b, el dedo pulgar indicara la direccién de
fil. Geométricamente, el médulo del producto vectorial, |ax b|, es igual al 4rea del
paralelogramo generado por los vectoresay b.

A partir de la definicién del producto vectorial (A.12) pueden deducirse las
siguientes propiedades:

= El producto vectorial es anticonmutativo:

axb=-bxa. (A.13)

= El producto vectorial es distributivo respecto a la suma de vectores:

ax(b+c)=axb+axc. (A.14)

= El producto vectorial de dos vectores paralelos es nulo:

axb=0 > alb. (A.15)

= Multiplicacién por un escalar a:

a(axb)=aaxb=axab. (A.16)

1 Esta regla también se conoce a veces como regla del tornillo cuando dice que considerando el giro
que va desde a hasta b por el camino mads corto, si este giro se aplica a un tornillo, el sentido de
avance o retroceso del tornillo indica hacia donde se dirige la normal.
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Teniendo en cuenta la definicién (A.12) y las propiedades (A.13)-(A.15), el pro-
ducto vectorial de a por b puede obtenerse como

axb=(aX+ayy+a;2) x (byX+by,y+b;2) =
= (ayb; — azby)X+ (a;by — axb,)y + (axby, — a,by)z. (A.17)

Usando la definicidn del determinante, la expresion anterior puede escribirse co-

mo
X vV z

axb=| ax ay, a, (A.18)
by by b,

A.1.5. Productos triples

Dado que el producto vectorial de dos vectores es otro vector, este vector pue-
de a su vez multiplicarse escalar o vectorialmente para formar lo que se conoce
como productos triples.

= Producto triple escalar: a- (b x c).
Desde un punto de vista geométrico, este producto triple escalar puede inter-
pretarse como el volumen del paralelepipedo generado por los tres vectores a,
b y ¢ dado que segtin la figura adjunta |b x c| es el 4rea de la base y |acos a| es
la altura (@ es el angulo entre ay b x ¢). Usando esta interpretacién geométrica
es facil deducir que

a-(bxc)=b-(cxa)=c-(axbh). (A.19)

Es interesante notar que en la expresién anterior se ha preservado el “orden
alfabético”.

El productor triple escalar puede también obtenerse a partir del siguiente de-
terminante:
ay ay a
a-(bxc)=| by by b; |. (A.20)
Cx Cy €

= Producto triple vectorial: a x (b x c).
Este producto triple vectorial puede también obtenerse como

ax(bxc)=b(a-c)—c(a-b). (A.21)
e Noétese que el vector
Joeri) (axb)xc=-cx(axb)=-a(b-c)+b(a-c) (A.22)
Af
) l es un vector completamente diferente al definido en la expresién (A.21).
— Ax ——
. A.1.6. Diferencial y derivada de funciones de una sola variable
X x+Ax

Dada una funcién de una sola variable f = f(x), se define la derivada de la
funcién f(x) conrespecto a x como

df(x) ~ lim flx+Ax) - f(x) ~ lim A_f

A.23
dx Ax—0 Ax Ax—0 AXx ( )
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y expresa geométricamente el valor de la pendiente de la tangente a la curva f(x)
en el punto x. El concepto de diferencial de f(x), denotado genéricamente como
df, expresa la variacion infinitesimal de la funcién f(x) entre x y x + dx, esto es,

df(x)=f(x+dx)—f(x). (A.24)

Desde un punto de vista matemadtico, este diferencial viene dado por el siguiente
producto:

df
df(x) = ( dx)dx. (A.25)
Debe notarse que d f/dx no expresa un cociente entre d f y dx sino que por el
contrario debe entenderse como la accién del operador d/dx sobre la funcién
f(x). Este hecho se pone de manifiesto con otras notaciones que prefieren expre-
sar la derivada de la funcién f(x) con respecto a x como D, f(x), donde D, es
precisamente el operador derivada.

A.1.7. Teorema fundamental del calculo

El teorema fundamental del célculo establece la siguiente relacién entre las
operaciones de integracién y diferenciacion de la funcién f(x):

fa h(if ) dx=f(b)- f(a). (A.26)

X

ar

Es posible “deducir” la expresién anterior teniendo en cuenta que d f (x) = (%) dx

y por tanto

b
f df () = F(b) - f(a). (A27)
a

A.1.8. Diferencial y derivada parcial de funciones de varias varia-
bles

Es muy frecuente que en la naturaleza las magnitudes dependan de més de
una variable, asi la temperatura de una habitacién depende de la posicién del
punto donde se mide, esto es, de las tres coordenadas espaciales del punto. Este
hecho se manifiesta matemdaticamente diciendo que la temperatura es funcién de
X,yyzysedenotacomo T = T(x,Y, z).

Similarmente al concepto de derivada introducido en la seccién anterior pa-
ra funciones de una sola variable, puede ahora definirse el concepto de derivada
parcial. Esta derivada hace referencia a la variacion de cierta funcién con respec-
to a una sola de las variables cuando las demdés permanecen constantes. Asi, se
define la derivada parcial de la funcién f(x, y,z) con respecto a x como

Of _ (i LOE+A%Y. 2~ f(X,),2)
0x Ax—0 Ax

(A.28)

y andlogamente para las restantes variables. A partir del concepto de derivada
parcial, puede deducirse que una variacién infinitesimal de la funcién f(x, y, z)
cuando dicha funcién varia entre los puntos x y x + dx podrd expresarse como:

df|, = (%)dx. (A.29)

J1b)

S

Af
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Definicion de gradiente de f

4

Operador V

dr

La variacién infinitesimal de la funcién f(x, y, z) cuando ésta varia entre los pun-
tos (x,y,2) y (x+dx, y+dy, z+dz) podria obtenerse, por tanto, sumando las varia-
ciones parciales a lo largo de cada una de las coordenadas. De este modo, puede

escribirse que
_(9f of
df = (6x)dx+ (ay dy+

ﬂ) dz. (A.30)
0z

A.1.9. Operador gradiente

Es interesante notar en la expresion (A.30) que el diferencial de la funcién
f(x,y,2), df, puede expresarse como el siguiente producto escalar:

_(9f of ﬂ).
df = (dx' 3y’ oz (dx,dy,dz). (A.31)

Definiendo el operador vectorial V como

v = (i,i’i) (A.32)
0x 0y 0z
= ﬁi+§ri+ii, (A.33)
0x "0y Oz

al aplicarlo a la funcién f(x, y, z) se obtiene el gradiente de f, V f, que es eviden-
temente una magnitud vectorial:

of of o
Vfx,y,2) = (é,é,a—];) (A.34)
_ Of  of  of,
= axx+ayy+azz. (A.35)

Esta definicién permite escribir el diferencial de la funcién f como el siguiente
producto escalar:
df=Vf-.dr, (A.36)

donde dr = (dx,dy,dz).

Usando la definicioén de producto escalar, d f también puede escribirse como
df =|Vflldr| cosa, (A.37)

lo que permite deducir que la méxima variacién de la funcién f(x, y, z) se produce
cuando a =0, esto es, cuando dr es paralelo al gradiente de f, Vf. Consecuente-
mente, la direccién del vector V f marca la direccién de mdxima variacién de la
funcién en el punto (x, y, z).

A.1.10. Integral de camino

Dado un campo vectorial F (esto es, una magnitud vectorial cuyas componen-
tes dependen de la posicidn espacial), la integral de camino de F entre dos puntos
Ay Balolargo dela curvaTl se define como la siguiente integral:

B
%f:f F-dl
AT

= lim F(P;)-P;P;;. (A.38)
Pi+1_’Pi(F); ! i
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La integral anterior puede interpretarse como la superposicion infinitesimal del
producto escalar F-dl para cada elemento diferencial de la curva I entre los pun-
tos Ay B (El vector dl es un vector que tiene por médulo la longitud de un ele-
mento diferencial de la curva y por direccién la de la tangente a la curva en di-
cho punto). Las integrales de camino son muy usuales en Fisica, definiendo, por
ejemplo, el trabajo que realiza cierta fuerza entre dos puntos a través de cierta tra-
yectoria. En general, la integral de camino depende del camino que se elija para ir
desde A hasta B.

Algunas de las propiedades mds importantes de las integrales de camino son:

B A
.f Fd:—f Fdl.
AT B,

= Si A’ es un punto intermedio de la curva I entre Ay B, se tiene que

B A B
f Fdi=| Fdi+al| F-dl.
AT AT AT

A.1.11. Teorema fundamental del gradiente

De forma similar a como se hizo para funciones de una sola variable en (A.26),
se verifica que

B
fA Vf-dl=f(B)- f(A), (A.39)

donde la integral en la expresién anterior es una integral de camino.

La expresion (A.39) puede “justificarse” considerando la definicién del dife-
rencial de f dada por (A.36). A partir de esta definicién, la integral en (A.39) puede
verse como una superposicion infinitesimal de las variaciones de la funcién entre
los puntos Ay B,y esto es precisamente f(B) — f(A).

Dos importantes corolarios se pueden extraer de la expresion (A.39)

B B
/ Vf-dl=| Vvf-dl, (A.40)
AT Ay

esto es, ff Vf-dl es independiente del camino tomado entre los puntos Ay B.

Debe notarse que, en general, la integral de camino <€£ =/ fy p F-dl si depende
del camino (considérese, por ejemplo, el trabajo realizado por un coche para
desplazarse entre dos puntos siguiendo distintas carreteras).

ijﬁdl:o. (A.41)
r

La integral de camino anterior a través de cualquier curva cerrada, I', es nula.

A.2. Integral de flujo

Una integral muy ttil que aparece en Fisica es la integral de flujo. El flujo de un
campo vectorial A a través de una superficie S se define como la siguiente integral
de superficie:

<D=fA-dS, (A.42)
S

d/ B
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donde S es una superficie arbitraria y dS es el vector diferencial de superficie, de-
finido como
dS=dsn, (A.43)

que tiene por médulo el area del elemento diferencial y por direccién y sentido
el del vector unitario normal exterior a la superficie. Por ejemplo, para el caso del
plano z = Cte, el diferencial de superficie serd dS = dxdyz.
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Apéndice B

Funciones armonicas y Analisis
fasorial

B.1. Funciones Armonicas

Una funcién armoénica f(z) es aquella que varia en el tiempo de la forma ge-
nérica:
f() =Acos(wt+¢), (B.1)

donde A es la amplitud, w la frecuencia angular y ¢ el desfase. La amplitud, A,
determina el rango de variacién de la sefial, esto es

-Asf(H=A.

La frecuencia angular estd relacionada con la frecuencia f a través de

w=2nf=?, (B.2)

donde T el periodo de la sefial, esto es, aquel valor tal que f(#) = f(t+ T). El des-
fase ¢ determina el origen del tiempo, esto es, cudl es el valor de la funcién en el
instante ¢ =0:

f(0)=Acosep.

Es interesante recordar algunas relaciones trigonométricas de las funciones
Seno o coseno, a saber:

sen(a+b) = senacosb+cosasenb (B.3)
cos(a+tb) = cosacosbFsenasenb, (B.4)

de donde puede deducirse, por ejemplo, que

cos(wt+@—m/2)=sen(wt+ ). (B.5)

B.2. Analisis fasorial

En la resolucién de ecuaciones de segundo grado, es frecuente encontrarse
con soluciones que implican tomar la raiz cuadrada de un negativo, por ejemplo
v—9. No obstante, es facil notar que no existe ninglin nimero real (esto es, que
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Im

Re

pertenezca al conjunto R) tal que su cuadrado sea —9. Para solucionar esta cues-
tién se introducen los niimeros imaginarios, que pueden formarse a partir de la
definicién de la unidad imaginaria, j:

j=v-1, (B.6)

de modo que

V9=V Tx9=VIx VA= j3.

Los nimeros que tienen tanto parte real como imaginaria se conocen como nu-
meros complejos y pueden definirse como

z=a+jb, B.7)

donde a = Re (z) se dice que es la parte real de zy b = Im (z) la parte imaginaria de
z.

Usualmente los niimeros complejos se representan en un plano de modo que
sobre el eje vertical se sitia el eje imaginario y sobre el eje horizontal el eje real.
De este modo, el nimero z queda caracterizado por un punto (como se muestra
en la figura adjunta) que esté a una distancia |z| dada por

|zl = Va?+ b?, (B.8)

que se conoce como médulo de z, y con un dngulo ¢ medido en sentido antiho-
rario a partir del eje real dado por

b
¢= arctan(—) , (B.9)
a
que se denomina argumento de z.
Es fécil observar en la figura que z puede escribirse como
z=|z|(cos@+ jsen¢),
y dado que la identidad de Euler dice que
ej“’:cos<p+jsen<p, (B.10)
se tiene que el nimero complejo z puede reescribirse como

z=|zlel?. (B.11)

Teniendo en cuenta la identidad (B.10), es facil notar que la funcién armoénica
() =Acos(wt+ )
puede escribirse como

f(H)=Re (Aef (“’”4’)) =Re (Aef‘Pef‘”f) . (B.12)

Si ahora definimos el fasor, f, de la funcién f(f) como

f=Ael?, (B.13)
se tiene que
f(t)=Re (fej‘”t) . (B.14)
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La identidad (B.14) permite establecer una relaciéon biunivoca entre las fun-
ciones armonicas y sus fasores asociados, de modo que a toda funcién arménica
se le puede asociar un fasor, esto es,

fH—f. (B.15)

Siguiendo las propiedades mds elementales del cdlculo de ntimeros complejos
pueden demostrarse facilmente las siguientes propiedades:

AW+HE < A+h (B.16)
af(t) - af, (B.17)

siendo f;(#) = A;jcos(wt + ¢;) y a un ntimero real. Una propiedad adicional de
fundamental importancia practica es

afrm . =

Esta tltima propiedad puede deducirse como sigue:

df()

ar =—wAsen(wt+¢) =—-wAcos(wt+¢—m/2)

:Re(—wAej(‘””"’_”/z)) = Re(—wAej‘pe_j”/Zej‘”t)
:Re(ijej‘pej‘”t) =Re (jwfej“”) ,

de donde se deduce que el fasor asociado a d f/dt es precisamente jo f.
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Apéndice C

Operadores divergenciay
rotacional

C.1. Divergencia

Dado un campo vectorial A(r), si tomamos el producto escalar del operador V
(A.32) por este campo, podemos formar la siguiente magnitud escalar, V-A:

0

. L0 .0 . . .
VA = xa+ya+z& -(XAx+VAy +2A;)

0Ax a4y L 04z
0x 0y 0z

) (C.1

que se conoce como divergencia de A. Resulta que esta magnitud escalar expresa
la densidad volumeétrica de flujo del campo vectorial A y, por tanto, V-A puede
definirse alternativamente como

f A-dS
VA= lim 23V

V=0 174 €2

A la vista de (C.2), la operacién V-A nos dice si hay fuentes (V-A > 0) o sumide-
ros (V-A < 0) del campo A(r) en el punto r, esto es, si hay lineas de campo que
empiezan o acaban en dicho punto. Obviamente, si no hay lineas de campo que
empiezan o acaban en el punto r entonces V-A = 0. Un campo para el que se cum-
pla que

V-A=0 Vr, (C.3)

indica que las lineas de este campo no empiezan ni acaban en ningtin punto del
espacio. Un campo con estas condiciones se denomina solenodial.

C.2. Rotacional

Anélogamente a como en el apartado anterior se formé el producto escalar
del operador V por el campo vectorial A, ahora formaremos el siguiente producto
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vectorial VxA:
X vV z
VxA=| & & % (C.4)
Ay Ay A
:(aAz_%)fﬁ_(dAx_OAZ)A_’_(@&_@AX)iy
0z 0x 0x 0y

0y 0z
que se denomina rotacional de A. Evidentemente, la magnitud anterior, como to-
do producto vectorial, es un vector. Cada una de las componentes de este vector,
VxA, mide la densidad superficial de circulacion en superficies normales a dichas
componentes. Asi, la componente z de VxA, puede expresarse como

A-dl
L (C.5)

C A = ]./
( X )Z m S

Desde un punto de vista geométrico, la anterior definicién sugiere que VxA es
una medida del nimero de “remolinos” del campo A en el punto r. Un campo que

no tenga “remolinos” en ningtin punto de espacio, es decir,
(C.6)

VxA=0 Vr,

se dice que es un campo irrotacional.
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Apéndice D

Repaso del analisis de Fourier

D.1. Funciones periédicas

La teoria de Fourier dice que una funcién periédica, f(x), de periodo A,

f)=fx+ ),

puede expresarse como una serie de senos y cosenos de la siguiente manera:

X 21 x© 27
f(x)=ap+ ) ancosn—x+ Y bysenn—x,
n=1 A n=1 A

donde los coeficientes (0 pesos) de las senos/cosenos vienen dados por

2 (A 2
ap = zfo f(x)cosn%xdx

2 (A 2
b, = Xfo f(x)senn%xdx.

(D.1)

(D.2)

(D.3)

El desarrollo (D.1) de la funcién f(x) puede igualmente expresarse como la

siguiente serie de exponenciales complejas

flx) = Z Anexp(—jnz%x),

donde podemos identificar al comparar (D.4) con (D.1)

A_p+Ap=ay } = A—n:%(an_jbn)
J(A_y—Ap) = by Ap=3(an+ jby)

y, por consiguiente, escribir los coeficientes de las exponenciales como

1A . 2@
An_%fo f(x)exp(]nTx)dx.
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S

-n/2

/2

EjeMpLO D.1 Encontrar el desarrollo de Fourier de una onda cuadrada par de periodo 2n

Dado que A =27, tenemos que

1 -m/2 . /2 T,
= —f e]"xdx+f e]"xdx—f e/ dx
27 -7 -m/2 /2

1 n :
Ap=— x)el " dx
n Zﬂf—nf()
1-elnm nim
= sen — .
2

nm
Podemos observar que estos coeficientes van decreciendo y representan los “peso” de las
distintas exponenciales en la serie para formar la onda cuadrada, esto es,

0 q_gjnm

fo= 3

n=—00 nn

T .
sen —- exp(—jnx) .

D.2. Funciones no periddicas

El andlisis anterior puede extenderse a funciones no periédicas haciendo, por
ejemplo, tender el periodo de la funcién f(x) a infinito A — co. De este modo y
tras tomar los oportunos limites, para una funcién f(x) de cuadrado integrable,
esto es,

foo |f(x0)[?dx - oo, (D.6)
puede escribirse que’ ,
fx) = %jj: F(k)exp(—jkx)dk (D.7a)
F(k)y = foo fx)exp(jkx)dx, (D.7b)
o0 equivalentemente
f) = f : F)exp(—j2nvx)dv (D.8a)
Fv) = f: fx)exp(j2nvx)dx, (D.8b)

donde la variable de Fourier, v, puede identificarse como una frecuencia espa-
cial. La funcién F(v) dada por (D.8b) se conoce como transformada de Fourier
o también espectro en frecuencia de la funcién f(x) y se denota a veces de forma
simbélica como

F(v)=Z{f(x)}. (D.9)

El andlisis de Fourier permite interpretar la expresién (D.7a) como una des-
composicién de la funcién f(x) en términos de una combinacién lineal (en este
caso continuapor ser una integral) de funciones elementales del tipo exp(— j27vx).
En consecuencia, la transformada de Fourier F(v) puede considerarse como un
“factor de peso"que debe aplicarse a cada una de las funciones elementales de
frecuencia espacial v para sintetizar la funcién f(x).

1 En general, las funciones matematicas que representan magnitudes fisicas son todas susceptibles
de ser tratadas mediante el anélisis de Fourier.
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D.3. Transformada bidimensional de Fourier

EjEmMPLO D.2 Transformada de Fourier de una funcion rectangulo rect(x)

Si se define la funcién rect(x) como

1 si|x|<1/2
rect(x) =<1/2 silx|=1/2, (D.10)
0 si|x|>1/2
la transformada de Fourier, F(v), de la funcién
X

fx) =Hrect(h)

mostrada en la figura viene dada por

o) . hi2 . e j2nvx hi2
F(v):f f(x)efzm’xdxzf Hel?™Xdx=H —
—c0 ~h/2 j2nvo| 0
e/mvh _ = jmvh sennvh
=H - =Hh = Hhsenc(nvh),
j2nvh nvh
donde la funcion senc(x) se define como
sen x
senc(x) = . (D.11)

X

Es interesante observar que cuanto més ancha es la funcién rectangulo (h mds gran-
de), mds estrecha es su correspondiente transformada de Fourier (y viceversa). Esto sugiere
que funciones cuya localizacién espacial es muy reducida tienen un espectro en frecuencia
muy amplio. De forma genérica puede decirse que

variaciones muy rdpidas de la funcioén f(x) implican un amplio espec-
tro de frecuencia para su correspondiente transformada de Fourier.

Algunas de las propiedades mas titiles de la transformada de Fourier son:

Flafx)+bf(x)} = aFW)+bGv) (D.12)
F{fxxa)} = expFj2nva)F) (D.13)

1 (v
F{flax)} = EF(E) (D.14)
F{f*x} = F'(-v) (D.15)
F{fegt = FWMGW). (D.16)

En la Gltima expresién f ® g representa el producto de convolucién de la funcién
f(x) por la funcién g(x) y viene dado por

f®g=f_ fOgx-6d¢. (D.17)

D.3. Transformada bidimensional de Fourier

Anteriormente se ha aplicado el andlisis de Fourier a funciones de una sola
variable. Este andlisis puede igualmente ser aplicado a funciones de mds de una
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rect(x)
1
12 X
S x)
H
h/2 X
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Apéndice D. Repaso del analisis de Fourier

Definicién del par de transformadas
bidimensionales de Fourier

variable. En concreto, para el caso de dos variables tenemos que para una funcién
f(x,y) de cuadrado integrable podemos definir el siguiente par de transformadas:

flx,y) = ff F(vy,vy)exp[—j2n(vix+v,y)| dvydv, (D.18a)
F(vy,vy) = ff fx,yexp[j2n(vyx+vyy)] dxdy, (D.18b)

donde (D.18a) puede interpretarse como la descomposicién de la funcién f(x, y)
en términos de una combinacién lineal continua de funciones elementales del ti-
po exp[—j2n(vxx+v,y)], donde v, y v, representan frecuencias espaciales con
respecto a x e y respectivamente. Claramente, F(vy, v) representa el “factor peso”
de cada funci6n elemental de frecuencias vy y v.

EjeMpLO D.3 Transformada de Fourier de la funcion “rectangulo.en dos dimensiones

Para una funcién del tipo

f,= rect(g) rect(%] )

la transformada de Fourier correspondiente serd

(o0}
F(vy,vy) = ff rect(g)rect(%)exp[jZn(vxx+vyy)] dxdy
—00

(9] (e 9)
= {f rect[f)exp(jZﬂvxx) dx} {f rect(z)exp(ﬂnvyy) dy}
—00 a —00 b

= absenc(nvya)senc(wvyb) .

Claramente cuanto mads localizada espacialmente esté la funcioén f(x, y), mas amplio
serd su espectro en frecuencias.

Algunas de las propiedades mads significativas de la transformada de Fourier
bidimensional son:

Flaf(x,y)+bf(x,)} = aF(vy,vy)+bG(vy,vy) (D.19)
F{fx—a,y-b} = explj2n(via+vyb)F(vy,v,) (D.20)
= gy
F{flax,by)} = abF( = ) (D.21)
F{f* ey} = F'(-vey-vy) (D.22)
F{fegl = Fyv)Glvyvy), (D.23)

donde o

D.3.1. Interpretacion geométrica delatransformadabidimensio-
nal de Fourier

Paralela a la interpretacién matemdtica que se ha dado para

fl,y = ff F(vy,vy) exp[—jZn(vxx+vyy)] dvydv, (D.24)
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D.3. Transformada bidimensional de Fourier

185

como una combinacién lineal (en este caso, una integral) de funciones elemen-
tales de la forma exp[—j2m (v x + vy )], cada una de ellas “pesadas” por el factor
F(vy,vy), podemos dar una interpretacion mas "fisica".

En este sentido, podemos considerar que la expresion integral (D.24) es una
combinacién lineal de ondas planas del tipo

F(vy,vy)exp[—jlksx+kyy)], (D.25)
cuyo vector de onda k es

k=kiX+kyy ; kx=2mvy, ky=27v,. (D.26)

Tal como muestra la figura adjunta, cada “onda plana elemental” es una onda
plana cuyo vector de ondas k esté dirigido en el plano (x, y) formando un angulo
0 con respecto al eje x dado por

Vy

0 = arctan| — | . D.27)
Vx

El periodo espacial, A, de esta onda (esto es, la distancia entre dos frentes de onda

de igual fase) viene dado por

2 1
1= 2 (D.28)

Vi+vy
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Apéndice E

Funcion delta de Dirac

La funcién delta de Dirac monodimensional no es propiamente una funcion,
sino que es una entidad més general denominada, funcional o distribucién. La
diferencia de una funcional con respecto a una funcién es que una funcién ha-
ce corresponder niimeros con nimeros mientras que una funcional hace corres-
ponder funciones con ntimeros. Un sencillo ejemplo de funcional es la siguiente
integral definida:

f_:f(f)df,

que hace corresponder cualquier funcién f(x) con el valor numérico de su drea
respecto al eje x.

En este sentido, la caracteristica definitoria de la funcién delta (la seguiremos
llamando “funcién” debido a su extendido uso) es la conocida como propiedad
de muestreo bajo el signo de integral, esto es,

f_mf(€)6(a—€)df=f(a) . (E.1)

Esta propiedad es la que define la funcional que conocemos como funcién delta.
Aunque la integral anterior es una representacién conveniente para esta corres-
pondencia, dicha integral debiera ser interpretada como el siguiente limite de un
conjunto de integrales:

f f(f)é(a—f)df=1\1,ffgof fgnla—-35ds, (E.2)

N i i imi — oo exhi -
donde es una secuencia de funciones que en limite N exhibe la pro
piedad de muestreo requerida. Estas funciones deben todas tener drea unidad y
deben hacerse “en algtin sentido” més estrechas a medida que N crece.

A pesar de no ser formalmente correcto, es usual representar la funcién delta
como el limite de la secuencia de funciones gy (x),

o(x)= ]\llim gn(x), (E.3)

aunque debe entenderse siempre la anterior “identidad” en el sentido dado en la
expresion (E.2). Teniendo esto en cuenta, puede comprobarse, por ejemplo, que

§(x) = lim Nexp(-N?mx?) (E.4)
N—oo

d(x) = lim Nrect(Nx) (E.5)
N—oo

d(x) = 1lim Nsenc(Nx). (E.6)
N—oo
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188 Apéndice E. Funcién delta de Dirac

En teoria de circuitos, la funcién delta se usa frecuentemente para representar
un pulso instantdneo de corriente o voltaje. En 6ptica, el concepto equivalente es
una fuente puntual de luz, o un “pulso espacial"de volumen unidad. En éptica, por
tanto, la funcién delta que nos interesa es bidimensional, § (x, y), cuya definicién
es una sencilla extension del caso monodimensional:

f f FEmba—&b-m dedn=f(ab) . E£7)

Algunas posibles definiciones de funciones delta son

Sx,y) = lim N2 exp[- N2z (x* + y?)] (E.8)
olx,y) = A&im N?rect(Nx)rect(Ny) (E.9)
olx,y) = I\IIim N%senc(Nx) senc(Ny) . (E.10)
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Apéndice F

Introduccion alos Sistemas
Lineales

Una forma matemadtica muy conveniente de expresar la accién de un sistema
fisico es mediante el concepto de operador matemditico. De este modo, si la en-
trada de cierto sistema viena descrita por f(x, ), la salida de este sistema, g(x, y),
puede expresarse como

gx, y) = L{f(x, »} (ED)

Un sistema se dice que es lineal si cumple la siguiente propiedad:

Flafix, ) +bfo(x, n} = aF{fi(x, N} +bF{fa(x, 1)}, (E2)

esto es, si efecto del sistema sobre una suma de entradas viene dado por la suma
de los efectos sobre cada una de las entradas individuales.

La gran ventaja matemadtica que proporcionan los sistemas
lineales es que permiten expresar la respuesta de un sistema
a una entrada arbitraria en funcién de las respuestas a ciertas
funciones elementales en las que se pueda descomponer la
entrada.

Una posible forma de descomponer la entrada en funciones elementales hace
uso de la propiedad de muestreo de la funcién delta de Dirac. De este modo, la
funcién f(x, y) puede expresarse como

flx,y) = ff fEmMoéx—-&y—-n)dédn, (E3)

es decir, como una combinacién lineal continua de funciones 6 pesadas y despla-
zadas.

La salida de este sistema lineal, g(x, y), podrd entonces obtenerse como

glx,y 25”{ ff fEmMéx—-&y-n dfdn}

=ﬁ fEMF{E(x—&y—m} dédn. (E4)
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Apéndice F. Introduccién a los Sistemas Lineales

Condicion que debe satisfacer un
sistema lineal invariante

Si denominamos respuesta impulsiva del sistema a
h(x, y;é,m = L6(x & y-m}, (ES5)

entonces la salida del sistema puede expresarse como la siguiente integral de su-
perposicion:

glx,y) = ff f&mhx, y;¢,m) dédn. (E6)

Podemos ver que la respuesta impulsiva del sistema es simplemente la res-
puesta del sistema a una entrada tipo delta de Dirac. Para el caso de un sistema
6ptico, el resultado (E6) puede reinterpretarse diciendo que

el efecto de los elementos opticos (lentes, filtros,...) queda
completamente descrito especificando las imagenes (tanto la
amplitud como la fase) correspondientes a fuentes puntuales
localizadas en el campo objeto.

Sistemas Opticos lineales invariantes

Un sistema 6ptico lineal es invariante espacial si su respuesta impulsiva de-
pende tnicamente de las distancias entre los puntos fuentes objeto y los puntos
imagenes respuesta, esto es, si

h(x,y;¢&,mM=hx-¢&y—-n). (E7)

La condicién anterior implica que la imagen de un punto fuente objeto cambia
Unicamente en localizacién, y no en forma funcional, cuando el punto fuente ex-
plora el campo objeto (en otras palabras, si el objeto global cambia de posicién en
el plano (x, y) de entrada, la imagen de este objeto en el plano de salida seguiria
teniendo la misma “forma").

Para Sistemas Lineales Invariantes (SLI), la integral de superposicién toma la
siguiente forma:

g, ) = f f FE MR, y—n) dédn | (E8)

que podemos observar que es una convolucién bidimensional, que suele escribir-
se como
g=foh. (E9)

Teniendo en cuenta la propiedad (D.23), la transformada de Fourier de la ima-
gen respuesta vendrd dada por

G(Vx’ Vy) = H(Vx; Vy)F(Vx; V_y) y (FIO)

donde la funcién H(vy,vy) se conoce como funcién de transferencia del sistema
y puede obtenerse a partir de

G(VXY Vy)

H(vy,vy) = m = ff h(x,y)exp[j2n(vix+vyy)| dvydv, . (E11)
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Notese que la funcion de transferencia es la transformada de Fourier de la res-
puesta impulsiva, esto es,

H(vy,vy) = F{h(x, y)} (E12)

y, andlogamente, la funcién respuesta impulsiva puede obtenerse como la trans-
formada de Fourier inversa de la funcién de transferencia,

h(x,y) = ff H(vy,vy)exp[—j2rn(vyx+vyy)| dvedv, . (E13)

Aunque la funcién de transferencia puede siempre “calcularse” a partir de (E12),
debe tenerse en cuenta que esta funcién es solamente ttil en sistemas lineales
invariantes.

A partir de la funcién de transferencia, la respuesta del SLI puede obtenerse
como

g(x,y)=ff H(vx,vy)F(vx,vy)exp[—j2ﬂ(vxx+vyy)] dvydvy, . (FE14)

Las anteriores relaciones sugieren que para un SLI la entrada puede ser descom-
puesta en funciones elementales mds convenientes que las funciones delta de Di-
rac de (E3), en concreto en funciones exponenciales complejas. La razén de ello
es que estas funciones mantienen su forma bajo el efecto del SLI (es decir, son
autofunciones del sistema).

SLI

xI

—p

expl72m(vartv,y)] H(v,,v,)exp[52m(v.a+v,)]

Una funcién arménica exp[— j27(vxx +v,y)| como entrada a un SLI produce una
respuesta arménica de la misma frecuencia, afectada simplemente por un factor
de amplitud y fase. El efecto del SLI sobre la entrada arménica es simplemente
cambiar la amplitud y fase de la entrada, reflejandose este hecho en el factor mul-
tiplicativo complejo H(vy,vy).
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