Coleccion de ejercicios resueltos de

Matemdaticas Aplicadas a la Biologia



En estas paginas se expone una coleccion de ejercicios resueltos de la asignatura Matemdticas
Aplicadas a la Biologia. Todos ellos provienen de examenes de los tltimos cursos.

De la misma manera que no se aprende a jugar al tenis mirando partidos por la television,
no se aprende a resolver problemas leyendo problemas resueltos. Es necesario enfrentarse al
problema, intentando resolverlo una y otra vez, si fuera preciso, acudiendo a la soluciéon solo
para comprobar el resultado, o si no se consigue hacerlo.

Las Mateméticas utilizan un lenguaje que necesariamente debe ser claro, conciso y, sobre todo,
preciso. No consiste este lenguaje en un conjunto de formulas puestas unas al lado o debajo de
las otras. Es necesario expresar, mediante simbolos o mediante frases, la logica del razonamiento
que se esta realizando.

Los resolucion de los ejercicios de esta coleccion esté escrita (en casi todos los casos) con todo
detalle con un doble objetivo:

(a) facilitar su comprension;

(b) mostrar como se debe escribir la solucién de un ejercicio: de alguna manera es lo que
los prefesores deseariamos encontrarnos al corregir un examen.



Ejercicios del Tema 1: Repaso de
resultados previos

1. En un cultivo de laboratorio, el nimero de bacterias (medido en millones) durante las primeras 100 horas
viene dado por
N(t) = 25+ te /10 ¢ € [0,100].

Determinar los periodos de crecimiento y decrecimiento de la poblacién asi como los momentos en que ésta
alcanza su maximo y su minimo absolutos.

Comenzamos por calcular la derivada de la funcion N(t):

N'(t) = e 10+ te‘””(%) —et/0(1- %)

t
que se anula si 1 — — = 0, es decir, para t = 10.

t/10 g positivo Vi, es facil ver que

{ N'(t) > 0 para t € (0,10) { N es creciente en (0,10)
=
)

Puesto que e~

N'(t) < 0 para t € (10,100 N es decreciente en (10,100)

En consecuencia, N tiene un méaximo local en t = 10, que también es maximo absoluto, ya que es moné6tona a
ambos lados de este punto.
El minimo absoluto hay que buscarlo en los extremos del intervalo, al no haber minimos locales:
100
N()=25 y  N(100) = 25+ 100e~'9/10 = 25 + —= ~ 25.0045
e

Por lo tanto, el minimo absoluto se produce en t = 0.

2. El rendimiento de una determinada plantacion de arboles viene dado por

donde z es la distancia en metros entre los distintos arboles. jA qué distancia se deben plantar unos arboles
de otros para conseguir una mayor producciéon?

La distancia 6ptima sera la que produzca el mayor rendimiento, es decir, la que produzca el maximo absoluto
de la funcién f(z) en el intervalo (0,4+0c0), ya que la distancia debe ser positiva.

x? —8
v

Maximizar f(z) =

para x € (0, 400)
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f es continua y derivable en (0, +00).
Derivada:

g 2w-at—4a’(a® —8) 22 —4x? +32 32— 227
fix) = 28 = 5 =T 5
Puntos criticos de f:
flz)=0 & 32-222=0 & 22 =16 & o =44
El valor x = —4 no interesa ya que esté fuera del intervalo admisible. Por tanto, el Gnico punto critico de f en
(0,+00) es x = 4.
Puesto que 2° > 0 en (0, +00), es evidente que

f'(z) > 0en (0,4) N f es creciente en (0,4)
f'(x) <0en (4,+00) f es decreciente en (4, +00)

y que, en consecuencia, f tiene un méaximo local en x = 4, que también es méaximo absoluto de f en (0,+00).

Solucién: la distancia entre drboles 6ptima es de 4 metros.

3. Se necesita encargar la fabricacion de unas cajas de cartéon para transportar plantas. Deben tener la forma
que se indica en la figura, siendo la base un tridngulo equilatero, y un volumen de 6 litros (6000 cm?). Se
desea minimizar la cantidad de cartén necesario para la fabricacion, esto es, el area total de la superficie de
la caja, incluyendo las dos tapas.

a) Deducir la funcién que proporciona el area total de las cajas que cumplen la condicion dada (volumen
igual a 6000 cm?) en funcion, soélo, de la variable z. ACLARACION: no es la funcién del apartado b).
b) Calcular la solucion del problema
2 A
Minimizar A(x) = % + —
x
para z € (0, +00)

A=

P

X

a) Comenzamos por escribir las expresiones del volumen del recipiente y de su érea superficial.

Volumen = V(z,y) = area base x altura

Area = A(x,y) = 2 x area base + 3 x 4rea lados rectangulares

La base de la caja es un tridngulo equildtero de lado x. Para cal-
cular su area necesitamos conocer su altura, que se deduce usando
el Teorema de Pitagoras:
h
x?  3z2 V3z

9 £>2:2 2_ .2 2 _ 27 -
h+<2 e W=t L=t o h=X

. . x/2
En consecuencia se tiene
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b)

ﬁx:@ V(l"y):\/gx2'y:\/§x2y

4 4
2 4 = V3 22 V322

Area rectangulo = x -y Az, y) =2- T + 3zy = 5 + 3zy

El volumen de las cajas debe cumplir la condicion V(z,y) = 6000 cm? y esta condicién impone una
relaciéon de dependencia entre las variables del problema; por ejemplo, se puede despejar la y en funciéon

de la x: V3
3 4 x 6000 24000
T _6000 o y= -
4 V3 2 V3 2
y sustituyendo esta expresion de y en funcion de x en la expresion del area superficial tendremos ésta
expresada, so6lo, en funcion de la variable x, como nos piden:

. 1
Area tridangulo = 5%

3xz? 32 24000 3z? 240003 3 48000
A:fx +3xy=Q+3x~ :\[1‘ + \[:£<x2+7)
2 2 V3 2 2 T 2 T
. . a? 24 .
Se trata de calcular el minimo absoluto de la funcion A(z) = 5 + — en el intervalo (0, +00).
x

Al tratarse de un intervalo abierto (que no contiene a sus extremos) ese minimo, de existir, s6lo puede ser
un minimo relativo (local).

Estudiemos el crecimiento/decrecimiento de la funcion A. Su derivada primera es:

3
que solo se anula para z = /24 = 21/3.

Estudiemos ahora el signo de A’ en los intervalos (0,2v/3) y (2v/3, +-00):

En (0,2v/3) se tiene x < 2¢/3 = 2% < 24 = 23 — 24 < 0, de donde A’ es negativa en (0,2/3).

En (2v/3, +00) se tiene z < 2v/3 = 2% > 24 = 23 — 24 > 0, de donde A’ es positiva en (2v/3, +00).

Se tiene, pues,

A'(z) < 0 en (0,2/3) A es decreciente en (0,2v/3)
=
A'(x) > 0 en (2v/3, +00) A es creciente en (2v/3, +00)

= A tiene un minimo local en z = 2/3,

que, debido a la monotonia de A en (0, 2\/5) y en (2\/37 +00), es, ademéas, minimo absoluto en el intervalo
(0, +00).

4. El dueno de una piscifactoria ha determinado que si compra x peces (en millares), entonces, al cabo de un
mes tendra

9z
244

f(x)

peces. {Qué namero de peces debe comprar para conseguir que la ganancia, f(z) — z, sea maxima?

La cantidad optima de peces que debe comprar sera la que produzca el mayor valor de f(z) — x, es decir, la
que produzca el maximo absoluto de la funcion f(z) — x en el intervalo [0, +00), ya que el namero de peces a
comprar sera no negativo (en principio, cabe la posibilidad de que la méaxima ganancia se produzca no comprando
ninguno. . . )

Luego el problema a resolver es

9z bz —2a?
m_2m+4 = 2x +4

Maximizar g(x) = f(z) —
para z € [0, +00)
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g es continua y derivable en (0, 400).

Derivada:
(5—4z)(2z +4) — (b —22?)2  —4a? — 162 +20

g'(@) = (22 + 4)2 T Qo t4)2

Puntos criticos de g¢:
Jd@)=0 & —42? - 162 +20= —4(2* +42-5)=0 & 2> +42-5=0

—4+v424+20 —4+6 -5
B 2 o2 { 1
El valor x = —5 no interesa ya que esté fuera del intervalo admisible. Por tanto, el tinico punto critico de f en
(0,+0) es x = 1.
Conocidas sus raices, ¢'(x) se puede escribir ¢'(x) = —4(z + 5)(z — 1) y puesto que (2z + 4)2 > 0 en (0, +00),
es evidente que

T

g'(z) >0en (0,1) g es creciente en (0,1)
g (z) <0en (1,400) g es decreciente en (1,400)

y que, en consecuencia, g tiene un méaximo local en x = 1, que también es méximo absoluto de g en [0, +00).

Solucién: el nimero 6ptimo de peces es 1 millar.

5. La poblacion de una especie sigue la siguiente funcion

Pt)=a+ t>0

et/z? -

donde P(t) es el namero de individuos de la poblacién (medida en miles) y ¢ el tiempo (medido en meses) y
a es una constante positiva.

a
b
c

d

Calcular a sabiendo que inicialmente habia 3000 individuos.
LEn qué momento alcanza la poblaciéon un maximo? ;Cuénto es el valor de dicho maximo?

LA qué tiende la poblacion en el futuro?

)
)
)
) Si se sabe que una poblacion esta en peligro de extincion cuando el nimero de individuos es menor que
1000, jtiene esta poblacién peligro de extincion?

a) Tenemos que ver para qué valor de a se tiene

P(0) = 3 (3000 individuos) <=

4
b) El maximo absoluto de P(t) = 3 + ~7a = 3+te t/? en el intervalo [0, +00) s6lo puede ser un méaximo
e

relativo o el punto ¢t = 0.

Veamos si P tiene algiin maximo relativo:
/ P RPR Sy
P'(t)=¢e —t§e =(1-

Claramente se tiene, puesto que e~ %2 > 0 V¢ € R, que

P’(t) > 0 en [0,2) = P es creciente en [0, 2)
P'(t) < 0 en (2,400) = P es decreciente en (2, +00)

Luego P tiene un méaximo relativo en ¢t = 2 que, claramente, es también maximo absoluto en [0, +00).

El méaximo absoluto de P en [0, +00) se alcanza en t = 2 y P(2) ~ 3.736 (3736 individuos) ‘
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¢) Para ver a qué tiende la poblacion tenemos que calcular

, , to. ot
Jm P(t) = lm 3+ %5 =3+ Im =5 =3

lo que significa que ’ la poblacién tiende a estabilizarse en 3000 individuos | .

d) Obviamente, no hay peligro de extincion:

> P(0) =3y P es creciente entre t =0y t = 2.

> P es decreciente en (2,400), pero no desciende del valor 3, al que tiende asintoticamente.

Es decir, la poblacién no desciende de 3000 individuos.

6. La poblacién de una especie sigue la siguiente funcion:

(t—a)?
Pit)=14+——-, t2>0 0
donde P(t) es el namero de individuos de la poblacion (medida en miles) y ¢ el tiempo (medido en meses).

(a) Calcula a sabiendo que inicialmente habia 1700 individuos, esto es P(0) = 1.7.
(b) ¢(En qué momento la poblacion aumenta? ;Cuéndo disminuye? ;Cuéndo alcanza un minimo?

(¢) ¢A qué tiende la poblacion en el futuro?

a) Tenemos que ver para qué valor de a se tiene

P(0) = 1.7 (1700 individuos)

LT=1+1 fa2 = 1112;;2 e L7470 =14 2% < 0.7=030> < |a= \/Z ~ 1.53
b) Para ver cuando la poblacion aumenta/disminuye tenemos que estudiar el signo de P’(¢):
P(t) 2(t —a)(1+ (t —a)?) —22(15 —a)3 _ 2(t —a) +2(t—a)3 —22(25 —a)3 _ 2(t — a) i
(14 (t—a)?) (14 (t—a)?) (14 (t—a)?)

Se ve claramente que

{P’(t) <Opara0<t<a N {P decrece en [0, a)

P'(t) >0 parat>a P crece en (a, +00)

Obviamente, P tiene en ¢t = a¢ un minimo relativo que es también su minimo absoluto en [0, +00).
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¢) Tenemos que calcular

) L (t—a)? , (t—a)? .7 7
S P = dm 14y =t i e T A s

Esto significa que la poblacién tiene a estabilizarse en 2000 individuos

7. La poblacion de cierta especie de pez que habita en un lago estd dada por la siguiente funcion:

t
P(t) :A+§el—f*o7 t>0,

donde P(t) es el ntimero de individuos de la poblacién (medido en miles) y ¢ es el tiempo (medido en meses).
Se pide:
a) Calcula el valor de A sabiendo que inicialmente el lago tiene 2000 peces.
b) (En qué momento la poblacion de peces del lago alcanza su valor maximo? ;Cuél es el valor de dicho
maximo?
¢) (A qué tiende la poblacion en el futuro? ;En algin momento la poblaciéon desciende por debajo de la
poblacion inicial?

d) Esboza la grafica de la funcion.

a) Tenemos que calcular para qué valor de A se tiene
P(0) = 2 (2000 individuos) <=

b) El maximo absoluto de P en [0, +00) solo puede producirse en un maximo relativo o en el punto t = 0.
Veamos si P tiene algiin maximo relativo:
1, 1t

P'(t) = =10 —

—-fel_%b:}el_l%(l—i)zo = t=10
9 109 9

10

1

1 : .
Puesto que 9 el=10 >0 para todo t € R, se tiene claramente

P'(t)>0sit <10
{ (t) >0sit < t = 10 es un méaximo relativo de P.

P'(t) < 05sit>10
Pero también es su méaximo absoluto en [0, +00), ya que P es creciente en [0, 10) y decreciente en (10, 4+00).

El maximo absoluto de P se obtiene en ¢t = 10 y vale P(10) =~ 3.11 (3110 peces) ‘ .

—7—
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¢) Tenemos que calcular
, o , t 1—t\ . t 1—t , t € _
t~1>1£noop<t)_t~1}inoo(2+§e 10>_2+tllinoo§e 0_2+t—13in009 et/10_2

La funcion P(t) tiende asintoticamente a 2, lo que significa que la poblacion tiende a estabilizarse en 2000
peces y no desciende de este valor.

d)

a 18 28 Ja 48 oa

8. La poblacion de cierta especie que vive en un héabitat protegido sigue la siguiente funcion:

t+1
* t>0,

Pt)=A4+2——
®) * 2424 T

donde P(¢) es el nimero de individuos de la poblaciéon (medido en miles) y ¢ es el tiempo (medido en afos).
Se pide:

a) Calcula el valor de A sabiendo que inicialmente hay 3000 individuos.

b) (En qué momento la poblacion alcanza su valor maximo? ;Cuél es el valor de dicho maximo?

¢) i A qué tiende la poblacion en el futuro? jEn algin momento la poblacion desciende por debajo de la
poblacion inicial?

d) Esboza la grafica de la funcion.

a) Utilizamos que P(0) = 3 (3000 individuos) para calcular A:

2 2 70
PO =A4+—=3 <<= A=3—-— <— |A=—=~292
(0) +24 3 3 24 24 )

b) El maximo (absoluto) de P(t) en el intervalo (0, +00), que es abierto, s6lo se puede producir en un maximo
relativo. Veamos si P(t) tiene alguno:

24—+ )26 242t —24

/ t=—6
P = (2 +24)2 B (2 +24)2

t=4

=0 < ?+20-24=0 <— {

Vemos que el tnico punto critico en el intervalo (0,00) es t = 4. Veamos si se trata de un maximo relativo
estudiando el signo de la derivada a la izquierda y a la derecha del punto ¢ = 4:
t2 +2t — 24

El Signo de P/(t) =-2 W

es el opuesto al signo de 2 + 2t — 24 = (t + 6)(t — 4), cuya grafica es

una parabola convexa.
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d)

t2+2%t-24 ——
8 ——;

-8 -6 -4 -2 [ 2 4 6

Por consiguiente,

{t2 +2t—24<0en (0,4) N {P’(t) > 0en (0,4) N {P es creciente en (0,4)

1?2 + 2t —24 >0 en (4,+00) P'(t) <0 en (4,400) P es decreciente en (4, +00)

lo que demuestra que P tiene un maximo relativo en ¢ = 4. Este maximo relativo es también maximo
absoluto debido a que P es creciente en (0,4) y decreciente en (4, +00).

Luego, efectivamente, ’ P tiene un maximo absoluto en el punto t =4 ‘

El valor de P en dicho punto es | P(4) = % ~ 3.124 |

Para saber a qué tiende la poblacion en el futuro calculamos

=A=292

Hm(A+2

t—o00

t+1 t+1
—A+2 i
t2+24) Ak

Es decir,

La poblacion tiende asintoticamente 2.92 (2920 individuos) ‘

La poblacion inicial es de 3000 individuos, es decir, P(0) = 3. Hemos visto que, cuando ¢ — oo, P tiende
asintoticamente a 2.92. Lo cual significa que que, para t suficientemente grande, P toma valores tan
proximos a 2.92 como se quiera. Obviamente, hay puntos en los que P toma valores menores que 3.

’ La poblacion desciende del valor inicial |.

a 28 48 i) e 1688 128 148

9. La poblacién de una especie de insectos, tras la eclosion de los huevos puestos, sigue la siguiente funciéon

P(t) =t?e ™,
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donde t > 0 (t = 0 es el momento de la eclosion), siendo P(t) el namero de individuos de la poblacion
(medida en miles) y ¢ el tiempo (medido en dias).

a) Calcula a sabiendo que para ¢ = 1 habia 700 individuos.

b) {En qué momento alcanza la poblacion un maximo? ;jCuanto es el valor de dicho maximo?

¢) A qué tiende la poblacion en el futuro?

d) Esboza la grafica de la funcion.

a)

b)

¢)

d)

Utilizamos que P(1) = 0.7 (700 individuos) para calcular a:

P(1) = e =07 = —a=n(0.7) = |a=—In(0.7) ~ 0.36]

El maximo (absoluto) de P(t) en el intervalo [0, 400) s6lo se puede producir en un méaximo relativo o en
t = 0 (extremo del intervalo incluido en el mismo). Vamos a calcular los maximos relativos (si existen) de
P(t):
t=0
P'(t) = 2te™ — at?’e™" = (2 — at)te” ™ =0 <= { 0 bien )
2—at=0 < t=-=56
a

Estudiamos el signo de P’(t) para saber dénde P es creciente/decreciente: puesto que e~ es siempre
positivo, el signo de P’(t) coincide con el signo de (2 — at)t = 2t — at?, cuya gréfica, puesto que a > 0, es

una parabola concava que se anula ent =0y en t = 2/a ~ 5.6:

[ R T R B |
R

Por consiguiente:

P'(t) < 0en (5.6,+0)

P'(t) > 0 en (0,5.6) P es creciente en (0,5.6)
P es decreciente en (5.6, +00)

En consecuencia, P tiene un méximo relativo en ¢t = 5.6.

P(5.6) = (5.6)% e 0-36%56 ~ 418 > 0 = P(0)

Esta claro, pues, que ’ t = 5.6 es el maximo absoluto de P en [0, +00) ‘ y que ’ P(5.6) ~ 4.18 ‘

Para saber a qué tiende la poblacién en el futuro calculamos

2

lim t? ™" = (00 x 0) = lim
t—o0 t—oo €@

= (LH) =0

Es decir, P(t) tiende asintoticamente a cero cuenado t — 400, lo que significa que

’ la poblaciéon tiende a la extincion ‘

— 10—
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10. Representar graficamente la funcion siguiente, estudiando previamente dominio de definicién, cortes con
los ejes, asintotas, crecimiento / decrecimiento, maximos y minimos, concavidad / convexidad y puntos de
inflexion:

Dominio de definicién: D = (—oo, —1) U (-1, 4+00)

Corte con el eje OY: f(0) =1, luego la grafica corta al eje OY en (0,1).

Corte con el eje OX: e* es siempre positivo, luego la grafica no corta al eje OX

Signo de la funcion: { f(z)<0sixz+1<0 esdecir, siz < —1
"1 flx)>0sixz+1>0es decir, siz > —1

Asintotas horizontales: . .

Es decir, y = 0 es asintota horizontal de f, para x — —oo.
Asintotas verticales: la tnica posible asintota vertical es la recta x = —1, ya que este es el Gnico punto de
discontinuidad de la funcion:

x x

, [

lim —00, lim =
z—(-1)- x+1 z—(-1)t x4+ 1

+00

Asintotas oblicuas: sélo podria haberla para © — +00, ya que para x — —oo hay una asintota horizontal.
Si existe, sera una recta y = mx 4+ n con

f(=) , e’

m= lim —= = lim ——— =400 = no hay asintota oblicua.
z—o+oo T z—+o0 x(x + 1)
Derivada: .
;N e

que solo se anula para z = 0 que es, por lo tanto, el tnico punto critico.
Crecimiento y decrecimiento: estudiamos el signo de la derivada. El denominador de f’(x) es siempre
positivo, luego el signo de la derivada coincide con el signo de xe®, que, a su vez, coincide con el signo de x:

f'(z) <0en (—o0,—1) f es decreciente en (—oo, —1)
f'(z) <0en (—1,0) y por lo tanto que f es decreciente en (—1,0)
f'(z) > 0en (0,+00) f es creciente en (0, +00)
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Extremos: como consecuencia de lo anterior, puesto que f es continua en x = 0 y pasa de ser decreciente a ser
creciente en dicho punto, se tiene que f tiene un minimo en x =0, en el cual f(0) = 1.
Derivada segunda:

(ve® + €*) (v + 1) — 2ze*(x + 1) . (z+1)2 =22

7 _ B o 22 +1
fi) = (x+ 1) I P | N P

ue no se anula en ningtn punto, ya que tanto e® como z2 4+ 1 son siempre positivos.
b

Convexidad y concavidad: estudiamos el signo de la derivada segun-
da. Puesto que el numerador e®(z? + 1) es siempre positivo, el signo de .
f"(x) coincide con el signo del denominador, (x + 1)3. Asf, se tiene

f"(z) <0en (—o0,—1) f es concava en (—oo, —1)
f"(x) > 0en (—1,+00) = f es convexa en (—1,+00)

No hay puntos de inflexion. 5 >

11. Representar graficamente la funciéon siguiente, estudiando previamente su dominio de definicién, los cortes
con los ejes, las asintotas, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos, intervalos de
concavidad y convexidad y puntos de inflexiéon:

_1—|—lnx
=—

f(z)

T

Dominio de definicion: D = Rt = (0, +00)
Corte con el eje OY: no hay, ya que la funcion no esta definida en z = 0.
Corte con el eje OX: f(z)=0 & 1+Inzx=0 & z=¢"L.

. .. [ fl)<0sil+Inz <0 esdecir,siz <e !
Signo de la funcién: { f(x) >0si1+Inx >0 es decir, siz > e !

Asintotas horizontales:

, 1+Inz LH ., 1/x , 1
Im —— =" lim —= lim — =0
xr——+00 grz xr— 400 2$ xr—+00 2(E2
Es decir, y = 0 es asintota horizontal de f, para x — 4o0.
Asintotas verticales: la tnica posible asintota vertical es la recta x =0
, l1+lnz —o0
lim ———=—=-c¢
=0t T 0
Asintotas oblicuas: no hay, ya que para x — 400 f tiene una asintota horizontal.
Derivada: Y
, —1—-2lnz
)= ——F7""7—
P = ——
que solo se anula para z = e~ /2 que es, por lo tanto, el tnico punto critico.
Crecimiento y decrecimiento: estudiamos el signo de la derivada. El denominador de f’(x) es siempre

positivo en (0, 400), luego el signo de la derivada coincide con el signo de —1 — 2Inz:

f'(x) >0 en (0,e"1/?)
f'(x) <0en (e /2, +00)

f es creciente en (0,e~1/2)

lo tant .
Y POt o tanto que { f es decreciente en (e=/2, +00)
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Extremos: como consecuencia de lo anterior, puesto que f es continua en z = e~!/2 y pasa de ser creciente a
ser decreciente en dicho punto, se tiene que f tiene un maximo en z = e~ /2,
Derivada segunda:

2 3 2
) = —¢ (2o 913014 2Ia) 146l

20 4 4
1/6

que soélo se anula si 1 + 61lnz = 0, es decir, para x = e~

Convexidad y concavidad: estudiamos el signo de la derivada segun-
da. Puesto que el denominador z* es siempre positivo, el signo de f”(x)
coincide con el signo de su numerador, 1 + 61nx. Asi, se tiene

f"(x) < 0en (0,e1/9) N f es concava en (0,e~1/%)
f"(x) > 0en (e /6, +o0) f es convexa en (e1/%, 4-00) ¢

_ - X
12 o106

Obviamente, en z = e~ /6 la funcion tiene un punto de inflexion.

12. Representar graficamente la funcion siguiente, estudiando previamente su dominio de definicion, los cortes
con los ejes, las asintotas, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos, intervalos de
concavidad y convexidad y puntos de inflexion:

22— 4z +3
ez—l

fz) =

Dominio de definicion: D = R, ya que ¢*~! no se anula.
Corte con el eje OY: f(0) = —; = 3e, luego la grafica corta al eje OY en el punto (0, 3e).
e

Corte con el eje OX: f(z) =0 & 22 —42+3=0 & z=36z=1.
Signo de la funcién: el denominador es siempre positivo y el numerador puede escribir factorizado
f(z) > 0en (—o0,1)
2? — 4z + 3 = (z — 3)(z — 1), de donde se deduce facilmente que { f(z) < 0 en (1,3)
f(x) > 0en (3,+00)
Asintotas horizontales:
, 22 —4x+3 400 , 22 —4zx+3  H4o0
lim = =400 ¥y lim =
T——00 er—1 0 T—+00 er—1 “+00

= (LH 2 veces) =0

Es decir, f tiene una asintota horizontal en y = 0, para x — +oo.
Asintotas verticales: no hay, ya que f es continua en R.
Asintotas oblicuas: no hay.
Derivada:
() (22 —4)-e* 1 — (22 —dz+3)-e* 1 (20—-4)— (2?2 —42+3) —22+62-7
T) = = = =

(€z71)2 er—1 ex—1

que se anula si —2% + 6z — 7 = 0, esto es, para = 3 — /2 y para = 3 + /2.
Crecimiento y decrecimiento: estudiamos el signo de la derivada. El denominador de f’(z) es siempre
positivo. El polinomio del numerador cambia de signo en z =3 — /2 y en = 3 4+ /2, y se puede ver que

f'(z) <0en (—00,3 —V/2) f es decreciente en (—00,3 — /2)
f'(x) >0en (3—+2,3+2) y por lo tanto que f es creciente en (3 — /2,3 ++/2)
f'(x) <0en (34 /2,4+00) f es decreciente en (3 + /2, +00)

13—
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Extremos: como consecuencia de lo anterior, se tiene que f tiene un minimo local en = 3 — /2 y un méximo
local en z = 3 + V2.

Derivada segunda:

2?2 — 8z +13

-1

f(w) =

queseanulaenx:4—\/§yenm:4+\/§.

eI

Convexidad y concavidad: estudiamos el signo de la de-

rivada segunda. Puesto que el denominador es siempre po-

sitivo, el signo de f”(z) depende del signo de su numerador, y
2% — 8z + 13, y se tiene

f"(z) > 0en (—o0,4 —/3)
() <0en (4—+3,44+V3) =
f"(z) >0en (,4+ 3, +00)

f es convexa en (—oo,4 — /3)

f es concava en (4 — /3,4 +/3) s
f es convexa en (,4 + /3, +00) s_vi
1 3 3+2 T x
Obviamente, en © = 4 — V3 yvr =4+ V3 son puntos de

inflexion.



Ejercicios del Tema 2: Modelos discretos
en Biologia

13. La dindmica de una determinada poblacién de mamiferos (medida en miles) que habita un parque natural
viene dada por el modelo de Ricker:

Ty = xn,ler(lfﬁnfgl), n>1

con parametro de crecimiento r = 0.4 y capacidad de alojamiento K = 5 (miles). Se pide:

a) Sila poblacion inicial de mamiferos es 2 = 3.5, jcuél es la poblacion tras dos periodos de reproduccion?
b) Calcula los puntos de equilibrio del modelo y estudia su estabilidad.

¢) Interpreta biologicamente los resultados.

1. Calculamos x; y x2, a partir de g = 3.5:
T = woer(k%}) — 3.5¢%401-%%) ~ 3.946
2y = 2”7 R) = 3.946¢040-5) ~ 4,203
Esto es, tras un periodo reproductivo habra 3946 ejemplares y después de dos habra 4293.

2. Los puntos de equilibrio son las soluciones de la ecuacion z = f(x) con f(z) = xe"(1=#/K)

z=0
x:xer(l—m/K) — x(l_er(l—z/K)) — 0 — o bien
erl=2/K) — 1 «— 1—%20 — =K

Los puntos de equilibrio son 2} =0y 25 = K =5 ‘

Para estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio calculamos en primer lugar la derivada de f

f(z) = er@-=/K) 4 x(%)er(l—x/K) —(1- %)er(l—x/K)

> f(a7) = f/(0) = (1-0)e” = €" > 1 (porque r > 0), luego el punto de equilibrio’ x} = 0 es inestable ‘

2 3
> f'(23)=f'(5)=(1- 3) er(1=5/5) = = luego el punto de equilibrio’ x5 =5 es estable ‘
3. b 27 = 0 es un punto de equilibrio inestable: Esto significa que si inicialmente hay 0 individuos, seguira

habiendo 0 individuos para todo tiempo posterior. El hecho de que sea inestable indica que, si se
inicia el modelo con un niimero xg # 0, aunque sea proximo, el sistema evolucionara alejandose de 0.

15
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> x5 = 5 es un punto de equilibrio estable: Esto significa que, si inicialmente hay 5000 individuos, la
poblacion se mantiene en equilibrio en dicho valor (recuérdese que esa es la capacidad de alojamiento).
Este punto de equilibrio es estable, lo que significa que si se comienza con un valor proximo a K = 5,
aunque distinto, el sistema evolucionara acercandose al punto de equilibrio.

14. La dinamica de una poblacion de peces sometidos a una pesca severa sigue el siguiente modelo discreto
Tptl = Tp + an(l — —) —1,

donde z,, es el namero de peces (medido en miles) en el ano n.

a) Sixg =2, jcuil es el valor de x5?
b) Calcula sus puntos de equilibrio y estudia su estabilidad.

¢) Interpreta biologicamente los resultados.

1. wl:$0+2$0(1—%)—1=2+4(1—§)—1:3
x2:x1+2x1(1—%)—1:3+6(1—g)—1:3.5

2. Tenemos que resolver la ecuacion « = f(x) con f(z) =z + 2z (1 — %) -1

r=2-v2~058
r=a+2(1-7)—1 < 2(1-7)—1=0 < 2®—42+2=0 < { obien
T =2+2~ 341

Los puntos de equilibrio son 27 = 0.58 y 3 = 3.41 (valores aproximados) ‘

Para estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio necesitamos calcular la derivada de f:
f(z)=3—u.

Se tiene:

fl(xzr)=3-058=248>1= ’ x7 = 0.58 es localmente inestable‘

fl(x3) =3—-341=-041; |f'(23)]<1= ’ x5 = 3.41 es localmente estable‘

3. Desde el punto de vista biologico, que x7 = 0.58 y x5 = 3.41 sean puntos de equilibrio significa que si el
sistema se inicia con estos valores, permanece constante, es decir el nimero de individuos de la poblaciéon
no cambiar4 en el tiempo. En efecto, si se comienza con xy = 0.58 (miles de peces),

0.58
x9 =058, 1 =m0+ 2z0(1 — %) —1=0.58+2x0.58(1 — T) -1=0.58, etc.

Analogamente, si se comienza con zg = 3.41 (miles de peces),

3.41
xg =341, 1 =m0+ 2z0(1 — %) —1=341+2x341(1 - T) —1=341, etc.

Que el punto de equilibrio 5 = 3.41 sea localmente estable quiere decir que, si iniciamos el sistema con
un valor xg # 3.41, pero proximo, el sistema evolucionara acercandose a este valor.

Por el contrario, que el punto de equilibrio x5 = 0.58 sea localmente inestable significa que, si comenzamos
con un valor xy # 0.58, por muy proximo que sea, el sistema evolucionara alejandose del valor 0.58.

16—
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15. El tamano de una poblacién de insectos (medida en millones) sigue una dindmica dada por la curva de

reclutamiento de Beverton-Holt:
Rxy_y
14 821 ’
T
KTkl

con constante de crecimiento R = 1.4 y capacidad de alojamiento K = 10 (millones). Se pide:

T =

a) Si la poblacion inicial de insectos es xo = 4.5, jcudl es la poblacion tras dos periodos de reproduccion?
b) Calcula los puntos de equilibrio del modelo y estudia su estabilidad.

¢) Interpreta biologicamente los resultados.

1. Pongamos

o) = Rx _ l4zx _ l4zx
B -1 14—-1 —
14 R I . 1+ 0.04z
10
A partir de xg = 4.5, calculamos z1 y xs:
1.4 x 4.5
1= flwo) = f(45) = T a05 45 23390
1.4 x 5.339
= = 5.3390) = ———— ~ 6.1592
z2 = flz) = f( ) = 15000 x 5339
2. T Iver la ecuacion @ = f(z) con f(z) = — -t
. Tenem T r i6n x = n =
enemos que resolver la ecuacion x x) co T 15 0.01z
z=0
14z 1.4 .
- S Y PN o bien
T 140,040 ( 1+0.04x) 4 1
1+o00dz %7

Los puntos de equilibrio son 27 =0y 23 = 10 ‘

Para estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio calculamos la derivada de f:

 14(1+0.047) — 1.4 X 0.04z 1.4

f'(z)

(14 0.04z)? (1+0.04x)2

Se tiene:

fllen=7f0)=14>1= ’ x7 =0es inestable‘

1
f(x3) = f'(10) = 11 < 1= ’ x5 =10 es estable‘

3. La interpretacion bioldgica de estos resultados es la siguiente:

Si se inicia el sistema con zg = 27 = 0 individuos, obviamente se mantiene constante igual a cero: no ha
1 )

poblacion. Pero, que sea un equilibrio inestable significa que si comenzamos con un valor de x( distinto

de 0, aunque sea proximo, el sistema evolucionaré alejandose del valor 0.

Por otra parte, si iniciamos con 2o = 25 = 10 (millones de individuos) también se mantendra constante e
igual a esa cantidad. Pero, como ademas es estable, si comenzamos con otro valor de xg, el sistema tendera
asintoticamente a ese equilibrio, es decir, la poblacién tendera asintoticamente a 10 millones.

17—
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16. En una cierta colonia de focas, cuyas hembras se han clasificado en 3 grupos de edad, se han observado las
siguientes tasas de supervivencia: un 60 % de las hembras de edad 0 sobrevive hasta la edad 1, mientras que
un 85 % de estas ultimas lo hace hasta la edad 2. Ninguna sobrevive mas alla de la edad 2.

Por otra parte, se ha estimado que las hembras de edad 1 tienen una tasa de fecundidad del 80 % (es decir,
tienen de media 80 cachorros por cada 100 hembras), mientras que las de edad 2 tienen una tasa del 50 %.

a) Escribir la matriz de Leslie asociada a estos datos.

b) Partiendo de una poblacién inicial de 100 focas de edad 0, de 60 de edad 1 y de 50 de edad 2, calcula
el nimero de focas de edad 2 que habré tras 2 periodos de observacion.

¢) En una visita a la colonia se recuentan 85, 85 y 60 focas de edades respectivas 0, 1y 2. ;Qué distribucion
por edades se puede suponer que hubo en el periodo anterior?

1. Denotemos E°, E' y E? a las tres clases de edad. Los datos que nos dan se reflejan en el siguiente esquema:

80%| g

I soa| 0%

Escribamos estas relaciones en forma de ecuaciones y en forma matricial:

EQ,, = 08E} + 0.5E} EY., 0 08 05 EY
El,, =0.6E} El,|=||0o6 0 0 E}
E?,, =0.85E] E? 0 085 0 E?

2. Calculemos, segin el modelo anterior, la distribucién de la poblacion en los instantes de tiempo k =1y

e EY 0 08 05\ [EY 0 08 0.5\ /100 73
El|l=106 0o o ||E|=]06 0 o0 60 | = |60
E? 0 08 0/ \E2 0 085 0 50 51
EY 0 08 05\ [/EY 0 08 05\ /73 73.5
Eil=106 0o o |[E]=]06 0 o0 |[60]=]438
E2 0 08 0/ \E2 0 08 0/ \51 51

Tras 2 periodos de observacion habra 51 focas de edad 2

3. Supongamos que la visita a la colonia se produce en el instante de tiempo k, es decir, que

E? 85
El|=1]8
E2 60

Siguiendo el modelo, se tiene la siguiente relaciéon entre la distribucién de la poblaciéon en el instante &k y
en el instante k£ — 1:

18—
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EY 85 0 08 05\ /EY ,
Ell=|8]=]06 0o o|]|E_,
E} 60 0 08 0/ \E?_,

Es decir, la distribucién de edades del periodo anterior viene dada por la solucién de este sistema lineal
de ecuaciones. De la tltima ecuacién se tiene

60 6000

. El = El = = = . 2
0.85E;_1 =60 <= Ej_; = gor = —= = 70.588
De la segundo ecuacion:
85 850
0.6E) | =85 < EY | = 06" g~ 416067

Y de la primera ecuacion:

0.8E} |, +05E | =85 <= 0.5E7 |, =85—0.8E} |, = 85— 0.8 x 70.5882 = 28.5294
28.5294

= 57.0588
0.5

— E} | =

Asi pues, en el periodo de tiempo anterior al recuento, segiin el modelo, la poblacién estaba distribuida
de la siguiente forma

EY_, 141.6667
EL | =| 705882
E2_, 57.0588

17. Supongamos que en una cierta poblacion, cuyos individuos se han clasificado en 3 grupos de edad, la matriz
de Leslie es de la forma

2 5 1
04 0 O
0 07 0

a) Interpretar cada elemento de esta matriz.

b) Determinar lo que sucede si se realiza un seguimiento de una poblaciéon durante dos estaciones repro-
ductivas, comenzando con 1000 individuos de edad 0, con 100 de edad 1 y con 50 de edad 2.

1. Denotemos E°, E' y E? las tres clases de edad.

> La primera fila de la matriz de Leslie da cuenta de la reproducciéon de la poblacion:
e Por cada individuo de la clase E° nacen, en promedio, 2 nuevos individuos en cada estacién
reproductiva.
e Por cada individuo de la clase E' nacen, en promedio, 5 nuevos individuos en cada estacién
reproductiva.
e Por cada individuo de la clase E? nace, en promedio, 1 nuevo individuo en cada estacién repro-
ductiva.

> La subdiagonal da cuenta de la supervivencia. En este caso indica que un 40 % de los individuos de
edad E° consigue sobrevivir hasta el periodo vital siguiente y que un 70 % de los individuos de edad
E' sobrevive hasta el siguiente periodo reproductivo.

19—
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> El resto de elementos de la matriz, que son nulos, indican que no hay otras interrelaciones entre las
clases de edad.

2. Calculemos cual sera la distribucion de los individuos en clases de edad en los dos periodos reproductivos
siguientes, si partimos de la distribucién inicial:

EY 1000

E} | = 100

E2 50
EY 2 5 1\ /E] 2 5 1\ /1000 2550
Ei|l=(04 0 O||E}]=]04 0 0 100 | = | 400
E3 0 0.7 0/ \E? 0 07 0 50 70
E9 2 5 1\ [/EY 2 5 1\ /2550 7170
Ejl=104 0 O||Ei]|=[04 0 o0f][ 400 |=[1020
E? 0 0.7 0/ \E} 0 07 0 70 280

18. Tenemos una poblacién (de hembras) dividida en dos clases de edad, llamadas E' y E? respectivamente, y

cuya matriz de Leslie es
2 4
L= ( 0.75 0 ) '

(a) Interpreta biologicamente cada elemento de la matriz de Leslie.
(b) Calcula el autovalor dominante (principal) y un autovector asociado.

(c) Discute el comportamiento en el futuro de la poblacion y calcula las proporciones a largo plazo de las
clases de edad.

1. El modelo de Leslie asociado a esta matriz es:
Bl (2 4\ (E
E?,) \0o75 0) \E}

> La primera fila de la matriz de Leslie da cuenta de la reproduccion de la poblacion:

200
e Los individuos de la clase E' se reproducen a una tasa de 2 = 100 = 200 %, es decir, por cada

100 individuos de la clase E! nacen, en promedio, 200 nuevos individuos en cada periodo de
tiempo.

Interpretacion:

400
e Los individuos de la clase E? se reproducen a una tasa de 4 = 100 = 400 %, es decir, en promedio,

por cada 100 individuos de la clase E? nacen 400.

> La subdiagonal da cuenta de la supervivencia. En este caso indica que un 75 % de los individuos de
edad E' consigue sobrevivir hasta el periodo vital siguiente.

> EI 0 del dltimo elemento de la diagonal significa que ningtn individuo de la clase E? sobrevive mas
de un periodo vital.

2. Los autovalores son las soluciones de la ecuacién:

A =3
Ay =—1

2-X 4

det(L — \I) = det (0_75 Y

>)\(2)\)3/\22)\30 = {

20—
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Vemos que \; = 3 es un autovalor dominante, ya que |3| > | — 1| = 1 y ademaés es positivo.

Calculamos ahora un autovector asociado al autovalor dominante A\; = 3, es decir, calculamos una soluciéon
del sistema lineal de ecuaciones

(L=30) (Z;) - (0.715 —43> (2) - <8>

Se trata (como ya sabemos, por ser Az un autovalor) de un sistema compatible indeterminado: las dos
ecuaciones del sistema son equivalentes. De una cualquiera de ellas se tiene:

v = 4o
—v1 +4vy =0 <= v =4y <= { ! para cualquier a € R
Vg =

Luego un autovector es, por ejemplo, (eligiendo a« = 1) |v = (f) .

Tiq1

3. Por teoria sabemos que lim
k——+oo

Esto significa que, asintoticamente, T1 ~ 37}, es decir que, a largo plazo, la poblacién se multiplica por
3 en cada periodo de tiempo. En consecuencia, la poblacién crece indefinidamente (porque 3 > 1).

= A\ = 3 siendo T}, la poblacién total en el instante k: T}, = E,i + E,%

Por otra parte, también sabemos por teoria que las proporciones de las clases de edad frente al total

verifican
E} E} 4 4
7k = % — it —_— =) 08
T, EL+E; koo vi+wvy 441 5
E? E? 1 1
ko Sk 2 2102
Tk' Ek +Ek k— o0 U1 + V2 441 5

Es decir, a largo plazo, la clase de edad E' sera el 80 % de la poblacién mientras que la clase de edad E?
ser4 el 20 %.

19. Tenemos una poblacién dividida en dos clases de edad, llamadas E' y E? respectivamente. Se sabe que la
cantidad de individuos nuevos en cada generacién se obtiene a partir de un promedio de 0.2 veces el nimero
de individuos de tipo E' y 0.6 veces el numero de individuos de tipo E?. Por otro lado, en el paso de una
generacion a otra, la probabilidad de supervivencia de la etapa E' hasta la etapa E? es del 25 %.

(a) Construye la matriz de Leslie asociada al modelo.
(b) Calcula el autovalor (dominante) principal y un autovector asociado.

(c) Estudia el comportamiento en el futuro de la poblacion y calcula las proporciones a largo plazo de las
clases de edad.

1. La informacioén sobre la reproduccién y la supervivencia que nos dan se reflejan en el siguiente esquema:

Jol 25 % E2

Escribamos estas relaciones en forma de ecuaciones y en forma matricial:
El 02 06\ |[/E}
Er.) |\o2s o ) |\E}
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2. Los autovalores son las soluciones de la ecuacion:

A =-0.3
A= 0.5

0.2—X 06

det(L — AI) = det < 025  —2

) =-A02-X)—015=X2—-02)\-0.15=0 <= {

Vemos que Ay = 0.5 es un autovalor dominante, ya que 0.5 > | — 0.3| = 0.3, y ademas es positivo.

Calculamos ahora un autovector asociado al autovalor dominante Ao = 0.5, es decir, calculamos una
solucién del sistema lineal de ecuaciones

-0 ()= (05 %) ()= (6)

Se trata (como ya sabemos, por ser Az un autovalor) de un sistema compatible indeterminado: las dos
ecuaciones del sistema son equivalentes. De una cualquiera de ellas se tiene:

v = 2 .
! para cualquier a € R

—0.3v1 + 0.6vy =0 <= v =20y <— {
Vo =

Luego un autovector es, por ejemplo, (eligiendo o = 1) |v = (?) .

T
3. Por teoria sabemos que lim R _ Ao = 0.5 siendo T}, la poblacién total en el instante k: T}, = E,i—i—E,%

k—+o0 k
Esto significa que, asintéticamente, Tj1 — 0.5 Tk, es decir que, a largo plazo, la poblacién se multiplica

por 0.5 en cada periodo de tiempo. En consecuencia, la poblacion decrece a cero (porque 0.5 < 1), esto
es, tiende a la extincién.

Por otra parte, también sabemos por teoria que las proporciones de las clases de edad frente al total

verifican
E} E}l 2 2
ko Sk UL 21067
Tk Ek + Ek k—o00 V1 + V2 2 =+ 1 3
E? E? 1 1
Tk _Zk_ 2 X033
Tk Ek +Ek k—oo V1 + U2 2+1 3

Es decir, a largo plazo, la clase de edad E' sera el 67 % de la poblacién mientras que la clase de edad E?
sera el 33 %.

20. Para estudiar la dindmica de una poblacién de roedores, cuya vida media es de 6 meses, se divide la misma
en tres grupos segun su edad, EV), E® y E®) y se obtienen los siguientes datos sobre su fertilidad y
supervivencia: S6lo un 17% de los individuos de edad E(M llegan a la edad E® y solo un 24 % de los de
edad E? llegan a la edad E®). Ademéas, un 5% de los roedores de edad E®®) consiguen sobrevivir un periodo
extra. Por otra parte, en promedio, la fertilidad del grupo E(®) es de 6 crias por individuo, mientras que la
de la edad E®) es de 3.

a) Escribe la matriz de Leslie asociada a estos datos.

b) Un grupo formado por sélo 100 individuos de edad E (2) ocupa un espacio en el que no habia ningtn
roedor previamente. Calcula el nimero de individuos de cada edad que habra en dicho espacio tras dos
periodos de observacion.

¢) En un recuento concreto, se observa que hay 900 roedores de edad E (1), 34 de edad E®), y 29 de edad
E®). Calcula la distribucion por edades que debi6 haber en el periodo anterior.

d) Sabiendo que el autovalor principal, que es dominante, y un autovector principal de la matriz de Leslie

son:
0.99

A, =107, Ty=|016],
0.04
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calcula el comportamiento en el futuro de la poblacién y la distribucién estable de cada clase edad.

1.
5%
0 6 3
EO %) pe) | 2% pe) L=|017 0 0
0 0.24 0.05
6 | 3
2. Los datos proporcionados corresponden a la condi- Tiempo | Edad 1 | Edad 2 [ Edad 3
o o = o
cioén inicial 0 k E! E}(C ) El
0 0 100 0
=11
o 80 1 600 0 24
2 72 102 1.2

Calculamos P; y P> aplicando dos veces la ecuacion
de recurrencia P, = LPj_4

3. En este caso, en la relacion de recurrencia entre Py, y Py_1, Pr = L Py_1, conocemos Py y queremos
calcular P;_;. Para calcular el nimero de roedores en el periodo anterior, hay que resolver el sistema

lineal:
(1) 1 ) (3) _
0 6 3\ (B EY 900 6E,”| +3E,”, =900
017 0 0 | |E® |=R=[E?|=|31]| <= {017E", =34
0 024 005 29
E® EY 0.24EP), +0.05E%, =29
De la segunda ecuacién:
34
0.17E", =34 = BV, = " =200
0.17
De la primera ecuacion:
2) (3) @ 900 — 6B, @
6E + 35,7, =900 = B = ————=F =300 - 257,

De la tercera, sustituyendo E,i?’_)ls

024 E, +0.05EY, =29 «= 024 E | +0.05(300 -2 E”,) = 29
— 0.14E, +15=29
— EP =100

y, en consecuencia

3 2
E® =300-2E?, =300 - 200 = 100

Luego, la generacion anterior se componia de {200, 100, 100} roedores respectivamente.
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4. Como sabemos, por el Teorema 2.38, se tiene

T
lim %

—= =)\
k—oo Tp_1 P

lo que significa que, para valores grandes de k, se tiene T}, ~ A, Ti—1; es decir, la poblacién total, para
tiempos grandes, se comporta segin un modelo exponencial con constante de crecimiento R = A,. Como
Ap > 1, eso significa que la poblacién total tiende a crecer indefinidamente.

El Teorema 2.38 también nos proporciona informacién sobre el comportamiento asintético de las fracciones
de las clases de edad con respecto al total. Concretamente:
. EW 0.99
lim =
k—o0 Tk 0.99 +0.16 + 0.04

= 0.8319,

lo cual significa que, para tiempos suficientemente grandes, el grupo E(!) sera el 83.19% de la poblacion
total.

Analogamente, para los grupos E?) y EG®):

(2)
lim = 0.16 = 0.1345,
koo T, 0.99 4 0.16 + 0.04

(3)
lim = 0.04 = 0.0336,

koo T 0.99+0.16 + 0.04

lo cual significa que, para tiempos suficientemente grandes, los grupos E y E®) constituiran, respecti-
vamente, el 13.45% y el 3.36 % de la poblacion total.

21. Comprueba que (0,0) es un punto de equilibrio del modelo siguiente, y estudia su estabilidad:

T — Yk—1
P30 +422_)
, k>0.
Yp = e
1+y2_,

Por definicién, un punto de equilibrio es cualquier punto (z,y) que verifique:

x:ﬁ:f(x,y)
T
yzng(%y)

Sustituyendo en estas ecuaciones x = 0 e y = 0, resulta obvio que (0,0) es un punto de equilibrio.
Para analizar su estabilidad, debemos calcular los autovalores de la matriz jacobiana J(0, 0).
Comenzamos por calcular las derivadas parciales de las funciones f y g:

% ) e,y 61y !
ox oy 91+ 22)2  3(1 + 22

Tog) = x y _ [ 9 +a?) (1+22) . luego J(0,0) = <0 1/3)'
Jg g 1 —2xy 10

a(%y) 87/(35,2!) 1+ y2 (14 y2)2

Calculamos ahora los autovalores de J(0, 0):
1

=N -1/3=0 < A==*—
) / V3

X 1/3

det (J(0,0) — AId) = det < R
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Puesto que ambos autovalores son, en médulo, menores que 1,

1 -1
—|=|—=|<1,
%=1

concluimos que el equilibrio nulo (0,0) es estable.

22. Calcula los equilibrios biol6gicamente relevantes del modelo Nicholson-Bailey y analiza su estabilidad.

{xk =2, e OlUk—1,

Yo = 2zp—1 (1 — e O1ve-1),

Por definiciéon, un punto de equilibrio es cualquier punto (z,y) que verifique:

r = 2re 1Y = f(z,y)
y=2x(l—-e") =g(z,y)
Se trata de un sistema (no lineal) de dos ecuaciones con dos incognitas. Vamos a resolverlo despejando alguna
de las variables en una de las ecuaciones y sustituyendo en la otra.
De la primera de las ecuaciones:
z=0
r=2ze " —= 2(1-27) =0 — o bien

1
1=2e"0Y —

1
- = —0.1y = — —_ —
5=¢ =y 10 In (2) 101n(2)

Vemos pues que la primera ecuacion se verfica si z = 0, o bien si y = 101n(2).

En el primer caso, de la segunda de las ecuaciones se tiene, sustituyendo x = O:

y= 21(1 — 670'1y) =0.

Es decir, ’ (z,y) = (0,0) es un equilibrio ‘ Este equilibrio (trivial) no tiene ningtn interés (no es relevante).

Para explorar el otro caso, sustituimos y = 101In(2) en la segunda de las ecuaciones del sistema:

y=2z(1—e ") < 10In(2) =22(1 - %) =z

Luego, | (z,y) = (101n(2), 101n(2)) ~ (6.93,6.93) es otro equilibrio |

Para analizar su estabilidad, debemos calcular los autovalores de la matriz jacobiana .J(101n(2),101n(2)).

D) P
oz DY dy Y 2¢~0-1y —0.22e 01y
T = g dg “ o101y g2pe0
%(1}?/) @(x7y) ’
luego, .
2= —1n(2) 1~
J(101n(2),101n(2)) = 2 - < >
2(1— %) In(2) b @

Calculamos ahora los autovalores de J(101n(2),101n(2)):
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d“(Jﬂom@LHHM%)—AI@::&n(le Q@?G&)

= (1-X)(In(2) — ) +1n(2)
=22 - (1+1n(2)A+2In(2) =0

Las raices de esta ecuaciéon de segundo grado son:

A=

(1+In(2) £ /(T +In(2)? —8In(2) _ (1+1In(2 i\/1+ln ) —4In(2) 169 ++/-1.29
2 - 2 ‘

Como vemos, los autovalores son complejos conjugados. Utilizando la Observaciéon 2.57 se tiene, puesto que

|2In(2)

Luego

| = 1.386 > 1, que ambos autovalores tienen moédulo mayor que 1.

el equilibrio no trivial (101n(2)7 10 1n(2)> ~ (6.93,6.93) es inestable |
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Ejercicios del Tema 3: Calculo integral

23. Calcular la siguiente integral indefinida

1
/n(f)dx
@
In(z) u=In(z) = u’—1
n(z = ==
/ 3’;2 dl': , 1 xl :75111(17)4’/:1;2 dl':
U:72 = v=——
x x
_ In(x) B
=-= —E-i-C——;(ln(x)—Fl)-i-C

24. Calcular la siguiente integral indefinida

/ R

Se trata de una integral racional que se resuelve escribiendo el integrando como una suma de fracciones simples:

1 A B r= 0 = A= 1
I N 1=A 1 Bux;
xz(z+1) x+x—|—1 (z+1) + Ba; {x—l = B=-1
luego,
1 1 1
/7(13’32/ - — de=Inlz|-In|lz+1|+C=1n Y G
z(x+1) x  x+1 x+1

25. Calcula la siguiente integral indefinida:

cos(t) sen(t)
/ @+ cos(t)2

Esta integral se calcula haciendo un cambio de variable:

/mdt: zltu zc_ozgl)(t)dt}:/@-?;)?du = /(2:—1u+(2—&—2u)2> dt =

27
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2
—ln|2+u|—m+(}':—ln +C=—-In

24u _2—|—u

1 ‘ 2

! 2 +C
2+4cos(t)| 2+ cos(t)

(*) Reduccion a suma de fracciones simples:

—u A B

. " u=-2=2=0B
(2+u)? 2+u  (2+u)?

u=0=>0=24+2=>A4A=-1

& —u=A2+u)+B < {

es decir,
—u -1 2

2Tru? 2+u @ra?

26. Calcular la siguiente integral:

/ ln;ix) I

1
In(3z) u=In(3z); o =-—
/ p dx = o1 e :Tln(3m)+/23dx:
v == v=
x3 212
1 (/-1 - _ —(2In(3z) +1)
972 In(3z) + 5 (2%2) +C= 92 In(3x) — t C= 122 +C
27. Calcular la siguiente integral:
/ In(1+ z?) dx
u=1In(l+2%); o= 2 222
/ln(lerz)dr: ' 14 22 :xln(1+:c2)—/ 5 dr =
v =1 v=o1 L+
2
rin(l+2?%) — /2 - mdm =xIn(1+2?%) — 2z + 2arctgx + C

28. Calcular la siguiente integral:

e2x
d
/ 1+3e2 F

e t=e W [t 1_1/3
dz = - dt = e dt =
/1+3er v {dtze””dx} /1+3t /(3 3t+1>
1 1 1 1 1 1
3/( 3t+1> dt 3 <t 3 n|3t + |>+C 3 (e 3 n|3e” + |>+C
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(%) Obsérvese que €2* dx = e® e* dx = t dt.

29. Calcular la siguiente integral:

/ Inz d
z(3+2Inz)

t=1Inz
/71” de = 1 :/ t dt:/ Lo g
z(3+4+2Inx) dtz;dx 3+2t 2 2t+3

1 3 1 1 1 3

30. Calcular el area encerrada por las gréaficas de las parabolas

y=222—Tr+5 e y=—a>+8z—7

y = 2x% — Tr + 5 = f(z) es una pardbola convexa. Sus puntos de
corte con el eje OX son:

2 _ x=1
2x 7x+5—0<:>{x:5/2
y = —x?+ 8z — 7 = g(z) es una parébola concava. Sus puntos de 2
. 2X°-7Xx+5
corte con el eje OX son:
1 4 7\ x
—2®+82-7=0 & { B
=7

Puntos de corte de las dos parabolas:

202 —To+5=—22482—7 & 32 —15z+12=0 & { if

En consecuencia, al drea que se pide seré
4
A= [ (o)~ @) da
1

Calculamos una primitiva de g(x) — f(x):

/(g(m) — f(@)) do = — /(33;2 — 152 +12) dz = — <x3 - Ljﬁ + 12x) ,

luego:
1 4 1 11 2
A= — x3—3x2+12x = — | (64 — 120 + 48) — 1—£+12 =—[-8-=— _ 2
2 L 2 2 2
Luego, finalmente,
A=
2
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31. Calcular el drea encerrada por la grafica de la funcién y = 3 + 1, la recta horizontal y = 1 y la recta vertical
z=3.

La curva y = 2% + 1 corta a la recta y = 1 en un sélo punto:

(2.9) = (0.1). y
Ademas, en el intervalo [0, 3], la curva y = 2% + 1 esta por encima s
delarectay=1 (z3+1>1Ve€|0,3)). y=x"+1
En consecuencia, el area que se desea calcular es:
3 3
A:/ (z3+1—1)dt=/ x3 de.
0 0
Una primitiva de 22 es
1 =1
/x3 de = -zt — L >
4 x£3 X
Por lo tanto,
3
1 1 3 8
A=t =7 et =53 ="0 =205
4 o 4 0
. A _3 1
32. Calcula el area de la region limitada por la curva y = x e~ >% y las rectas z = 3 ey=0.
La funcién f(x) = ze 3% es positiva en (0, —oc), negativa en
(—00,0) y se anula en 2 = 0. vt
Luego la region delimitada es la mostrada en la figura y su area
viene dada por:
1/3
A= / re 3% dx -
0

Calculamos en primer lugar una primitiva del integrando:

F(z) = /a:ei3x dx ,

Esta integral indefinida se calcula por partes:

=e % v=—e
1 1 1 1
=— gxef‘?’m - 667395 =-3 e 3 (x + 3>

Una vez calculada la primitiva, utilizamos la Regla de Barrow para calcular el valor de la integral definida:
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1/3
1] 1 1, /1 1 ol 172

33. Calcular el area de la region del plano encerrada entre las graficas de las curvas:
y=2z>—2z+1, y=z4+z+4

y las rectas verticalesz =1y xz =5

Denotaremos f(z) =222 —z+1 y glx)=22+2+4

Se trata de dos parabolas convexas, ya que el coeficiente principal es, en
ambos casos, positivo.

Para ver donde se cortan planteamos la ecuacion:

202 —z+l=a’42+4  2°-2r-3=0 & J;:{ _;)

luego, en el intervalo [1,5], las dos parabolas se cortan en el punto de

abscisa x = 3.

Es facil ver que la situaciéon es la que se refleja en la figura adjunta. En ¥

consecuencia,

4

3 5
A= / (9(z) — f(2)) du + / (F(2) - g(x)) di = Ay + A

Calculamos una primitiva de f(z) — g(x):

23
F(ac):/(f(x)—g(x))dxz/(2x2—x+1—x2—x—4)dm=/(ac2—2x—3)dx:?—x2—3w

(Obviamente, una primitiva de g(x) — f(z) es, entonces, —F(z)).

A= [ o) - s@p e = [~ P =

5
Ay = / ((z) - g(z)) dz

I
[ —
T
—
5
o=

5
3_
16 32 48
A:A1+A2:§+§:§:

34. Calcular el area de la region del plano encerrada entre las graficas de las curvas:
y=a-z, y=1l—z

y las rectas verticales x =0y x = 2

31—
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Denotaremos f(r) =2? -z, y g(r)=1-—uz.

Se trata, respectivamente, de una parabola convexa (ya que su coeficiente
principal es positivo) y de una recta. Para ver donde se cortan planteamos
la ecuacion f(x) = g(x), es decir,

-1
1

Po—rx=1-z o > -1=0 & x:{

Luego, en el intervalo [0, 2] ambas curvas solo se cortan en el punto de
abscisa x = 1, y es facil ver que las gréficas son como en la figura adjunta.
En consecuencia se tiene:

1 2
A= [ o)~ f@)do+ [ (@) - g(o)) d = 41 + 43
0 1
Comenzamos por obtener una primitiva de f(z) — g(x):

T

Fo) = [ (1) = ga)do = [ (s~ 1)do =T ~a

Obviamente, una primitiva de g(z) — f(z) es, entonces, —F'(x). Se tiene, pues:

b
o

I

o\
2.

—
p=§

8
S~—

I
~
—
&

QU
5
I
L—
I
=
5
.,
Il
W]

A2=/1 (f(z) —g(z))dx = F(x)} :g—?zg

35. Calcula razonadamente el area de la figura plana limitada por las curvas
f(z)=—2*+2z+3 y g(z) =2°> — 2z — 13

y las rectas verticales x = -3y x = 1.

La grafica de f(z) es una parabola céncava (ya que su coeficiente prin-
cipal es negativo) y la de g(z), por el contrario es una parabola convexa.
Para ver dénde se cortan planteamos la ecuacion f(z) = g(z):

—2
4

2?42 +43=22-22-13 & 2°-22—-8=0 & :c{

Luego, en el intervalo [—3, 1] ambas curvas solo se cortan en el punto de
abscisa © = —2, y es facil ver que las graficas son las de la figura. En
consecuencia se tiene:

—2 1
A= / lgle) = fla)) da+ / (@)~ @) do = A+ 4

Comenzamos por obtener una primitiva de f(z) — g(x):
2 -2 3 2
F(x) = /(f(x) —g(x))dx = / (—22% + 4z + 16) do = —3 ¢ +22° + 162

Obviamente, una primitiva de g(z) — f(z) es, entonces, —F(x). Se tiene, pues:

392
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20 o [128

36. Dada la funcion  f(z) = z?(e” — 1)

a) Estudiar su signo.
b) Calcular una primitiva.

¢) Calcular, razonadamente, el area de la region del plano limitada por la curva y = f(z), el eje OX y las
rectas verticales x = —1y z = 1.

a) Comenzamos por estudiar los puntos de corte de la gréfica de la funcion con el eje O X . Para ello planteamos
la ecuacion:
2=0 =0
z2(e” —1)=0 & z=1{ o bien
e —1=0< =0

Luego el tinico punto de corte es = 0. Puesto que 22 > 0 Vz € R,

() < 0en (—o0,0)

flz) <0 & e—-1<0 & <1 & <0 f
=\ F(2) > 0en (0,00)

flz)>0 & e*—-1>0 & e>1 < >0

b) Calculamos una primitiva de f(x). Integramos por partes:

/

F(x):/f@)dx:/x?(ex—udx: ;‘,::ii;fl; =2z ]:mz(ex—x)—/Qx(ew—x)dx

v=e¥—x
La nueva integral que aparece también se calcula por partes:

U=z u =1 22 22
/Qx(e””f:r) da::2/x(erfz) dx = z? | =2 [a: (em - > /(e‘” —
vV=e"—x;, v=¢¥— — 2 2

2

2 2 2 3
2z e$—i -2 e"]”—i dr = 2z e"’”—i —2@"‘”—1—i
2 2 2 3

Luego, sustituyendo arriba se tiene:

x? x3 z3
F(z) = /xQ(ex—l) dr = 22 (e” —x) — [2:1: (ex - 2) —2e" 4+ 3} = xge”—xB—Qme’”—kx?’—i—Qe”—? =

3

x/, .2
= —2r+2)— —
6(.’17 T ) 3
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¢) Del apartado a) se deduce que la region cuya area hay que calcular
es la de la figura adjunta, y que por lo tanto su area es:

1

A= —/_01 f(x) dm+/01 f(zx)de =— [F(m)]:—i—[F(x)}o = A1+ A,.

5 5
A== |[F@)]_ = =[F0) = F(-1)] = F(-1) = F(0) = 2 — 2 | |
A ' ’
)= {F(m)}o = F(1) = F(0) = e~ g
Luego finalmente,
A:A1+A2:§—§+€—z: §—|—6—4%05577
e 3 3 e
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Ejercicios del Tema 4: Métodos numeéricos

37. La medicién de la temperatura de una habitaciéon en un dia proporcioné la siguiente tabla de valores:

Tiempo (horas) lz| 0 2 3 5
Temperatura (Celsius) | y | 12 18 24 23

Aproxima mediante interpolacion lineal a trozos los datos anteriores, calculando la aproximacion de la
temperatura de la habitacion a las 4 horas 15 minutos.

Puesto que la variable independiente x se mide en horas, tenemos que pasar el dato 4 horas 15 minutos a horas:
x = 4.25 horas (15 minutos es la cuarta parte de una hora).
La interpolacion lineal a trozos consiste en interpolar mediante la funcién polinémica obtenida al unir cada dos
puntos consecutivos mediante una linea recta.
Para calcular el valor de esta funcién en x = 4.25 hay que comenzar determinando entre qué dos valores de x
se encuentra: en este caso entre x =3y x = 5.

38

25 1

28

15

i@

-1 a 1 2 3 4 3 6

Ahora hay que calcular la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (3,24) y (5,23):

23—-24
5—-3
La aproximacion buscada es el valor de esta funcion en x = 4.25:

425 -3 1.25
y(4.25) =24 — == " =24 — == =[23.375

z—3 r—3

-1
y=24+ (x—3)224—|—7(x—3):24— 5 es decir: y = 24 — 5

38. Tras ser administrado, se ha medido la concentracién en plasma de un farmaco en intervalos de cuatro horas,
obteniéndose:

35
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Tiempo

|0 4 8 12 16 20 24

Concentracion ‘

t
C|0 18 32 23 10 4 0

Calcula una aproximacion (mediante el método de los trapecios) de la cantidad total de farmaco absorbido

por el organismo, es decir,

24
C(t)dt.
0

La formula de los trapecios para aproximar una integral definida es:

b _a n
[ et fe) 23 Ftn) + Flta)]
a k=2

donde tq, to, ..

.tn+1 son n 4 1 puntos regularmente espaciados del intervalo [a, b].

En este caso el intervalo es [0,24] y n = 6, ya que los 7 puntos dados forman 6 subintervalos de igual longitud

h=4:

Tiempo

ty, to tz3 ty t5 te tr

0 4 8 12 16 20 24

Concentracion

Luego se tiene:

0 18 32 23 10 4 O

6

/24 C(t)dt ~ 2420 [C(tl) +2) " C(ty) + C(tnﬂ)}
0

2x6

24
12

k=2

== {0(0) n 2(0(4) +C(8) + C(12) + C(16) + 0(20)) + 0(24)}

2{0+2(18+32+23+10+4)+0} =4 x 87 =[348]

39. La mediciéon de la temperatura de una habitacién en un dia proporcionoé la siguiente tabla de valores:

Tiempo (horas)

|z| 0 2 4 6

Temperatura (°C) | y | 16

19 25 21

a) Utilizando interpolacion lineal a trozos, calcula una aproximacion de la temperatura de la habitacion

a las 3:30 horas.

b) Calcula una aproximacion de la temperatura media (promedio integral) de la habitacion en el intervalo
de tiempo [0, 6], utilizando la formula de los trapecios.

a) Puesto que la variable independiente x se mide en horas, tenemos que pasar el dato 3 horas 30 minutos a

horas: = 3.50 horas.

La interpolacién lineal a trozos consiste en interpolar mediante la funcién polinémica obtenida al unir
cada dos puntos consecutivos mediante una linea recta.

Para calcular el valor de esta funciéon en x = 3.50 hay que comenzar determinando entre qué dos valores
de x se encuentra: en este caso entre x =2y x = 4.

Ahora hay que determinar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (2,19) y (4, 25):

y=19+

25—-19
4-2

(z—2)=19+3(z—2)
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La aproximacién que buscamos es el valor de esta funcién en x = 3.50:
y=19+4+3(3.50 —2) =194 3 x 1.50 = 19 + 4.50 = | 23.50

b) El promedio integral de una funcion f(z) en un intervalo [a, b] se define como:

b
f:bia/a f(@)do

En este caso se quiere calcular

- 1 /° 1 [
Feimg | =g [ s

Aproximamos el valor de la integral en la férmula anterior mediante la féormula de los trapecios
([a,b] = [0,6], n = 3):

6f( )d ~ﬂ(16+2x19+2xz5+21)—125
o TR s =

de donde

fr 2 =[20553]

40. La evolucion en tiempo del ntimero de individuos de cierta especie (medido en miles) sigue la ley P (t) = ¢,
donde ¢ es el tiempo (medido en afios). La poblacién de una especie competidora sigue la ley P (t) = 2 — €.
Se considera que ambas especies tienen su supervivencia asegurada cuando coinciden en namero.

a) Mostrar razonadamente que el instante en que las especies coinciden en nimero tiene lugar entre ¢t = 0
yt=1.

b) Aplicar el método de biseccion para calcular aproximadamente el instante de coincidencia con un error
menor que una décima.

a) El instante en que ambas especies coinciden corresponde al valor de ¢ para el que se tiene
Pit)=P(t) <= t=2-¢" <= f(t)=t—2+e" =0

Se tiene:
f0O)=-2+1=-1<0 y fl)y=1-24+e=e—-1>0

lo que implica, por el Teorema de Bolzano, que f tiene al menos un cero en el intervalo [0, 1].

Ademés, puesto que f/(t) = 1+ ¢! > 0 para todo t € R, la funcién f es monétona creciente, y en

consecuencia, no puede tener mas de un cero en dicho intervalo.

En resumen: ’ existe un tnico punto en el intervalo [0, 1] en el que coinciden P y Py ‘ .

b) Aplicamos el método de biseccion en el intervalo [0, 1] para aproximar el cero de la funcion f(¢):

a b fla)  f(b)  tm f(tm)

0 1 -1 1.7183 0.5 0.1487

0 0.5 0.1487 0.25  -0.4660
0.25 0.5 -0.4660 0.375  -0.1700
0.375 0.5 -0.1700 0.4375
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El altimo intervalo, [0.375,0.5], tiene longitud= 0.5 — 0.375 = 0.125. Luego, dando como aproximacién su
> = 0.0625 < 0.1.

punto medio, t3 = 0.4375, cometemos un error menor que

Podriamos haber decidido a priori el niimero n de iteraciones a realizar utilizando la formula que nos dice
que para conseguir un error menor que &, debe ser:

n (b — a)
€
—_— -1
"= In(2)
que, en este caso indica:
In(57) mao) oy
In(2) In(2) A

que confirma lo dicho antes.

41. Se desea calcular

2
/ z Inxdx
1

a) Calcula una aproximacion del valor de esta integral mediante la formula de los rectdngulos (extremo
izquierdo) utilizando 4 subintervalos.

b) Calcula también una aproximacion mediante la formula de los trapecios, asimismo con 4 subintervalos.

1
Dividimos el intervalo [1,2] en 4 subintervalos de igual longitud h = 1= 0.25:

Ty T2 I3 Ty Is

1 1 1 |
1
2

I
f 1 1 1
1

Calculamos los puntos y los valores de f en ellos:

kooxp  flxy)
1 1 0

2 1.25 0.2789
3 15 0.6082
4 1.75 0.9793
5 2 1.3863

a) La formula de los rectangulos:

[ @ = [ am)ar = n(10) + e + ) + )

—0.25 (0 +0.2789 + 0.6082 + 0.9793)

=[0.4666]

b) La formula de los trapecios:

2 2 _
[ t@ras = [ ain(e)de m S (£ +26() + 26(@s) + 26 @r) + (o))

1
=3 (0 492 %0.2789 + 2 x 0.6082 + 2 x 0.9793 + 1.3863)

=[0.6399]
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42. La medicion de la temperatura de una habitacién en un dia proporciono la siguiente tabla de valores:

Tiempo (horas) |z [0 2 4 6
Temperatura (°C) | y | 16 19 25 21

a) Utilizando interpolacion lineal a trozos, calcula una aproximacion de la temperatura de la habitacion
a las 3:30 horas.

b) Calcula una aproximacion de la temperatura media (promedio integral) de la habitacion en el intervalo
de tiempo [0, 6], utilizando la formula de los trapecios.

a) La interpolante lineal a trozos de los datos contenidos en la tabla tendra la grafica reflejada en la figura.

Y3 =25
y2 =19
y4:21
y1—16
z1 =0 To =2 r3 =4 x4 =6
r=3.5

Para calcular su valor en un punto x hay que:
(1) Identificar el intervalo [x;,z;+1] en el que esté el punto.
(2) Evaluar en z la funcion lineal que interpola los valores (x;, yi), (Zit+1, Yit1)-

En este caso, queremos evaluar la temperatura a las 3:30 horas, es decir, en x = 3.5. Este punto pertenece
al intervalo [z2, 3] = [2,4].
Calculamos ahora la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (2,19) y (4,25):

y—19 Tz —2

_ — 31+ 12
55 19 432 T YT

Evaluamos y =3z 4+ 12 en x = 3.5: y = 3 X 3.5 + 12 = 22.5.

Luego, ’el valor estimado para la temperatura a las 3:30 horas es y = 22.5°C ‘

b) Por definicion, el promedio integral de una funcion f(z) en un intervalo [a, b] se define como:

b
feim [ f@a

En este caso, [a,b] =[0,6] y b — a = 6, luego:
1 s
f= 6 / f(x)dx

Utilizando la férmula de los trapecios con 3 subintervalos, podemos aproximar la integral entre 0 y 6 de
la temperatura:

/06 flx)de =~ g(f(m) + 2f(x2) + 2f (z3) + f(m))
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b—a:§:2.
3 3

Tenemos, por tanto:

donde h =

6
/ fx)de ~16+2x 19+ 2 x 25 + 21

0
=16+ 38+ 50 + 21 = 125

Luego, finalmente, tenemos, para la temperatura media en el intervalo de tiempo [0, 6] el siguiente valor:

_ 1
f=5125~2083

43. La evolucion en tiempo del ntumero de individuos de cierta especie (medido en miles) sigue la ley P;(t) = ¢,
donde ¢ es el tiempo (medido en afios). La poblacién de una especie competidora sigue la ley P (t) = 2 — €.
Se considera que ambas especies tienen su supervivencia asegurada cuando coinciden en namero.

a) Mostrar razonadamente que el instante en que las especies coinciden en nimero tiene lugar entre ¢t = 0
yt=1.

b) Aplicar el método de biseccion para calcular aproximadamente el instante de coincidencia con un error
menor que una décima.

a) Queremos justificar que existe algin punto entre ¢t = 0 y ¢ = 1, es decir, en el intervalo [0,1], en el que

ambas funciones coinciden:
Pi(t) = Pa(t), e t=2-—¢".

O, lo que es lo mismo, queremos justificar que la ecuacion
t=2—-¢e <= t—-2+e"' =0
tiene alguna solucién en el intervalo [0, 1].
Para ello utilizamos el Teorema de Bolzano. Denotamos f(t) =t — 2 + e. Esta funcion verifica:
f(0)=—-2+1=-1<0, fl)=1-24e=e—1>0.
Es decir, f cambia de signo en [0, 1], en consecuencia, tiene al menos un cero en dicho intervalo.

b) Utilizamos ahora el método de biseccion para aproximar dicho cero: en cada iteracion, dividimos en dos
partes iguales el intervalo correspondiente, quedandonos con la parte en que se produce el cambio de signo.
Para asegurar un error menor que una décima (0.1), detendremos este proceso cuendo tengamos el cero
localizado en un intervalo de amplitud menor que 0.2, y tomaremos como aproximaciéon el punto medio
de ese intervalo.

a | b | fla) f) | b—a | tn f(tm)
0 1 | -1<0]1.7183>0 1 0.5 1.1487 > 0
0 0.5 <0 >0 0.5 0.25 —0.466 < 0
0.25 | 0.5 <0 >0 0.25 0.375 —-0.17<0
0.375 | 05 | <0 >0 [0.125] | [0.4375]
Observamos que el tltimo intervalo [0.375,0.5] tiene amplitud = 0.125 < 0.2. En consecuencia, su punto medio,
12
t,, = 0.4375 proporciona una aproximacion del cero de f(t) con un error < % = 0.0625 < 0.1, como nos

piden.

40—



Ejercicios del Tema 5: Ecuaciones
diferenciales

44. Para la ecuacion diferencial

Cz(z—1)
se pide:

a) Obtener la solucion general.

b) Determinar la solucion que verifica y(3) = 2.

a) Esta ecuacion es de variables separables:

2
¥+ 1 2% 1 / % / 1
4 z(x —1) y2+1y z(x—1) y2+1 4 x(x —1) *

La integral del segundo miembro se calcula escribiendo el integrando como suma de fracciones simples:

1 B é . B N A=-1
r(z—1) = x-1 B= 1
En consecuencia

T —

1 1
ln|y2+1!=/ (—x+x_1> de=—In|z|+Injz — 1|+ C =In

1
+C
De aqui, tomando exponenciales en ambos miembros, se tiene

r—1

- ‘_eczc<m—1)
x

-1 -1
¢>y26’<xx >1<ﬁ>y:l: C(xx )1

b) Veamos ahora para qué valor de C se tiene y(3) = 2. Lo primero que se observa es que, puesto que 2 es
positivo, hay que tomar el signo positivo de la raiz cuadrada:

2 2C — 2C — 1
2+\/031+\/ 03 3 = 4= 03 3 & 1243=2C & 0:35

rz—1

+C In
=e

In

y2+1:e

X

Asi pues, la solucién buscada es:

41
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45. Para la ecuacion diferencial
2yy’ = (y* + 1)z cos(x),

se pide:

a) Obtener la solucién general.

b) Determinar la soluciéon que verifica y(0) = 1.

a) Esta ecuacion es de variables separables:

2y 2y
20y = (y* + 1 & "= & / dy = / d
Yy (y )z cos(x) 241 y' = xcos(x) 21 Y x cos(z) dx

La integral del segundo miembro se calcula utilizando la féormula de integraciéon por partes:

/ 2 cos(z) d = { L e 2 Z';ln(gj) } — 3 sen(z) / sen(z) dz = x sen(z) + cos(z) + C

En consecuencia se tiene
In ’y2 + 1| = = sen(z) + cos(z) + C

De aqui, tomando exponenciales en ambos miembros, se tiene

y2 +1=¢" sen(z)+cos(z)+C _ P sen(z)+cos(z) GC — (e sen(z)+cos(z)

PN y2 — (Ce® sen(x)+cos(xz) _ 1 & y = + \/C e sen(z)+cos(z) _ ]

b) Veamos ahora para qué valor de C se tiene y(0) = 1. Lo primero que se observa es que, puesto que 1 es
positivo, hay que tomar el signo positivo de la raiz cuadrada:

2
1= 4+y/Celsen0+eos0) _ 1= 4y/Ce—1 = 1=Ce—1 & 2=Ce & C==
(&

Asi pues, la solucién buscada es:

Y=+ \/2 ez sen(z)+cos(z) _ 1
€

46. Resuelve el siguiente problema de valores iniciales

Yy
/:
y x+1+x
y(0) =1

Se trata de una ecuacion lineal. Calculamos en primer lugar la soluciéon general de la ec. homogénea asociada:

, Y 1 1
= & —dy = de < 1 =1 1|+ C & =C 1
V= /y y /x+1 T nlyl=Inlz+1|+ yn = C(x +1)

Para obtener una solucién particular de la ecuacion dada, calculamos ahora

K(x):/b(:c)G(lx)d:c:/mxildx:/<1—mil) de =2 —Ine+ 1],
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de modo que la solucién particular buscada es
hp(@) = K(@)G(2) = (¢~ nfo +1]) (z+1)
y la solucion general de la ecuacion lineal es, finalmente,

y:C’(a:+1)+<z—ln|x+l|) (r+1) = (C+z—ln|x—|—l|> (x+1)

Para hallar la solucion del problema de valor inicial, imponemos la condicién inicial:
1=y(0) = (C+0—1n|0+1\) (0+1)=C—In(1) =C
Luego la solucion pedida es:

Y= (1+x—ln|x+1|) (x+1)

47. Resuelve el siguiente problema de valores iniciales

y =2
T+ 2

y(=1) =1

+x

Se trata de una ecuacién lineal. Calculamos en primer lugar la solucién general de la ec. homogénea asociada:

, y 1 1
= —dy = d 1 =1 2 = 2
V= @/y Yy /x+2 r < Inlyl=lnjz+2/+C & y,=C(z+2)

Para obtener una solucién particular de la ecuaciéon dada, calculamos ahora

1 1 2 !
K = [gre= [oigae= [ (1- 555 deme-tmbrai=aem g

de modo que la solucién particular buscada es

1
yp(z) = K(2)G(x) = (J: —2In|z+ 2|) (x+2) = (x +1In W) (x +2)
y la solucién general de la ecuacion lineal es, finalmente,

y:C’(m+2)+(zf2ln|x+2|) (x+2) = <C+x721n\x+2|> (x+2) = (C+x+ln(x+12)2) (x+2)

Para hallar la soluciéon del problema de valor inicial, imponemos la condicion inicial:
l=y(-1)=C-1 & C=2

Luego la solucion pedida es:

y = (2+x—21n\x+2|) (x+2) = (2+$+1D($+12)2) (z+2)

43—
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48. Resolver el siguiente problema de valores iniciales:

{ Yy + 2 tg(t)y = sent
y(0) =4

1
y =-2 tg(t)y@/fdy:72/tgtdt<i>ln|y| =2In|cost| + C =1Incos’t + C < y,(t) = C cos’t
Y

1 t 1 1
K:/sent dt:/ﬂdt:—ﬁyp(t):—cos2t=cost
cos?t cos?t cost cost

. ’y(t) :Ccos2t+cost‘

= 4=y(0)=Ccos?0+cos0=C+1 <= C(C=3. Luegolasoluciénes |y=3cos?t+ cost

49. a) Calcular la solucion del siguiente problema de valor inicial:
et

4 —¢2

Yy +y=
y(0) = 0.
b) Estudiar el comportamiento de la solucién del problema anterior cuando ¢t — +oo.

Se trata de una ecuacién lineal: . .
e~ e~

sy =—y+—7
i—e VTVt

Y +y=
Ec. homogénea:

1
d=—y¢>/§@=—/ﬁt@hw:—H%7@yh:Cff

Solucién particular de la completa: y, = K (t)e™* con

et 1 1

Para calcular la integral hay que escribir la fraccion como suma de fracciones simples. Para ello, se comienza por
factorizar el denominador: 4 — t2 = (2 — t)(2 + t). Puesto que se descompone en dos factores simples distintos,
la descomposicion que necesitamos seréd de la forma:

1 1 A B

4—12 (2-1)(2+1) 21 214
Multiplicamos en ambos miembros por 4 — t? o, lo que es lo mismo, por (2 — t)(2 + t), y obtenemos:
1=A2+t)+B@2-1)

Necesitamos encontrar A y B para que la anterior igualdad sea cierta V¢ € R. En particular dando valores a ¢

se tiene:
t=2 = 1=44 = A=1/4
t=—2 = 1=4B = B=1/4

Luego, se tiene finalmente, para la integral:

1 1/4  1/4 1 1. (2414
dt = (47 ——)ﬁ:7Q42—t 12t):4’ ‘
/4-# / 2t 2+1 g\ T2t + 24t ) = 2Inj5—
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Luego la solucién particular buscada es::

2+t
—K(t 71 e
yp ( )e 2 —t
y la solucién general de la ecuacién diferencial es:
2+t
1 —t —t
3¢ +Ce

Esto es la solucion general de la ecuacion diferencial. Debemos ahora calcular la solucién particular que verifica
la condicién inicial dada:

1 240 1
y(0)=0 < Ozzln 21_0 e_O—I—C’e_O:Zln(l)-l—i—CJ:C
Luego la solucién del problema de valor inicial dado es:
2+t
1 —t
y(t) = g Inj5—

Por ultimo, el comportamiento de la soluciéon cuando ¢ — +o0o se estudia calculando su limite cuando t — 4o00.
Se tiene

2+t
lim +‘—|—1|—1:>11'm m‘ '—0
t—4oo |2 — ¢ t——+o00 2 —
y
lim e t=0
t——+o0
En consecuencia
2+t
lim ln * e t=0

t—+oo 4 2—-1

50. Debido a un vertido toxico, las aguas de un lago, que inicialmente estaban limpias, comienzan a ser conta-
minadas. Sea y(t) la cantidad de contaminante (gramos) por m? en el instante de tiempo ¢ (medido en dias).
Se sabe que y(t) sigue la ley

1
= — k —
5k =)
donde k es una constante desconocida. Pasados 4 dias tras el vertido, la contaminacién es de 86.5 gr/m3>.

a) Calcular la funcion y(¢) y el valor de la constante k.

b) Calcular la cantidad de contaminante por m® que tendran las aguas del lago 10 dias después del vertido.

a) La solucion general de la ecuacion diferencial es  y =k — Ce~t/?

1 1
— —_ _1 — =
/k— dy = /th<:> nlk — yl

Puesto que, inicialmente, no habfa contaminacion, debe ser: 0=y(0)=k-C = C=k.

1 1
40— =Ce? e y=k—Cet/?
nk—y‘ 2+ k—y e Y e

Puesto que 4 dias mas tarde era y = 86.5, debe ser:

865 =y(d) =k — ke~ 2 = k(1 —c=?) = k=C= 00

1—e2
Asi pues la funciéon que da la concentraciéon de contaminante ¢ dias después del vertido es:

y(t) = 100(1 — e~*/?)

~ 100.

b) Conocida y(t), se puede calcular la cantidad de contaminante que habréa en el lago 10 dias después del
vertido:
y(10) = 100(1 — e~19/2) = 100(1 — e~°) ~ 99.32
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o1.

{ y = —ay — y?
1/(0) = %Yo

a) Determinar la solucion al problema anterior para a = 1, yo = 10.

b) Probar que, para tiempos grandes, la especie tiende a la extincion.

/
triviales constantes y =0 ey = —1

Se trata de una ecuacion logistica, que re-escribimos de la forma (para y #0 e y # —1):

dy dy dy
~“=—y(l+y) < =—dt & / =—[d
dt A+ y(1+y) y(1+y)
1
Descomponemos 5 = como suma de fracciones simples, de la forma :
y+y*  y(l+y)
1 A B y=20 = 1=A
— =4+ —— o 1=A(l+y)+B
yl+y) y 14y (L+y)+ By { =-1 = 1=-B

Se tiene, pues

G
Y%y - ——dy=—[dt = Inly—-Injl+y/=In
/y(1+y) y 14y Vi

Despejamos la y:

Yy
1+y

Una determinada especie ha sufrido una epidemia, con lo que la tasa de mortalidad ha superado la tasa de
natalidad. Se sabe que y(¢), el nimero de individuos vivos de la especie en el instante de tiempo ¢, es la
solucién del siguiente problema de Valor Inicial:

donde a > 0 es un parametro e yg > 0 es el nimero de individuos de la especia presentes al comienzo del
periodo de observacion.

a) Debemos resolver la ecuacion diferencial: ¢/ = —y—y? = —y(1—y) que claramente tiene las soluciones

=40

# =Ce!' & y=Ce'(l+y)=Ce'+Cely & (1-CehHy=Ce™
Yy
luego
ce” 1 lo mi CeR
=——— o0, lo que es lo mismo =
Y71 Gt 0N HHst Y= Cet —1
Sustituyendo y(0) = 10, obtenemos:
1 1 1 1 1+10 11
=10 = = = —1=— = 1= —
w=0=y0=cs 367 7 ¢ 0w - ‘Tt 10 10
luego la soluciéon del problema de valor inicial es:
B 1 B 1 _ 10
YZCet 1T I, | T 1Lt —10
—et —1
10

b) El comportamiento de y(t) para tiempos grandes se obtiene calculando el siguiente limite:

1
lim y(t) = U 0

t—+oo tﬁinoo 11let — 10 =0

lo que significa que la especie tiende a la extincién.
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52. Las aguas de un estanque de regadio se encuentran contaminadas, debido a los plaguicidas. El estanque
contiene 3000 m? de agua con una concentracién de 2 g/m?® de DDT. Para purificar el estanque, se comienza
a introducir agua limpia a razén de 42 m?3/h. Simultdneamente, el agua, que se supone mezclada de forma
instantanea, se vacia a la misma velocidad.

Para controlar la operacion, se necesita conocer la funcién que proporciona la cantidad de DDT que hay
presente en el estanque en cada instante del proceso.

a) Determina la ecuacion diferencial que verifica dicha funcion. Determina también la condicién inicial

que hay que imponer para calcularla.

b) Resuelve el problema de valor inicial planteado en el apartado anterior.

¢) ;Cuanto tiempo debe pasar para que la concentraciéon de DDT en el estanque descienda hasta 0.5 g/m3?

Utilizaremos las siguientes unidades:
Volumen: metros ciibicos (m?)
Cantidad de contaminante: gramos (g)
Tiempo: horas (h)

a)

b)

Puesto que entra agua al estanque a la misma velocidad a la que sale, en el estanque hay siempre el mismo
volumen de agua:
V = 3000 m*

Si y(t) es la cantidad total de DDT que hay en el estanque en el instante ¢, entonces, puesto que 3’ es la
variacion de y por unidad de tiempo, se tendréa:

y'(t) = cantidad que entra/hora — cantidad que sale/hora

Cantidad que entra por hora: el agua que entra en el estanque esté limpia. Por tanto, entran en el
estanque 0 g de DDT por hora.

Concentracion de contaminante en el estanque en el instante ¢: sera igual a la cantidad total
de DDT que hay en el estanque en el instante ¢, es decir, y(t), dividido por el volumen total de agua que
hay en el estanque en el instante ¢, que en este caso se mantiene constante e igual a 3000 m?, como hemos
y(t)
3000
Cantidad que sale por dia: salen igualmente 42 m?/h, con una concentracién de contaminante igual,
y(t) 42y(t)
3000 3000

Por lo tanto, ya se puede establecer la ecuacion diferencial que verifica y(t):

visto antes. Es decir, la concentracion en el instante t es g por cada m>.

por lo dicho antes, a g/m3. En consecuencia, salen de la piscina g por hora.

, 42y 14

-0 — - _
Y 3000 1000 7

La condicién inical seré la que indique la cantidad inicial de DDT en el estanque. Puesto que inicialmente
hay 3000 m®de agua con una concentraciéon de 2 g/m?, la cantidad inicial sera

y(0) = yo = 2 x 3000 = 6000 (g)
Resolvamos, en primer lugar, la anterior ecuacion diferencial, que es de variables separables:

14 1 14 14
=y & —dy=——— [ dt & 1 — 4 C & y=( e 14t/1000
Y 1000 7 /y Y= 7 7000 nlyl 1000 y=te

La condicién inicial:
y(0) = 6000
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93.

Sustituyendo en la expresion de la solucion general obtendremos el valor adecuado de C'y, con éste, la
solucién particular que verifica la condicién inicial:

6000 = y(0) = C

Luego la funcion buscada es

Y= 6000 6714t/1000

¢) La funciéon y(t) calculada en el apartado anterior nos da la cantidad total de DDT que queda en el
estanque en el instante t. Puesto que el volumen total de agua en el estanque es 3000 m?, tenemos que la
concentracién de DDT en el estanque en el instante t es:

o(t) = y(t) _ 6000 14/1000 9 o= 14¢/1000
3000 3000

Tenemos que calcular el valor de ¢ para el que se tiene

c(t) =0.5
es decir,
0.5 14¢
5 — 9 p—14t/1000 ~14¢/1000 _ — 02 _ —1n(0.2
0.5 e — e 5 0.25 <— 1000 n(0.25)

1
= 1=~ 1200 1n(0.25) ~[99 horas|

Se considera una poblacién que evoluciona segiin una ecuacion logistica pero que, ademés, esta sometida a una
depredacion que reduce el tamano de la poblacién en 10 individuos en cada tiempo ¢. Este comportamiento
hace que la velocidad de cambio de la poblaciéon se exprese de la siguiente forma:

r=y0 - Ly -1

donde y(t) representa el numero de individuos en el tiempo ¢, y(1 — y/40) expresa el término logistico y el
segundo término expresa la depredacion.

a) Si inicialmente hay 100 individuos, jcuéntos individuos habra en cada tiempo ¢?

b) Se extinguira la poblacion?

a) El problema de valor inicial que hay que resolver es:
Y
'=y(l—=)—10
v =yl -5
y(0) = 100

Calculamos en primer lugar la solucién general de la ecuacion. Comenzamos por factorizar el segundo
miembro:

y(1— %) —10= 4—10(y(40 —y) - 400) - ;—;(;yQ - 40y+400) = 25y —20)°
Luego
y’—4—01(y 20)? = /( _120)2 y:/Edt
-l ot 1t -, _ttC
y—20 40 y—20 40 10
10 10
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Imponemos ahora la condicién inicial
40 40 40 1
0)=100=20+ 5 <= 80=— <= (C=— <= C=_
y(0) * C 80 2
Luego la soluciéon del problema de valor incial es:
40 80

=20 =2 —

Y T i 2t 41

. T . . 80
El ntmero de individuos de esta poblacién en el instante ¢ es y = 20 + T
80
2t+1

b) Para analizar si la poblacion se extingue observamos en primer lugar que la funcion y = 20 +
es decreciente, lo que significa que la poblaciéon disminuye con el paso del tiempo. Calculemos su limite

20

— 920+ I —
A o

cuando t — oo:
lim 20
t—o00 + 2t+1

Es decir, la poblaciéon disminuye de tamano pero no se extingue, ya que el nimero de individuos tiende

asintoticamente a 20.

54. El Bario 133 (13Ba) es una sustancia radioactiva y se desintegra a una velocidad proporcional a la cantidad
presente. La vida media (tiempo que tarda en desintegrarse la mitad de cualquier cantidad inicial) es de

10.53 anos.
a) Determina la ecuacion diferencial que modeliza la evoluciéon temporal de la cantidad de '33Ba.

b) Calcula la constante de desintegracion del *3Ba.
c¢) Averigua el tiempo que tarda 1 kg de 33Ba en reducirse a 1 g.

a) La ecuacion diferencial que modela la desintegracion radiactiva y expresa que la desintegracion se produce

_)\y

a una velocidad proporcional a la cantidad existente es:
y' =

donde y(t) es la cantidad de '33Ba presente en el instante ¢ (tiempo, medido en afios) y A > 0 es la
constante de desintegracién o decaimiento del !33Ba. Las soluciones de esta ecuacién son de la forma:

y=Ce ™M, CeR

b) La constante de desintegracion se calcula a partir de la vida media. Supongamos que inicialmente hay una
cantidad yo de ¥3Ba: y(0) = yo. Puesto que la vida media es V;, es el tiempo que tarda en desintegrarse

la mitad, se tendré y(V,) = 22 De estas dos ecuaciones se puede despejar A en funcién de la vida media:

At
In(2)

)\ =
Vin

y(0) =yo=Ce ™ <= C =y, estoes y=ype~
1
@:yoe =e MV = 2V, = -In(2) <

_ —AV,, i
y(Vin) = ) — 5

Esta es la relaciéon entre la vida media y la constante de desintegracién de cualquier sustancia radiactiva.

En este caso, pues, se tiene que la constante de desintegracion del *3Ba es

_ @) . [0.0658]

©10.53
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¢) De los apartados anteriores se tiene que la funcién que nos da la cantidad de '*3Ba presente en el instante
t, si se ha comenzado con una cantidad yq es:

y = yo e~ 00058
Queremos calcular para qué valor de t se tiene
. 1
t) =1000e 0098 =1 = 7008 = —— s —0.0658¢ = In (——
vt N ¢ 1000 ™ (1900)

-1 1 -
= 1= =L (L) ~ (105 aio)



