Tema 5

Ecuaciones diferenciales

Version: 22 de septiembre de 2019

5.1 Introduccién

Existen numerosos modelos matemaéticos de diversa indole que se utilizan hoy en dia para el estudio de problemas
en Biologia y otras ciencias experimentales; sus objetivos principales son describir, explicar y predecir fenéme-
nos y procesos en dichas areas. La gran parte de tales modelos matemaéticos se expresa mediante ecuaciones
diferenciales.

El objetivo de este tema es describir brevemente algunos de los conceptos basicos relacionados con las ecuaciones
diferenciales ordinarias, mostrar técnicas elementales de su resolucién, asi como exponer ejemplos practicos de
aplicaciones.

Ecuacién diferencial
Es una ecuacion en que la incognita es una funciéon y que, ademas, involucra también las derivadas de la
funcién hasta un cierto orden.

La incégnita no es el valor de la funcién en uno o varios puntos, sino la funcion en si misma.

Cuando la incégnita es una funciéon de una sola variable se dice que la ecuacién es ordinaria, debido a que
la o las derivadas que aparecen son derivadas ordinarias (por contraposicion a las derivadas parciales de las
funciones de varias variables).

Por ejemplo,
y'(t) = —y(t) (5.1)

es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, ya que la méxima derivada que aparece en ella es la de
primer orden. Aqui, ¢ es la variable independiente e y = y(t), que es una funcion desconocida que depende de
t, es la incognita. Si no resulta confuso se suele escribir también esta ecuacion en la forma 3y’ = —y, omitiendo
la mencién expresa a la dependencia de y respecto a la variable independiente t.

Naturalmente, la utilizacién de las letras t e y, aunque es la que se utiliza en estas notas, es arbitraria. Por
ejemplo, la ecuacion anterior se podria escribir también A’(x) = —A(x), siendo aqui x la variable independiente
y A la incognita.

Lo que interesa, con respecto a la ecuacion (5.1), es encontrar una o varias funciones y = (t) que verifiquen la
igualdad

¢'(t) = —p(t) para todo t perteneciente a un cierto intervalo I

Una tal funcién se dice que es una solucion de la ecuacién (5.1) en el intervalo I.
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Con caracter general, una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden se escribe:

y' = f(ty) (5.2)

y se dice que y = p(t) es solucion en el intervalo I de esta ecuacion si se verifica

¢ (= 20) = sep). vier 5:3)

es decir, si cuando se sustituye en la ecuacion y por su expresion e y’ por la expresion de la derivada, lo que se
obtiene es una identidad, algo que es cierto para todo t € 1.

Ejemplo 5.1

t

La funcién y = e~ es solucion de la ecuacién y’ = —y en todo R, ya que

Y (t)=—et=—yt), VteR.

Pero también es solucién cualquier funciéon de la forma y = Ce~! siendo C' una constante arbitraria, puesto

que
y'(t) = —Ce™ ' = —y(t), Vt €R.

Asi pues, la ecuacion del Ejemplo (5.1) tiene infinitas soluciones, lo que no es una particularidad de esta
ecuacion concreta. La ecuacion diferencial ordinaria (5.2) posee, en general, una «familiay de infinitas soluciones
dependientes de una constante arbitraria, a la que se llama soluciéon general de (5.2). Para cada valor de dicha
constante arbitraria se obtiene una solucién particular.

Se llama resolver una ecuaciéon diferencial a encontrar su solucion general. En realidad, esto sélo es posible
para unas cuantas (pocas) ecuaciones sencillas. Para la inmensa mayoria de las ecuaciones diferenciales es
necesario recurrir a métodos numeéricos y calcular soluciones aproximadas con ayuda de un ordenador.

Con frecuencia lo que interesa en las aplicaciones es encontrar una solucién particular que verifique alguna con-
dicién adicional. Por ejemplo, que toma un valor dado para un valor, también dado, de la variable independiente.
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5. Ecuaciones diferenciales 185

Problema de valor inicial
{ Y = f(t,y)
y(to) = yo,

Este problema consiste en:

Encontrar, de entre todas las soluciones de la ecuacion diferencial y' = f(t,y), aquella que para
t = to toma el valor y = yg 0, lo que es lo mismo, aquella que “pasa” por el punto (¢g,yo)-

El nombre proviene del hecho de que, con frecuencia, la variable independiente, ¢, representa el tiempo, y el
valor tg es el instante en que comienza un experimento, observacién o simulacion.

En general, si se verifican ciertas condiciones razonables de regularidad de la funcién f, un problema de valor
inicial tiene solucién dnica.

Ejemplo 5.2
El problema de valor inicial, asociado a la ecuacion (5.1),

o »

tiene una tnica solucién, y = e~%, que se puede encontrar imponiendo la condicién inicial, y(0) = 1, a las
funciones de la familia de soluciones, y = Ce™!, y deduciendo para qué valor de la constante arbitraria C se
cumple la condicién inicial. Es decir:

La solucién del problema de valor inicial es, pues,

y=e

Ejemplo 5.3
Comprobar que, sea cual sea el valor del parametro k € R, la funcién y = 20 — 3e~** es solucién
de la ecuacion y' = k(20 — y).

Para comprobarlo se han de sustituir y e 3’ en la ecuacion y verificar que el resultado es una identidad en ¢,
es decir, que la igualdad es cierta para todos los valores posibles de t.
Se tiene:

Yy = 3ke k! (5.5)
k(20 —y) = k(20 — (20 — 3e~*)) = ke~ :

luego, efectivamente, es solucion.

A continuacion se explica como se pueden resolver varios ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden sencillas.
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5.2 Resolucion de ecuaciones diferenciales de la forma y’ = a(t)

En muchas aplicaciones, la variable independiente ¢ representa el tiempo. Si la velocidad de variacion de una
magnitud depende so6lo del tiempo, la ecuacion diferencial que verifica es de la forma

y = alt), (5.6)

donde a = a(t) es una funciéon que depende solo de la variable independiente ¢, definida en un intervalo 1.

Resolucion de y' = a(t)

d
d_gt/ = a(t), y de aqui

dy = a(t) dt.

d
1. Utilizando la notacion d_i’ se escribe y' =

2. A continuacion, se integra separadamente en ambos miembros de esta ecuacion, en el primer miembro
respecto de y y en el segundo miembro respecto de ¢.

/ = / alt) dt.

3. Denotemos por A(t) una primitiva (cualquiera, pero fija) de a(t). Se tiene entonces, recordando que todas
las demés primitivas de a(t) se pueden obtener a partir de ésta sumandole una constante,

y=At)+C

siendo C' € R una constante arbitraria, es la solucién general de la ecuacion.

y' = alt)

y(to) = yo

Ahora lo que se desea es averiguar cual es la solucion de la ecuacion diferencial y' = a(t) que verifica y(to) = yo.
Para ello el procedimiento a seguir es:

Resolucion del problema de valor inicial {

1. Calcular la solucion general de la ecuacion ¢y’ = a(t) que, por lo visto antes, es y = A(t) + C siendo A(t)
una primitiva de a(t).

2. Para hallar cual, entre todas las soluciones, es la que verifica y(t9) = yo, hay que averiguar para qué
valor de C' se tiene
Yo = y(to) = A(to) +C <« C=yy— A(to)

3. Por lo tanto la solucién del problema de valor inicial es

y = A(t) + yo — Alto)
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Ejemplo 5.4
Calcular la solucion general de y' =3 + ¢
,_dy vt
yzaz?)—l—t(:) dy= [ (3+1t)dt

_ 1, \ C=1/
(:)y—?)t—i-zt +C \ i

La solucién general de la ecuacion es, pues,

1
y:3t+§t2+C

Ejemplo 5.5 ,
... =3k
Resolver el problema de valor inicial { y(0) = 0

1
Hay que hallar el valor de C' que hace que y = 3t + §t2 + C verifique

y(0) = 0:
y(0)=0=C & C=0

La solucién del problema de valor inicial es, por lo tanto

1
=3t + 2
Y + 5

/:tQ

Y
0)=1/2

Se calcula, en primer lugar, la solucién general de y' = t%: A
d 1
y’z—yth & /dyz/tht s y=-t3+C
dt 3 C=1
(012

Ejemplo 5.6
Resolver el problema de valor inicial:{ y

Por lo tanto, la solucién general es

>
1 -
y:§t3+C’ / 1

Para obtener la solucion particular que verifica y(0) = 1/2, se impone
esta condicion y se despeja C':

1 1
=y(0)=-0*+C=0C & (J:5

1
2 3
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Ejemplo 5.7 y = 1
Resolver el problema de valor inicial: { ° 1+¢
)=1

y(0
1 1
=—— = d :/—dt
Y =1+¢ /y 1+t

& y=h|l+t|+C

La solucion general de la ecuacion es, pues,
y=h|l1+t|+C
Se impone ahora la condicién inicial:
1=90)=In(14+0)+C=C & C=1
Luego la soluciéon del problema es

y=In(1+t)+1 Vte (-1,+00)
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5.3

Ecuaciones diferenciales de variables separables y' = a(t) g(y)

Son ecuaciones de la forma

y' = a(t)g(y),

donde a(t) es una funcion, definida en un intervalo I, que depende solo de la variable independiente, ¢, y g(y)
es una funcion que depende solo de la variable dependiente, y.

Para resolverla se procede como sigue:

1.

2.

Resolucion de y' = a(t)g(y)

d d
Utilizando la notacion d_gt/’ se escribe y' = d—i{ =a(t) g(y)
A continuacion, se “separan” las variables, de forma que a un lado del signo esté solo lo que depende
de y y al otro lado esté solo lo que depende de t: si g(y) # 0 se puede poner (en caso contrario, véase el
punto 5):

“_»

Se integra separadamente en ambos miembros de esta ecuacién, en el primer miembro respecto de y y

en el segundo miembro respecto de t.
/ 1 dy = / a(t) dt
9(y)

1
G(y):/ @dy A(t)z/a(t)dt

1
dos primitivas de — y a(t) respectivamente. Entonces la solucion general viene dada por

g(t)

. Sean

G(y) = A@t)+C

De esta expresion, si se puede, se despeja y. Si no se puede, se deja como esta.

. Si hay algtin valor de y que anule la funcién g, por ejemplo, g(a) = 0, entonces la ecuacion y' = a(t)g(y)
)

— A(t)+C.

tiene la solucion constante y = a, que puede estar, o no, incluida en la solucion general G(y
Se debe comprobar esto.
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Ejemplo 5.8
Calcular la solucién general de la ecuacion diferencial y = yt

1 1
y =yt & /;dy:/tdt & ln\y|:§t2+0

Syl =’ PHC — /2.0 oy = el /2 0 = /2. (£0)

Comentario importante: Puesto que C' representa aqui un va-

lor cualquiera, también +e es un valor cualquiera. Por lo tanto,

y con el fin de no complicar indtilmente la notaciéon, seguiremos oot

usando la letra C para designar el valor arbitrario +e®. —J
\C

Queda entonces

y=C et’/2

La solucién constante y =0 que la ecuacién, evidentemente,
tiene, estd incluida en esta ultima expresion para el valor de la
constante C' = 0.

W

La constante arbitraria en la resolucién de ecuaciones diferenciales.

En la resoluciéon de ecuaciones diferenciales se aplica de forma sistemética el comentario del Ejercicio 5.8:
Debido a las operaciones que se realizan para expresar adecuadamente la solucién, con frecuencia la constante
aparece inmersa en alguna expresion.

Sin embargo, para no complicar sin necesidad la notacion, se sigue denotando por C' a dicha expresion.

Ejemplo 5.9
Calcular la solucién general de la ecuacién diferencial ' = y? cost

1 1
y =1° cost < /—2dy:/costdt & —— =sent +C
Y Y

y
-1
< y= sent + C'
La ecuaciéon y' = y? cost tiene, ademas, la solucién constante )
y = 0, que no esté incluida en la familia de funciones anterior : no >
se obtiene de su expresion para ningin valor de la constante C. C=1.6

Resumiendo, las soluciones de la ecuacién son:

-1
= — d 3 :O
Yy sent—|—0 y ademas Yy
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Ejemplo 5.10
Calcular la solucién general de la ecuacion diferencial ' = 2y

1
y =2y & /fdyz/th < lnjy|=2t+C
Y

Para despejar la incégnita, y, se toman exponenciales en ambos
miembros de la igualdad anterior, y se obtiene

y= :te2t+C —_ ith .eC _ 62t . (iec)

Aqui, como en el Ejemplo (5.8), si C' es una constante arbitraria,
+eC también lo es, y la seguimos llamando C' para no complicar
la notaciéon. Por lo tanto, la soluciéon general de la ecuacion es

y=Ce*, CcR arbitraria

La solucién constante y =0 esta incluida para el valor C = 0.

Ejemplo 5.11 . yr-1
Hallar la solucién del problema vy = t
y(1)=1/2

2
el 1 1
= & ———dy= [ —dt
Yy ; /y2_1y /t

La integral del primer miembro se calcula escribiendo el integrando como una suma de fracciones simples:

1 1 1 1 1. (ly—1
/y2—1dy_2/<y—1_y+1) dy_2ln(‘y+1>_ln|t|+c

-1
< In <‘y+1‘> =2(In|t|+ C) =2In|t| +2C =Int? + C
Y

Tomando exponenciales en ambos miembros:

=1 =1
‘y+1‘ =0 — elit? O = 012 & 4y+1 =(£0)¢* =C#
Y Y

& y—1=Cty+1)=Ct%y+Ct? & y—Ct?’y=y(1-Ct>) =1+ Ct?

_14C# 14 2Ct? 14 2
YTiter T Ti—oe T T To-e
La ecuacion tiene también las soluciones constantes y = 1 e
y = —1, la segunda incluida para C' = 0, la primera no. ,
Para hallar la solucion que verifica y(1) = 0.5 imponemos esta
condicion en la solucion general y despejamos C: y=1
1 2 1 2 P
—=yl)=14+—-— & ——=—— & (C=-3
g ¥ =1+53 2 C—1 PP
Asi pues, la solucion del problema es
y=—1
2t 2t
V=1t 3p 3+
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Ejemplo 5.12

Calcular la solucién general de la ecuacion diferencial ¢ = 2 — 3y
Se comienza dividiendo en ambos miembros por 2 — 3y (se debe recordar que luego hay que comprobar si la
solucion constante y = 2/3 esta contenida en la solucion general) y se integra en ambos miembros por separado
(las integrales son inmediatas):

1 1
y=2-3y & /2_3ydy:/dt =3 —§1n|2—3y|:t+0 < Inj2-3yl=-3t+C)=-3t+C

Tomando exponenciales en ambos miembros:

2—-3y= e 0 — 3t el = 0¥ & Yy = (2 — C’efSt)

W =

2
La solucién constante y = — esta contenida en esta familia de

funciones para el valor de C' = 0.

Ejemplo 5.13

Calcular la solucién general de la ecuacién diferencial y' =y — 2y
El segundo miembro, que se puede factorizar en la forma y — 2y? = y(1 — 2y), se anula claramente para y = 0
y para y = 1/2 que son soluciones constantes de la ecuacion.
Para resolverla se pasa y(1 — 2y) al primer miembro dividiendo y se integra en ambos lados. La integral del
primer miembro se hace por descomposiciéon en suma de fracciones simples:

1 , 1 B 1 9 B
y(1—2y) 7 =l e /y(1—2y)dy_/dt < /<y+1—2y> dy_/dt

=40

< Injy|—In|l —2y|=1n

Y
1 -2y
Tomando exponenciales en ambos miembros de la ultima igualdad se tiene

Y
1—2y

=Ce' & y=Ce'(l-2y) =Ce —20ely & y+2Ce'y =y(1 +2Ce") = Cet

y, finalmente, despejando aqui la incognita

Cet ,
Y=< 150
1+ 2Cet
que es mejor escribir dividiendo numerador y denominador por
Cet:
o 1 _ 1 @=~il
y= 1 T Cet +2 y=1/2
cet T2

C=40

La solucién constante y = 0 no esta incluida en esta expresion.
En cambio, si lo esta la solucion y = 1/2 (para C = 0). t
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5.4 Ecuaciones diferenciales lineales y’' = a(t)y + b(t)
Son las ecuaciones de la forma

y' = a(t)y +b(t) (5.7)
donde a = a(t) y b = b(t) son funciones que dependen de la variable independiente .

Cuando b(t) = 0 se dice que la ecuacion (5.7) es lineal homogénea:

Dada la ecuacion no homogénea (5.7), se denomina ecuacién homogénea asociada a la ecuaciéon que se
obtiene eliminando el término no homogéneo, es decir

y' = a(t)y. (5.8)

El método de resolucion de estas ecuaciones esté basado en la siguiente propiedad fundamental de sus soluciones:

Soluciéon general de una ecuacion lineal.
La solucion general de la ecuacion diferencial lineal (5.7) se puede escribir como la suma de la solucion general
de su ecuacion homogénea asociada, (5.8), y una solucion particular cualquiera de la ecuacion completa (5.7):

Y = yn(t) + yp(t),
donde

yr(t) es la solucion general de y' = a(t)y

yp(t) es una solucion particular cualquiera de y' = a(t) y + b(t)

En consecuencia, la resolucion de la ecuacion (5.7) se lleva a cabo en dos etapas:

1. Se calcula la solucion general de la ecuacion homogénea asociada (5.8).

2. Se calcula una solucion particular (cualquiera) de la ecuacion completa (5.7).

Se explica a continuacién, con mas detalle, cbmo se ponen en practica estas etapas.

1. La ecuaciéon homogénea asociada
Y =a(t)y

es una ecuaciéon de variables separables. Procediendo a separar las variables, e integrando en ambos
miembros, se tiene

1
/;dy:/a(t)dt — Inly=At)+C & y=+eOC = AW

donde A(t) es una primitiva de a(t). Asi, la solucién general de la ecuacion homogénea (5.8) es
yn(t) = Ce®
A(t)

Denotemos G(t) = e

2. La soluciéon general de la ecuaciéon homogénea asociada siempre es de la forma
yn(t) = CG(t), con C € R arbitraria,

donde G(t) = eA) y por tanto verifica G'(t) = A’(t) eA®) = a(t) eA") | puesto que A(t) es una primitiva
de a(t).
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El calculo de una solucién particular de la ecuacion (5.7) se puede llevar a cabo por el método de
Lagrange de variacion de la constante, que consiste en “buscar” dicha solucion sabiendo que es de la
forma:

yp(t) = K1) G(1). (5.9)

Para encontrar la funcion K (t) adecuada, se sustituye en la ecuacion (5.7), y asi se encontrara la condicion
que debe verificar K (t) para que y,(t) sea solucion, es decir, que verifique y, (t) = a(t) y,(t) + b(t):

V(1) = K')GE) + KGR () = K'()G(E) + K (Ha(t)G(#)
a(t)y,(t) +b(t) = a(t)K(£)G(¢) + b(t)

yp(t) =alt)yp(t) +b(t) =  K'(H)G({) =b(t) <<= K'(t)=0b()

luego, para que (5.9) sea soluciéon de (5.7), tiene que ser

Finalmente, segiin la propiedad antes explicada, la solucién general de la ecuacion lineal es

y(t) = yn(t) + yp(t) = C G(t) + G(t)/ b(t)% dt = </ b(t)% dt + C) G(t).

El resumen de este proceso es, pues, el siguiente

Calculo de la solucion general de la ecuacién diferencial lineal y’' = a(t)y + b(t).
1. Calcular yy, la solucion general de la ecuacion homogénea asociada y’' = a(t)y, que sera de la forma

yn(t) = C G(t)

2. Calcular

3. La solucién general es
y(t) = (K()+C) G(t), con C € R cualquiera.
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Ejemplo 5.14

Calcular la solucién general de la ecuacion diferencial 3y’ = 2y + ¢
En primer lugar se calcula la solucién general de la ecuacién homogénea asociada, 3y’ = 2y, que es de variables
separables:

1 1
51/:2 & /Edy:2/dt < Injy|=2t+C & yzC’th

Asf pues, la solucién general de la ecuacion homogénea asociada es yp,(t) = C e*'. Ponemos ahora G(t) = e

y calculamos
1 1
Kit)= [ b(t)=—=dt= [ t—dt = [ te 2 dt
0= [srgr e = [tgar= [

Esta ultima integral se hace por partes:

2% t ] 1 1 2 1 2 1 2% 1 2 1 2t 1
= 1 S —— _ [ — — [ _
/te dt ’ e ot v 26 ot 2te +2/€ dt 2t€ e 26 (t+2>

Con esto ya se tiene la solucion particular buscada: 7

1 1 o 1 1
- t+ =) e2t=_Z (¢4 =
2¢ < * 2) c 2 '3
y, por tanto, también la solucién general: — =
§ : \
y(t) =yn(t) +yp(t) =Ce™ — 5 [t + 5

2t

=
—~
~~
~—
I
ha
~
~
Q
—~
~
~
I

DO =

Yy =2y+t
y(0) =1
La solucién general de la ecuacion iy’ = 2y + ¢ ya se ha calculado en el Ejemplo anterior y es

1 1
:C 2t t -
y=~e 2<+2>

Para hallar la solucién del problema de valor inicial, s6lo hay que imponer la condicion inicial y deducir para
qué valor de C' se cumple:

Ejemplo 5.15
Hallar la soluciéon del problema de valor inicial {

1 1 1 1 5
1=y(0)=Ce® — = S)=Cc-- =1+-=-
y(0) = Ce 2(0+2> C 1 s C +4 1
Luego la solucién buscada es: )
54 1 1
e — = t — 0.1)
Y=31° 73 ( + 2) i |
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Ejemplo 5.16 ,
Calcular la solucién general de 3y’ = ty + te!
Se calcula en primer lugar la solucion general de la ecuacion homogénea asociada:

1 1
v =ty & /fdy:/tdt & ln|y|:§t2+C & y=Ce/?
Yy

Asi pues, la solucion general de la homogénea es yy,(t) = C et’/2. Ponemos G(t) = et’/2,

Ahora, para hallar una solucion particular de la ecuacion completa, se calcula
1 e 1 2 —t2/2 t2/2 t2/2
K(t)/b(t)G(t)dt/te Wdt:/te et = [ tet2dt=et/

En consecuencia, la soluciéon particular buscada es

yp(t) _ et2/26t2/2 _ et2

y la solucién general de la ecuacién completa es

y(t) = yh(t) + yp(t) _ C€t2/2 n et2

Ejemplo 5.17
Calcular la solucion general de  ty' —y =+t

La ecuacion no aparece escrita en la forma normalizada y' = a(t)y + b(¢) para la cual esta descrito el procedi-
miento de resolucién. Lo primero que hay que hacer, en consecuencia, es escribirla en dicha forma estandar.

Para ello dividimos toda la ecuaciéon por ¢ y pasamos el término en y al segundo miembro:
/ / 1 / 1
w-y=t = y-—y=1 = y=-y+l
Ahora calculamos la soluciéon general de la ecuacion homogénea asociada:

/

1
y=3y & Injyl=njt|+C < yo=Ct= G(t) =t.
Solucion particular de la ecuacién completa:

K(t)z/b(t)%dt:/%dtzlnﬁ\:>yp(t):t1n|t|.

Solucién general de la ecuacion completa dada:

y=Ct+tln|t|, con C € R arbitraria.
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Ejemplo 5.18

Calcular la solucién general de 3 + ycos(t) = e~ ()

La ecuacion no aparece escrita en la forma normalizada 3y’ = a(t)y + b(t) para la cual esta descrito el procedi-
miento de resolucién. Lo primero que hay que hacer, en consecuencia, es escribirla en dicha forma esténdar.

Para ello pasamos el término en y al segundo miembro:

— sen(t)

Y +ycos(t) =e = o = —ycos(t) + e %"®

Ahora calculamos la solucion general de la ecuaciéon homogénea asociada:
, 1
y =—cos(t)y & [ —dy=— [ cos(t)dt & Inly| =—sen(t)+C <
Y

yn = Ce sen(t) = G(t) — e sen(t).
Solucién particular de la ecuacién completa:

1
K(t) = /b(t)@ dt = /e— sen(t) psen(t) g1 / dt=t=vy,= e~ sen(t)

Solucién general de la ecuaciéon completa dada:

y=Ce 5l L temsn®) — (C 4 t)e 5"  con C € R arbitraria.

Ejemplo 5.19 1
/ —

Calcular la solucién general de 3y’ = ty +2t+1

Solucién general de la ecuacion homogénea asociada:

1
y=1y & hly=h|f+C & y=Ct=G()=t.

Solucién particular de la ecuacién completa:

K(t):/b(t)%t)dt:/ztz_ldt:/(2—1—%) dt = 2t +1u

=y, =KO)G(t) = (2t +1In|t|)t = 2t> + tIn|¢t].

Solucion general de la ecuacion completa dada:

y=Ct+2t>+tln|t| con C € R arbitraria.
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5.5 Equilibrio y estabilidad

Ecuaciones diferenciales auténomas

En muchas ocasiones, un sistema (fisico, biologico,. .. ), se representa mediante una ecuacion de la forma:

y' = fy) (5.10)

donde f es una funciéon dada que s6lo depende de y, es decir, en la que no aparece explicitamente la
variable independiente t. Estas ecuaciones se denominan ecuaciones diferenciales auténomas.

Para entender lo que significa que una ecuacién sea auténoma, supongamos un modelo simple de crecimiento:
supongamos que el numero de bacterias en un cultivo viene dado por una solucion de la ecuacion:

/

Yy =2y (5.11)

siendo y una funcion que depende de la variable independiente ¢ (que no aparece explicitamente), que representa
el tiempo medido en horas. La solucién general de esta ecuacion es

y(t)=Ce*, CeR (5.12)

y la constante C' se podréa determinar si se conoce el tamano de la poblacion de bacterias en algun instante ¢.

Supongamos que se realiza un experimento comenzando con una poblacién de 100 bacterias en el instante ¢ = 0.
Entonces la solucion que nos interesa es la que cumple la condicion inicial y(0) = 100. Para obtener su expresion,
sustituimos en la solucion general y hallamos el valor adecuado de la constante arbitraria C":

100 = 5(0) = Ce® < C = 100, de donde la solucion es  y(t) = 100

Esta solucion nos dice que, por ejemplo, 4 horas después de comenzar el experimento, el ntiimero de bacterias
presentes en el cultivo habra aumentado hasta

y(4) = 100 €® ~ 298100

Supongamos ahora que repetimos el mismo experimento, pero 10 horas después, de manera que ahora la con-
dicién inicial sera y(10) = 100. Sustituyendo en la solucién general encontraremos:

100

100 = y(10) = Ce*® & C = —5 ~0.20612 x 10~° = 0.00000020612,
€

de donde la solucién es
y(t) = 0.20612 x 107¢ ¢

El nimero de bacterias presentes en el cultivo 4 horas después de empezar este segundo experimento sera:
y(10 +4) = y(14) = 0.20612 x 107 21 = 0.20612 x 107% 2% ~ 298100

es decir, la misma cantidad que en el caso del primer experimento.

Esto significa que la evolucion del sistema que se estudia no depende del momento en que se realiza el experi-
mento. S6lo depende del nimero de bacterias inicialmente existentes.

Logicamente, si la forma de evolucionar de un sistema dependiera del tiempo en que se desarrolla, no se podria
modelar mediante una ecuacién diferencial auténoma. Seria necesaria una dependencia temporal explicita en la
ecuacion.
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Soluciones de equilibrio o puntos fijos

Solucion de equilibrio o punto fijo.
Se llaman soluciones de equilibrio o también puntos fijos de la ecuacion

a sus soluciones constantes.

Ejemplo 5.20

La ecuacion ¢y’ = ky tiene la solucion de equilibrio y = 0.

1
La ecuacién y = y — 2y tiene las soluciones de equilibrio y =0 e y = 3

El estudio de las soluciones de equilibrio de una ecuacion diferencial tiene interés porque son soluciones “de
referencia” para averiguar el comportamiento de las demas soluciones de la ecuacion diferencial.

La propiedad béasica de las soluciones de equilibrio es que si, inicialmente, el sistema estd en un estado de
equilibrio, permanecera en dicho estado en todos los instantes posteriores (a menos que alguna fuerza externa
perturbe el sistema). Por ejemplo, si inicialmente y(0) = K y K es una solucion de equilibrio, entonces y(t) = K
para todo t.

Las soluciones de equilibrio de la ecuacion diferencial de y' = f(y) son las funciones constantes y = «, con
a € R tal que
fla)=0.

Ejemplo 5.21
Calcular los puntos fijos de la ecuacién ' = 2y — y3

Se tiene que f(y) = 2y — y> = y(2 — y?). Luego

fy)=0 & y2-y)=0 = {zz(i\/i

Luego los puntos fijos o soluciones de equilibrio son y =0, y = V2 e y = —/2.
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Estabilidad de soluciones de equilibrio

La estabilidad de las soluciones de equilibrio es de gran interés, ya que permite conocer el comportamiento de
las soluciones «cercanas» a las de equilibrio.

Solucién estable

Se dice que la solucion de equilibrio y = a de la ecuacion diferencial y' = f(y) es localmente estable si
las soluciones de la ecuaciéon que parten de condiciones iniciales ligeramente distintas del equilibrio tienden a
acercarse a la solucion de equilibrio.

En caso contrario se dice que la soluciéon de equilibrio es inestable.

Este concepto se entiende claramente con los dos ejemplos de la Figura 5.1.

El término localmente se refiere al comportamiento cuando se producen pequenas perturbaciones, pero no
se presupone nada de lo que sucede cuando se producen grandes perturbaciones.

Figura 5.1: Ilustracién de los dos tipos de estabilidad mediante el ejemplo de una bola en
la cima de una colina y una bola en el fondo de un valle. Ambos son estados de equilibrio:
la bola esta en reposo. Sin embargo en el caso del valle su situacion es estable, ya que una
pequena perturbacién de su posicién seria momentanea y la bola volveria a su posicion
inicial. Mientras que en el caso de la colina, la situacion de la bola es inestable, ya que una
pequena perturbacién de su posicién haria que la bola rodase por la ladera de la colina, y
seria imposible volver a la cima.

Damos, sin justificacion, el siguiente criterio analitico para identificar cuédndo una soluciéon de equilibrio es
localmente estable o inestable.

Criterio de estabilidad
Se considera la ecuacion diferencial

y = fy),

donde f es una funcion derivable. Supongamos que y = « es una solucién de equilibrio, es decir que f(a) = 0.
Entonces

s La solucion y = o es localmente estable si f/'(a) <0

» La solucién y = a  es inestable si f/(a) > 0

En el caso en que f’(a) = 0 no se puede sacar ninguna conclusion.
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Ejemplo 5.22
Estudiar la estabilidad de las soluciones de equilibrio de la ecuacién diferencial 3/ = 2y — .

Hemos visto en un ejemplo anterior que y = 0, y = v/2 e y = —v/2 son soluciones de equilibrio de esta ecuacion.
Para ver si son localmente estables o no aplicamos el criterio de estabilidad. Se tiene que

f'ly)=2-3y>
Luego
= f/(0) =2>0 = y =0 es una solucion de equilibrio inestable.
s f'(V2)=2-3x2=-4<0= y =12 es localmente estable.
» f(—V2)=2-3x2=-4<0=y=—/2 es localmente estable.

En la Figura se puede comprobar el comportamiento de las demés soluciones de esta ecuacién diferencial con
respecto a las soluciones de equilibrio: vemos que las soluciones y = v/2 e y = —/2 (estables) “atraen” a otras
soluciones, mientras que la solucion y = 0 (inestable) “repele” a las otras soluciones.

N

y

y

o —
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5.6 Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales

Las ecuaciones diferenciales, debido a que relacionan los valores de una funcion con los de su(s) derivada(s),
son una herramienta fundamental en el tratamiento matematico de cualquier fenémeno dindmico, es decir,
que involucre magnitudes que cambian con el tiempo (o con cualquier otra magnitud). Por ello, sus campos
de aplicacion son numerosos en fisica, quimica, biologia, economia, ... Se presentan a continuaciéon algunos
ejemplos.

Ejemplo 5.23

En 1990 se arrojaron a un lago 1000 ejemplares de cierta especie de peces, de la que
previamente no habia ninguno. En 1997 se estim6 que la cantidad de peces de esa especie que
habia en el lago en aquel momento era de 3000. Suponiendo que la velocidad de crecimiento de
la poblacion de peces es constante, calcular la cantidad de peces en los anos 2000 y 2010.

Que la velocidad de crecimiento de la poblacion sea constante significa que, si llamamos
p(t) = namero de peces en el instante ¢

se tiene que
p(t) =k (constante) (5.13)

El valor de esta constante, k, no lo conocemos, de momento, pero veremos cémo se puede deducir utilizando
adecuadamente el resto de la informacion de que disponemos.
La ecuacion (5.13) se puede resolver (dejando la constante k como un pardmetro) y se tiene

p(t) =kt +C, C € R arbitraria (5.14)

Ahora tenemos dos constantes “desconocidas™ k y C. Pero también tenemos dos informaciones que utilizar:
sabemos que

1. p(0) = 1000 (inicialmente habia 1000 peces)
2. p(7) = 3000 (7 anos después habia 3000 peces)
Sustituyendo estos valores en (5.14) se tiene:

1000 = p(0) = k- 0+ C = C < C = 1000
2000
3000=p(7):k-7+0:7k+1000@7k:2000<:>k:%

Con esto ya se tiene la expresion exacta de la funciéon que nos da el namero de peces que hay en el lago en

cualquier instante ¢:

2000
p(t) = ==t +1000

y, con ella, ya se puede calcular lo que nos piden:

2000 27000

p(10) = 10+ 1000 = === ~ 3857

2000 47000
p(20) = == - 20 4 1000 = ——— ~ 6714

Asi pues, la solucién es

‘ En el ano 2000 habia 3857 peces. ‘

‘ En el ano 2010 habia 6714 peces. ‘
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Ejemplo 5.24
Si el nimero de bacterias contenidas en 1 litro de leche se duplica en 4 horas y suponiendo
que la tasa de multiplicacién es constante, calcular en cuanto tiempo se hara 25 veces mayor.

Sea y(t) el nimero de bacterias en el instante t.
Suponer que la tasa de multiplicaciéon de la poblacion de bacterias es constante consiste en suponer que

y'(t) =k k= constante (5.15)

El valor de la constante k, que de momento es desconocido, se puede deducir a partir de la informacion adicional
que tenemos.
Comenzamos por resolver la ecuacién diferencial (5.15):

y(t) =kt + C, C € R arbitraria (5.16)
La informacion de que disponemos es

y(0) =yo namero inicial de bacterias
= 2yp el numero de bacterias se duplica en 4 horas

Sustituimos estos datos en (5.16)
Yo=y0)=k-0+C & C =y

zyozy(4):k-4+cz4k+y0<:>y0:4k<:>k:yf

En consecuencia la funciéon que nos da el nimero de bacterias en cualquier instante t es

y(®) = Lty =L +9)
siendo yo = numero inicial de bacterias.
Lo que se desea saber es en qué instante, ¢, el nimero de bacterias sera igual a 25 veces el ntimero que habia
inicialmente.
9510 = y(t) = yf(t+4)<:)100=t+4<:>t: 100 — 4 = 96

Asi pues, la solucién es .
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5.6.1 Dinamica de poblaciones: modelo de Malthus o exponencial

El comportamiento de una poblacién de seres vivos cuyo ntmero de individuos varia en el tiempo puede ser
matematicamente modelada mediante ecuaciones diferenciales y constituye, de hecho, uno de los principales
campos de aplicacién de las Matematicas a la Biologia.

Cuando una poblacién no esta sujeta a condicionantes externos (falta de alimentos, competencia por el espacio,
por los recursos, ...) su ritmo de crecimiento o decrecimiento es debido tnicamente al equilibrio entre su tasa
de natalidad y su tasa de mortandad: la velocidad de crecimiento de la poblacion (o de decrecimiento, si nacen
menos individuos de los que mueren) es proporcional al nimero de individuos que la componen.

Para expresar esto matematicamente, denotemos

N = N(t) namero de habitantes en el instante ¢.

Entonces, la velocidad de crecimiento de la poblacion, N’(t), verifica la siguiente ecuacion diferencial:

N’ =rN, (5.17)

donde r es una constante, que caracteriza la tasa de crecimiento de la poblacién, y que usualmente se determina
experimentalmente.

Si r > 0 la poblaciéon aumentara de tamafio, por ser la velocidad de crecimiento positiva, mientras que si r < 0
la poblacién disminuira de tamano.

Si en el instante inicial ¢ = 0, el ntimero de individuos es N(0) = Ny, entonces N (t) es solucion del siguiente
problema de valor inicial:

!
= >
{ N =rN t>0 (5.18)

N(0) = Np.

Esta ecuacion se resuelve facilmente, ya que es de variables sepa-

rables (ver la Seccion 5.3): 18
1
In|N|=rt+C
N=Ce"t

e, imponiendo la condicion inicial N(0) = Ny, se obtiene

0 5 10 15 20

N = No (:’Tt 5 . .
Figura 5.2: Representacion gréafica de la
cuya grafica, para algunos valores de 7, se representa en la Figu- funcion N = 5e™, solucion de (5.18)
ra H.2. con Ny = 5, para varios valores de 7.

Obsérvese que cuanto mas grande sea r, mas rapido es el crecimiento de la poblaciéon, y que cuando r < 0 la
poblacion decrece. Para r = 0 el tamano de la poblacién permanece constante.

Este modelo de crecimiento de poblaciones recibe su nombre de Thomas Malthus (1766-1843), un clérigo y
economista britanico considerado el padre de la demografia. Basandose en este modelo, él dedujo que el creci-
miento (exponencial) del ntimero de seres humanos sobre la Tierra conduciria a épocas de grandes hambrunas,
va que la cantidad disponible de alimentos no aumentaria en la misma proporcién que la poblacién humana.

Este modelo de crecimiento de poblaciones es, como resulta obvio, excesivamente simple para reflejar situaciones
tan complejas como la de la poblaciéon humana sobre la tierra. Sin embargo, resulta ttil para modelizar mate-
maticamente algunos experimentos controlados en laboratorio con determinadas especies de microorganismos,
en sus etapas iniciales de desarrollo. Por ejemplo, si se inicia el cultivo de una pequena colonia de bacterias
sobre un sustrato rico en nutrientes, entonces las bacterias pueden crecer y reproducirse sin restricciones, al
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menos durante un cierto periodo de tiempo. (Un modelo més elaborado de dindmica de poblaciones, en el que
se imponen restricciones al crecimiento de la poblacién, teniendo en cuenta otros aspectos vitales, se expone en
la Seccién 5.6.6).

Ejemplo 5.25

(Cultivo de bacterias en laboratorio) Se sabe que la tasa de crecimiento de una determinada
poblaciéon de bacterias es directamente proporcional al nimero de bacterias existentes. Se
realiza un cultivo en laboratorio, introduciendo 2.5 millones de bacterias en un recipiente. Se ob-
serva que la poblacion se duplica cada 3 horas. Calcular la poblacién existente al cabo de 11 horas.

Denotemos por P(t) al ntimero de bacterias (en millones) que forman la poblacion en el instante de tiempo .
Se comienza a medir el tiempo (¢ = 0) en el instante en que se inicia el cultivo en el laboratorio.

Segtin se indica en el enunciado, la tasa de crecimiento de la poblacion (velocidad a la que crece), P’(t), es
directamente proporcional al ntimero de bacterias de la poblacion, es decir a P(t), lo que significa que es de la
forma kP(t) para alguna constante k que, de momento, no conocemos.

Esto significa que la poblacion considerada sigue la ley (de Malthus):

P’ = kP ecuacion diferencial cuyas soluciones son ~ P(t) = C e

Para determinar las dos constantes C' y k hay que utilizar las dos informaciones dadas:

P(0) = 2.5 (millones de bacterias)
P(3) =2 x 2.5 =5 (millones de bacterias)

De la primera de ellas se tiene
25=P(0)=C & P(t)=25¢e"
y de la segunda
In(2)

~ 0.231.
3

5=P(3)=25e* & 63’“:%:2 e k=
Luego, finalmente, la ley seguida por la poblacion de bacterias es
P(t) = 2.5¢e%2311,

El conocimiento de esta funcién nos permite conocer el nimero de bacterias que habra en el cultivo en
cualquier instante (siempre y cuando, naturalmente, el modelo siga siendo valido). Por ejemplo, para saber
cuéntas bacterias habra 11 horas después de iniciar el experimento, bastaréa calcular

P(11) = 2.50-231%x11 ~ 31.75.

Al cabo de 11 horas habra aproximadamente 31.75 millones de bacterias
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Ejemplo 5.26

(Poblacion mundial). La poblacion mundial en el ano 1985 era de aproximadamente 4830
millones de personas y, en aquel momento, crecia a un ritmo de un 1.73 % por ano. Suponiendo
que el crecimiento de la poblacion se rigiera por el modelo exponencial, calcular el valor
estimado de la poblacién mundial en el ano 2010.

La ley de Malthus (o de crecimiento exponencial) dice que el nimero de individuos de la poblacion en el
instante ¢, P(t), verifica la ecuacion diferencial:

P'(t) = kP(t), cuya solucion general es P(t) = C'eM

En esta expresion hay dos constantes que no se conocen (de momento): k y C. Para determinar su valor
utilizaremos el resto de la informacién:

1. P(1985) = 4830 millones.

2. La poblacién crece un 1.73 % cada ano, de donde, por ejemplo, en el ano 1986, la poblacion se habria
incrementado en un 1.73 % de 4830 millones, es decir

1.73 1.73 .
P(1986) = 4830 + 100 4830 = (1 4F W) 4830 = 4913 millones.

De ambos datos se tiene:

4830 = P(1985) = C 1985k } 4830 _ Cel9k 190k ek

_ _ _ —1986k _ _—k
4913 = P(1986) = C ¢!986k =7 1913~ Cel96k _ g1986k € =

€ ’

e

y de aqui

4913 4913

Ahora, una vez conocido el valor de k, se tiene:

In (4830) =—k & k=—1In (48&) ~ 0.0170

4830

= 3750 ~ 10683 x 107

4830 = P(1985) — Ce0.0l70><1985 _ 0633.7450 = O

Asi, gracias a la informacién proporcionada se tienen ya los valores de las constantes C' y k y por tanto la
expresion de P(t):
P(t) = 1.0683 x 10711 £0-0170¢

Utilizando esta expresion se deduciria que el niimero de seres humanos en la tierra en el ano 2010 seria:
P(2010) = 1.0683 x 1011 £0:0170x2010 7388 millones de personas

(la poblacion real en el afio 2010 era de 6972 millones de personas).

Observacion: este ejercicio también se puede hacer (y, de hecho, los calculos son mas faciles) situando el
origen, t = 0, de la variable independiente en el ano 1985, de modo que el ano 1986 corresponderia at =1y
el afio 2010 corresponderia a ¢ = 25. Entonces tendriamos la informacion P(0) = 4830 y P(1) = 4913 y lo que
se desea es calcular P(25).
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5.6.2 Ley de enfriamiento de Newton

En determinadas condiciones, la velocidad a la que cambia la temperatura de un objeto es proporcional a la
diferencia entre la temperatura del ambiente que lo rodea y su propia temperatura. Si se denota por T'(t)
la temperatura del objeto en el instante ¢, la ley anterior se expresa matematicamente mediante la siguiente

ecuacion diferencial ordinaria:

T'(t) = k(M = T(1)),

donde M es la temperatura del medio (que se supone constante)
y k es la constante de proporcionalidad, propia del objeto.

Si en el instante inicial, ¢ = 0, la temperatura toma el valor Ty,
entonces la temperatura del objeto en cualquier instante posterior
T(t), viene dada por la solucion del problema de valor inicial:

{ T’ = kM =T), (5.20)

T0)=Tp.

Esta ecuacion es de variables separables y su solucién general es
T(t)= M + Ce ™, C &R arbitraria.
La solucion particular que verifica T'(0) = Ty es

T(t) =M + (To — M)e .

(5.19)

501 TO:55
40t
30 T =30
20+

T0=15
101

0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 50 100 150 200 250

Figura 5.3: Representacion grafica de
la solucion de (5.20), para M = 25,
k = 0.02 y varios valores del dato inicial
To.

En la Figura 5.3 estan representadas las soluciones del problema (5.20) para diversos valores del dato inicial Tp.
Obsérvese que, como es obvio intuitivamente, la temperatura del objeto varia méas rapidamente cuanto mayor
es la diferencia entre la temperatura inicial del objeto y la temperatura del medio.

Por otro lado, sea cual sea su temperatura inicial, la temperatura del objeto tiende, cuando pasa el tiempo, a
igualarse con la temperatura del medio: todas las soluciones tienen una asintota horizontal en T'= M.
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Ejemplo 5.27

(Ley de enfriamiento de Newton) Un recipiente con agua hirviendo (100°C) se retira del
fuego en el instante t = 0 y se deja enfriar en una habitaciéon grande que se encuentra a una
temperatura constante de 20°C. Sabiendo que pasados 5 minutos la temperatura del agua se ha
enfriado hasta 80°C:
a) Determinar la constante de proporcionalidad k.
b) Determinar el tiempo que tardara el agua del recipiente en descender hasta una temperatura
de 30°C.

a) Sea y = y(¢) la temperatura del agua (en grados Celsius) en el instante de tiempo ¢ (medido en minutos).
Segtn la ley de enfriamiento de Newton, la temperatura del objeto sigue la ley

y' = k(20 —y),

donde k es una constante propia del objeto.
Comenzamos observando que esta ecuacion tiene la solucion trivial y = 20 (constante).
La ecuacion es de variables separables y se integra facilmente:

1
/QO_ydy:k/dt & —In[20—y|=kt+C < y=20—Ce .

La solucion trivial y = 0 esté contenida en esta familia para el valor de C' = 0.
En la expresion de y hay 2 constantes que determinar: k y C. Para determinarlas disponemos de 2 datos:

y(0) =100 e y(5) =80
(1) De 100 = y(0) = 20 — C se tiene que C' = —80
(2) De 80 = y(5) = 20 + 80 e~°* se tiene

9 1
8080 0:%:?—1:(5’“ = —5k:ln<%) = k:—gln(%> & [k~ 00575

En consecuencia, la funcién que da la temperatura del agua es:

y(t) = 20 + 80071 |

b) Se trata ahora de averiguar para qué valor de ¢ alcanza y(t) (descendiendo) el valor 30°C. Es decir, para
qué valor de t se tiene
30 = 20 + 80 e~ 097!

Operando en esta ecuacion se tiene

30—20 10 1
80 80 8

1 -1 1
—0.0575¢t
= —0. =1 (-) =——| (—)% .1642
e < —0.0575¢ n 3 St 00575 n 3 36.16

Es decir, | aproximadamente 36 minutos |.
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Ejemplo 5.28

Un cadaver es encontrado en una nave industrial que estd a una temperatura constante de
20°C. En el momento de ser encontrado, la temperatura del cadaver es de 35°C. Al cabo de
una hora su temperatura ha descendido a 34°C. Suponiendo que en el momento de la muerte
la temperatura del cuerpo era de 37°C, y que se cumple la Ley de Enfriamiento de Newton,
calcular a qué hora se produjo la muerte.

Denotamos por T' = T'(t) la temperatura del cadaver en el instante ¢, comenzando a contar el tiempo en el
momento del crimen. Puesto que sigue la ley de Newton y en el momento inicial (¢ = 0) era de 37°C, la funcion
T(t) es la solucion del siguiente problema de valor inicial:
(P) T =k(M-T)=k(20—-T)
T(0) =37

La soluciéon general de la anterior ecuacion es (véase el Ejemplo 5.27) T(t) = 20 — C e **. La solucién trivial
T = 20 esté incluida para C' = 0.

Lo que queremos saber es el tiempo pasado desde el momento de la muerte hasta que se encontr6 el cadaver.
Si situamos el momento de la muerte en el instante ¢ = 0, y denotamos por ¢ al instante (desconocido de
momento) en que se encontrd el cadaver, la informacion que tenemos es la siguiente:

T(0) =37
T(t) =35
T(E+1)=34

Con estos 3 datos debemos ser capaces de encontrar los valores de k, de C'y de t.

37=T(0)=20-C & C=20-37 =

. 7 i 35—-20 15
_ _ —kt —kt _ _
35=T(t) =20+ 17e¢ S er=s—Fm— =1

Lk _34-20 14

- - : 1
34 =TE+1)=20+17e D =20 4 17e * e7* =20 + 17 1—i e " =20+15¢" o e

50 15

De la ultima igualdad se tiene que

14 14
—k=In(— =—In{— ) =0.
k n<15> = |k n(15) 0.0690
. . — kit 15 . % .
Una vez conocido el valor de k, de la igualdad e =1 se puede despejar ¢t tomando logaritmos en
ambos miembros:
;15 - 15 . 1 15 -
e M = 7 & —kt=1In (ﬁ) & == T In (1—7> < t & 1.8141 horas %‘ 1 hora 49 minutos

Asi pues, el cadaver fué encontrado 1 hora y 49 minutos después de su muerte.

5.6.3 Dinamica de crecimiento de un individuo: modelo de Bertalanfty.

En los afios 50 del siglo XX, el bi6logo austriaco L. von Bertalanffy (1901-1972) desarrollé un modelo matematico
para la talla de un individuo en funcion de su edad, que se utiliza con frecuencia para predecir el tamano de los
peces.

Sea L(t) la longitud del individuo en la edad ¢ y sea A la talla maxima de la especie, es decir la talla maxima
alcanzable por un pez adulto.

La ley de crecimiento de este modelo dice que la velocidad de crecimiento es proporcional a la diferencia entre
la longitud actual y la longitud maxima:
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Figura 5.4: Modelo de Bertalanfty.

L'(t) = k(A - L(t)),
siendo k£ > 0, la constante de proporcionalidad, propia de cada especie.

Si en el instante inicial, ¢ = 0, la longitud del individuo es 0 < Ly < A, entonces la funcién L(t), talla en el
instante t, sera solucion del siguiente problema de valor inicial:

{ L' =k(A-1L) (5.21)

L(0)=Lg.
Como la diferencia entre la longitud actual y la longitud maxima alcanzable disminuye con el tiempo, la velocidad
de crecimiento disminuye también con el tiempo, lo que implica que los ejemplares de menor edad crecen a mayor

velocidad que los de mayor edad. En este modelo, la velocidad de crecimiento es siempre positiva. Esto significa
que los peces crecen durante toda su vida, que es lo que ocurre en la realidad.

La ecuacion diferencial de (5.21) se puede integrar facilmente, ya que es de variables separables:

dL
7A7L:/kdt — —I|A-L|=kt+C <+ A-L=Ce ™.

Por tanto, la solucién general de la ecuaciéon es

L=A+Ce* C eR, arbitraria.
Imponiendo la condicion inicial, L(0) = Lg, se tiene

Li=L0)=A+C®=A+C <+ C=Ly— A4,

luego la solucion del problema (5.21) es

L(t) = A4 (Lo — A)e ¥,
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En la Figura 5.5 esté representada la solucién del
problema (5.21) para A = 50, k = 0.5 y Lo = 0. e R
Obsérvese que la recta horizontal L = A es una

. . . . 40(
asintota horizontal de la solucién, es decir,

lim L(t) = A, !
t——+oo

20r

lo que expresa matematicamente el hecho de que

la talla de los peces tiende, cuando pasa el tiem- 10

po, a aproximarse al valor A, pero sin nunca al- —g
canzatlo. o 5 4 & & 10w

Por ello se puede decir que A es la longitud

asintética de la especie. Figura 5.5: Representacion grafica de la soluciéon

de (5.21), para A =50, k=0.5y Ly =0.

Ejemplo 5.29
(Modelo de Bertalanffy) Sea L(t) la longitud (en centimetros) de un pez en el tiempo ¢, medido
en meses. Se supone que el pez crece de acuerdo con la siguiente ley (de von Bertalanffy):

L' =k(34—L)
{ L(0) = 2.

1) Sabiendo que a la edad de 4 meses, el pez mide 10 centimetros, determinar la constante de
crecimiento k.

2) Calcular la longitud del pez a los 10 meses.

3) Calcular tliglo L(t) y dar una interpretacion del resultado en el marco de la dinamica del

crecimiento del pez.

La solucion del problema de valor inicial se calcula facilmente por ser la ecuacion de variables separables:

1
I'=kB34-1) & /34_LdL:k/dt & —In|34—L|=kt+C

de donde se tiene L = 34 — Ce™** e, imponiendo la condicién inicial L(0) = 2, se encuentra el valor de la
constante C' = 32.
Luego la longitud del pez viene dada por

L(t) = 34 — 32 .

Para determinar el valor de k es necesario utilizar mas informacion: L(4) = 10. Entonces,

24 3 1 3
— — = —4k —4k = — = - & = — — — | = U. .
10=L(4)=34—32e % & ¢ 5= & k=—7h <4> 0.0719

Una vez conocido el valor de k se puede calcular la longitud del
pez en cualquier instante ¢ > 0:

L(10) = 34 — 32¢71%% ~ 18.4 cm.

Por ultimo, es obvio que

34
lim L(t)= lim 34 —32¢ " =34-32 lim e " =34,
t—+o00 t—+o00 t—-+o00
lo cual significa que la curva que representa la longitud del pez
tiene una asintota horizontal en L = 34. El pez sigue creciendo,
pero cada vez a menor velocidad, y su longitud tiende a acercarse 2
al valor 34, aunque sin nunca llegar a alcanzarlo.
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5.6.4 Problemas de mezclas

En esta seccion se estudian ciertas ecuaciones diferenciales que aparecen en problemas en los que se mezclan
dos fluidos.

Maés concretamente, se considera un recipiente que contiene una cantidad de V litros de cierto fluido, en el que
se encuentra disuelta una cantidad, xg, de cierta sustancia. En el recipiente entra constantemente fluido con
una concentracion de ¢, gramos por litro y a una velocidad de v, litros por minuto. Se supone que los fluidos
en el recipiente se mezclan de forma instantanea y que la mezcla sale del recipiente a una velocidad de v, litros
por minuto.

Lo que se desea es determinar una funciéon que indique la cantidad de sustancia que hay en el interior del
recipiente en cada instante, t.

Llamemos v(t) a la cantidad de fluido (litros) presente en el recipiente en el instante ¢, y x(t) a la cantidad de
sustancia disuelta (gramos) en el instante ¢, de forma que la concentracion de sustancia disuelta en el instante
t es x(t)/v(t) gramos por litro.

La variaciéon de la magnitud z(¢) por unidad de tiempo es 2'(t) y viene dada por la diferencia entre la cantidad
de sustancia que entra (por unidad de tiempo) y la cantidad de sustancia que sale (por unidad de tiempo):

/ Variacion de z(t) Cantidad de sustancia que Cantidad de sustancia que
x'(t) = . . = . . - . .
por unidad de tiempo entra por unidad de tiempo sale por unidad de tiempo

Puesto que entran v, litros por minuto, que contienen una concentracion c. gramos de sustancia por litro, se
tiene que entran c. - v, gramos por minuto de sustancia.

La concentracion de sustancia en el fluido que sale es la del fluido en el interior del recipiente, es decir z(t)/v(t)
gramos por litro. Puesto que salen v litros por minuto, se tiene que salen x(t)vs/v(t) gramos por minuto de la
sustancia disuelta.

Asi pues, la variacion de la concentracion, z’(t), verifica:
() = cove — ——=

La expresion de v(t), cantidad de fluido en el recipiente en el instante ¢, debera ser determinada en cada caso,
va que depende de la cantidad inicial y de las velocidades de entrada y salida del fluido en el recipiente. Si, por
ejemplo, la velocidad de entrada de fluido es igual a la velocidad de salida, entonces el volumen en el interior
del recipiente permanecera constante.
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Ejemplo 5.30

(Problema de mezclas) Un deposito contiene 100 litros de una disolucién salina cuya concen-
tracion es de 2.5 gramos de sal por litro. Una disolucién conteniendo 2 gramos de sal por litro
entra en el depésito a razéon de 5 litros por minuto y la mezcla (que se supone uniforme de
forma instantanea) sale del depésito a la misma velocidad. Encontrar la cantidad de sal que
hay en cada instante en el depoésito.

Puesto que la velocidad a la que entra el liquido en el depésito es la misma a la que sale, en el depoésito siempre
hay la misma cantidad de liquido: 100 litros.

Sea z(t) la cantidad de sal en el deposito en el instante t.

La variacién por unidad de tiempo de la cantidad de sal en el deposito es:

2’(t) = cantidad que entra por unidad de tiempo — cantidad que sale por unidad de tiempo

En el depésito entran 5. por minuto de una disolucién con 2gr. por litro, luego entran 10gr. de sal por minuto.
Puesto que la cantidad de sal en el deposito es z(t) y la cantidad de liquido que hay es 1001., la concentracion
de la disolucion en el deposito es de z(t)/100 gramos por litro. Esta disolucion sale a una velocidad de 5 litros
por minuto, por lo tanto la sal sale a una velocidad de 5z(t)/100 gramos por minuto.

Asi pues, se tiene:

5%
=10 - —
0= 100
Esta ecuacién es de variables separables:
o =10 5T _1000—5z 1 g L
- 100 100 1000 — 5z~ 100
1
—dt —-1 1000 — B
<~ /1000—59[; /100 < n|1000 —bzf = 755 ¢ +C
5
& In|1000 — 5z| = ——t+C———t+C——OO5t+C & 1000 — 52 = C ¢ 005

100 20

1000 — C ¢~ 0-05¢

. =200 — Ce™ %0

& 52=1000-Ce "% & 7=
Asi pues, la solucion general de la ecuacion diferencial es
z =200 — Ce 0%

Puesto que, inicialmente, la concentracion de sal en el depésito era de 2.5 gramos por litro, la cantidad de sal
inicial era de

x(0) = 2.5 x 100 = 250

Sustituyendo esta condicion inicial en la expresion de la solucion general se tiene
250 = 2(0) =200 — C <& C = —50

Luego la funciéon que nos da la cantidad de sal en cualquier instante ¢ es:

[ 2(t) = 200 + 50005
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Ejemplo 5.31

(Problema de mezclas) La corriente sanguinea lleva un medicamento hacia el interior de un
6rgano a razén de 3 cm?®/sg y sale de él a la misma velocidad. El érgano tiene un volumen de
125 cm?®. Si la concentracién del medicamento en la sangre que entra en el 6rgano es de 0.2
gr/cm?, se pide:
1) ;Cual es la concentraciéon del medicamento en el 6rgano en cada instante si inicialmente no
habia vestigio alguno del medicamento?
2) ;Cuando la concentracién del medicamento en el érgano sera de 0.1 gr/cm??

La cantidad de medicamento que entra en el 6rgano por segundo es:
0.2 x 3 = 0.6 gramos

Si denotamos por z(t) la cantidad de medicamento presente en el 6rgano en el instante ¢ se tendra, puesto que
la sangre abandona el érgano a la misma velocidad a la que entra (3 cm?/sg), que la cantidad de medicamento
que abandona el 6rgano por segundo sera de

x(t) 3
E—mﬂ)

En consecuencia, puesto que la variacion por unidad de tiempo (i.e., por segundo) de la cantidad de medica-
mento viene dada por:

2’(t) = cantidad que entra por segundo — cantidad que sale por segundo

se tiene 3 Ty
r_ _ 2 — o
7 =06 orw =

Esta ecuacion es de variables separables:

i - - ! _ ! __ _ —3t/125
/75_3xdx— 195 dt & 31n\75 3z| = 125+C & In|75—3x| = 125+C o 75—3x=Ce

Despejando aqui « se obtiene la solucion general de la ecuacion:
z=25—Ce 3/1%5

Puesto que, inicialmente, no habia ninguna cantidad de medicamento en el érgano, la condicién inicial para
z(t) es z(0) = 0, lo que conduce, sustituyendo, a:

0=2(00=25—-C & C=25
En consecuencia la funcion que nos da la cantidad de medicamento en el érgano en cada instante es
z(t) = 25(1 — e~3t/125)
La concentracion es la cantidad de medicamento dividido por el volumen del 6rgano, es decir

_25 o siesy Lo a5
x(t)/125—125(1 e )—5(1 e )

Por lo tanto, la contestaciéon a la primera pregunta es que

6—375/125)

1
La concentracién en el instante ¢ es 5(1 =

Para contestar a la segunda pregunta hay que calcular para qué valor de ¢ se verifica

0.1 =

|
—
5
e
o

(1—e3/1) & 05-1=—-05=— 31 & 315 _5 & _ 137t5 a

1
)

12
& [t= —TE) In 0.5 ~ 28.88 segundos
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5.6.5 Dinamica de epidemias

Ejemplo 5.32

(Dindamica de epidemias) Un modelo simple de propagacion de epidemias se obtiene cuando
se supone que la rapidez de contagio entre la poblacién es directamente proporcional al nimero
de individuos contagiados multiplicado por el nimero de individuos no contagiados. Hallar la
soluciéon general de esta ecuacion.

Denotamos por I(t) el ntimero de infectados por la epidemia en el instante ¢ y por P (constante) el nimero
total de habitantes de la poblacion, de forma que P — I(t) es el ntimero de individuos no infectados. El modelo
establece que la velocidad de contagio I’(t) es proporcional al namero de infectados I(¢t) multiplicado por el
de no infectados P — I(t). En consecuencia se tiene

I'=kI(P-T1) (5.22)

donde k es la constante de proporcionalidad.

Esta ecuacion es de variables separables y tiene las soluciones triviales I = 0 e I = P. Para calcular las demés:

1 dI 1
I'=kI(P-1 —— — =k ————dl =k | dt=kt
P-I e p-pa @/I(P—I) / O
Para calcular la integral del primer miembro, que es racional, hay que escribir el integrando como una suma
de fracciones simples:
1 A B { A=1/P

IP=1) 1 P=1I B=1/P

En consecuencia, se tiene:

1 _[({yP  1/P 1 1 I

& In — P(kt + C) = kPt + PC = kPt + C

pP-1

I
kPt+C kPt C kPt
& —— =e¢ =e"teY =Ce
P—-T

Operamos a continuacion para despejar I en esta igualdad:
I=CeP' (P —1)=CPerFt — CekPt [

CPeth
1 o Cekpt

Con esto ya tenemos la expresion de la solucion general de la ecuacion (5.22), que es mejor escribir dividiendo
numerador y denominador por CeFFt:

o I+CFP ' T=T(14Ce*) =Pt = T=

I P
14 Ce kPt
La solucion trivial I = P esta contenida en esta familia para C' = 0. Sin embargo la soluciéon I = 0 no lo esta:

para ningun valor que demos a la constante arbitraria C' obtendremos la funcién I = 0.
En consecuencia, el conjunto de todas las soluciones de la ecuacion es:

P

I:W, vVC € R yademéSI:O.
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Ejemplo 5.33

(Gripe aviar) En una granja de 40.000 aves hay un pollo contagiado con la gripe aviar. Si
suponemos que la rapidez de contagio es directamente proporcional al nimero de aves conta-
giadas multiplicado por el nimero de no contagiadas, siendo la constante de proporcionalidad
k=4 x107° (midiendo el tiempo en dias), determinar en cuanto tiempo un 75% de los pollos de
la granja quedarian infectados.

Denotando por I(t) el namero de pollos contagiados y por P el ntimero total de pollos de la granja (poblacion
total) se tiene la siguiente ecuacion diferencial

I'=kI(P-1)

donde k es la constante de proporcionalidad.

En este caso, P = 40000 y k = 4 x 1075 = 0.00004 (de donde kP = 16 x 10* x 107> = 1.6).

Nos dicen, ademas, que inicialmente hay un pollo infectado, es decir, que se tiene I(0) = 1. En consecuencia, el
problema que hay que resolver para obtener la expresion de la funcién que representa el ntiimero de individuos
infectados en cualquier instante ¢ es:

I'=kI(P-1)
{ 10) =1 (5.23)
La solucién general de esta ecuacion diferencial es (véase Ejemplo 5.32):
P .
I= W (y ademas [ = 0)
Buscamos ahora la solucién que verifica la condicién inicial, 1(0) = 1.
P 40000
1=1(0) = izc © C=P-1=39999 = |la solucién del problema (5.23) es I(t) = 139999 o=16%

Buscamos ahora el valor del tiempo t* para el cual I(¢*) = 0.75 P = 30000. Para este t* se tendra

. 40000 4
& 1439999 160 = —— — =
+ € 30000 3

40000
30000 = I(t*) = .
t) 1+ 39999 ¢~ 16t

& 16t Y 1L 6= L o L L
e — — — = — 1. = 1n =—Tzn
39999 \ 3 119997 119997 1.6 119997

de donde se deduce que

‘ El tiempo que tarda en estar contagiados el 75 % de los pollos es t* ~ 7.3 ‘
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Ejemplo 5.34

Se sabe que la velocidad de propagacion de una epidemia es proporcional al nimero de per-
sonas infectadas multiplicado por el namero de personas no infectadas. Si denotamos por I(t)
el nimero de personas infectadas en el tiempo ¢, medido en dias, y por P la poblaciéon total, la
dindmica de la infecciéon viene dada por

I'=kI(P-1I),

donde k£ > 0 es el coeficiente de proporcionalidad. En una poblacién de 10000 habitantes se
detecta una enfermedad que afecta inicialmente a 50 personas. Al cabo de tres dias, se observa
que son 250 las personas afectadas. Averiguar el nimero de enfermos que habra pasados 12 dias.

La ecuacion I’ = k I(P — I) es de variables separables y su solucion es (véase el ejercicio 5.32):

P

0= gewrria

(y ademas I = 0)

donde P = 10000. Para determinar las constantes C' y k disponemos de la siguiente informacion:
I(0) =50 e I(3)=250.

En primer lugar,

P P
0=10)=57 & C=¢ 99

En segundo lugar,

P 1 (P
250 = I(3) & 199e 3P 1= — o P = <__1)

T 199¢ P 11 ~ 250 199

de donde, tomando logaritmos en ambos miembros de la igualdad se tiene

1 /P 1 1 (P 0.5432
3P =In|— (- —1 - | (= —1)] = .
SkP ln[199 (250 ﬂ e k="3p ln[199 (250 ﬂ P

En consecuencia, el nimero de infectados en cualquier instante ¢ > 0 viene dado por

P 10*
= 199 - 670‘5432)5 41 = 199 . 670.5432t 41

1(t)

y se tiene
104
199 . 670.5432><12 n

1(12) = -~ 7730

‘ Pasados 12 dias habra 7730 enfermos. ‘
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Ejemplo 5.35

(Dindmica de epidemias) En un campus universitario que tiene 1000 estudiantes hay un
uinico estudiante portador del virus de la gripe. Sea y(t) el nimero de estudiantes contagiados
en el dia ¢t. Si la velocidad con la que el virus se propaga es proporcional al producto entre el
namero de estudiantes contagiados y el nimero de estudiantes no contagiados, se pide:
1) Determinar el nimero de personas enfermas en el dia ¢ si se sabe que pasados 4 dias hay 50
enfermos.
2) Calcular cuando habra 500 estudiantes enfermos.
3) Si los estudiantes enfermos no se tratan con medicamentos, ;qué nimero de enfermos habra
cuando pase mucho tiempo? ;Llegara a desaparecer la enfermedad?

Por lo que se indica, la funciéon y(t) = ntunero de estudiantes contagiados en el dia ¢ es solucion de la ecuacion
diferencial

Y =ky(P —y)

donde P = 1000 es el namero de individuos de la poblacion. La solucion general de esta ecuacion es (véase
ejercicio 5.32):

. P

- Ce kPt 41

en cuya expresion hay dos constantes desconocidas (de momento) : k y C. Para determinarlas debemos usar
el resto de la informacion:
De y(0) = 1 se tiene

Yy (v ademas y = 0)

1000
1=y0)=—=—— & C+1=P=1000 & C =999
v =T *
Por otra parte, de y(4) = 50 se tiene:
50 = y(4) = P 4 50 (Ce™**F +1) =50C e **F 150 = P
Ce 4P 1
Despejando de aqui e~**F y tomando luego logaritmos en ambos miembros:
P —50 P —50
—4kP —4kP
500 e 500
1 P — 50 1 950
& —kP=-In|—— | =-In| —— | = —0.9906
1 ( 50C ) 1 (49950>
Asi pues,
1000

El namero de personas enfermas el dia ¢ es y(t)

99909906 4

Para saber cudndo habra 500 estudiantes enfermos tenemos que calcular para qué valor de ¢ se tiene

1000 1 1
_ 9 — ~0.9906¢ | 1 ~0.9906¢ _ _0.99061 1
999 ¢ 0-99067 1 | 500 « 999 e +1 e e 505 & —0-9906¢=1n ( 5o5

1 1
= () ~6972
L=~ 59906 Il(999) 09723

Por ultimo, puesto que

P
lim y(¢t) = lim P

t—+o00 totoo Cle—kPt 1

resulta obvio que esta ley conduce a que, a la larga, la poblacién entera resulta infectada.
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5.6.6 Dinamica de poblaciones: ecuacién logistica

En la Seccion 5.6.1, se ha considerado un modelo simple de la dindmica de poblaciones, en el que se supone
que no hay limitaciones de alimentos y, por tanto la poblacién puede crecer de manera exponencial. El modelo
que se presenta ahora es un poco méas complicado. En él se tiene en cuenta la existencia de circunstancias que
limitan el crecimiento exponencial de la poblacién.

En determinadas condiciones, el crecimiento de algunas poblaciones se rige por la siguiente ley, denominada
logistica:

P (t) = rp(t) —mp*(t). (5.24)

En esta ecuacion p(t) representa el namero de individuos de la poblacion existentes en el instante ¢. El primer
término de la derecha de esta ecuacion (r p(t)) expresa mateméaticamente el crecimiento natural de la poblacion,
debido a la reproduccion: la poblaciéon crece de forma proporcional al nimero de individuos de la misma. El
segundo término (—m p?(t)) intenta expresar el hecho de que, si los recursos (alimentos) son limitados, entonces
los individuos de la poblacién “compiten” por ellos, impidiendo un crecimiento ilimitado. Este término hace
disminuir la velocidad a la que crece la poblacion, razén por la que lleva signo menos.

Si en el instante inicial ¢ = 0, el namero de individuos es p(0) = py, entonces p = p(t) es solucion del siguiente
problema de valor inicial:

p'=rp—mp?
{ p(0) =po. (5:25)

La ecuacion (5.24) es de variables separables, luego:

dp 1

Para calcular la integral de la izquierda hay que escribir el integrando como suma de fracciones simples:

1 A B
——=—+ <:>1—A(r—mp)+Bp<:>{
p(r—mp) p T —mp

A=1/r
B=m/r

de donde, A =1/r y B=m/r. Por lo tanto:

[t | () e G ) e o

Integrando, se obtiene

1
—(In|p| = In|r —mp|) =t+C, con C € R arbitraria
r

0, lo que es lo mismo,

In

P ’ =rt+ C, con C € R arbitraria.
r—mp

Tomando ahora exponenciales en ambos miembros de esta igualdad se tiene:

p t rt rt Cre
=Ce" =Cre" —Cme — =
r—mp b b b 1+ Cmer

Y de aqui, dividiendo numerador y denominador por Ce™ y renombrando la constante arbitraria C, se tiene,
finalmente, la expresion siguiente para la solucion general de la ecuacion logistica:

r

p:m—FCe—” ’
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Por tanto, la solucion general de (5.24) es:

p(t) = m, C € R arbitraria. (5.26)

Esta ecuacion tiene, ademas, las soluciones constantes p = 3, para los valores de 5 que anulen el segundo
miembro de la ecuacién diferencial, en este caso:

B=0

Blr-mp)=0 { B=r/m,

La solucién constante p = r/m esté incluida en la expresion de la solucion general, para el valor de C' = 0. En
cambio, la solucién constante p = 0 no se obtiene de la expresiéon de la solucién general para ningin valor de la
constante arbitraria C: la ecuacion logistica tiene todas las soluciones dadas por (5.26) y, ademas, la solucién
constante p = 0.

;p =20
La solucién particular que verifica la condicién 2008, ---pZ=200:
inicial p(0) = po se obtiene para el valor de la —m Py=120
r—m
constante arbitraria C' = L v es:
Po
T Po
t) = :
p( ) mpo + (7, — mpo) et
Su comportamiento cualitativo puede observarse
en la Figura 5.6 para varios valores de la condi-
cion inicial pg .
GO 50 160 15‘)0 260 250
Obsérvese que, sea cual sea el nimero de indi-
viduos de la poblacién inicial, esta tiende, con Figura 5.6: Grafica de la solucion del problema
el tiempo, a estabilizarse en el valor constante (5.25) con r = 0.05 y m = 0.0003125, para varios

p="_ (asintota horizontal de p(t)). valores de po.
m
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