Tema 3

Introduccién a la interpolacion y a la
integracion numérica

3.1. Introduccion a la interpolaciéon

Un problema que se presenta con frecuencia en las ciencias experimentales y en in-
genieria es tratar de construir una funcién (denominada “funcién interpolante”) de la
que se conoce una serie de datos (denominados “datos de interpolacién”). Estos datos
pueden ser fruto de las observaciones realizadas en un determinado experimento en el
que se relacionan dos o més variables e involucran valores de una funcién y/o de sus
derivadas. El objetivo serd determinar una funcién que verifique estos datos y que ademés
sea facil de construir y manipular. Por su sencillez y operatividad los polinomios se usan
frecuentemente como funciones interpolantes.

3.1.1. Generalidades

Un problema de interpolacion en general puede enunciarse de la siguiente forma:

Dado un conjunto de datos, generalmente valores de una funcién y /o sus derivadas en
determinados puntos z;, ¢ = 0,1, --- ,n, que llamaremos nodos, nuestro objetivo es
construir otra funcién que coincida con la funcién dada en los datos de interpolacion.

Segun el tipo de los datos de interpolaciéon, podemos considerar los siguientes tipos de
interpolacion:

» Interpolacién de Lagrange: Conocemos los valores de la funcién f(z;) en n+1 puntos
distintos, x;, = 0,1,--- . n

= Interpolacion de Taylor: Los datos son el valor de la funcién y sus derivadas sucesivas
en un punto xy hasta el orden n.

£ (o), i=0,1,---,n.
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52 Calculo Numérico 1.

= Interpolacion de Hermite: Disponemos de los valores de una funcién y de algunas
de sus derivadas sucesivas en determinados puntos. Por ejemplo, f (z;) v f’ (z;) en
n + 1 puntos distintos, z;, 2 =0,1,--- ,n

En general, las funciones interpolantes forman un espacio vectorial de dimensién finita,
es decir son del tipo:

VY (x) = ag o (v) + ay ¥y () + - + ay ¥y (2),

donde ¥y (x), 1 (x), -+, P, (z), son funciones dadas que forman base del espacio vectorial
correspondiente y a;, ¢ = 0,1, -+ ,n nimeros reales a determinar.

Dependiendo del tipo de funciones que utilicemos como funciones interpolantes, la in-
terpolacion se llamara polinémica, racional, trigonométrica, spline polinomial,... Entre las
diferentes funciones interpolantes, por su sencillez y facilidad para operar, los polinomios
son los utilizados con mayor frecuencia en problemas de interpolacion, en este caso las
funciones de base son ; (x) = z', i = 0,1,--- ,n. Sin embargo, no siempre dan una
respuesta satisfactoria, especialmente si la solucién del problema requiere el uso de poli-
nomios de alto grado o, por ejemplo, si se observa un comportamiento periédico en los
datos de interpolacion.

Por simplicidad, nos centraremos en este Tema en el estudio del caso particular de la
interpolacién polinémica de Langrange.

3.1.2. La interpolacion de Lagrange

El problema de la interpolacién polinomica de Lagrange consiste en lo siguiente:

Conocidos los valores de una funcién f en n + 1 puntos distintos x;, t =0,1,--- ,n
de un intervalo [a, b], nos planteamos obtener un polinomio P, de grado no superior
a n, que coincida con la funcion f en estos n + 1 puntos, es decir,

Pn(xz) = f(l‘l)a para Z.:O,17...’n'

El polinomio P, buscado forma parte del conjunto de los polinomio de grado menor o
igual que n y, por tanto, P, (z) serd de la forma

Py (x) = ana” + ap 12" 4+ - + ayx + ag,

y, para determinarla, habra que hallar los n + 1 coeficientes reales aq, a1, - -+, a,. En el
caso que a, sea no nulo, diremos que P, (x) tiene exactamente grado n.

La existencia y unicidad del polinomio de interpolacién P, (x) se prueba en el siguiente
resultado, ademas se determina una primera forma de construirlo.
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Teorema 3.1 (Formula de interpolacion de Lagrange)
Sean f : [a,b] — R y{xg, x1, -+, z,}, n+1 puntos distintos del intervalo [a, b]. Entonces,
existe un unico polinomio P, (x) de grado menor o igual que n, que verifica

P, (z;) = f(xy), 1=0,1,---,n

A este polinomio se le denomina polinomio de interpolacion de f en los nodos {xg, x1, - -

y viene dado por

= > @) L) (1)

donde, para cada i € {0,1,--- ,n},

izo Ty — Ty
J#i
Demostracion.-
1. Existencia: Teniendo en cuenta que para cada i € {0,1,---,n},
r — g T — T r— i1 T — Tj+1 r — Tp
Li (x) = ’
Ti — Ty Ty — X1 Ti — Tj—1 Ty — Ti4 Ty — Tp
es inmediato comprobar que, para cada i € {0,1,--- ,n}, L; () es un polinomio de
grado exactamente n y verifica que L; (z;) = ¢;; para cada j € {0,1,--- ,n}. En

consecuencia, P, (z) es un polinomio de grado n como méximo y P, (z;) = f (z;),
para cada j € {0,1,--- ,n}.

z)y Qn (z) dos polinomios de grado menor
o igual que n, que verifican P, (z;) = f (x;) = Q, (z;), para cada i = 0,1,--- ,n.
Entonces, el polinomio D,, () = P, (z) — @, (z) es también un polinomio de
grado menor o 1gual que n y satisface D, (z;) = P, (z;) — @, (x;) = 0, para cada
1=20,1,--

Es decir, D, (x) es un polinomio de grado menor o igual que n con n + 1 raices
distintas, por tanto, por el teorema Fundamental del Algebra, D,, (x) = 0 de donde
se concluye que P, (z) = Q, ().

Observaciones 3.1

» La expresion (1.1) se conoce como formula de Lagrange del polinomio de interpo-
lacion. El Teorema 3.1 proporciona un método constructivo para obtener el polinomio
de interpolacion P, (x) mediante la formula (1.1).

Ejemplo.- Obtener el polinomio que interpola a los valores (—1,3), (2,1), (3,2),
(4,4).

) Tn}
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» S0 algun dato es f (x;) =0, no hace falta calcular L; (x).

» Los polinomios Ly () solo dependen de los nodos de interpolacion {zg, x1, -+ , Tn}.
De modo que, una vez calculado cada Ly (x) se construyen los polinomios de inter-
polacion poniendo los f (xy) como coeficientes de una combinacion lineal, lo cual
es una ventaja si queremos resolver varios problemas de interpolacion con los mis-
mos nodos xy. En este sentido, {Lo (x), Ly (x), -+, L, (x)} es la base del espacio
vectorial de los polinomios de interpolacion asociados a los nodos {xg, x1, -+ , Tp}.

» No obstante, la formula de Lagrange (1.1) tiene el inconveniente de que hay que
realizar numerosos cdlculos y sobre todo que si anadimos un dato mas de interpo-
lacidn, hemos de volver a calcular todos los polinomios Ly (x).

Notacién 3.1 Dados n+ 1 puntos distintos {xo, x1, - -+ , x,} denotaremos por

I, () = H(:p—xz) =(x —x) (x — x1) -+ (x — ).

(2

3.1.3. Error de interpolacion

Una vez calculado el polinomio de interpolacién, pretendemos ahora usarlo para esti-
mar el valor de la funcién f en cualquier punto del intervalo [a, b]. Si el punto elegido coin-
cide con alguno de los nodos de interpolacién {xg, z1, -+, x,}, entonces f (z;) = P, (z).
Sin embargo, si tomamos un punto x € |a, b] distinto de los nodos de interpolacién, en
general f(z) # P,(x).Se produce entonces un error que llamaremos error de interpolacién
que denotaremos por

By (z) = f(z) — P (2).

Nuestro objetivo en esta seccion es estimar este error. Para ello, notemos en primer
lugar que sin hipdtesis adicionales, no podemos decir nada acerca de esta cantidad pues
podemos cambiar la funcién f en puntos que no sean los de interpolacién sin que cambie
el polinomio. Ademas, si sélo se conoce los valores de f en algunos puntos, sin llegar a
tener su expresion analitica, entonces, es imposible estimar el error que se comete con el
polinomio de interpolacion.

No obstante, vamos a probar que cuando la funcién f es suficientemente regular,

podemos precisar el error que se comete en cada punto de interpolacién en término de las
derivadas de f.

Teorema 3.2 Sean f € C" ([a,b]), {0, T1, -+, Tn}, n + 1 puntos distintos del in-
tervalo [a,b] y P, el polinomio de interpolacion de f en {xo, x1, -+, x,}. Entonces,
para cada x € [a,b] existe { € I, (con I, el menor intervalo cerrado que contiene a
{zo, 1, -+, Tp, x}), tal que

_ MY (&)

Bu() = £ (&) = Bule) = Tt T () (1.2)
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Demostracién.- Sea © € |a,b] cualquiera, entonces pueden presentarse dos casos:

1. Si = x; para algin ¢ € {0,1,---,n}, entonces el resultado es trivial, pues
fz) = Po (%) y Uy (z) = 0.
2. Siz # x;paratodoi € {0,1,---  n}, entonces, consideramos la funcién F' : [a, b] —

R definida, para cada y € la,b], por

F(y) = [f (y) = P ] (z) = [f (2) = P (2)] 1L, (y),
que verifica F' € C"! ([a,b]),
F (i) = [f (x:) = P (z)] 1 (z) = [f (2) = P (@), (2:) = 0,
para cadai € {0,1,--- ,n}y
F(z) = [f (x) = B (@)1 (z) = [f (2) = P (@)1, (2) = 0.

Es decir, F' es una funcién de clase n+ 1 en un intervalo donde, ademas, posee n + 2
raices reales distintas, entonces, por el Teorema de Rolle, la funcién F’ es de clase n
en [, y tiene al menos n + 1 raices en [, repitiendo este razonamiento llegariamos
a que F™*1) es una funcién continua en I, y posee al menos una raiz & € I,. De
aqui, como para cada y € [a,], es

Fri (y) = [ (y) — PoTY @)L, () = [f (2) = Po (@)] T (y)
i (y) Mo (2) = [f (@) — P (@)] (n+1)!
usando que P, es un polinomio de grado menor o igual que n y que II, es un

polinomio moénico (de coeficiente lider igual a 1) de grado exacto n+1. En particular,
se deduce que

0=F"(g) = [V (&) L (x) — [f (2) = Pu(2)] (n+1)),

de donde se concluye el resultado.

Observaciones 3.2

» La expresion (1.2) permite obtener una cota del error de interpolacion, pues, para
cada x € |a,b], es

L, (2)

| n+1)
[f (z) = Fu(z)] < (n+1) 1F™ 9 2o 0.

stendo

Il ee) = mix |g (@),

la norma del mdzimo de una funcién continua g : [a,b] — R.
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» Se prueba que la funcion g : [a,b] — R definida, para cada x € [a,b], por

g (@) = [ (&),
es continua en |a, b|.

= La estimacion del error precedente es optima en el sentido de que existe una funcion
para la que se da la igualdad. En efecto, si consideramos la funcion

@) =10, (@) = [[ (@ - a).

i=0
se verifica que P, (x) = 0y f**V(x) = (n+1)! en cadax € [a,b]. En consecuencia,

@) = Pu@) = I @] = A1 o,

3.1.4. Foérmula de interpolacion de Newton

En esta seccién vamos a estudiar otra forma de calcular el polinomio de interpolacion
P, (z) que no presenta los inconvenientes de la férmula de Lagrange. Esta nueva forma
es la denominada formula de interpolacién de Newton para el polinomio de interpolacion
de Lagrange, que nos va a permitir una representacion del polinomio de interpolacion en
términos de “diferencias” (ya sean divididas o finitas) de los valores de la funcién en los
puntos de interpolacién. Comencemos con la definicién de esta “diferencias”

Definicién 3.1 Sean f : [a,b] — R y {xo, x1, -+, z,}, n+ 1 puntos distintos del inter-
valo [a,b]. Para cada i € NU{0} sean

floi] = f (@),
f [Tit1, Tives o Tivwm) — f [Ty Tigrs 0 Tigm1]
f [$i, Tiy1, = xi+m] - .
Titm — Ly
flzi, xiv1, -+, Tivm] se denomina diferencia dividida de orden m € NU{0} de f en el

punto x;. Andlogamente, sean
A f(z) = f (),
A™ f () = AP [ (2ia) — A" f ().
A™ f (z;) se denomina diferencia finita de orden m € NU{0} de f en el punto z;.

Las diferencias divididas y las finitas estan relacionadas entre si, en el caso que los
nodos de interpolacion estén uniformemente espaciados, como muestra el siguiente resul-
tado.
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Teorema 3.3 Sean f : [a,b] — R y {xg, x1, --+, x,}, n + 1 puntos uniformemente
espaciados del intervalo [a,b], es decir, existe h > 0 tal que, para cada i € {0,1,--- n},
es x; = xog + th. Entonces,

m .
Flzi, Tis, - Tipm] = w
) ) Y m! hm
Demostracion.- Lo mostramos por induccion sobre el orden m de la diferencias:

1. Para las diferencias de orden m = 1, como z;;1 = x; + h entonces

T fwigr) = f(w)  f (i) = f () Af(z)
f [xla '/I“l-l-l] - T _ ] - h - h .
Z+1 xz

2. Supongamos cierto el resultado para las diferencias de orden m — 1 y lo probamos
para las de orden m. Por definicién se tiene que

f [$i+17 Tig2, ", $i+m] - f [:v,-, Tig1, ~ $i+m—l]

Litm — Tj

f [xl'v Tit1, ", xier] =

Como x;1,, — x; = m h, aplicando la hipétesis de induccién podemos escribir

1 (Am—l fle) A f (x) ) _ AT f ()

mh \ (m—1) k=1 (m— 1)l hm-1 m! hm

f [gjiv Tit1, =, xi-i—m] =

o
Estamos ya en condiciones de obtener la férmula de Newton del polinomio de inter-
polacion.

Teorema 3.4 (Formula de interpolacion de Newton)
Sean f : |a,b] — R y{xg, x1, -+, &, }, n+1 puntos distintos del intervalo [a, b]. Entonces,
el polinomio de interpolacion de f en los nodos {xg, x1, -+, x,} viene dado por

P, (z) = Zf[a:o, Ty, e, x) (= x0) (0 — ) oo (T — x4-9)

= f(zo) + flzo, m1] (x — @0) + [ [wo, 21, 2] (x — ) (v — 1) (13)
+ o+ flre, 21, 0, m) (2 — o) (2 — 21) - (T — Tpa).
Ademas, si v & {xg, x1, -+, x,}, entonces
E,(x) = f(x) — P, (x) = f|xo, 1, -+, xp, 2] I, (). (1.4)

Demostracion.- Lo probaremos por induccién sobre el grado del polinomio:
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1. Paran =0, By (x) = f (x) es el polinomio de interpolaciéon de f en zy. Ademas,
para todo punto x # o, se verifica que
flz) — [z
f[:L‘O, ZL‘]: ( ) (0)’
r — Xy
por lo que

f(x) = f(zo) + [ lzo, 2] (z — m0) = By () + [ [w0, x] Lo (2).

2. Suponemos cierto el resultado para n — 1, es decir, que

P, (x) = f(xo) + flzo, z1] (x — xo) + f[x0, 21, 22] (x — x0) (x — 1) + ---

+ flxo, x1, -+, xpoa] (. — o) (x — 21) -+ (& — 2pa),
es el polinomio de interpolacién de f en los nodos {xg, x1, -*+, Tp_1}y

f(x) = P (x) = flzo, 21, -+, Tper, 2] s (@), (1.5)
para x & {xg, x1, -+, Tpn}.

Lo probamos ahora para n. Para ello, consideramos el polinomio

Q () = f(x0) + flzo, 1] (x — x0) + f w0, 21, T2] (x — 20) (T — 71) + -
+ flwo, 1, -5 ] (1 — @0) (¥ — T1) 0 (T — Tpo),
que, por hipétesis de induccion, podemos expresarlo como

Q(x) = Py (x) + oy (2) fxo, 21, -+, T

Obviamente, por construccién, @ (x) es un polinomio de grado menor o igual que
n que interpola a f en {xg, x1, ---, T 1} y, ademés @ (x) interpola a f en x, por
que

Q (In) = I'n—1 (xn) + 1L, (xn) f [1’0, Ty, =00y $n] = f (xn)

donde esta ultima igualdad se obtiene aplicando (1.5) en el punto = = z,,. En consecuencia,
) = P, polinomio de interpolacién de f en {zg, 1, - -+, T, }.
Por otra parte, para todo punto x ¢ {xo, z1, --- , x,} se verifica que

f [.ZU07 Ty, =y Tn, CC'] = f [Ina Tn—-1, ***, Zo, I]

f [xnfla Tp—2, ***, T, .ZC] - f [xna Tn—-1, ***, T1, Q?o]
T — X,

f [Io, Ty, ~ 0y Tp-1, 95] - f [1’0, LTy, =00y Tp—1, 'rn]
T — T, ’
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de donde
flzo, 1, -+, Ty, ] = flxo, 1, 0y Tnea, n) + (@ — ) f 20, T1, -+, T, @

Sustituyendo este valor en (1.5) se obtiene que

f@) = Poa () = oy (%) (f [v0, -+ Tty @] + (2 — ) f o, -+ 5 T, 7))
para x & {xg, x1, -, T}, es decir,
f (Z’) = Pn—l (-T) + Hn—l (.Z') f [330, Ty, =y Tp—1, mn]
+11,1 (2) (x — x,) f [xo, 21, -+, T, 7]
= P,(z) + 10, (z) f [xo, z1, -+, Tn, ],
de donde se sigue (1.4). o

Observaciones 3.3

» Si en particular los puntos {xg, x1, --+ , x,} estdn uniformemente espaciados en el
intervalo [a,b] con paso h > 0, entonces el polinomio de interpolacion de f en
{zo, z1, -+, x,}, viene dado por:

- A f (z0)
P, — _ _ (g — @) =20
0 = Tl w) ) o) S
Af(x A% f(x
= f(m) + (x—zo)# + (z — x) (x —xl)#
A" f (o)

+ o+ (z—x)(x —x1) - (¥ — xp_q) nl hn

» Fl calculo de las diferencias divididas para construir el polinomio de interpolacion

de f en {xg, x1, --+ , x,} se realizan mediante el algoritmo que muestra la siguiente
tabla:

f (20) f [0, 1] co | flro, Ty s Tl | S (w0, T, e, ]

f ($1) f [xla xQ] f [':El; Loy =y xn]

[ (z2) [ [za, x3]

f(mn—2) f [mn—Qa xn—l}
[ (@) | flon-, 7
f(zn)

El cdlculo de las diferencias finitas es similar.




60 Calculo Numérico 1.

La propiedad mas importante de la formula de interpolaciéon de Newton es que permite
obtener el polinomio de interpolaciéon de f en ciertos puntos, a partir del polinomio de
interpolacién en subconjuntos de ellos. En particular,

Corolario 3.1 Sean f : [a,b] — R y{zo, 21, -+, x,}, n+1 puntos distintos del intervalo
la,b]. Sea P, el polinomio de interpolacion de f en {xqg, x1, +-+ , Tp} Y Tpy1 un punto de
la,b] tal que xy1 & {x0, 21, -+, x,}, entonces

Pn-i-l (ZL‘) = Pn (‘T) + Hn (ZL’) f [x07 X1y *+*y Tn, xn—&-l]a

es el polinomio de interpolacion de f en {xo, x1, -+, Tpn, Tpi1}- o

3.2. Introduccién a la integracién numeérica

Uno de los problemas mateméticos mas antiguos es el del calculo del area que encierra
una curva. Como sabemos, la regla de Barrow resuelve el problema de calcular la integral
de una funcién en un intervalo [a, b], mediante la férmula

/ f(x)dz = F(b) - F(a),

siendo F' una primitiva de la funcién f en el intervalo [a,b], es decir, F' (z) = f (x),
YV x € [a,b]. Sin embargo, en muchos casos esto no es posible, dado que:

= Para ciertas funciones no es posible calcular dicha primitiva, a pesar de saber que
existe. Por ejemplo, para las funciones

fle) =€, flx) = o fl) = Vet £

no es posible encontrar una primitiva expresable en término de funciones elemen-
tales.

= En muchos de los problemas que se plantean, a la hora de integrar funciones, estan
relacionados con funciones definidas en forma de tabla de valores o grafica y no se
conoce una expresién analitica de f (z).

En ambos casos se precisa de férmulas de integracién numérica (también llamadas
férmulas de cuadratura), que nos van a permitir calcular un valor aproximado de la

integral en la forma
n

b
/ [ () dr =~ Z a; [ (),

i=0
donde los z;, i = 0, 1, ---, n, son puntos del intervalo [a, b] y los coeficientes a;,
1 = 0,1, ---, n, son nimeros reales elegidos convenientemente.
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3.2.1. Férmulas de integracion de tipo interpolatorio

Para obtener férmulas de integracién numérica seguiremos, béasicamente, el procedi-
miento basado en calcular el polinomio de interpolacién de la funcién f en algunos puntos
del intervalo [a, b] y aproximar el valor de la integral de la funcién por el valor de la
integral del polinomio de interpolacién. En concreto,

/abf(m)dx:/aan(a:)da:,

n

Py(x) = Y f(x:) Li(z), « € [a,b]

=0

donde

es el polinomio de interpolacion de f en los n + 1 puntos distintos, z;, = = 0, 1, --- | n,
del intervalo [a, b]. Integrando esta expresion en [a, b] obtenemos

n

/ab P, (z)dr = c f (),

i=0
siendo )
G = / LZ ($) d$,
a
parai = 0, 1, --- , n. Notese que los coeficientes ¢;, i = 0, 1, --- |, n, son independientes

de f y, por tanto, una vez calculados proporcionan una féormula que se puede aplicar a
cualquier funcién f : [a,b] — R.

Ademas, sera necesario estudiar el error que se comete en este tipo de férmulas, es
decir, el valor de

Rn(f):/abf(x)dx—/aan(x)dx:/:En(a:)dx.

con E, (x) = f(z) — P, (x). En este sentido, en el estudio del error de interpolacién,
probamos que si f € C™*! ([a,b]), se tiene que
[ (&)
E, = —= U, (@),
@ = L, @

con I, () = (z — zo) (x — x1) -+ (x — x,) y donde &, es un punto intermedio entre
Zo, T1, -+, Tn, T. Entonces, en este caso el error de integracion que se comete es

b b rn+1)

_ _ [T (&)
Rn (f) = /a: En ([E) dx = /(; m Hn (l’) dx.

Para determinar una expresion explicita del error de integraciéon R, (f), resulta de
utilidad el siguiente resultado conocido como teorema del valor medio generalizado:
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Teorema 3.5 Sean h, g : [a,b] — R funciones continuas en [a, b] y supongamos que g
no cambia de signo en |a, b], entonces

[ r@owar=ne© [ owa,

donde £ es un punto del intervalo (a, b).

Por otro lado, es obvio que si f es un polinomio de grado menor o igual que n,
entonces f coincidira con su polinomio de interpolacién. En consecuencia, las férmulas de
tipo interpolatorio sobre n 4+ 1 puntos distintos son exactas para todos los polinomios de
grado menor o igual que n, en el sentido de que

R.(f) = 0.
En relacion con esta observacion, se tiene la siguiente definicion:

Definicién 3.2 Se llama orden o grado de precision de un formula de integracion al
mayor entero positivo m tal que la formula es exacta para todos los polinomios de grado
menor o igual que m.

En la practica, para probar que una férmula de integracién es de orden m, es suficiente
comprobar que

R, (xk) = O, para k = 07 17 e .m y R, (xm+1> % 0.

3.2.2. Foérmulas basicas de integracién numérica
Formula del rectangulo

La formula de integracién més sencilla es aquella que utiliza el valor del funcién f en
un sélo punto zo € [a, b]. En este caso el polinomio de interpolacién de la funcién f es
de grado, es decir, Py (x) = f (z9), por lo que

/abf(x)d:cz /abPo(x)dx: /abf(xo)dx:f(xo)(b_a)_

Si zg = a se obtiene la férmula del rectangulo izquierda dada por

b
/ F(2)de ~ f(a)(b— a). (2.6)
Si la funcién f € C* ([a,b]), el error cometido al usar la férmula (2.6) es

Roh) = [ fe)t—ayir =7 [(w-aar =L 0o

con { € (a, b). Para deducir esta férmula del error hemos utilizado el Teorema 3.5 puesto
que la funcién Iy (z) = (x — a) no cambia de signo en [a, b].



Tema 3: Introduccion a la interpolacion y a la integracion numeérica. 63

Observaciones 3.4

s Un resultado similar se obtiene si tomamos xo = b, en este caso la formula de
integracion se denomina formula del rectangulo derecha,

[f@a=rme-a, ®=-T20 -

» Geométricamente, si f () > 0 en [a, b], el valor de fj f (z) dz se aprozima por el
drea del rectangulo de base (b — a) y altura f (a) d f (b).

En el caso de que xy = , se obtiene la formula del punto medio dada por

2
/abf(x)dx ~ (a u b) (b — a). (2.7)

Para obtener una expresion explicita del error de integracién que se comete usando esta
férmula, suponemos que la funcién f € C? ([a,b]) y hacemos uso del siguiente desarrollo
de Taylor de la funcién f en el punto (a + b)/2:

-1 (552) o (550) (-5« 248 (o3

Integrando ambos miembros y usando la férmula (2.7), se obtiene que

Roh) = [ r@ar - (SF) -0 = Lo ap

con £ € (a, b). De nuevo para deducir esta férmula del error hemos utilizado el Teo-
a+b
2

2
rema 3.5 usando en esta ocasion que la funcién (x — ) no cambia de signo en

la, b].

La férmula (2.7) es especialmente interesante, puesto que si observamos el término que
nos da el error, podemos comprobar que se trata de una férmula de integraciéon de orden
1, debido a que f” (z) = 0,V z € (a, b), si f es un polinomio de grado menor o igual
que 1.

Foérmula del trapecio

Se trata de un férmula de integracion con dos puntos. En este caso el polinomio de
interpolacién de la funcién f es de grado uno. En concreto, si consideramos los puntos
xo,r1 € la, b], el polinomio de interpolacién de la funcién f serd

/ (I1) — f (Io)

1T — 2o

P (z) = [ (z0) + [ 2o, m1] (x — 20) = [ (20) +

(x — xp).
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Podemos entonces obtener la siguiente férmula de integracién numérica

/abf(x)dx: /ab <f(x0)+ f (@) = J (@) (x—xo)) dz

1 — Xo

Para el caso particular xg = a y x1 = b se obtiene la férmula del trapecio que viene
dada por

b —a
[ @ =0 @+ £ 0. (2.9

Ademds, si suponemos que f € C?([a,b]) y dado que la funcién IT; (z) = (z — a) (z —
b) no cambia de signo en el intervalo [a, b], entonces la aplicacién del Teorema 3.5 nos
proporciona

i) = [ T e ae-ne = L0 [ e-ae-na = -LE0-ap,

donde ¢ es un punto del intervalo (a, b).
Observaciones 3.5

» La expresion del error nos asequra que la formula (2.8) es exacta para polinomios
de grado no mayor que 1.

» Geométricamente, si f (x) > 0 en [a, ], la formula del trapecio aprozima el valor
de fab f (x) dx por el drea del trapecio resultante de unir los puntos (a, 0), (b, 0),

(b, f (b)) y (a, [ (a)).

Formula del Simpson

Se trata de una férmula para 3 puntos, pero consigue exactitud para los polinomios de
grado menor o igual que 3, considerando los puntos xy = a, x; = (a + b)/2 y x5 = b.
Por integracién del polinomio de interpolacion, se deduce facilmente que

/abf(f)d;pgbga (f(a)+4f (a;b)jtf(b)). (2.9)

La deduccién del error en la férmula (2.9) es un poco més laboriosa. Para ello, hay que
suponer que f € C*([a,b]), integrar el desarrollo de Taylor de orden 3 de la funcién f en
el punto z; y aplicar el Teorema 3.5, obteniéndose que

BRIG)
2880

Ra(f) = (b —a)’,

con ¢ € (a, b)
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Observaciones 3.6

s La formula de Simpson es una de las formulas de integracion numérica mas usadas
en la prdctica.

» En cuanto a la precision, la expresion del error Ry (f), en términos de la derivada
cuarta de f, confirma que la formula es exacta para los polinomios de grado menor
o iqual que 3. Sin embargo, se obtiene a partir de la integracion de un polinomio de
grado 2. La férmula (2.9) tiene pues un grado extra de exactitud.

1
Ejemplo.- Obtener un valor aproximado de la integral / e " du aplicando las formulas

0
vistas en teoria. Dar, en cada caso, una estimacion del error cometido.

3.2.3. Férmulas de integraciéon compuesta

Las férmulas de integracién anteriores no son apropiadas cuando el intervalo de in-
tegracién [a, b] es bastante grande, ya que el error que se comete al utilizarlas suele ser
también bastante grande, como se deduce de las expresiones del error.

Con objeto de conseguir una mayor precision, podria pensarse en utilizar féormulas
de tipo interpolatorio con mayor nimero de puntos. Sin embargo este procedimiento, a
parte de ser mas engorroso, no conduce necesariamente a formulas mas exactas debido
a los problemas que puede presentar el polinomio de interpolaciéon cuando el grado es
muy alto. Por esta razon, es aconsejable un método distinto y en la practica mas efectivo.
Consiste en dividir el intervalo inicial en un ntimero apropiado de subintervalos y aplicar
un método de integracién numérica simple en cada uno de ellos. De esta forma aparecen
las formulas de integracién numérica compuestas.

Si llamamos h = (b— a)/n, entonces los puntos x; = a + jh, paraj = 0,1, --- , n,
constituyen una particién (uniforme) del intervalo [a, b] y se tiene que

/abf(x)dx = g/:jﬂf(x)dx

Ahora aplicamos una férmula de integracién numérica para aproximar la integral de
la funcién en cada uno de los intervalos [x;, z;41] paraj = 0, 1, ---, n— 1.

Formula del punto medio compuesta

Si utilizamos la férmula del punto medio para aproximar la integral en cada uno de
los subintervalos [z}, z;4+1], obtenemos la férmula de integracién compuesta dada por

n—1

/ab f(z)dr ~ Z ! (mj + x]+1> (Tjy1 — ;) = h nz_: f (%) (2.10)

Jj=
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El error cometido al utilizar la férmula (2.10) serd la suma de los errores cometidos
en cada uno de los subintervalos. En este caso, suponiendo que la funcién f es de clase 2
en [a, b],
n—1

&) 0 (b—a)

= i),

con ¢ € (a, b).

16
Ejemplo.- Calcular un valor aproximado de la integral / 2/3dz aplicando la férmula

10
del punto medio compuesta, dividiendo el intervalo en 3 partes iguales. Dar una estimacion
del error cometido.

Formula del trapecio compuesta

Si utilizamos la formula del trapecio en cada subintervalo, se llega a la férmula de
integracion compuesta

b n—1 n—1
/ f (3;') Z ( .1:] + f ($]+1>) (xj+1 _ ] — g x] + f x]+1))
a 7=0 ]=0

(2.11)
Si f € C?([a,b]), el error viene dado por

n—1 ¢y
_Z f 1(253) h3 _ _(b_a) hZf// (5)7
=0

con ¢ € (a, b).
Ejemplo.- Hallar, por el método del trapecio compuesto, un valor aproximado de la

w/2
integral / sen x dx, dividiendo el intervalo en 4 partes. Dar una estimacién del error
0

cometido.
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