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Tema 3. Variedades lineales.

Seccién 1. Definicidn.

Ejercicio 3.1 Estudiar si son subespacios vectoriales los siguientes subconjuntos de los espacios R™ indica-
dos:

1. A={(z,y,2) eR®: 2 —y+22=0} CR3.

2. A={(z,y) eR?*: 2=y -3} CR2%

3. A={(z,y,2,t) ER*: 2z =2 — t} CRL

4. A={(z,y,z,t,u) ER®:x=t,2 =y +u} C RO
5. A={(z,y,2z,t) €R*: 22 +y =1} C R%.

Ejercicio 3.2 Consideremos el K—espacio vectorial K", y los subconjuntos
A:{(xl,...,xn):$1+"'+$n :0}
B={(x1y..y2p) i 1+ +xy =1}

;Es A un subespacio vectorial de K"? ;Y B?

Ejercicio 3.3 Justificar razonadamente la veracidad o falsedad de los siguientes asertos:
1. El conjunto {(z,y) € R? : x <'y} es un subespacio vectorial de R?.

2. Si {u;,us,u3} es una base de R? y a es un vector no nulo de R?, entonces {a + u;,a+ up,a+us} es
otra base de R3.

3. Si {aj,...,a,} es un conjunto linealmente independiente de R”, entonces r < n.
4. El subespacio vectorial {(z,z,z) : z € R} de R? tiene dimensién 3.

5. La variedad lineal de R? generada por el conjunto {(1,2,1),(2,2,1)} es

{(2z,2z+2y,z+y):z € R,y € R}.

6. Si F, G son variedades lineales de un espacio vectorial de dimensién finita, entonces

F C G < dim(F) < dim(G).

7. Si a, b, c son vectores de R™, entonces no pueden existir cuatro vectores linealmente independientes en
la variedad lineal {(a, b, c).

Ejercicio 3.4 Hallar @ y o para que los vectores a = (—1,5,4) y b = (a;—=2,—2) generen el mismo
subespacio vectorial de R?® que los vectores ¢ = (o/,3,2) yd = (5, 1,0).

Ejercicio 3.5 Determinar a para que los vectores
a=(a,8,4), b=(-1,2,0), c=(0,1,2)
satisfagan la condicién: (a, b, c) = (b, c).

Ejercicio 3.6 Hallar a y o' para que el vector a = (1,4, a,a’) pertenezca al subespacio vectorial de R*
generado por los vectores u = (1,2,—-1,2) y v =(0,1,2,1).

Ejercicio 3.7 En Q3 consideremos los siguientes subconjuntos:
A=1{(1,1,1),(0,1,0)}, B=1{(2,3,2),(1,0,1)}.

Comprobar que (A) = (B).
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Ejercicio 3.8 En el R-espacio vectorial R* se consideran los vectores
a=(3,2,a,5), b=(2,-3,5,a), c = (0,13,a/,7)
Hallar o y o/ para que la dimensién de la variedad lineal generada por dichos vectores sea 2.

Ejercicio 3.9 Sea V un K-espacio vectorial de dimensiéon 3 y consideremos los vectores de V : a =
(o, 1,-2),b=(1,,2),c = (20, 1,0). Se pide:

1. ;Para qué valores de « constituyen una base de V7
2. ;Existe algin valor de « para el cual dim(a,b,c) = 17.

3. Estudiar, en funcién de «, los distintos valores que puede tener dim(a, b).

2. Coordenadas

Ejercicio 3.10 Sea V' un Q-espacio vectorial de dimensién 3 y B = {u, v, w} una base de V. Se consideran
las variedades lineales L, Lo, L3, L4 de V engendradas por los vectores que se indican:

L; = (u+2v+3w,3u+6v+7w)

Ly = {(4u—2v+6w,6u—3v+9w)

Ly = (2u—3v+w,3u—v+5w,u—4v+ 3w)
Ly = (bu+4v+3w,3u+3v+2w,8u+v+ 3w)

Hallar la dimensién de cada una de ellas y una base contenida en el sistema de generadores dado.

Ejercicio 3.11 Se pide:

1. Determinar el subconjunto F de R? caracterizado por la siguiente condicién:

(z,y,2) € F <= la matriz ( ﬁ i{ > conmuta con ( _1 _1 )

2. Demostrar que F es un subespacio vectorial de R?, hallar una base de F' y completarla hasta obtener
una base de R3.

Ejercicio 3.12 Sea V un Q-espacio vectorial de dimensién 4 y B = {t,u, v, w} una base de V. Se consideran
las variedades lineales de V' engendradas por los vectores que se indican:

Ly= (4t —5u+2v+6w,2t —2u+ v+ 3w,6t — 3u+ 3v + 9w, 4t — u + 5v + 6w)
Ly =(t+2u—6v—3w,—t —4v — 5w, 3t + 4u — 8v — w, 2t + u + 3v + 6w)
Se pide:
1. Hallar la dimensién de cada una de ellas y una base contenida en el sistema de generadores dado.

2. Expresar los restantes vectores que generan la variedad, como combinacién lineal de los vectores de la
base obtenida.

Ejercicio 3.13 Encontrar un sistema de ecuaciones implicitas independientes para las siguientes variedades
lineales.

1. L={(1,0,1),(1,1,2)) C R3.

2. L=1{(1,1,1),(2,2,-1),(0,0,3)) C R3.

3. L=1{((1,0,-2),(—2,0,4)) C R3.

4. L =1{(1,1,0,0),(1,1,1,0),(0,1,0,1)) C R*.
5. L=1{0,2,0,3),(1,1,1,1)) C R%.

6. L=1{((0,1,-1,3),(0,-2,2,—6)) C R*.
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Ejercicio 3.14 Encontrar una base de cada una de las siguientes variedades lineales de R*.

) + e + 3 + x4 0
1. L=
Ty — To + x3 — x4y = 0
T + 23 + x4, = 0
2. L= o + x3 + x4, = 0
X1 — T2 =0
3. L= { x1 — To + x3 + x4 = 0
Ty, 4+ 29 — 3x3 + x4 = 0
4. L = To — r3 — X4 = 0
X T2 + xy = 0

Ejercicio 3.15 Sea V un Q-espacio vectorial de dimensién 3, B = {uy,uz,us} y B’

_ / / !/
y” {u17u27u3} dos
bases de V relacionadas por:

u, = w + 2uy — 3ug
u, = u, + 2ug
u; = us

Sea L la variedad lineal de V' dada por:
1. Sus generadores: 2u; + us — uz , us + 2us.

2. Sus ecuaciones implicitas respecto de B

2c + y — 3z = 0
i — v N L%

Il
o

. / / / / /
3. Sus generadores: 3uj — u5 , uj + uj — us.
4. Sus ecuaciones implicitas respecto de B’ : 3z’ — ¢/ + 22/ =0

Hallar, en cada caso, un sistema de ecuaciones implicitas de L respecto de la otra base.

Secciéon 3. Interseccion y suma de variedades lineales.

Ejercicio 3.16 Sea V un K-espacio vectorial y F, G dos variedades lineales de V, distintas de V. Probar
que el conjunto FFU G es distinto de V.

Ejercicio 3.17 Sea V un K—espacio vectorial y F,G dos variedades lineales de V. Probar que son equiva-
lentes las condiciones siguientes:

1. FFUG es una variedad lineal de V.
2. FCcGobien GCF.

;Puede ser V igual a la unién de dos variedades lineales distintas de V7.

Ejercicio 3.18 Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sean A, B dos conjuntos de vectores
linealmente independientes de V. Probar que las condiciones siguientes son equivalentes:

1. AU B es un conjunto linealmente independiente.

2. (AN B) = (A) N (B).

Ejercicio 3.19 Poner ejemplos que prueben que si H y G son subconjuntos del K—espacio vectorial V' de
dimension finita, entonces:

1. (HUG) # (H)U(G)
2. (HYN(G) # (HNG).
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Ejercicio 3.20 Sea V un K-espacio vectorial. Probar que si la dimensién de la suma de dos variedades de
V' es una unidad mayor que la dimensién de su interseccién entonces la suma coincide con una de ellas y la
intersecciéon con la otra.

Ejercicio 3.21 Sea V un Q-espacio vectorial de dimensién 4 y B una base de V. En cada uno de los casos
siguientes, se consideran las variedades lineales L; y Lo engendradas por los vectores cuyas coordenadas
respecto de B se dan:

L, = {((1,2,0,1),(1,1,1,0))

L, = {((1,0,1,0),(1,3,0,0))

L, = ((1,2,1,-2),(2,3,1,0),(1,2,2,-3))
L, = {((1,1,1,1),(1,0,1,-1),(1,3,0,—4))
L, = {((1,10,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1))

L, = {(1,0,1,0),(0,2,1,1),(1,2,1,2))

Hallar la dimensién y una base de L1 + Lo v L1 N Lo.

Ejercicio 3.22 Sea V. un Q-espacio vectorial de dimensién 4 y B una base de V. Sea L la variedad lineal
de V expresada, respecto de la base B, como sigue:

I — 21’1 — Xo — 31’3 = 0
- xr1 — 2xz9 + 6xg — 6xys= 0

Se pide:
1. Hallar la dimensién y una base C de la variedad L.
2. Completar C a una base de V.

3. Hallar un sistema de ecuaciones implicitas independientes de una variedad L’ complementaria de L.

Ejercicio 3.23 Sea V un Q—-espacio vectorial de dimensién 4 y B una base de V. Sean Lq y Lo las variedades
lineales de V' expresadas, respecto de la base B, como sigue:

L, = L((l,—1,2,1),(0,1,—1,3),(2,0,1,—1))
I o 2$1 — T2 — 3%3 =m0
2 - xr1 — 2x9 + 6x3 — 6xg= 0

Se pide:
1. Calcular la dimensién y una base de Ly, Ly, L1+ Lo v Ly N Lo.

2. Hallar un sistema de ecuaciones implicitas independientes de Ly, L1 + Lo y L1 N Lo.
Ejercicio 3.24 En el R-espacio vectorial R3, consideramos los subconjuntos siguientes:
G={(z,y,2) ER®:y— 2 =0}
H={(z,y,2) €ER*:y =0, +2 =0}
Probar que:

1. G y H son variedades lineales de R?.

2. R*=GaoH.

Seccion 4. Espacio producto.

Ejercicio 3.25 Consideremos el espacio producto U x V', donde U y V son k-espacios vectoriales de bases
respectivas {uj,us} y {vi}. Determinar si el conjunto

{(uy,v1), (u2,v1), (ug +uz,vy)}

es una base de U x V.
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Ejercicio 3.26 Sea M = Ms«2(R) el R-espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden 2, y conside-
remos el espacio producto M x R. Determinar cudles de los siguientes vectores de M x R pertenecen a la

. . 1 2 11
variedad lineal generada por << 3 1 >,1> y (( 40 ),2)-
1 3
L ((2 2),0).
1 3
((21))

Ejercicio 3.27 Sean V7 y V5 dos k-espacios vectoriales, sea L1 una variedad lineal de V; de dimensién dy,
y Lo una variedad lineal de V5 de dimensién ds. En el espacio producto V4 X Vs, se define el subconjunto
L1 x Ly = {(Vl,Vz); vy € Ly, vo € LQ}.

Demostrar que Ly x Ly es una variedad lineal de V7 x Vs, y calcular su dimensién.

Ejercicio 3.28 Dar un ejemplo de una variedad lineal L, en un espacio producto U x V', que no sea de la
forma L; x Lo descrita en el Ejercicio 3.27.

Seccion 5. Espacio cociente.

Ejercicio 3.29 Sea V = R?, y sea L la variedad lineal definida por

_ 1‘1—$3:O
L_{ 1’271’3:0

1. Dar una base del espacio cociente V/L.
2. Determinar si los vectores (2,1,3) +L y (0,—1,1) + L son linealmente independientes en V/L.
3. Calcular una base de V/L que contenga al vector (2,1, 3) + L.

Ejercicio 3.30 Sea V un K-espacio vectorial de dimensién 5, B = {uy,...,us} una base de V' y Ly, Ls las
variedades lineales de V' definidas por:
r, — Ty = 0
L4 To — T3 = A0 Io= 27 — x4, = 0
T2 — I3 + 5 = 0

Sean x,y € V los vectores cuyas coordenadas en la base B son (0,0,0,0,1) y (2,—1,—1,2,—1), respectiva-
mente.

1. Los vectores x,y json linealmente independientes en el cociente Lo/L17.
2. Calcular una base de Lo/L; que contenga a x + L.

3. Calcular las coordenadas de (1,1,1,1,1) + L; respecto de la base anteriormente considerada.

Ejercicio 3.31 Sea V un k-espacio vectorial de dimensién p, L un subespacio vectorial de V' de dimensién
qy {vi,...,vn} vectores de V. Demostrar que son equivalentes:

1. {vi+L,...,v,+ L} es un conjunto linealmente independiente de V/L.
2. Existe una base B de L y unos vectores vp41,...,Vp—q € V tales que el conjunto:
BU{Vi,...,Vp, Vog1,..., Vp_gt

es una base de V.

Ejercicio 3.32 Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n, y sean L; y Lo dos variedades lineales veri-
ficando Ly + Ly = V. Sea B; = {v1,...,V,} una base de L;. Probar que son equivalentes:

1. Ly L, =V.
2. {vi+ La,..., V. + Lo} es base de V/Ls.



