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Tema 4. Aplicaciones lineales.

Seccion 1. Definicion y expresion matricial.

Ejercicio 4.1 Dadas las aplicaciones siguientes:

1.
2.
3.
4.

10.

L N>
R s T S NG,

f:R? — R? definida por f(z,y) = (x —y,x +y,—2 +y).
f: Q% — Q3 definida por f

(z,y,2) = (x+y,y,2°).
r,y) = (3z — 5y, 4y — x).
)

(
f : R? — R? definida por f(
: Q — Q definida por f(z) = 2z + 4.
: R? — R3 definida por f(z,y,2) = (2,2 +y + 2,2y).
: Q3 — Q2 definida por f(z,y,2) = 3z + z,x + 32).
: R — R? definida por f(z) = (z +y,1).
: Q% — Q3 definida por f(x,y,2) = (y,0,2y — 2).
: R? — R3 definida por f(x,9,2) = (zx +y+ 2,2 +y,x+y+ 2).

: R? — C definida por f(r,y) = 3x — 2iy (considerando C como espacio vectorial sobre R).

Se pide:

1.
2.

3.

Determinar cuéles son lineales.
Estudiar si dichas aplicaciones son inyectivas, sobreyectivas o biyectivas.

En las aplicaciones lineales obtenidas, hallar el nicleo y la imagen, asi como la matriz asociada respecto
de las bases canodnicas correspondientes. Comprobar en cada caso que

dim(espacio de partida) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)).

Ejercicio 4.2 Se consideran los Q-espacios vectoriales Q2 y Q3 y el homomorfismo f : Q% — Q3 de matriz:

2.3
VA, — | |2
2 1

respecto de las bases canénicas de Q3 y Q2, respectivamente. Se pide:

1.
2.
3.
4.
5.

Hallar la imagen por f de un vector arbitrario (z,y) de Q? por f.
Hallar f(1,2), f(=3,1), f(2,-5).

Hallar £-1(5,3,3), f~1(1,1,-1), f~1(0,0,1).

Probar que f no es sobreyectivo y hallar Tm(f).

Probar que f es inyectivo.

Ejercicio 4.3 Se consideran las aplicaciones lineales f, f : Q> — Q% y g,¢' : Q% — Q? cuyas matrices,
respecto de las bases candnicas, son :

2 —1 12
A= -1 o |, A=2 -1 ],
3 3 4 -3

Se pide:
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1. Hallar las matrices, respecto de las bases canénicas, de las aplicaciones lineales:
(f+fogs (f+f)og s folg+g): folg+d)s golf+1)
golf+f):(g+g)of s (g+g)o(f+ 1) (F+1f)eolg+d).

2. Estudiar la inyectividad, sobreyectividad y biyectividad de las anteriores aplicaciones lineales.

Ejercicio 4.4 Se considera el R-espacio vectorial M(2,2) de las matrices cuadradas de orden dos con
elementos reales. Consideremos la aplicacion:

fM(2,2) — M(2,2)
A — At—A

1. Probar que f es un homomorfismo.

2. Determinar las ecuaciones de f respecto de la base candénica de M(2,2).

Ejercicio 4.5 Se considera el espacio vectorial M(2,2) de las matrices 2 X 2 con coeficientes racionales y

en ¢l la matriz
7 5
= (1 3)

Sea f: M(2,2) — M(2,2) definida asi: f(X) = A-X para cada X € M(2,2). Se pide:
1. Probar que f es un endomorfismo de espacios vectoriales.
2. Hallar las ecuaciones de f respecto de la base candnica de M(2,2).

3. (Es f un automorfismo?.

Ejercicio 4.6 Sea V = R[X]. Para cada a € R definimos la aplicacién ¢, : V' — V por:
Pa(P(X)) = P(X —a)
(es decir, @, sustituye X por X — a en el polinomio P).

1. Demostrar que ¢, es un automorfismo de V, para cada a € R.

2. Calcular:
P X3 = X2+ X +1); 3 (X2 - X?+X+2)

3. Demostrar que V(n) es un subespacio de V invariante por ¢,, es decir, ¢,(V(n)) C V(n) para cada
a € R y para todo n > 0.

Nota: V(n) es el subespacio vectorial de V' formado por los polinomios de grado menor o igual a
n.

Ejercicio 4.7 Sea V un K-espacio vectorial de dimensién 3, f € End(V) tal que f3 = 0y f2 # 0.
Consideremos un vector a € V tal que f2(a) # 0.

1. Probar que B = {a, f(a), f%(a)} es una base de V.

2. Hallar la matriz de f respecto de B.

Ejercicio 4.8 Sea f : V — V'’ un homomorfismo entre los K—espacios vectoriales V 'y V', y sea {vy,...,v,}
una base de V. Probar que:

1. f es inyectivo <= {f(v1),..., f(vn)} es un conjunto linealmente independiente.
2. f es sobreyectivo <= {f(v1),..., f(vn)} es un sistema de generadores de V.

3. f es biyectivo <= {f(v1),..., f(vn)} es una base de V'.

Ejercicio 4.9 Sean V y V'’ dos K —espacios vectoriales de dimensiones respectivas n y m. Consideremos el
conjunto Hom(V, V'). Sobre Hom(V, V') se definen las siguientes operaciones:
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1. ADICION
Vf,g € Hom(V,V'), (f + g9)(x) = f(x) + g(x).

2. MULTIPLICACION POR UN ESCALAR

VA€ K, (M)(x) = A(f(x)).

Se pide:
1. Probar que Hom(V, V’), con dichas operaciones, es un espacio vectorial sobre K.
2. Probar que los espacios vectoriales Hom(V, V') y M(m x n, K) son isomorfos y deducir de ello que

dim (Hom(V, V")) = mn.

Ejercicio 4.10 Con las notaciones del ejercicio anterior, sea V' = K. Es decir, consideremos el K —espacio
vectorial V* = Hom(V, K) (llamado espacio vectorial dual del espacio vectorial V' y cuyos elementos se
llaman formas lineales y se denotardn usando un asterisco, por ejemplo x*). Sea B = {uj,us,...,u,} una
base de V. Consideremos las aplicaciones

u:vV—K, (i=12,...,n),

definidas por
Vx eV, uj(x) =z,

donde x; es la coordenada i—ésima del vector x respecto de la base B. Se pide:

1. Probar que uf, (¢ =1,...,n) son formas lineales sobre V.
2. Probar que el conjunto B* = {uj,u3,...,u}} es una base de V* cuyos elementos verifican que
" o e [ L ST = )
wiw) =5, ={ o 5 127 1)

(La base B* de V* por verificar las condiciones (1) recibe el nombre de base dual de la base B.)

Seccion 2. Nucleo e imagen.

Ejercicio 4.11 Sean V = M(2,2) el espacio vectorial de las matrices 2 x 2 sobre Q, B = {uy,uz,us,us}
la base canénica de V'y f:V — V el endomorfismo definido por la relacién f(X) =A-X — X - A, donde

A es la matriz
1 1
1 2

Se pide:
1. Calcular las ecuaciones de f respecto de B.
2. Probar que V = Im(f) & Ker(f).

3. Usando el apartado anterior, probar que Im(f) = Im(f2). Deducir de aqui que Im(f) = Im(f") , para
cada n > 0.

Ejercicio 4.12 Sea V = R[X] el R-espacio vectorial de los polinomios en la indeterminada X con coefi-
cientes reales. Consideremos la aplicaciéon D : V' — V definida asi:

D(P(X)) = derivada de P(X) respecto de X
Se pide:
1. Probar que D es un endomorfismo de V.

2. Hallar Ker(D) e Im(D).
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3. Averiguar si D es inyectiva o sobreyectiva.

Ejercicio 4.13 Sea V(3) el subespacio vectorial de R[X] cuyos elementos son los polinomios de grado
menor o igual que 3. Dados los polinomios Q1(z) = #* — 1y Q2(x) = z* — x, se considera la aplicacién
v : V(3) — V(3) definida asi:

©(P(x)) = resto de la division del polinomio @1 (x) - P(x) por el polinomio Q2(x)
Probar que ¢ es un endomorfismo de V(3) y determinar Ker(p) e Im(p).

Ejercicio 4.14 Sea V un espacio vectorial de dimensién 4 sobre K y B = {u;,uz,us, us} una base de V.
Sea f la aplicacién lineal f : V — V| definida por:

f(ul) = u; — us -+ 2113 + 3114

f(UQ) = 2111 + us -+ 2114

f(U3) = —4111 — 2112 + us

fluy) = —u; — 3uy + 4us + 5Suy

Se sabe ademds que:

2 0 0o o\ 5 0 0 0

-3 5 0 0 _ 113 2 0 0 (1)
-1 3 1 -2 101 0 —10 30 20

0 -2 -1 3 2 =2 10 10

1. Calcular una base y un sistema de ecuaciones implicitas independientes de ker(f) e Img(f).
2. Probar que V = ker(f) @ Img(f).
3. Usando como dato la igualdad (1), resolver las siguientes cuestiones:

a) Demostrar que B’ = {us — uy + ker(f), —2us + 3uy + ker(f)}, es una base de V/ker(f).

b) Calcular las coordenadas, respecto de B’, de la clase:
u; + uz + u3 + uyg + ker(f)
¢) Calcular las ecuaciones, respecto de By B’ de la aplicacién lineal candnica:
p W B e )

Ejercicio 4.15 Sea V un Q-espacio vectorial de dimensién 4 y B = {u;,us,us, us} una base de V. Sea f
el endomorfismo de V' dado por:

fla) = f(uz) = —f(uz) = (1/2)us + (1/2)ug, f(uy) =0
1. Hallar una base B’ = {u'y,u/5, 0’3, 04} de V tal que
Im(f) = L(u'y) y Ker(f) = L(u'y,u’3,u’y)
2. Sea B” una base arbitraria de V' y A la matriz de f respecto de B”. Demostrar que A? = A.

Ejercicio 4.16 Sean V un K-espacio vectorial, L; y Lo subespacios de V tales que V = Ly & Ls. Sean
f1 € End(L), f2 € End(Ls), y consideremos la aplicacién f : V' — V definida por f(v) = fi(v1) + fa(v2),
donde v = vy + vo, con vy € Ly y vy € Ly. Probar que:

1. f € End(V).
2. Im(f) =Im(f1) ® Im(f2).
3. Ker(f) = Ker(f1) @ Ker(f2).

Ejercicio 4.17 Sea V un Q-espacio vectorial de dimensién n y sean f,g € End(V). Consideremos la
aplicacién ¢ : V' — V x V definida por: ¢(v) = (f(v),g(v)). Se pide:

1. Demostrar que ¢ es lineal.
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2. (Puede ser ¢ inyectiva? ;y sobreyectiva?.

3. Sea V = Q?, Bla base canénica de Q? , B’ la base canénica de Q* = Q?xQ?2. Si f y g son endomorfismos

de V tales que:
11 0
Mps(f) = ( 0 0 ) Mg s(g) = ( Z 0 )

Hallar Mg p () y estudiar para qué valores de a, b es inyectiva la aplicacién ¢.

Seccién 3. Imagen e imagen inversa de variedades lineales.

Ejercicio 4.18 Sea V un R-espacio vectorial de dimensién 3 y V/ un R—espacio vectorial de dimensién 4.
Sea B = {uj,us,u3} una base de V. y B’ = {u}, ubu}, u}} una base de V'. Consideremos la variedad lineal
L de V cuyas ecuaciones implicitas respecto de B son:

L={z+2=0}.
Consideremos ademés la variedad L' de V'’ dada por:
L' = (u)] +uj + uj + uf), 3u)] +uj + 2uj + 2u}, 2u] +uj +u}).

Por tltimo, sea f: V — V' la aplicacién lineal determinada por los siguientes datos:

flur) = uj T U5
flaz) = —up + 2u) +
flug) = up — 2uh) 4+ 2uf — u}

Calcular una base y unas ecuaciones implicitas independientes de f(L) y de f~'(L’).

Ejercicio 4.19 Sea V un Q-espacio vectorial de dimensién 4 y B = {u;, ug, us, us} una base de V. Consi-
deramos las variedades L y L’ de V, y el endomorfismo f definidos por:

x — = zZ/EEemr
L_{233 - z?j — t = 0 L’:<u1+u4,u1+u3+2u4>
u; = us -+ us -+ uy
u; — 2112 —— us

u; + uz + 2wy
2u;  + u, + 3uz + 10uy

o =k

AN TN TN TN
c
o

S N N
|

Se pide:
1. Hallar un sistema de ecuaciones implicitas de Im(f) respecto de B y una base de Ker(f).

2. Hallar una base y un sistema de ecuaciones implicitas respecto de B, de las siguientes variedades
lineales: L, L', LNL' y L+ L'

3. Hallar una base y un sistema de ecuaciones implicitas respecto de B, de las variedades f(L), f(L+L')
y [(LNL).

4. Hallar una base y un sistema de ecuaciones implicitas respecto de B de la variedad f~!(L).

Seccion 4. Cambio de base.

Ejercicio 4.20 Sean V y V' dos Q-espacios vectoriales de dimensién 3, B = {uj,us,uz} y C = {vy, vy, v3}
dos bases de V', B’ = {u’y,u’o,u'3} y C' = {v], v}, vi} dos bases de V'. Sea f : V — V' la aplicacién lineal
dada por:

u; + uy + U3

f(llQ) = —11/1 + 211/2 — 211/3

flug) = 2uy + 5uy + U3

=
—
c
=
|
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Las relaciones entre las bases B, C, y las bases B’, C’ vienen dadas por:

vy = u; —  us vi = —uy — uy + U3
vg = 2u3 + uy — 2uj vy = 2uy — uy + 2u'3
vy = —u 4+ 2us vh = usy + U3

Hallar las ecuaciones de f respecto de las bases C y C’.

Ejercicio 4.21 Sean V y V' dos C—espacios vectoriales de dimensiones 2 y 3, respectivamente, sean B =
{u,uz} y C = {vi1,v2} dos bases de V, B’ = {u'y,u'2,u's} y C' = {v],v},v5} dos bases de V'. Sea
f:V — V' la aplicacién lineal dada por:

far) = uy + 2u'y + 3u's
flug) = —uy + 2uy — U3
Las relaciones entre las bases B, C, y las bases B’, C’ vienen dadas por:
/ / / /
v = u + u + u
1 1 2 3
Vi = u 4+ U ’ o ’ ’
o Vy = u, + ug
VD l— Uz r_ ’
V3 = us

Hallar las ecuaciones de f respecto de las bases C y C'.

Ejercicio 4.22 Sean V un Q-espacio vectorial de dimensién 4 y B = {u;, ug, us, us} una base de V. Sea
F:V — V el endomorfismo de V' dado por:

F(u) = SN [EU, uy
F(u2) = 15111 - 5112 + 13113 + 6114
F(U3) = 21111 — 5112 + 3113 + 8114
Fluy) = —12u; + 3uy - us
Calcular las ecuaciones de F respecto de la base B’ = {u’y,u’su’s, u'4}, siendo:
ull = 2ul + uy — us
uy = 2u; + uz + 2uy
u's = u + u2 — ug
u, = —u + 2u3 + 3wy

Ejercicio 4.23 Sean V y W dos K—-espacios vectoriales de dimensiones respectivas my n,y f: V — W
un homomorfismo.

1. Sean wy,...,w, € Im(f) linealmente independientes, y vi,...,v, € V tales que f(v;) = w; (i =
1,...,p). Sea {uy,...,u,} una base de Ker(f).

a) Probar que H = {v1,...,vp,u1,...,u,} es linealmente independiente.

b) Probar que si {wy,...,w,} es una base de Im(f), entonces H es una base de V.

2. Probar que existen bases By C de V' y W respectivamente tales que la matriz de f respecto de dichas

bases sea de la forma:
Ipxp 0px (n—p)
0(m—p)xp 0(m—p)x (n—p)

en donde p = dim Img(f) e I, 0 son las matrices identidad y nula, respectivamente, de los érdenes que
se indican.

Seccién 5. Factorizacién candnica.

Ejercicio 4.24 Sean V' y V' dos Q-espacios vectoriales de dimensién 3, B = {u;, us,uz} una base de V,
B’ = {u},u},u;} una base de V'. Sea f : V. — V’ la aplicacién lineal dada por:

flay) = u, + uf + uf
flug) = —uf + 2u, — 2uf
f(us) = 2u} — u) + 3uf

Hallar la factorizacién canoénica de f, dando las matrices de los homomorfismos correspondientes.



DEPARTAMENTO DE ALGEBRA. UNIVERSIDAD DE SEVILLA 21

Ejercicio 4.25 Sean V' y V' dos C-espacios vectoriales de dimensiones 2 y 3, respectivamente, B = {uy,us}
una base de V, B’ = {u}, u}, uj} una base de V’. Sea f : V — V' la aplicacién lineal dada por:

{f(lh) = u + u

flag) = 20} — wy + wu

Hallar la factorizacién candnica de f, dando las matrices de los homomorfismos correspondientes.



