- RELACION COMPLEMENTARIA DE AMPLIACION DE GEOMETRIA -
Curso 04-05

EJERCICIO 1.— Junio 98

En el espacio proyectivo ordinario de dimensién 4, se consideran dos rectas, r y s, que se cruzan. Probar la verdad o
falsedad de la siguiente afirmacion:

?Para cualquier recta ¢ existe al menos un punto desde el que se puede trazar una recta que se apoye a la vez en r y
9
en s”.

EJERCICIO 2.— Sea L una variedad lineal proyectiva de P,, dada por las ecuaciones implicitas

a0y + ...+ a1px, =0

;1;;@0 +...+ampmx, =0
Probar que un hiperplano H contiene a L si y sélo si su ecuacién es de la forma
A(arozo + ...+ a1nZn) + .+ Ar(@roZo + - .. + arpxy) =0,
con Ay, ..., A € k no todos nulos.

EJERCICIO 3.— Enero 00

1). Hallar n tal que dos variedades lineales cualesquiera L, y Ly de P,, de dimensiones respectivas r > 1y s > 1, se
corten como minimo en una recta. ;Cuantos n verifican esa condicién?

En P4(R) se da el punto P =(1:0:1:1:0), la variedad lineal L; engendrada por los puntos (0 :

1:0:1:1),(1:1:
1:0:0) y la variedad lineal Ly engendrada por los puntos (1:0:1:1:1),(0:0:0:1:1),(1:0:0:1:

0)

2). Usando la férmula de la dimensién con P+ Ly y P + Lo demostrar que existe una tnica recta r que pasa por Py
se apoya sobre (i.e., corta a) L1 y Lo.

3) Hallar los pies de r sobre Ly y Lo, es decir r N Ly y r N Lo.

NOTA: Se suministran como datos las ecuaciones implicitas respectivas de P + L1 y P + Lo, por si se considera
conveniente utilizarlos.
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EJERCICIO 4.— diciembre 00
Se considera en P4(R) un sistema de referencia R = {Py, P1, P2, P3, Py;U}. Sea m el plano que pasa por los puntos
Po,PQ y P4. Se pide:

1. Probar que todo plano que pasa por la recta r = Py P3 corta a 7 en un punto.

2. SiV =xn(r+7U), probar que Ry = {FPo, Py, P4; V} es un sistema de referencia en 7. Hallar las coordenadas
respecto de R, del punto (zg : z1 : 22)Rr

ot

3. Si definimos la razén doble de 4 planos que pasan por r como la razén doble de sus puntos de corte con T,
hallar el cuarto arménico de los planos L, Lo, L3, siendo L; = r+ Q;, i = 1,23y Q1 = (1:1:0:0: 0)g,
Q2=(0:0:1:1:0)pyQ3=(2:1:1:0:0)%.

EJERCICIO 5.— diciembre 00

Sea F : Py — P, una homologfa de eje e y centro (incidente) O € e. Se pide:



1. Supongamos que e tiene por ecuacion xg = 0. ;Qué forma tiene la matriz de F'?
2. Dado un punto P ¢ e, probar que la razén doble |OPF(P)F?(P)| es independiente del punto P elegido.

3. Si G es otra homologia de eje e pero de centro (no incidente) O" ¢ e, qué podemos decir de la composicién
G o F? jEs también una homologia? En caso afirmativo, ;de qué tipo?

EJERCICIO 6.— Enero 00

A) En P2(R) se da la homografia cuya matriz respecto del sistema de referencia candnico es
3 11
1 3 1
0 0 2

Hallar los puntos y rectas dobles de esta homografia.

B) Consideremos la homologia F' del plano proyectivo real de eje e, centro no incidente O y razén %

1. Sabiendo que si |[ABCD| = p entonces |ACDB| = ﬁ7 disenar razonadamente un procedimiento para construir
el punto F(A) para cualquier A del plano.

2. En el dibujo adjunto, construir F(A) utilizando dicho procedimiento. Construir también F2(A).

EJERCICIO 7.— Sept 00

1). Hallar el minimo n tal que en P, existan dos planos 7w y 7’ que no se corten.

En P5(Q) se da el punto P =(1:—2:0:—2:2:1), el plano 7 que pasa por los puntos (2:0: —=1:1:0: —2),(-3:
1:1:-3:-3:-2),(3:=1:—-1:-3:2:3) y el plano 7’ que pasa por los puntos (—=1: —-2:1:-3:2:3),(-2:-2:
0:0:0:-3),(-1:2:1:0:1:-2)

2). Demostrar que hay una tnica recta r que pase por P y corte a ambos planos.
3). Hallar los pies de r sobre m y 7/, es decir rN7w y r N7’

NOTA: Se suministran como datos las ecuaciones implicitas respectivas de P+7y P+, por si se considera conveniente
utilizarlos.
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EJERCICIO 8.— Hallar las ecuaciones de la homografia de la recta proyectiva real tal que, respecto de un sistema de
referencia, transforma (1:2),(2:5),(=1:1) en (3:1),(0: 3),(2: —3) respectivamente.

EJERCICIO 9.~ Sea F' una homografia del espacio proyectivo real de dimensién 3, de matriz:

1 1 1 1
1 -2 3 0
0 3 -1 =2
-1 1 -1 1

respecto de un sistema de referencia R. Se pide:

a) Calcular F(L) siendo L = {z¢ + z1 = 0}.



b) Calcular F(L') siendo L' = {x2 + z3 = 0}.
¢) Calcular F(r) siendo r = LN L'

d) Idem a los apartados anteriores con F'~!.

EJERCICIO 10.— Sea G : P3(R) — P3(R) la homografia cuya matriz (resp. del s.r. candnico) es:

o O O
OO ==
O = =
)

Calcular sus puntos, planos y rectas dobles.

EJERCICIO 11.— Se considera en P3(R) un sistema de referencia R y una homografia F' de matriz respecto de R:

1 -1 -1 1
0 0 -1 1
0 -1 0 1
0 0 0 1

Se pide:

a) Calcular los puntos y planos dobles de F'.

b) Encontrar un sistema de referencia Ry, en el plano L : {zo = 0} lo méds simple posible.

)
)
¢) Demostrar que L es un plano doble de F' y encontrar unas ecuaciones de la restriccién F’ de F a L.
d) Clasificar F' y obtener su configuracién invariante a partir del apartado a).

)

e) Demostrar que F’ es involutiva.

EJERCICIO 12.— Sean A, B,C, D cuatro puntos distintos de una recta proyectiva r de P3(R), con razén doble A =
|A B C D|. Determinar geometricamente un punto E € r tal que |A B C E| =1/(1 — ).

(Nota: Se recuerda que la razén doble verifica: |B AC D|=1/|ABCD|;|C DAB|=|ABCD|;|ACBD|=
1-|ABCD|)

EJERCICIO 13.— Probar que en una homologia plana, las rectas que unen pares de puntos correspondientes son dobles
y pasan todas por el centro de homologia. Probar que rectas correspondientes se cortan sobre el eje de homologia.

EJErciciO 14.— En el plano proyectivo real se considera la homografia F' que respecto de un sistema de referencia
tiene por matriz:

3 -2 2
-1 2 -1
2 =2 3

a) Probar que para todo punto P, la recta P + F(P) pasa por el punto (1:—1:1).

b) Probar que para todo par de puntos P, @ las rectas P+ Q y F(P) + F(Q) se cortan sobre la recta de ecuacién
2%0 — X1+ QCCQ = 0.

c¢) Sabiendo que F((1:1:—1)=(0:1:—1), obtener F(1:1:0) sin usar la matriz de F.
EJERCICIO 15.— En el plano proyectivo real se consideran una recta r y tres puntos alineados A, B,C ¢ r distintos

entre si. ;Cuantas homologias H de eje r y que transformen A en B existen? ;Y que ademas sean de centro incidente?
Si H es una de éstas tultimas, calcular geométricamente H(C').



EJERCICIO 16.—

a) Encontrar una ecuacién de la homografia parabdlica f de la recta real tal que deja invariante al punto (1:1) y
que f(1:2)=(1:0).

b) Sean A, B,C, D puntos distintos de la recta real. Probar que las condiciones siguientes son equivalentes:

1) Existe una homografia f tal que f(A) = B, f(B) = A, f(C)=C, f(D) = D.
2) |[ABCD| = —1.

EJERCICIO 17.— Demostrar que si f es una homografia de la recta proyectiva tal que existe un punto P que verifica
que f(P) =P # Py f(P') = P, entonces f es una involucién.

EJERCICIO 18.—

a) Se consideran tres puntos no alineados O,0’, 0" del plano proyectivo real. Sean A, B € O + O’ dos puntos
distintos entre si y distintos de O,0', y A", B"” € O + 0" dos puntos distintos entre si y distintos de O,O".
Pongamos A’ = (A+ A")N (0" +0"),B' = (B+ B")N (0" + O"). Probar que

|OO"B"A"| = |OO'BA| - |0'0"B'A'|.
(Indicacion: Tomar un sistema de referencia adecuado)

b) Se dan 4 puntos alineados distintos dos a dos, E, F, G, H, y otros dos puntos I, J distintos entre si y alineados
con F. Construir geométricamente el punto K de la recta E + I + J tal que

|EIJK| = —|EFGH).

Razonar la respuesta.



EJERCICIO 19.— De una homologia F' en P2(R), de centro y eje no incidentes, se conoce:

1. Su centro O
2. Un punto P de su eje
3. La imagen B’ de un punto B # O, P tal que P ¢ (O + B)
4. Su razon, que es igual a —1.
Se pide:

a) Hallar graficamente (en el dibujo adjunto) el punto F(A), donde A es un punto alineado con O y P.

b) Describir un procedimiento geométrico para calcular un punto P’ del eje, tal que P’ € (A 4+ B). Hallar
graficamente el eje de F.

O

EJERCICIO 20.— Sept 00



1. Sean A, B,C, D, E puntos distintos alineados. Probar que |ABCD| = |ABCE||ABED|.

2. Sean F,G dos homologfas de centro O, eje e, O ¢ e, y razones A, j1, respectivamente, con Ay # 1. Demostrar
que el producto F'G es otra homologia de centro O, eje e y razén A\u. ;Qué serd FG si Ay =17

3. Sea F' la homologia dada por los datos de la figura posterior: el centro O, el eje e, Ay F(A). Utilizando una
homologia G de razén —1, construir H(B), siendo H la homologia de centro O, eje e y razén(H) = —razén(F').

EJERCICIO 21.— Se considera el espacio afin R? inmerso en P3(R) de la forma habitual, y en ambos los sistemas de
referencia candnicos, respecto de los cuales se tomardn coordenadas y ecuaciones. Sea F' : R3 — R? la afinidad de
matriz

1 0 1 -2

0 -1 0 12
A= 0 -2 2 8 |’

0 -1 0 6

y F : P3(R) — P3(R) la homografia asociada. Se pide

a) Hallar los puntos, planos y rectas dobles de F.

b) jExisten planos dobles de la afinidad F' cuya restriccién sea una homotecia? En caso afirmativo, calcularlos y
dar el centro y la razén de dichas homotecias.

EJERCICIO 22.— Sea F : P3(R) — P3(R) una homografia que, en una cierta referencia R, viene dada por la matriz

21 00
0 2 00
11 2 0
0 0 0 2

Se pide



a) Hallar los puntos y planos dobles de F'.
b) Describir, sin efectuar célculos, las rectas dobles de F.. A continuacién, expresar, en R, unas ecuaciones que las

determinan.

EJERCICIO 23.—

1. Dados 4 puntos distintos A, B, C, D de una recta proyectiva, verificar que |[ACBD| =1 — |ABCD|.

2. (Ver dibujo adjunto) Se considera la homologia F' del plano proyectivo real de centro O no incidente y de razén
2. Conociendo la imagen F'(A) del punto A y la imagen F(r) de la recta r, determinar gréficamente el eje de la
homologia, asi como la imagen del punto B.

EJERCICIO 24.—

1. Sea F una homologia de P3(R) de razén A € R. Probar que F es involutiva si y sélo si A = —1.
2. Sea F una homologia involutiva dada por su eje e y tal que F(r) ="y F(s) = s (ver figura posterior). Construir

geométricamente el centro de F'.

EJERCICIO 25.— Se consideran cuatro puntos A, A’, B, y B’ no alineados tres a tres en el plano proyectivo X y
notemos F' : X — X la homologfa involutiva de centro no incidente del plano que transforma A en A’ y B en B’. Se
pide:

1. Describir razonadamente un procedimiento para calcular el centro de F.

2. Describir razonadamente un procedimiento para calcular el eje de F'

EJERCICIO 26.— Se counsidera en P3(R) un sistema de referencia R y las homograffas definidas por las matrices,
respecto de R:

o o= O
OOOS
— o o o
o= O o

donde m € R, m # 0. Se pide:

a) Indicar para qué valores de m las homografias anteriores tienen puntos y planos dobles. Calcular éstos en el caso
particular m = —4.

Sea G la homografia definida para el valor m = 1.
b) Comprobar que G es una involucién cuyas rectas dobles son precisamente las de la familia F definida, en R, por

las ecuaciones:
]__{ (c® + d?)(axo + bxy) (a® + %) (cxo + dx3)

(a® + b?)(cx3 — dxs)

(c® + d?)(axy — bxg)
donde a,b,c,d € R, (a,b), (¢,d) # (0,0)

¢) Razonar la validez de las siguientes afirmaciones:
c.1) ?Dos rectas distintas de F se cruzan siempre”
c.2) "P3(R) es la unién disjunta de las rectas de F, consideradas como conjuntos de puntos”.

EJERCICIO 27.— Setiembre 96

Consideremos el dibujo adjunto como parte del plano proyectivo X, y en él los puntos A, B,C,D,C’, D’ tales que
{A,B,C,D} y {A,B,C’, D’} forman dos sistemas de referencia, A,C,C’ estdn alineados y A, D', D también estdn
alineados. Consideremos la tinica homografia F': X — X tal que F(A) = A,F(B) = B,F(C) =C',F(D) = D'. Se
pide:



1. ;Por qué podemos afirmar que F' es una homologia? ;Cudl es su centro?

2. Construir geométricamente el punto F(C”).

EJERCICIO 28.— Setiembre 01
Sea R = {Py, P1, P2, P5; U} un sistema de referencia cualquiera en P3(R). Se pide:

1. Hallar las ecuaciones, respecto de R, de las variedades Hy, Hy, Ho, H3 de P3(R), dadas por

Hy=Ly(P1,P,P3), Hy=Ly(P>,P3,U), Hy=L,(P,P3,U), Hs=Ly(P,PU).

2. Deducir razonadamente la dimensién de la variedad L4 de P3(R) cuyas ecuaciones respecto de R son

apgrly — aA1x1 = 0
apgrs — A1 = 0 5
A1T3 — AT = 0

donde A = (ag : a1 : az) € Pa(R).
3. Establecer una relacién entre {L4, A € P3(R)} y el conjunto de todas las rectas de P3(R) que pasan por P.

4. Obtener los puntos A € Py(R) tales que R4 = {Py,La N Hp; La N Hi} es un sistema de referencia en L. En
ese caso, hallar la razén doble p = |La N Hg,La N Hy, La N Hy,Ls N Hs|, cuando esté definida. Deducir que el
conjunto de puntos A de P3(R) tales que p = —1 es el lugar de una cénica de P3(R) cuya ecuacién se pide.

EJERCICIO 29.— Se dan los puntos A = (0,0), B = (2,2) y C = (3, 3) del plano afin R2, que se considera sumergido
en el plano proyectivo Po(R) del modo usual. Sea r la recta afin AB.

1. En la clausura proyectiva 7 C Po(R) se considera el sistema de referencia R = {A, B; C}; hallar las coordenadas
respecto de R de ry, punto del infinito de 7.



2. Construir geométricamente el cuarto arménico D de los puntos A, B, C. Calcular las coordenadas de D como
punto de R2.

3. Sea P = (z,z) un punto genérico de r y P’ = (y,y) el cuarto arménico de A, B, P (cuando esté definido).
Demostrar que se verifica que xy — x —y = 0.

4. Clasificar la ecuacién anterior en R?. Hallar sus asintotas, si las tiene.

EJERrcIcIO 30.— Determinar las cénicas que pasan por los puntos (1:0:0), (1:1:0), (1:0:1) y son tangentes a las rectas
3x1 —x9 =0, 3xg — 3x1 + dzo = 0.

EJERCICIO 31.— Determinar las cénicas que pasan por los puntos (1:0:1), (2:1:3), (3:1:5) y son tangentes a las rectas
1 =0, zg — 221 = 0.

EJERCICIO 32.—

a) Determinar la(s) cénica(s) proyectiva(s) que pasan por los puntos (0: 0:1),(1:0: —1) y son tangentes a las
rectas xg —x1 + 222 =0, 20 —x1 =0y 29+ 21 + 22 = 0.

b) Sean C'y D dos cénicas del plano euclideo, no degeneradas, de ejes comunes e; y e;. Razonar si los ejes de
las cénicas no degeneradas del haz lineal definido por C'y D son los mismos. Problema analogo cuando C'y D
tienen focos comunes Iy y Fs.

EJERcICIO 33.— junio 99

Se considera el plano affn euclideo R? sumergido en P3(R) al modo usual, siendo H : xg = 0 la recta del infinito.

1. Sean ry,79,73,74 cuatro rectas afines concurrentes en un punto O. Si Ly y Lo son rectas proyectivas que no
pasan por O, probad que

‘Fl NLy,ToN Ly, 73N L1, T4 N Ll‘ = |71 N Ly, ToN Ly, T3 N Ly, T4 N L2|
A este ntimero comun se denominard, por tanto, razén doble de las rectas r1, 7o, r'3, 74, y lo notaremos |ry,r9, 3, r4l.

2. Sean mq, mg, m3, my4 las pendientes de las rectas 71,79, 73,74, respectivamente. Hallad las coordenadas de los
puntos 7; N H, i =1,2,3,4. Probad que

(m1 —mg)(ma — my)

T1,T2,7T3,T4| =
Iry, 72,73, vl (m1 —ma)(ma —mg)

3. Counstruid geométricamente el cuarto armonico del eje de abcisas (r1), el eje de ordenadas (r2) y la bisectriz del
primer cuadrante (r3).

EJERCICIO 34.— Subir nota junio 99

Se considera el plano afin euclideo R? sumergido en Po(R) al modo usual, siendo H : xg = 0 la recta del infinito.

1. Sean ry,79,73,74 cuatro rectas afines concurrentes en un punto O. Si Ly y Lo son rectas proyectivas que no
pasan por O, probad que

‘?1 NLy,ToN Ly, 73N L1, T4 N Ll‘ = |71 N Lo, ToN Lo, T3 N Lo, Ty N L2|
A este nimero comuin se denominara, por tanto, razén doble de las rectas 71, r9, 13, 74, y lo notaremos |r1, 7o, r3, r4].

2. Sea ABC un tridngulo cualquiera, a’ la paralela a BC por A, demostrad que el cuarto arménico de AB, AC' y
a’ es la mediana del tridngulo desde A.

3. Sean m1,mo, m3, My las pendientes de las rectas r1,rs, 73, 74, respectivamente. Probad que

(m1 —mg3)(mz — ma)

(m1 —ma)(ma —ms3)

|7“177”2,7"377“4|=



4. Sean A =(1,0), B=(-1,0),C =(0,1), D = (0,—1). Para cada A € R sea I'y el lugar de los puntos P tales que
|PA, PB, PC, PD| = A\. Hallad una cénica @), que contiene a I'y. Demostrad que todas las cénicas @, forman
parte de un haz H cuya base hay que hallar.

EJERCICIO 35.— En el plano euclideo R? se pide:
a) Probar que la tangente a una cénica no degenerada en un vértice V' es perpendicular al eje que pasa por V.
b) Hallar las hipérbolas equildteras con vértice V = (1,0) y asintota y = 2.

EJERCICIO 36.—

1. Deducir razonadamente si dos pardbolas superosculatrices en el mismo punto del infinito tienen el mismo eje.

2. Determinar las cénicas euclideas que tienen Fy = (0,0) y F» = (2,2) como focos y tienen una asintota paralela
a la recta 2y — xz = 0.

EJERCICIO 37.— Calcular la ecuacién de la(s) parabola(s) osculatrices con la cénica 3z + 22 — y? = 0 en el punto
(0,0) y pasan por el punto (1,2).

EJERcCICIO 38.— subir nota junio 98

Sea C' un cono proyectivo de P3(R). Sea Py € V(C) un punto no singular. Mediante razonamiento geométrico,
determinar la variedad polar de una recta que pase por Py. (Considérense los distintos casos que pueden presentarse).

EJERCICIO 39.— subir nota junio 98

Si una cdnica no degenerada @ es tangente a dos rectas secantes ry y ro, probar que el producto de las distancias de
un punto cualquiera de @ a las dos tangentes estd en una relacién constante con el cuadrado de la distancia de ese
punto a la cuerda de contacto. Indicacion: considerar el haz de conicas bitangentes a r1 y ro en los puntos de contacto

con Q.

EJERCICIO 40.— Se considera el espacio afin euclideo X = R? inmerso en P3(R) de la forma habitual. Notemos H el
haz de cuéddricas proyectivas generado por

Q1: 2% — 2%+ xowa — 2073
. 2
Q2 : T3 — LT3

Se pide:

a) Calcular las cuadricas degeneradas de H y clasificarlas. Describir sus puntos base y fundamentales y su posicién
relativa, ayudados por un dibujo

b) Clasificar las cuddricas afines determinadas por las cuddricas de H. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de
sus vértices.

c) Consideremos los planos o = {z = 0}, 7 = {z = 1} y en ellos las pardbolas
Co={z=0,y—2*=0}, Cy={z=1y—2*—1=0}.

Hallar un paraboloide que las contenga y que pase por el punto (0,0, 3). ;De qué tipo de paraboloide se trata?
EJERCICIO 41.— En P3(R) se consideran cuatro puntos A, B, C, D en posicién general. Sea F la familia de cuddricas
proyectivas reales que contienen a la reunién:

(A+ B)U(B+C)U(C+D)U (D + A).
Se pide:

1. Probar que F no contiene ni conos ni cuddricas de puntos elipticos. (Indicacidn: Puede ser 4til usar razon-
amientos de tipo geométrico).

2. Probar que F es un haz de cuddricas y que sélo contiene dos cuadricas degeneradas, a saber, los pares de planos
(A+r)uU(C+r) y (B+s)U(D+s)

donder =B+ Dy s= A+ C. (Indicacién: Puede ser 4itil usar razonamientos de tipo algebraico).



3. Para los apartados que siguen supondremos que A = (0:0:1:0),B=(1:0:0:0),C =(1:1:1:1),
D=(0:0:0:1). Se considera R? inmerso en P3(R) de la manera habitual (i.e. con (zo = 0) como plano del
infinito). Sea Fg la familia de cuddricas afines inducida por F. Clasificar las cuddricas de F y de Fg.

4. Probar que P = (1:1:2:1) es un punto fundamental del haz F. Calcular la ecuacién del cono tangente, de
vértice P, a cada una de las cuadricas no degeneradas de F.

5. Sea 7 el plano (z2 = 0). Sea H la familia de cénicas que se obtiene al cortar las cuddricas de F con 7.
(a
(b

) Probar que H es un haz de cénicas en el plano 7.
)

(c) Hallar las cénicas degeneradas, los puntos base y los puntos fundamentales de H.
)

i, De qué tipo es ?

(d) Hallar el lugar geométrico de los centros de las cénicas afines inducidas por las de H.
6. Sea @ la cénica de H que pasa por el punto R = (0:4:0: —3) € 7. Clasificar la cénica afin correspondiente y

calcular su(s) foco(s) (si lo(s) tuviera).

EJERCICIO 42.— En el espacio proyectivo P3(R) se considera la familia F de cuddricas definida por la ecuacién:
(1 4+ N2 + 2 \zwox; + 2\zow3 — 23 — 22129 — 25 + A3 = 0

donde X es un parametro real. Se pide:

a) Probar que la familia F no es un haz de cuddricas en P3(R) y probar que forma parte de un haz H de cuédricas en
P5(R). Hallar las cuddricas degeneradas de F.

b) Hallar la ecuacién de un plano tangente comin a todas las cuddricas de F y clasificar las cuddricas de la familia F.
c) Se considera el espacio affn R® sumergido en P3(R) tomando el plano de ecuacién xp = 0 como plano del infinito.
Sea F, la familia de cuddricas afines obtenida de F. Clasificar las cuddricas de F,.

d) Hallar, si existe, la ecuacién de un paraboloide eliptico en R? que pase por el punto (0,—1,—1) y cuya seccién
por el plano = + y = 1 sea la cénica de ecuacién 3 — 2y + 2z + 22 = 0. ;Cudntos paraboloides elipticos cumplen las
condiciones anteriores?

e) En el plano proyectivo P2(C) se consideran las curvas [F] y [G] definidas por F = 23 + 223x1 + 22329 + 2023,
G = 223 + 2x0z1 + 27072 + 23 . Hallar la multiplicidad de interseccién de [F] y [G] en el punto (0: 1 :0).

EJERCICIO 43.—

1. Deducir razonadamente si un plano tangente a dos cuddricas proyectivas distintas lo es también a todas las del
haz que generan.

2. Clasificar vy hallar el centro, planos principales y cono asintético de la cuddrica euclidea de R? de ecuacién
1—2x+2rz+y%=0.

EJERCICIO 44.— Enero 00
En el espacio afin eucideo R3 consideramos la cuddrica @ de ecuacién
2+ 4y% — 10yz + 42> — 1 =0.
Se pide:
1. Clasificarla.

2. Calcular su centro, sus direcciones principales, sus planos principales y sus ejes.

3. Calcular su cono asintético (es decir, el cono tangente con vértice en el centro).
EJERCICIO 45.— diciembre 00
Se da la cuddrica @ cuyo lugar tiene la ecuacion siguiente en el espacio proyectivo tridimensional real:
a:g — 2x0x1 + 2x0T2 + 2T123 — x% =0.

Se pide:



. Averiguar si el punto (0:2:2: 1) pertenece al lugar y, en caso afirmativo, hallar el plano tangente L a @ en él.

Clasificar la cénica interseccion de L'y Q.
Clasificar @ en el espacio proyectivo.

Consideremos el espacio afin que resulta de quitar al proyectivo el hiperplano zg = 0. Dar la clasificaciéon afin
de la cuddrica afin Q,.

Hallar centro, ejes y planos principales de Q.

Hallar el cono asintdtico de Q.

RESPUESTAS

1) Pertenece y el plano tangente es 1 — 2x9 + 223 =0
2
3
4) Hiperboloide hiperbdlico

Par de rectas reales secantes.

Cuédrica de puntos hiperbdlicos

5) Centro (0,0,1). Autovalor 1 tiene direcc. pral: (1,0,1). Autovalor -1 (doble) tiene plano de direcciones prales:
(0,1,0), (1,0,-1)

6) z1(x3 —x0) — 23 =0

EJERCICIO 46.— FEnero 00

Contestar brevemente a las siguientes cuestiones:

a

=

¢

)
)
)
d)

)
f)

Enumerar los tipos de cuddricas proyectivas reales cuyos lugares contienen al menos una recta.
Enumerar los tipos de cuadricas proyectivas reales cuyos lugares contienen al menos dos rectas que se cruzan.
Enumerar los tipos de cuadricas afines reales cuyo lugar es vacio.

(Existen paraboloides elipticos de revolucion? ;Y paraboloides hiperbdlicos de revolucién? Contestar razonada-
mente.

Enumerar los tipos afines de cuddricas del espacio eucideo tridimensional que pueden ser de revolucién.

;Cudntos ejes tiene un cono afin real en el espacio euclideo tridimensional que no sea de revolucién? Contestar
razonadamente.

EJERCICIO 47.— Se considera el espacio euclideo R* sumergido en el proyectivo P3(R) al modo usual.

1.

Sea @ una cuédrica afin no degenerada en R>. Responded verdadero o falso a las cuestiones siguientes:

(a) Si un plano 7 corta a la cuddrica-lugar afin V,(Q) o L£,(Q) en una circunferencia (real o imaginaria),
entonces todo plano paralelo a 7 corta también a V,(Q) en una seccién circular.

(b) @ es de revolucién si y sélo si una matriz A de @ tiene un autovalor de multiplicidad 2. Atencidn: no
confundid A con Ag.

(c) Si C es un cilindro tangente a @ (i.e. C es un cono proyectivo tangente a @ desde un punto del infinito),
entonces la cénica de tangencia V,(C) NV, (Q) tiene el mismo centro que Q.

Sea la cuddrica afin Q : 322 — 5y% + 22 — 2z = 0. Clasificadla, hallad su centro, planos principales y ejes.
Hallad todas las secciones circulares de Q.

Hallad los cilindros tangentes a () tales que la cénica de tangencia sea una circunferencia. ¢Son cilindros
circulares?

EJERCICIO 48.— Consideremos la cuadrica afin () de ecuacion

222+ + 22+ 6yz+2=0.

Se pide:



1. Clasificarla, hallar sus planos principales, ejes y sus vértices.

2. ;Qué tipos de cénicas afines se pueden obtener al cortar la cuddrica @) por un plano? Dar la ecuacién de algin
plano afin L que corte a @) en un par de rectas imaginarias (secantes en un punto real).

EJERCICIO 49.— junio 98

En el espacio proyectivo P3(R), se consideran, en una cierta referencia R, dos cuddricas Q y @’. Las cuddricas afines
correspondientes se expresan:

Q:2?—y?+22-2y—4=0;Q :2z+yz+x+y=0

a) Calcular los puntos base y los fundamentales del haz proyectivo H(Q, Q’). Clasificar las cudricas de dicho haz.

)

b) Clasificar las cuddricas afines del haz H(Q, Q").

¢) Calcular la variedad de centros de la cuddrica @, as{ como sus planos asintéticos.
)

d

Probar que ningin plano corta a () en una circunferencia.

EJERcICIO 50.— Consideremos en el espacio proyectivo real tridimensional P3(R) el haz de cuddricas {Qx, / (A :
p) € Pi(R)}, con
Q= Maow1 + moa) + p(—af + 227 + 23 + 23) = 0.

a) Q1,0 es un par de planos. Calcular sus polos respecto de Qo1 y deducir de la posicién de éstos respecto de Qo 1 los
puntos base del haz, especificando si son reales o imaginarios.

b) Sin hacer célculos, determinar cudntas cuddricas proyectivas degeneradas hay en el haz, y clasificarlas.

c) Sin hacer célculos, clasificar las cuddricas afines no degeneradas (Qx,.). del espacio afin.

d) Calcular unas ecuaciones implicitas del lugar geométrico de los centros de las cuddricas afines anteriores.

EJERCICIO 51.— Se da la familia F de cuddricas de P5(R) de ecuaciones siguientes:
/\2$0l‘2 + Ax129 + x93 =0
con \ un pardametro real. Se pide:

1. Clasificar las cuadricas degeneradas de F.

2. Deducir si zg = 0 es un plano tangente a todas las cuddricas de F, y hallar los puntos de tangencia en su caso.
3. Usando lo anterior, dar la clasificacién de todas las cuddricas de F, en funcién del parametro A.

4. Deducir si la recta r : xg = x1,22 = x3 es tangente a alguna cuddrica de F.

EJERCICIO 52.— En R3 se consideran las cuddricas de ecuaciones Q1 = (2z+y>+22 = 0), Q2 = (—1+22+2y*+222 =
0). Sea H el haz de cuddricas afines definido por Q1 y Q2. Se pide:

1. Clasificar las cuddricas de H.

2. Calcular los didmetros principales de las cuddricas no degeneradas de H.

3. Calcular la variedad de centros de las cuadricas no degeneradas de H.

4. Calcular la ecuacién de un paraboloide de vértice (1,0,0) y pasando por la cénica de ecuaciones (2z + 1 =

0,—1+1y%+ 22 =0).

EJERCICIO 53.— En el espacio proyectivo P3(R) se consideran, en un cierto sistema de referencia, dos cuadricas Q y
(). Las cuddricas afines correspondientes se expresan:

Q:a? —y*+20—2y—4=0; Q:zz+yz+z+y=0

Se pide:



1. Calcular los puntos base y los fundamentales del haz proyectivo H(Q, Q’). Clasificar las ctiadricas de dicho haz.
2. Clasificar las cuadricas afines que proceden de las proyectivas del haz anterior.

3. Calcular la variedad de centros de la cuadrica @, asi como sus planos asintéticos.

EJERCICIO 54.— Probar que en la cuadrica de puntos elipticos se verifica:

a) No existen rectas autopolares.

b) Si una recta r corta a la cuddrica en dos puntos, su recta polar v’ no la corta en ninguno, r y r’ se cruzan, la
involucién de puntos conjugados sobre 7 es hiperbdlica, y la involucién de puntos conjugados sobre ' es eliptica.

¢) El reciproco de b).

d) La recta polar de una recta r tangente a la cuddrica en P es asimismo tangente a la cuddrica en P.
EJERCICIO 55.— Enunciar y probar los resultados andlogos del ejercicio anterior para el caso de la cuddrica de puntos
hiperbdlicos.

EJERCICIO 56.— En el plano proyectivo real y respecto de un sistema de referencia dado se consideran las conicas de
matrices siguientes:

1 2 -1 6 -5 —1 1 -5 3
ayl 2 4 2| pl -5 2 4| of -5 25 -15
-1 -2 2 -1 4 -2 3 15 9

Sea H larecta xg = 0. Clasificar las cénicas afines en el plano afin resultante de quitar H. Calcular centros, didmetros,
asintotas, ejes y focos, cuando los haya.

EJERCICIO 57.— Sep. 03
Sea @ la cuadrica afin de R? de ecuacién x — 2yz = 0.

1. Clasifiquela.
2. Calcule sus centros, planos principales y ejes, si los hay.

3. Calcule las direcciones asintéticas. Deduzca un haz de planos paralelos, tales que cada uno de ellos corta a V(Q)
en una unica recta.

4. Sea @ la cuddrica proyectiva del espacio proyectivo P3(R) definida por @, con la inmersién usual de R? en P3(R).
Compruebe que la familia F de rectas F = {Lx,}(x.u)ep, definidas por

I )\1’0 = 2,[1/.%2
My = Az

son rectas contenidas en V(Q). Se define la razén doble de 4 rectas de F como la razén doble de sus subindices,
ie.
|LA1#1LA2#2LA3#3L)\4#4| = |P1P2P3P4| con Pz = ()\1 . ,ui) = 1,2,3,4.

5. Sea r la recta de ecuaciones xg = x5 = 0 (una recta de la otra familia de Q). Pruebe que

‘LX1#1L>\2#2L>\3#3L)\4AL4| = |Q1Q2Q3Q4‘ con @Q;= L>\i#t nr 1=1,2,3,4.

JZQ:O 82{1‘1:0 SS{JJQ—FQJQZO

. H 5ni :
6. Halle el cuarto armonico de las rectas: s; { 25— 0 2y =0 21+ 205 = 0

EJERCICIO 58.— (Dic. 03)
1.- Calcular la ecuacion general de la familia de circunferencias tangentes a la recta y = 0 en el origen.

2.- Calcular la ecuacién del haz de cénicas superosculatrices a la pardbola z2 — y = 0 en su vértice.
3.- {Cuantas circunferencias del apartado 1 aparecen en el apartado 2?7 Concluir que la condicién “ser superosculatriz”

es una condicién més restrictiva que “ser tangente”.

EJERCICIO 59.— En el espacio proyectivo Pg(k) se considera una recta r y dos planos Hi, Hy tales que las tres
variedades se cruzan dos a dos y no existe ningtin hiperplano que contenga a las tres. Se pide:



a) Calcular dim((r + Hy) N Hay).

b) Determinar el niimero de rectas secantes a las tres variedades.



