Departamento de Algebra

GEOMETRIA
Curso 2005-06

Tema 1: El espacio afin

Ejercicio 1.-Dadas las rectas

r—2 y—-3 =2—-1  z—-1 'y 2z-2
3 2 4 7 2 "6 5
hallar la ecuacién del plano que pasa por la primera y es paralelo a la segunda.
Ejercicio 2.-Dadas las rectas %1 = ”sz =z ; ITH = nyl = z, hallar la ecuacién de los planos que, pasando por

cada una de ellas, son paralelos a la otra.

Ejercicio 3.—Hallar la ecuacién de la recta que pasa por (3,1,0) y es secante a las rectas

r= 1+z2 T = —z
Yy = 2z y= 1+=2
Ejercicio 4.-Dado el tetraedro de vértices (2,3,1), (4,—1,3), (1,1,-2), (1,1,2), se pide hallar las ecuaciones de las

rectas que unen los puntos medios de cada par de aristas opuestas. Comprobar que esas tres rectas pasan por un
mismo punto, que se calculara.

Ejercicio 5.—Hallar la ecuacién del lugar geométrico, de los puntos de las rectas

a) que cortan a la vez alasrectas t =2, y=3; 2= -2, 2= —4; y = -3, 2 = 4.

b) paralelas al plano XOY y se apoyan en las rectas y = 2z, x = 3; y = -2z, z = —3.

c¢) paralelas al plano 3z + 2y = 0 y se apoyan en las rectas 3z + 2y — 6z = 0, 3z — 2y — 6 = 0; 3z + 2y — 12z = 0,
3z —2y—3=0.

Ejercicio 6.—Dadas las tres rectas

z—1 Y z—1 r+2 y+1 =z-1

-1 =2 2

a) Comprobar que son paralelas a un mismo plano, y hallar la ecuacién del plano que pasa por el origen y es paralelo
a las tres rectas dadas.

b) Hallar todas las rectas coplanarias con las tres dadas y comprobar que todas son paralelas a un mismo plano que
pasa por el origen, y cuya ecuacién se pide.

Ejercicio 7.-Sea X un espacio afin de dimensién 4 6 5 segin los casos. Hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas
de la variedad dada por un punto P y un sistema generador de su variedad de direccién, en cada uno de los siguientes

Casos:
(a) P=(1,0,1,0) (b) P=(2,0,0,-2) (¢) P=(-1,1,0,0,1)
a; =(1,1,2,-1) =(1,1,0,1) a; =(1,1,2,-1,0)
ag = (0, 1, 3,0) 3.2 = (0,0,0,1) ag = ( ,17 3,0,1)
a3 =(1,2,-1,1) a3 =(1,0,1,2) a3 =(-1,0,-5,1,1)
=(2,3,1,-2) =(2,1,1,4) =(0,2,-6,0,2)

Ejercicio 8.—En cada uno de los siguientes casos, dar un punto y una base de la variedad de direccién, las ecuaciones
paramétricas, y un conjunto de puntos affnmente independientes que generen la variedad lineal afin dada.(El apartado
(¢) en dimensién 5).

(a) x1 —xa+ x4 =0 (b) z1+zo+ 24 =1
3x1+ 220 —x3 — 224 =1 To + T3 + T4 =2
201 +3x0 —x3 — 34, =1 —T1 + +T3+ T4 =1

1+ 209 +23+2204 =3



(¢) 1 —xo+a3— 24+ 25 =3 (d) x1 —x3+ a4 =-1

—To9 — X4 = 201 — 223+ 2x4 = —2
T+ T3+ T5 = 3x1 —3x3+3x4y =-3
TG — 209+ 213 —204+25 =1

Ejercicio 9.-Hallar las ecuaciones implicitas y paramétricas de las variedades lineales afines generadas por los puntos:
a) P =(1,1,1,1), P, =(1,0,1,0), P; =(-1,1,0,-1), P, =(0,1,1,-1).

b) Py = (0,—1,2,3), P, = (0,-1,2,3), Py=(1,-2,1,3), P, = (1,-3,3,6).
¢) Py =(1,0,0,4,0), P, =(1,—-1,—1,—1,-1), P3 = (2,0,0,0,0),
Py =(1,0,1,0,1), Ps = (3,0,1,0,1).

Tema 2: El reticulo de las variedades lineales afines

Nota: Los siguientes siete ejercicios se refieren al espacio afin de dimension cuatro.
Ejercicio 10.—

a) Estudiar las posiciones relativas de dos hiperplanos.

b) Determinar la condicién de paralelismo de hiperplanos.

Ejercicio 11.—

a) Estudiar las posiciones relativas de un plano y un hiperplano.

b) Determinar la ecuacién general de los hiperplanos que pasan por un plano
Ejercicio 12.—

a) Estudiar las posiciones relativas de dos planos.

b) Determinar la condicién de paralelismo de dos planos.

Ejercicio 13.—

a) Estudiar las posiciones relativas de un hiperplano y una recta.

b) Determinar las condiciones de paralelismo de recta e hiperplano.

¢) Determinar la ecuacién general de los hiperplanos que pasan por una recta.
Ejercicio 14.—

a) Estudiar las posiciones relativas de una recta y un plano.

b) Determinar las condiciones de paralelismo de recta y plano.

¢) Determinar la ecuacién general de los planos que pasan por una recta.
Ejercicio 15.—

a) Estudiar las posiciones relativas de dos rectas.

b) Determinar la condicién de paralelismo de rectas.

Ejercicio 16.—Determinar la ecuacion general de:

a) Todas las rectas que pasan por un punto.

b) Todos los planos que pasan por un punto.

¢) Todos los hiperplanos que pasan por un punto.

Ejercicio 17.—Sean L y L' dos variedades de un espacio afin X, dim(X)=n, tales que dim(L) = dim(L’) = d < n.
Probar que L || L' si y sélo si se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) dim(L+L)<d+1 y (BOL=LoLNL =0

Ejercicio 18.—Sean L; y Lo dos variedades lineales afines que se cruzan de dimensién mayor o igual que 1, y sea P
un punto que no pertenece a Ly + Lo. {Es posible encontrar una recta que pase por P y corte a Ly y a Lo?.
Nota: Si la respuesta es afirmativa es suficiente dar un ejemplo, si es negativa hay que probarlo.

Ejercicio 19.-Estudiar las posiciones relativas de dos variedades L1 y Lo tales que dimL; = 1 y dim Ly = 3, en el
espacio afin de dimensién 5.

Ejercicio 20.—En el espacio afin (X, V, +), sobre R, de dimensién 4, se considera un sistema de referencia fijo respecto
del cual se toman coordenadas y ecuaciones. Se dan la recta r y el plano 7w por
1 — T3 = 0
7 —x1+312—3x3—24+9=0 r=(1,-1,1,2)+ < (1,-1,1,-1),(1,2,0,1) >
Ty —2x9+2x3+x4—7=0



Se pide:

1) Determinar la posicién relativa de r y .

2) Calcular unas ecuaciones implicitas de r + 7.

3) Hallar la recta s que pasa por @Q = (1,1,1,1) y es paralela a r. Se calculard, para ello, un punto y la direccién de s.
4) Hallar todas las rectas que sean secantes a r, s y 7 a la vez.

Ejercicio 21.—Se considera el punto @ = (1,0, 1,0) y el plano 7

T+ To+rT3+T4—4 =0
X1 — T+ X3 — T4 =0

Hallar todas las rectas que pasen por (), sean coplanarias con r, y cohiperplanarias con 7, siendo r la recta:
a) (2,2,0,0)+ <(1,0,—1,0)>
b) (2,2,0,0)+ <(1,1,1,1)>

Ejercicio 22.—Se consideran en el espacio afin real de dimension 4 las siguientes variedades:

TLotT =Ty =33 =2y
ra (,0,0, )+ <(1,0,0,0)>
3 (31307 ) <(O,07CL,1)>

1) Hallar la posicién relativa de r; y ro. Hallar rq 4 ro.
2) Hallar los valores de a para los que existe una recta que se apoye en 11, r2 y r3. Caso de existir, jes tnica?.

Ejercicio 23.-Sea X un espacio afin de dimensién 4. Consideremos el hiperplano H : z1 — x3 — z4 = 0, la recta
r:(0,0,1,1)4+ <(1,0,1,1) > y los planos:

o r1+ax9—2x3 =0 - 1 —x3—x4 =20
L 1 +ax9—24 =0 2 r1+2x3 =0

1) Estudiar las posiciones relativas de r y H; y de 7y y 7.
2) Estudiar si existen y son tnicos los hiperplanos H;, que contienen a r y m;, para ¢ = 1, 2.
3) Calcular todas las rectas del espacio que pasen por P = (1,1,1,1) y corten a H,r,m y mo.

Tema 3: Aplicaciones afines. Afinidades

Ejercicio 24.—Sea R = {O;u, v} un sistema de referencia afin. Calcular las ecuaciones de las aplicaciones afines
f X — X respecto de R, tales que f(O) =0, 7 =u ? = v’, donde

a) O'=(0,0) u=u+v v=u-v b0 =(,-1) u=3u-v v =-3u+v
c)0'=(2,1) d=-2u vV=-2v d)O0=(-1,00 v'=—u v =v

(Las coordenadas de O’ siempre vienen dadas respecto de R).

Deducir en qué casos son afinidades.

Ejercicio 25.-Sea R = {O; OA4, @} un sistema de referencia afin. Sean P = (0,1), C = (1,0), D = (1,1) respecto

de R. Calcular las ecuaciones, respecto de R, de las aplicaciones afines f X — X tales que f(P) = P', f(C) = C’,
f(D) = D', donde:

Decir en qué casos se obtiene una afinidad.

Ejercicio 26.—En el plano afin X se consideran las siguientes aplicaciones f X — X. Deducir si son o no aplicaciones
afines, y en su caso afinidades:

c) flz,y) = 2z — 1,3y + 2) d) f(z,y) = (3z+1,0)
6) f(m,y) = (xQ + 1’y)'



Ejercicio 27.—Sea R el sistema de referencia afin candnico y R’ = {O’;u,v} con O’ = (1,0) respecto de R, u = (1,1),
v = (1, —1). Calcular las ecuaciones de las aplicaciones afines del ejercicio anterior respecto de R’.

Ejercicio 28.-Sea r la recta de ecuacién ax + by + ¢ = 0 y f una aplicacién afin. Caracterizar f(r) en cada caso.
Poner ejemplos utilizando los ejercicios anteriores.

Ejercicio 29.—Idem con f~1(r).

Ejercicio 30.—Calcular los puntos, rectas y direcciones dobles de las afinidades dadas por las siguientes matrices:

10 0 13 2 1 -1 0 1 -1 2
a) 00 —-1] b 020 olo o 2] a0 4 -2
01 -1 00 2 0 1 1 0 2 0
12 -1 11 2 10 1 11 1
€) 01 2 Hlo1o] 9glo1 =1 ] B|o1o0
00 1 01 2 00 1 01 2

Ejercicio 31.—En el plano afin ordinario, sea f : X — X la proyeccion paralela al vector u sobre la recta r, donde
el vector no es de la direccion de la recta. La proyeccion f se define de la siguiente manera: para cada punto P del
plano, f(P) es el punto de corte de r con la recta P+ < u >. Demostrar que f es una aplicacién afin. Encontrar las
ecuaciones de las proyecciones siguientes:

a)r:2x+y—-5=0 u=(1,1)
b)r:z—y=0 u=(1,0)

Ejercicio 32.-Se consideran los puntos A = (1,0) y B = (—1,0).
a) ;Qué transformacion es la que asocia a cada punto P del plano, el baricentro del tridngulo AABP?
b) Hallar el lugar geométrico de dicho baricentro cuando P recorre la recta 2z + y = 6.

Ejercicio 33.—En el plano afin ordinario se pide:

1) Hallar las ecuaciones de todas las afinidades que dejan invariantes los puntos (1,1), (2,3) y la recta x +y = 2.

2) Hallar el lugar geométrico de los baricentros de los tridngulos transformados del que tiene como vértices (0,0), (1,0),
(0,1), por todas las afinidades anteriores.

Ejercicio 34.—Se considera el conjunto G de todas las afinidades que dejan fijas las rectas z = 1 e y = 1. Se pide:
1) Razonar si G es, 0 no, un grupo, para la composicién de aplicaciones.

2) Hallar la matriz general de los elementos de G.

3) El grupo G contiene homotecias. Hallar sus centros. ;Contiene G traslaciones distintas de la identidad?

4) Hallar los puntos y rectas dobles de una afinidad de G que no sea una dilatacién.

Ejercicio 35.-Se recuerda que un sistema de referencia afin es un objeto compuesto de un punto (llamado origen ) y
una base vectorial. Una afinidad plana f se llama una cizalladura si existe un sistema de referencia afin en el cual f
puede escribirse con unas ecuaciones del tipo

(12 y)=(12y) (1)

OO =
S > Q
=T oo

con A # p.

1.- Hallar las direcciones dobles de una cizalladura.

2.- Discutir, segun los casos, la configuracién de puntos dobles de una cizalladura.
3.- Averiguar si la afinidad de ecuaciones

1 0 O
(1 2 ¢y )=(1 a2 y)|l 0 -7 6
0 -9 8

es o no una cizalladura. Caso afirmativo, hallar un sistema de referencia en el cual sus ecuaciones sean del tipo (1).
Ejercicio 36.-Sea R = {O;u;,us} un sistema de referencia afin, y respecto a él consideremos los puntos Ag = (1,0),
Ay = (2,-1), y larecta r : 2z +y = 1. Para cada punto Ay € r\ {(0,1)}, sea f la afinidad determinada por
f(Ap) = Ao, f(A1) = Ay, f(A2) = G, siendo G el baricentro del tridngulo AgA; As. Se pide:

Hallar la forma general de la matriz de f respecto de R. ;Existe algiin Ay para el que f sea homotecia?



Ejercicio 37.-En el espacio afin X = R?, se considera un sistema de referencia R = {O,u1,uz,us}. Sea f una
afinidad de la que se sabe que
a) el plano 7 : & + y + z = 0 es invariante por f, y la restriccién de f a 7 es una homotecia de razén 3.
b) larecta r : 2z 4+ 4y + 32 =0, 4+ 2y + z = 0 es invariante por f, y la restriccién de f a r es una homotecia de razén
2.
Se pide:
1) Demostrar que el punto r N 7 es invariante por f.
2) Hallar una base vectorial {vy,vq,v3} tal que D(w) =< v1,v92 >, y D(r) =< vz >. Calcular 7(1}1), i=1,2,3,y, a
partir de ellos, 7(ul), 1=1,2,3.
3) Calcular las ecuaciones de f respecto de R, y sus puntos dobles.
Ejercicio 38.—-Sea el espacio afin de dimensién 3.
(Parte 1) Fijemos una recta r y un plano m, tales que r corta a w. Consideremos la aplicacién f : X — X definida por
f(Py=P+ 2P—P7, con P’ = 7w N (P + D(r)). Demostrar que:
1.a) f es biyectiva.
1.b) el conjunto de puntos dobles de f es el plano 7.
s
l.c) VP, Pf(P) € D(r).
1.d) VP, el punto medio del segmento P f(P) pertenece a 7.
(Parte 2)
2.a) Calcular las ecuaciones de f parar:z—1=1—y=z—1,7: 2+ y+ 2z =0. (Es f una afinidad?
2.b) Hallar los puntos dobles de f.

Ejercicio 39.—Sea el espacio afin (X, V,+) de dimensién cuatro. Demostrar que, en cada uno de los casos siguientes,
las relaciones escritas definen una aplicacién afin f de X y encontrar sus ecuaciones respecto del sistema de referencia
R = (0, B). ;Cuéles de ellas son afinidades?

a) f(1,1,0,0) = (0,
£(2,1,0,0) = (012—1)
£(1,2,0,0) = (— 1,1,0 0)
f(1?17170) (17 )
f(1,1,0,1) = (-1 ,2)
b) f(-1,2,1,1,) = (2, :2)
f(0,2,1,1) = (2,2,-1,1)
f(~1,3,1,1) = (34 34)
£(-1,2,2,1) = (0,2,0,—1)
F(=1,2,1,2) = (4,4,-3,4)
¢)  f(0,1,1,0) = (0, 071,0)
f(1,1,1,0) = (0, :2)
£(0,2,1,0) = (— 1,1,0 1)
£(0,1,2,0) = ((1, —1)
£(0,1,1,1) = (=2 2,2)

Ejercicio 40.-Para cada una de las aplicaciones afines del ejercicio anterior, calcular la imagen directa e inversa de la
recta r = (0,0,0,0)+ < (0,1, -1, —-1) >.

Ejercicio 41.-Demostrar que las relaciones:

£(0,1,1,0) = (4,1, —1,10)
£(1,1,1,0) = (4,0,0,9)
£(0,2,1,0) = (5,2, —1,11)
£(0,1,2,0) = (6,2, —2,12)
£(0,1,1,1) = (=3,-7,7,—1)

definen una aplicacién afin. Para cadar € Z, 0 <r <4,y cada L € R(X), dim L = r, hallar las posibles dimensiones
de f(L)y f~Y(L). Caracterizar las variedades L para las que se presenta cada posibilidad.



Ejercicio 42.—Mismo enunciado del Ejercicio anterior con los datos

f£(0,1,1,0) = (—1,2,-6,6)

£(1,1,1,0) = (0,4, —8,10)
£(0,2,1,0) = (=2,2,-10,8)
£(0,1,2,0) = (0,5,—11,13)
£(0,1,1,1) = (0,3,-5,7)

Ejercicio 43.-En el espacio afin R* se consideran las variedades dadas por
Ly=(1,-1,1,-2)+ < (-1,-1,1,0) >
Ly =(1,2,3,4)+ < (0,2,1,0),(0,0,1,2) >

Lo — T1+To+2x3 =8
3= £ZZ1*.T2+2I4 =4

Hallar la posicién relativa de Ly y Lo v la proyecciéon de Ly sobre Lo paralela a Ls.

Tema 4: El espacio euclideo

Ejercicio 44.—En el espacio afin euclideo de dimensién cuatro, y con respecto a un sistema de referencia métrico , se
dan las variedades lineales siguientes:

r: (1,-2,—-4,-1)+ <(0,3,5,2) >
o (1,3,1, 1)+ <(0,1,-1,1)>
7. (0,5,5,4)+ <(0,2,3,1),(=1,1,2,1)>

Se pide:

1) Hallar las posiciones relativas de r y m, y de r y /.

2) Hallar todas las rectas secantes a r, r’ y paralelas a 7.

3) Hallar la recta perpendicular a r y 7, y secante a ambas.

4) Hallar las ecuaciones de la homotecia h de centro (1,3, —1,3) que lleva  en una recta que corta a m. Calcular h(r).

Ejercicio 45.-Responder a las siguientes cuestiones: sobre espacios afines y euclideos de la dimensién que se indica.
1) En un espacio afin de dimensién cuatro se dan dos rectas r, s que se cruzan y un punto P. Dar una condicién
necesaria y suficiente para que por P no pase ninguna recta t secante a la vez a r y s.

2) En un espacio afin de dimensién cuatro se dan tres rectas r, s, t que se cruzan dos a dos y no hay ningin subespacio
propio que contenga a las tres. Decir cudntas rectas son secantes, a la vez, a r, s, t.

3) En un espacio euclideo de dimensién tres se dan tres rectas que se cruzan dos a dos. Dar una condicién necesaria
y suficiente para que exista una perpendicular comun a las tres.

4) Hallar, si existe, la perpendicular comtn a las rectas

r=1+ A T =242\ r=3
y =242\ y=14+2A y=3+A
z2=A\ z=1-—AX z=-—1-2\

5) Hallar el lugar geométrico de las rectas del espacio tridimensional que se apoyan a la vez en

z=0 r=A rz=1
r y:)\ S y=0 t y=1
z=0 z=1 z=A

Ejercicio 46.—FEn el espacio euclideo de dimension 4, y con respecto a un sistema de referencia fijo, se consideran las
siguientes variedades lineales:
L :{ T, —To+x3—204 = 0
T1+ X2+ 23+ T4 = 0

Ly=(1,-1,3,3)+ <(2,0,2,—1),(1,3,1,4) >,



Ly =(1,-2,5,0)+ <(1,1,1,2)> .

Se pide:

1) Averiguar si Ly L Lo.

2) Hallar los hiperplanos que pasan por Lg y son paralelos a Ly. ;Cuéntas soluciones hay?.

3) Dar una condicién para que tenga més de una solucién el problema de hallar un hiperplano que pase por una recta
y sea paralelo a un plano.

4) Hallar una perpendicular comtn a Lo y Ls. ;Cudntas soluciones hay?

Ejercicio 47.—-Supongamos que

1) el universo U es un espacio euclideo de dimensién n > 3,

2) la tierra T es una variedad lineal afin tridimensional T' C U,

3) existe otra tierra 7’ C U tridimensional y no paralela a T".

Se pide:

a) Discutir segin los valores de n =4 6 5 si T NT' puede ser vacio. Idem si T NT’ puede ser un punto.

b) Seann =5,T :{xs =0,25 =1}, T": {x1 + x4 = 1,24 = 1}

bl) ;Desde qué puntos del universo, que no estén en T'UT’, se puede emitir un rayo que toque a las dos tierras Ty
T'7

b2) Hallar el punto de T' desde donde serfa mds econdémico emitir un rayo que llegara a T”. Indicar el punto de llegada.
Nota: se supone que los rayos siguen una trayectoria rectilinea.

Ejercicio 48.—En el espacio euclideo de dimension 4 se considera la recta r y los planos 71, 7 dados por

r=1(2,2,2,3)+ < (1,1,1,1) >,

™ = (4a Oa 27 1)+ < (17 17 07 O)? (717 07 27 O) >a
S 201 — x9 — T3 = 2
2= 31‘1—1‘2—21‘4 = 7

Se pide:
1). Hallar las posiciones relativas de r y 71, y de 71 y ma.
2). Hallar la proyeccién de r sobre 7; paralelamente a .

3). Hallar todas las rectas secantes a r, a w1 y paralelas a .
4). Hallar la perpendicular comin a r y 71 y la minima distancia entre ambas.

Ejercicio 49.—En el espacio euclideo de dimensién 4, y con respecto a un sistema de referencia fijo, se da el punto
P =(0,8,4,6), la recta r = (1,—1,0,1) + ((1, 3,0, 3)), v los planos

|
o

S Ty —Tot+x3—1 = 0 . —3x1+ 20 — 323+ 4
! —T2 + X4 =0 2 73‘%1 - 2393 + x4 + 2

I
o

Se pide:

1. Hallar las ecuaciones (matriz) de la proyeccién sobre m paralelamente a 7.

2. Hallar los pies y la direccién de la perpendicular comtn a r y .

3. Hallar todas las rectas que pasen por P y sean secantes a r y 7.

Ejercicio 50.—En el espacio afin euclideo (X, V,+) sobre R, de dimensién 4, fijado un sistema de referencia, se dan

los planos:
. T1+To —3x3+4=0 .
Tt { T4+ T2 —314+1=0 T2 - (0703070) + <(1,2717 1)3 (1a07070)>
Se pide:
1.- Estudiar su posicion relativa.
2.- Determinar una perpendicular comin a ambos planos y sus respectivos pies. §Es tnica?

Ejercicio 51.-En R* se consideran, respecto de una cierta referencia, la recta r y el plano = dados por:
r:(1,0,0,0) +((a,0,0,1)),
m:(1,4,0,5) 4+ ((1,2,0,3),(2,3,0,4))

donde a € R es un parametro. Se pide:

1.- Determinar la posicién relativa de r y 7 segun los valores del parametro a.

2.- Discutir la existencia de la perpendicular comin a r y 7 segtin los valores de a. Cuando existe, jes tnica?
3.- Para a = —1, hallar la distancia entre r y .



Tema 5: Movimientos y semejanzas

Ejercicio 52.—En el plano afin euclideo, X, se consideran la recta r y un vector u ¢ D(r). Sea f : X — X, la aplicacién

del plano tal que a cada punto P € X le asocia el punto f(P) = P + )\P—P77 donde A e Ry P =rn(P+ (u)). Se
pide:

1.- Probar que f es aplicacién afin. ;Para qué valores de A\ es afinidad?

2.- Hallar los puntos, direcciones y rectas dobles de f.

3.- En los apartados siguientes se considerard fijado un sistema de referencia métrico R. Dar la ecuacién de f si
r:x+y—2=0yu=(1,1). ;Para qué valores de A es f movimiento?

4.- Sea larecta s: 2x +2y — 1 =0 y sea T un tridngulo que tiene un lado sobre r y el vértice opuesto sobre s. Hallar
el lugar geométrico de los baricentros de f(T') para A = 2.

Ejercicio 53.-Se considera el plano afin X y en él un sistema de referencia métrico R = {O;u, v}. Se pide:

1. Hallar la matriz, respecto de R, de todas las aplicaciones afines que dejan invariantes los puntos A = (1,0),
B = (0,1) y la direccién del vector w= (1, 1).

2. Entre todas las aplicaciones afines anteriores hay una que no es afinidad: hallar su ecuacién y comprobar que se
trata de una proyeccion paralela del plano sobre la recta AB paralelamente al vector w.

3. Entre todas las afinidades anteriores hay un movimiento distinto de la identidad: clasificarlo y hallar sus elementos
geométricos.

Ejercicio 54.-Sea M el conjunto de todos los movimientos del plano que dejan invariante la recta r : x = 0.

1) Determinar los movimientos de M. Calcular su expresién matricial general.

2) Sea s la recta y = 0, y O el punto (0,0). Si f es un movimiento tal que f(s) = r, jes cierto que f(O) = O? ;por
qué?

3) Calcular todos los movimientos f tales que f(s) = r y ademds f(O) = O. (hay 4)

4) Calcular todos los movimientos f tales que f(s) =r.

Ejercicio 55.—Clasificar y hallar los elementos invariantes de los movimientos cuyas matrices se dan a continuacién

1 1/3 7/3 1/3 1 20/9 5/9 —4/9
0 2/3 2/3 -1/3 ) 0 4/9 —8/9 1/9
@) 0 2/3 -1/3 2/3 ) 0 4/9 1/9 —8/9
0 -1/3 2/3 2/3 0 7/9 4/9  4/9
1 2 10 -8 1 16/19  92/19 —18/19
0 -1 0 0 p 0 —18/19 1/19  6/19
°) 0 0 —1 0 ) 0 1/19 —18/19 6/19
0 0 0 -1 0 6/19  6/19 17/19
1 38/5 —-1/5 -3 1 —26/9 16/9 —2/9
0 —11/15 2/15 —2/3 0 —4/9 —1/9 8/9
) 0 2/15 —14/15 —1/3 7) 0 —7/9 —4/9 —4/9
0 -2/3 —1/3 2/3 0 —4/9 8/9 —1/9

Ejercicio 56.—En el espacio euclideo tridimensional, sea f un movimiento. Estudiar las rectas y planos dobles de f
segun el tipo de movimiento que sea f.

Ejercicio 57.—Para las tres primeras cuestiones se considerard fijado un espacio afin (X,V,+) de dimensién n > 1
sobre un cuerpo k. Para cada una de ellas, se trata de decir si es verdadero o falso el enunciado. Para que una cuestién
se considere bien contestada deberd contener una respuesta y una justificacion.

Para la tltima cuestién se deberd tener en cuenta que los elementos de un movimiento son: los planos, ejes o
centros de simetria; los planos o ejes, y los vectores desplazamiento, en las simetrias con deslizamiento; los vectores
de las traslaciones; los ejes y dngulos de giros (y los vectores desplazamiento en el caso de movimientos helicoidales);
y los ejes de giro y planos de simetria en las simetrfas con giro (simetrias alabeadas).

1). Dada una recta de X, se puede dar el caso de que se cruce con un hiperplano, si la dimensién n es suficientemente
alta.

2). Sean H un hiperplano y r una recta secante a él. Las rectas secantes a r y paralelas a H rellenan el espacio (esto
es, por cada punto del espacio pasa una de ellas).



3) Se toma n = 4, dos variedades lineales Lq, L/, de dimensién 2 tales que Lo + L), = X y Ly N L} es un punto, y se
designa por f a la proyeccién sobre Lo paralelamente a L. Si r es una recta secante a L, entonces dim f~1f(r) = 3.
4). En el espacio euclideo tridimensional, con coordenadas (x,y, z), se consideran las rectas

f 24+3y+32+1 = 0
" z46y—32-4 = 0

ro = (3,4,1)4 < (0,1,-1) > .

Probar que se cruzan y calcular la perpendicular comin, dando su direccién y sus pies en ambas rectas.
5). Se da el movimiento f del espacio euclideo tridimensional cuyas ecuaciones son

1 —4/3 —14/3 —4/3
0 -2/3 2/3 1/3
0 2/3 1/3 2/3
0 1/3 2/3 -—2/3

Decir de qué tipo es y calcular sus elementos.

Ejercicio 58.-Responder a las siguientes cuestiones de geometria del espacio:

1). Escribir la lista completa de las posiciones relativas de dos planos en un espacio de dimensién 5.

2). En el espacio tridimensional, hallar la ecuacién de la simetria o3 de plano z +y — z = 0.

3). Hallar la ecuacién del movimiento f = o30901, donde o7 es la simetrfa de plano x = 0, y o9 la de plano y = 0.
4). Decir qué tipo de movimiento es f y calcular sus elementos.

Ejercicio 59.—-

1. Clasificar y descomponer como producto de simetrias axiales el movimiento de R? de matriz

1 1 1
0 0 1
010
2. Probar que el movimiento de R® de matriz
1 2 0 2
0 0 01
0o 0 10
0 -1 0 0

puede escribirse como producto de dos simetrias planas.

Ejercicio 60.-En el espacio affn euclideo (X,V,+) sobre R, de dimensién 3, fijado un sistema de referencia métrico,
se da la transformacion f : X — X, definida por:

f(z,y,2) = (2,2,9).

Se pide:
1.- Demostrar que f es un movimiento.
2.- Escribir sus ecuaciones, estudiar de qué tipo es y determinar sus elementos geométricos.

Ejercicio 61.—En el espacio afin euclideo R® se da la transformacion:

T —2y+ 2z + 2z — 2z z4+2x+2
fly,2) = (———+4,7 +4, %)
3 3 3
Determinar si es un movimiento y de qué tipo, estudiando sus elementos geométricos.

Ejercicio 62.—Clasificar las siguientes semejanzas dando sus elementos geométricos:

11 1 1 -2 -1 1 0 0
a) | 0 =3 0 b o v2 V2 o) | 0 Vv3/2 1/2 d o 0o 199
0 V2 —V2 0 —1/2 3)/2 0 —1996 0

\)



Ejercicio 63.-Sea T' = ABC' un tridngulo, sea T’ el tridngulo de vértices A’, punto medio de BC, B’, punto medio
de AC y C’, punto medio de AB. Probar que T y T" son semejantes y encontrar todas las semejanzas que llevan T'
en 7', distinguiendo los casos en que T es escaleno, isésceles o equildtero.

Ejercicio 64.—-Sea T = ABC un tridngulo rectdngulo en A, no isdsceles, y sea A’ el pie de la altura desde A. Probar
que los tridngulos T', T/ = ABA’ y T" = AC A’ son semejantes. Hallar todas las semejanzas que transforman T en T”
yT enT".

Ejercicio 65.—Sean los puntos A = (0,0), B = (2,0), C = (2,1), D = (0,1), E = (2,4) y F = (0,4). Hallar todas las
semejanzas que transforman el rectdngulo L = ABCD en L' = ABEF.

Ejercicio 66.—Nota: Las semejanzas serdn descritas por sus elementos geométricos. Se consideran los puntos:
A=(0,0), B=(1,0), C=(21), D=(1,1), E=(3,1), F=(1,3), G=(-1,3)

sean L y L’ las figuras definidas por los romboides ABCD y DEFG. Se pide:
1.- Hallar razonadamente todos los movimientos que dejan invariante la figura L.
2.- Hallar razonadamente el conjunto de todas las semejanzas que transforman L en L’.

Tema 6: Geometria euclidea plana

Ejercicio 67.—El baricentro G de un tridngulo ABC estéd situado sobre la recta y = 0. Dos de sus vértices son
A= (2,-3), B=(-5,1). El vértice C estd sobre la recta x = 0. Hallar Gy C.

Ejercicio 68.—De un triangulo ABC se conoce AB : 5x — 3y + 2 = 0, la altura relativa a A: 4e —3y+1 =10, y la
altura relativa a B: Tx + 2y — 22 = 0. Hallar los vértices.

Ejercicio 69.—De un tridngulo ABC se conoce: A = (1, 3), vy las ecuaciones de dos medianas: x —2y+1=0,y—1 =10
. Hallar los vértices.

Ejercicio 70.—De un tridngulo ABC se conoce: B = (2,—7), y las ecuaciones de la altura 3z +y + 11 = 0 y de la
mediana = + 2y + 7 = 0 trazadas desde diferentes vértices. Hallar los vértices.

Ejercicio 71.-De un tridngulo ABC' se conoce: C' = (4,3), y las ecuaciones de la bisectriz  + 2y —5 = 0y de la
mediana 4x 4 13y — 10 = 0 trazadas desde un vértice. Hallar los vértices.

Ejercicio 72.-De un tridngulo ABC se conoce: A = (3,—1), y las ecuaciones de la bisectriz x — 4y + 10 =0 y de la
mediana 6x + 10y — 59 = 0 trazadas desde diferentes vértices. Hallar los vértices.

Ejercicio 73.—De un tridangulo ABC se conoce:
-) el lado AB que es la recta x +y —2 =0,
-) que estd contenido en el semiplano de borde AB que contiene al origen,
-) el pie de la altura relativa al vértice C, que es el punto P = (—1,3), y la longitud de dicha altura que es v/8,
-) la longitud de la mediana que pasa por C, que es 4,
-) el punto de corte de la bisectriz interior del déngulo en C, que es el punto Q = (0, 2).
Hallar los vértices.
Ejercicio 74.-Los dngulos B y C de un tridngulo valen 75° y 35° respectivamente. Hallar
a) los dngulos formados por cada dos alturas,
b) los dngulos formados por cada dos bisectrices.

Ejercicio 75.—En un tridngulo los angulos B y C valen 60° y 20°. Hallar el dngulo que forman la altura y la bisectriz
trazadas desde el vértice A.

Ejercicio 76.—En un tridngulo rectdngulo en A, el dngulo B mide /5. Hallar

a) los dngulos que forma la altura relativa a la hipotenusa con cada cateto;

b) los dngulos que forman con la hipotenusa la mediana y la bisectriz que parten del vértice A.

Ejercicio 77.-Demostrar que el dngulo que forma la mediana con la altura de un tridngulo rectdngulo en A, trazadas
ambas desde el vértice A, es igual a B — C.

Ejercicio 78.-Demostrar que en un tridngulo ABC, el angulo obtuso que forman las bisectrices de los dngulos B y C
es igual a un dngulo recto méas A/2.

Ejercicio 79.-Probar que si una recta pasa por un vértice de un tridngulo y por el punto medio de una mediana
relativa a otro vértice, entonces divide al lado opuesto en dos segmentos que son el uno duplo del otro.
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Ejercicio 80.—Se dan las rectas
X+ Yy — 2=0

ro:x+2y—3=0

rg:3x+y—4=0

g —r+y—1=0

r5:—x+y—3:0.
Se pide:
1.- Hallar los vértices A, B, C' de un tridngulo sabiendo que el radio de la circunferencia circunscrita es 2 y que r; es
la mediatriz de AB, ro es la mediatriz de BC, y r3 la de C'A. ;Cudntas soluciones hay?. Hallarlas todas.

2.- Hallar los vértices B, C' de un tridngulo equildtero, sabiendo que A = (1,1), que B estd sobre 4 y que C' estd sobre
r5. (Cudntas soluciones hay?. Hallarlas todas.

Ejercicio 81.-Hallar los vértices de un tridngulo ABC', sabiendo que el lado AB estd sobre la recta z +y = 1, el
punto medio de AB es (3, —2), la altura correspondiente a dicho lado mide 3/v/2 y la bisectriz interior que pasa por
Cesx=2.

Tema 7: El espacio proyectivo

Ejercicio 82.—Sean Pi,..., P, puntos de P, (k). Probar que son linealmente dependientes si y sélo existe un ¢ €
{1,...,m} tal que P; depende linealmente de Py,..., P,_1, Pit1,..., Pn.

Ejercicio 83.-Estudiar la posicion relativa de dos variedades lineales de un espacio proyectivo de dimensién 3.

Ejercicio 84.—Hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas de la recta r que pasa por los puntos (1 : —1: 2) y
(2:1:1) de Py(k). Hallar también el punto de interseccién de r con la recta s de ecuacién xg + 1 + z2 = 0. Hallar
las ecuaciones del haz de rectas que pasan por r N s.

Ejercicio 85.-Estudiar las posiciones relativas de tres rectas en un plano proyectivo.

Ejercicio 86.—Determinar las posiciones relativas de las siguientes ternas de rectas en Po(R):

o — 1 + X2 = 0 xo -+ r1 + Tro = 0 o + X1 =0
a) 3z + x5 =0 b) a9 + 3z3 — 3z2 =0 c) xo + x5 =0.
o — 1 — xo =0 Xo + 3z =0 1 + x2 =0

Nota: En los ejercicios siguientes, si no se dice otra cosa, se considerard el espacio proyectivo P3(k).

Ejercicio 87.-Determinar las ecuaciones paramétricas e implicitas del plano que pasa por los puntos (1:0: —1: 3),
(2:1:=1:1)y(1:1:0:1).

Ejercicio 88.—Hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas de la recta que pasa por los puntos (2 :1:3:0) y
(0:1:0:1).

Ejercicio 89.-Sean r y s dos rectas distintas. Probar que son equivalentes:

a) Ty s se cruzan.

b) Si Py, Py, Ps, P3 son puntos distintos con Py, Py € r, Py, P3 € s, entonces { Py, Pi, Py, P3} es un conjunto lineal-
mente independiente.

Ejercicio 90.-Determinar las posiciones relativas de los siguientes pares de rectas:

_ _ To — dxr1 + bdx:o =0
To = SA 4+ u xg = 4\ — bu r{ lre — 3z 4+ Tos 4+ 25 —0
a) r ry = -2\ — 3u x1 = A = 3u 5 b) = P10 con
O 2= 24 P=(7:5:-2:0)
o= A 3= A Q=(1:3:0:-2)
r{ r9 — 2x1 + 3wy + 33 =0 r=PLQ s R4S
) Mo = ot Smod s =0 g) P=(1:0:1:0) , R=(0:1:0:1)
o — T1 - 2 = —(1-21-0- —0:-0:1:—
{ _3x0 - X1 — 2%2 — X3 = 0 Q - (1 : 1 : 0 : 0) ) S (O N 0 : ]' : ]‘)
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Ejercicio 91.-Determinar las posiciones relativas de la recta r y del plano H en cada uno de los casos siguientes:

a) r 2rg — 6x1 + 14xe =0 I plano determinado por los puntos:
drg — 26x; + ldze + ldzg =0 (1:-1:2:3),(4:5:-1:2),(3:1:0:1)
To= — A + 2u , x1= A + p _
b) T’{:L?: A — 4, owms= A+ ou H{ 3xg + 2x1 + 5z + Tx3 = 0.
Ejercicio 92.—Sea r la recta que pasa por los puntos (5:4:1:6)y (1:—1:2:3), y s larecta que pasa por los

puntos (4:5:—1:2)y (3:1:0:1). Se pide:
a) Probar que r y s se cruzan.
b) Probar que el punto P =(1:1:1:1) no estd ni en r ni en s.
c) Determinar las ecuaciones de la recta ¢ que pasa por P y que sea coplanaria con r y s (separadamente).
d) ¢{Tendria solucién el apartadoc) si PEr d P€s6rnNs # 0?7

Nota: Aunque el ejercicio anterior estd enunciado con unos datos concretos, debe ser entendido en general, es decir,
pruébese que, dados un punto P y dos rectas r y s que se cruzan en IP3, hay una recta (tdnica, si P ¢ rUs) que se
apoya en las tres variedades dadas.

Ejercicio 93.—Estudiar las posiciones relativas de dos planos de P4(k), probando que dos planos se cortan en un punto
si y sélo si no estan contenidos en un hiperplano.

Ejercicio 94.-Estudiar las posiciones relativas de una recta y un plano en Py(k).

Ejercicio 95.—Determinar las posiciones relativas de las siguientes variedades de P4(k):

To = 2
I ro — T1 — Ty — T3 =0 = A+ o
T — X3 — T4 = 0 M ro = -
N=(1:1:0:1:1) T3 = 7
Ty = A+ ow
Ejercicio 96.-Consideremos las rectas de P3(k) siguientes:
g — x1 =0 xg + x2 — x3 =0
t a

X9 — I3 = 0 Xr1 — X3 =0

xg + x1 — x3 =0 T =0 200 — x3 =0
b c d

X9 =0 ro — X9 = 0 ry — X2 = 0

Se pide:

a) Probar que por cada punto de ¢ pasa una tnica recta r que se apoya en a y en ¢ y una unica recta s que se apoya
enbyd.

b) Con la notacién anterior, sea P = (1 :1:0:0), A=rNa, C =rNe B=sNb D = snNd. Calcular
Q=ABnNnCD.

c¢) Dado cualquier otro punto de ¢, jse siguen cortando AB y CD? Razdnese la respuesta.
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Departamento de Algebra
GEOMETRIA
Curso 2005-06

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS

Tema 1: El espacio afin
Ejercicio 1.— 20 4+y—22=5
Ejercicio 2.- a)x +y—5z=3 b)z+y—52=0

Ejercicio 3.— No tiene solucién. Existe una recta, (z,y,z) = (3,1,0)+ < (—=1,1,1) > que corta a r y es paralela a

7.

Ejercicio 4.— El punto de interseccién es G = (2,1, 1).

¥
9

a5,

Ejercicio 5.— a) 4xy —2yz +3z2 —24 =0 b) 22z —3y =0 c) z=

Ejercicio 6.—
a) 6z —8y —52=0
b) (7T—6N)x+ BX=5)y+ (BA—=8)z4+19A—-7 = 0
6Ax — (BA+5)y — (BA+5)z+9X = 0
El plano 7z — 10y — 132 4+ 28\ — 7 = 0, cuya ecuacién es la suma de las dos ecuaciones anteriores, contiene a cada una
de las rectas que se obtienen, para cada A, y es siempre paralelo al plano 7z — 10y — 13z = 0, que es el plano pedido.

Ejercicio 7.—
a) Paramétricas: (z1,z2,23,24) = (1,0,1,0)+ < (1,1,2,-1),(0,1 - 3,0),(1,2,—1,1) >.
Ecuaciones implicitas: —bx + 3y + z+4 = 0.
b) Paramétricas: (z1,x2,3,24) = (2,0,0,—-2)+ < (1,1,0,1),(0,0,0,1),(1,0,1,2) >
Ecuaciones implicitas: ¢ —y — 2 —2 = 0.
¢) Paramétricas: (x1,x9,x3,z4,25) = (—1,1,0,0, 1)+ < (1,1,2,—-1,0),(0,1 — 3,0,1) >

Ecuaciones implicitas:
—5r1 4+ 322 +23—8 =
T1+xa+1 =
Tr1 — T2 —+ Iy + 1 =

o O O

Ejercicio 8.—
a) Pp=1(0,0,—1, ) P =(1,1,4,0),P, = (0,1,-1,1)
b)POZ(Ovla]-vO) :(7 )
c) 0
d) P =(-1,0,0,0), P, =(-1,1,0,0), P, = (0,0,1,0), Ps = (—2,0,0,1)

Ejercicio 9.— Ecuaciones implicitas:
a) 2z1 + a9 — 223 —x4 =0
3r+2y+2z = 0
) { 3z+3y+t = 0
C) T3 — Ty = 0.
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Tema 2: El reticulo de las variedades lineales afines

Ejercicio 10.— Aplicar la férmula de la dimensién. En este caso puede resultar méds comodo utilizar las ecuaciones
implicitas.

Ejercicio 11.— Aplicar la férmula de la dimensién.
Ejercicio 12.— Aplicar la férmula de la dimensién.
Ejercicio 13.— Aplicar la férmula de la dimensién.
Ejercicio 14.— Aplicar la férmula de la dimensién.
Ejercicio 15.— Aplicar la férmula de la dimensién.

Ejercicio 16.— Sea el punto P = (xg, Yo, 20, t0)-
a) (z,y,z,t) = (zo, Yo, 20, to) + Au con u # 0.
b) (z,y, z,t) = (20, Yo, 20, t0) + Au + pv con u, v linealmente independientes.
¢) alx —x9) + by —yo) + c(z — z0) + d(t — tp) = 0.

Ejercicio 17.— Distinguir en la primera implicacién entre LNL' # ) y LNL' = ) y aplicar la férmula de la dimensién.

Ejercicio 18.— No, porque si existiese tal recta, estaria contenida en Ly + Lo y pasaria por P, lo que contradice las
condiciones de la pregunta.

Ejercicio 19.— Aplicar la férmula de la dimensién.

Ejercicio 20.—
Hrnr={P=(1,-1,1,2)}
2) T, —2r3—24+3=0
3)s=(1,1,1,1)+ < 1,1,1,-1) >
4) Todas las rectas que pasan por P y cortan a s, esto es, las rectas de ecuacién:

(1,-1,1,2) 4 < (A 24+ A0, -1 —X) >

Ejercicio 21.—
a) Todas las rectas que pasan por @) y estdn en el plano Q + r (z1 + x5 = 2; ©4 = 0).
b) Solucién tnica: (21,2, %3, 74) = (2,2,0,0)+ < (1,2,—1,0) >.

Ejercicio 22.—

1) 71 y r2 se cruzan. r1 + 79 es el hiperplano de ecuacién: zo — x3 = 0.

2) Existe solucién dnica para todo valor de a # 0, %, 1.
Ejercicio 23.—

1) » y H se cortan en el punto (—2,0,—1,—1). m y 72 se cortan en el punto (0,0,0,0).

2) El tnico hiperplano que contiene a r y a w1 es 3 — x4 = 0. No existe ningin hiperplano que contenga a r y a
Y.

3) No existe ninguna. Hay una recta, (1,1,1,1)4+ < (1,0,1,1) >, que verifica la condicién de ser coplanaria con r,
pero es paralela a r.

Tema 3: Aplicaciones afines. Afinidades

Ejercicio 24.—

1 0 0 1 1 -1
a) 12" y)=0Qxzy)| 0 1 1 , 2 y)y=Qzy [ 0 3 -1
01 -1 0 -3 1
1 2 1 1 -1 0
o)1z y)y=0Qzy)| 0 =2 0 , A2 y)y=0zy)[ 0 -1 0
0 0 -2 0 0 1

a), ¢) y d) son afinidades, b) no es una afinidad.
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Ejercicio 25.—-

1 1 -1 1 5 —1
a) 12" y)y=0Qxzy)| 0 0 1 , b2 y)y=0zy)[ 0 -3 0
0 -1 1 0 -3 2
1 0 1 1 0 -1
o)1z y)y=0Qzy)l 0 1 0 , A2 y)y=0zy)[ 0 0 2
0 -1 -2 0 1 —1

En los cuatro casos se trata de afinidades.

Ejercicio 26.— a), b) y ¢) son afinidades; d) no es una afinidad, pero es una aplicacién afin; e) no es una aplicacién
afin.

Ejercicio 27— Las matrices correspondientes son:

101 1 1/2 1/2 1 1 -1 1 3/2 3/2
a)l 010 .0l o 2 o0 ol o 52 —1)2 o d) | 0 3/2 3/2
001 0 0 2 0 —1/2  5/2 0 3/2 3/2

Ejercicio 28.— Aplicar f ala recta r = P+ < u >.
Ejercicio 29.— Poner r en forma matricial y usar la ecuacion de f.
Ejercicio 30.—-

a) Puntos dobles: (0,0). Rectas dobles: En R no hay; En C

r:(3—ivV3)z+(B3+iV3)y=0
re: (3+iV3)z+(3—-iV3)y=0"

Direcciones dobles: En R no hay; En C, (1, _1'5“/5), (1, _1_2“/‘;’).

b) Puntos dobles: (—3,—2). Rectas dobles: todas las rectas que pasan por el punto (—3, —2). Direcciones dobles:
todas las direcciones son dobles.

c) Puntos dobles: (0,1). Rectas dobles:  +y — 1 =0;2z —y + 1 = 0. Direcciones dobles: < (1,2) >, < (1,-1) >.

d) Puntos dobles: (3,—4). Rectas dobles: = 4+ y + 1 = 0. Direcciones dobles: < (1,—1) >.

e) Puntos dobles: No hay. Rectas dobles: no hay. Direcciones dobles: < (0,1) >.

f) Puntos dobles: No hay. Rectas dobles: y + 2 = 0. Direcciones dobles: < (1,0) >, < (1,1) >.

g) Puntos dobles: Hay una recta de puntos dobles: = 1. Rectas dobles: x =k , k € R. Direcciones dobles:
< (0,1) >.

h) Puntos dobles: Hay una recta de puntos dobles: y +1 = 0. Rectas dobles: la recta anterior y x —y + k =
0 , k€ R. Direcciones dobles: < (1,0) >, < (1,1) >.

Ejercicio 31.— La primera parte es tedrica (tomar un sistema de referencia adecuado).
1 5/3 5/3 1 00
a)(1z'y)=0Qzy) | 0 1/3 —2/3 , b2 y)y=0Qxy)| 0 0 0O
0 -1/3 2/3 0 11

Ejercicio 32.—
a) homotecia de centro O = (0,0) y razén 1/3.

b) 20 +y = 2.
Ejercicio 33.—
1.-
1 A -2 1
(12 y)y=0zy)| 0 1-—2X 2\ , AeERAN# -
0 A 1-2A 3

2.- 3z 4+ 3y — 2 =0, exceptuando el punto (5/9,1/9).
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Ejercicio 34.—-
1) Es inmediato.
1 A I
2)yM=1[ 0 1-2X 0 ;o ApeER ) Ap#£l
0 0 1—p
3) Todas las homotecias tienen el mismo centro: (1,1). No hay traslaciones distintas de la identidad.
4) (A # p) Segin los valores de A y p puede haber un tnico punto doble (1,1) o las rectas de puntos dobles:
x =1,y = 1. Rectas dobles: las paralelas a las anteriores, dependiendo también de los valores de A\ y pu.

Ejercicio 35.—-

1) Direcciones dobles: < (0,1) >, < (1,0) >.

2) Puntos dobles: si A, # 1, hay un tnico punto doble: (1%, ﬁ
puntos dobles: y = ﬁ Si A # pu=1yb=0, hay una recta de puntos dobles: x = 1. En los deméds casos no hay
puntos dobles.

3) Existen infinitas posibilidades. Por ejemplo: R = {(0,0); (1, —1),(—3,2)}, resultando la matriz de f,

). Sip# A=1ya=0, hay una recta de

10 O
0 2 0
0 0 -1

1 3—2a 4a—3

3a 3
Ejercicio 36.- Matriz de f: | 0 223 3—31(1
0 2%—3 _%B—a
a a
f no puede ser nunca una homotecia porque tiene dos puntos dobles.

Ejercicio 37.—
1) Es inmediato puesto que r y 7 son invariantes por f.

— —

2) flur) = (1,1,0), fluz) =(-2,4,0), flus)=(-2,1,3).

1 0 0 O
0 1 1 0 L.

3) 0 -2 4 3 El tnico punto doble es el (0,0, 0).
0 -2 1 3

Ejercicio 38.—
1) Observar que f? = idx. Puede considerarse un sistema de referencia apropiado.

1 0 0 0
2) Matriz de f: 8 :; g :;
0 -2 2 -1

f es una afinidad. La variedad de puntos dobles de f es el plano 7: z +y + 2z = 0.

Ejercicio 39.—

1 1 -2 =8 4
0 1 4 -2
a) M(f)=1 0 -1 1 2 -1 f es una afinidad.
0 1 -1 3 -2
0 —1 1 -1 1
1 0 0 0 -2
0 0 -1 1 -1
b) M(f) = 0 1 1 -1 2 f es una afinidad.
0 -2 -1 2 -3
0 2 1 -1 2
1 0 0 0 0
0 0 1 -2 2
c) M(f)= 0 -1 1 -1 1 f no es una afinidad.
0 1 -1 2 -1
0 -2 2 -3 2
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a) f(r)=(1,-2,-8,4)+ < (-1,1,0,0) > ; f(r)=(1,1,1,1)+ < (1,3,-7,-10) >
Ejercicio 40~ b) f(r) = (0,0, 0, Nt < (1,1,-2,3)> ; fHr)=(2,4,0,2)+ < (~3,-4,0,2) >
) [f(r)={(0,0,0,0)} ;) =
1 1 -1 0 7
0 0 -1 1 -1
Ejercicio 41.- M(f)=| 0 1 1 0 1
0 2 1 -1 2
0 -7 -8 8§ —11
[ es una afinidad y dim(L)=dim(f(L))=dim f~(L).
1 -1 -1 3 -3
0 1 2 =2 4
Ejercicio 42- M(f)=]1 0 -1 0 -4 2
0 1 3 -5 7
0 1 1 1 1
f no es una afinidad. dim Ker f = 2. dim f(L) =r, r —1,r — 2, segin sea dim [D(L) N Kerﬂ =0,1,2

respectivamente. .
Si f7YL) #0, dim f~Y(L) = 2,3,4, segtin sea dim[D(L) N Imf] = 0,1, 2 respectivamente.

Ejercicio 43.— L; y Ls se cruzan. La proyeccién es un punto: (1,1,0,—1).

Tema 4: El espacio euclideo

Ejercicio 44.—
1) r y m se cruzan. r y r’ se cruzan.
2) (1,53, )+ <(0,2,3,1) >
3) La perpendicular comtn es la recta PQ con P = (1,1,1,1),Q = (1,2,0,2) (pies de la perpendicular).

1 L 3 _1 3
7 2 2 2
0 5 0 0 0
4) 0 03% 00 h(r) = (3,4,2, 1)+ < (0,2,3,1),(~1,1,2,1) >
000 L0
o000 o1
Ejercicio 45— 1)P ¢ r+ sy, si P € r + s, que la recta sea coplanaria, pero paralela a r o a s. 2) Considerar

(r+s)Nt. 3) Que las tres direcciones sean linealmente dependientes. 4) No existe 5) zy — « + zz — zy = 0.

Ejercicio 46.—
1) Ly es perpendicular a Lo.
2) 8!1,‘1 — 2(E2 +8$3 — 71}4 —52=0.
3) La condicién es que r sea paralela a 7.
4) (3,—-1,5,2)+ < (1,0,—1,0) > (tinica).

Ejercicio 47.— a) T NT’ puede ser vacio si n = 5. T N'T’ no puede ser un punto para n =4 6 5.
bl) Desde cualquier punto de U, que no esté en alguno de los hiperplanos x4 = 0 6 24 = 1 (hiperplanos que
contienen a una tierra y son paralelos a la otra).

b2) P = (0,b,c,0,1) , Q= (0,b,¢,1,1) , VbceR.

Ejercicio 48.— 1) r y m se cruzan. m y 7o se cortan en el punto P = (3,0,4,1).
2) La proyeccién pedida es un punto @ = (—2,—6,2,1). 3) (—2,—6,2,1)+ < (44+ X\, 8+ X\, A\, 2+ A) >
4)%’1:%:%1:%.&7“,7&):\/@.

1 -1/2 -3/2 0 -3/2
0 3/2 3/2 0 3/2
Ejercicio 49— 1) M(f)=1] 0 1/2 -1/2 -1 -1/2
0 1/2 3/2 1 3/2
0 -1 O 1 0
2) P =(1,0,0,0), Q= (1,—1,0,1) PQ = (0,-1,0,1) 3) (0,8,4,6)+ < (1,15,4,11) >
Ejercicio 50.— 1) m; y 2 son disjuntos y sus direcciones tienen una recta vectorial comun: < (1,2,1,1) >

2) La perpendicular comun no es tnica. Su direccién es < (0,0, —1,1) > y los pies son:
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P=(1+3t,7+6t,4+3t,3+3t)y Q= (1+3t,7+6t,L+3t,I+3¢).
Ejercicio 51.— 1)

e Sia# —1,ry 7 se cortan en un punto.

e Sia=—1, ry mson paralelos y disjuntos.

2) Hablamos de perpendicular comin cuando las variedades son disjuntas, en nuestro caso cuando a = —1, y como
no se cruzan, la perpendicular comtn no es unica.

3) d(r,m) = /4.

Tema 5: Movimientos y semejanzas

Ejercicio 52.—-

1.- Considerar un sistema de referencia apropiado. Es afinidad para A # 1.

2.- Si A # 0, 1, hay una recta de puntos dobles: r, direcciones dobles: D(r), < u > y rectas dobles: r y las paralelas
au. Si A =0 se trata de la identidad y si A = 1 es una proyeccién paralela.

1 A A
3.-Matrizde f: [ 0 252 —2 |. f es movimiento para A = 0 (identidad) y para A\ = 2 (simetria axial de eje
A 2-3
0 -3 %
T).
4-20+2y =5
Ejercicio 53.—-
1 1A 1A . 11
2 2
au(p)=( 0 2P 22 ) padyy=aen (o T 1) a=o
0 A=l AfL 0o -1 1
2 2 2 2
¢) Simetria axial de eje x +y = 1.
Ejercicio 54.— 1) Expresién matricial:
10 8 1 0 8 10 8 1 0 8
01 0 o =1 o0 o1 oo o =10
0 0 1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 1

que son respectivamente:
- traslaciones de vector (0,3). Si 8 =0, es la identidad.
B
)

- simetrias centrales de centro (0, 5).
- simetrias axiales de eje y = g

- simetrias con deslizamiento de eje z = 0 y vector (0,3). Si 8 = 0 es la simetria axial de eje x = 0.
2) - Si f(s) = r no tiene por qué ser f(O) = O. Por ejemplo, el giro de centro O y dngulo /2, seguido de una
traslacién de vector (0,1), lleva s sobre r y O sobre el punto (0, 1).
3) - giro de centro O y dngulo 7/2.

- giro de centro O y dngulo 37 /2.

- simetria de eje y = x.

- simetria de eje y = —x.
4) - giros de centro (—m,m) y dngulo 7/2.

- giros de centro (m,m) y angulo 3m/2.

- simetrias con deslizamiento de eje y = = + m y vector (m,m).

- simetrias con deslizamiento de eje y = —z + m y vector (—m,m).
Ejercicio 55.— a) Simetria plana con deslizamiento. Plano: « — 2y + z + 2 = 0 Vector: (1,1,1).

b) Movimiento helicoidal. Eje: 7x 4+ 4y — 5z = 10; 52 + 8y — z = 2 Vector: (%, —%, %) Angulo de giro: 37’7, visto
desde (2,-1,2).

c¢) Simetria central de centro (1,5, —4).

d) Simetria axial de eje (0,2, —3)+ < (1,1,6) >.

e) Simetria axial con deslizamiento. Eje: 5x + 2z = 16;5y + z = —2. Vector: (2,1, —5).
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f) Simetria rotacional. Eje de giro: (_75, %, _75)—1— < (2,2,—1) >. Plano de simetria: 2z +2y — z+1 = 0. Angulo
de giro: 37”, visto desde (2,2, —1).

Ejercicio 56.—
e Si f es la identidad todos son dobles.
e Si f es una traslacién, todos los paralelos al vector de traslacién.

e Si f es una simetria especular:

1. Las rectas dobles de f son, evidentemente, las perpendiculares a H y las contenidas en él.

2. Los planos dobles de f son el mismo H y los perpendiculares a él.
e Si f es una simetria especular con deslizamiento de plano H y vector u:

1. Las rectas dobles de f son las contenidas en H con direccién la del vector u.

2. Los planos dobles de f son H y los perpendiculares a él cuya direccién contiene a u.

En efecto, se debe observar, antes de nada, que, para cada A € X, el punto medio M del segmento Af(A)
estd en H. Esto se prueba asi. Si A € H, es f(A) € H, y la conclusién es clara. Si A ¢ H, y M’ € H es el
punto medio del segmento Ao (A), el teorema de Thales implica que MM’ || o(A) f(A), luego MM' C H, lo que
prueba nuestro aserto. Sea ahora r una recta doble para f. La observacién anterior implica que r debe tener un
punto P en comun con H. As{ r = Pr(P) C H y D(r) =<u>. Sea ahora H' # H un plano doble para f. La
observacién precedente indica que H' N H es una recta r, que es doble, luego de la direccién de u. El hecho de
que H' L H proviene de que, si A € H'\ H, H' es el plano determinado por A, c(A), f(A), que es perpendicular
a M.

e Si f es una simetria axial de eje rq:

1. Las rectas dobles de f son las perpendiculares y secantes a rg, més la misma rg.

2. Los planos dobles de f son los perpendiculares a 1y y los que la contienen.

La afirmacién relativa a rectas es trivial; veamos la relativa a planos. Sea H un plano doble que no contenga a
ro; entonces H Nry debe ser un punto Py. Para todo P € H \ g, el plano H debe contener a la recta Py P, que
es perpendicular a rg. Por tanto, H L rg.

e Si f es una simetria axial con deslizamiento de eje rg:

1. f tiene una unica recta doble, que es 7.

2. Los planos dobles de f son los que pasan por ryg.

La demostracién de estas afirmaciones se hace de la manera siguiente. De manera andloga al caso de las simetrias
con deslizamiento (respecto de planos), probamos que, para cualquier A € X, el punto medio M del segmento
Af(A) estd en ro. Sea r una recta doble, A € r; entonces M7(M) = r, y as{ r = ro. Por esa misma observacién,
todo plano doble debe contener dos puntos de 7o, luego debe contener a la propia rg.

e Si f es una simetria central de centro A:

1. Las rectas dobles de f son las que pasan por A.

2. Los planos dobles de f son los que pasan por A.
e Si f es un giro de eje ry:

1. f tiene a ry como tinica recta doble.

2. Los planos dobles para f son los perpendiculares a rq.

En efecto, si P ¢ 1o y H es el plano perpendicular por P a rg, la recta Pf(P) estd contenida en H, y no puede
ser doble porque los giros planos no tienen rectas dobles. Esto prueba el aserto sobre rectas. Supongamos que
f tuviese un plano doble H' no perpendicular a rg, y sea H un plano cualquiera perpendicular a rg. Entonces
H N H’ serfa una recta doble para un giro en el plano H, y eso sabemos que es imposible.
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e Si f es un movimiento helicoidal de eje 1o, f = 79 = g7 con g giro de eje ¢ y 7T traslacién de vector paralelo al
eje:

1. f tiene a ry como tinica recta doble.

2. f no tiene planos dobles.

En efecto, es claro que rg es doble para f, y veamos que no hay otra. Sir # ry fuese una recta doble para f seria
g(r) = 771(r). Asi, la direccién de r debe estar generada por un autovector de g de autovalor 1, luego 7 || 7o.
Pero, en este caso, si P € r no puede ser f(P) € r, luego hay una contradiccién. Esto prueba el aserto relativo a
las rectas. En cuanto al aserto relativo a planos, vemos que ningiin plano paralelo a ry puede ser doble, pues g
no tiene planos dobles paralelos a r3. Como todo punto de g se desplaza por f, tampoco puede tener f planos
dobles secantes a 7.

e Si f es una simetria alabeada o rotacional respecto a una recta rg y un plano Hy, f = o0g = go, g un giro de eje
ro y o la simetria respecto de Hy, g y Hy perpendiculares:

1. f tiene una tunica recta doble, que es rg.

2. f tiene un unico plano doble, que es Hy.

En efecto, claramente rg y Hy son dobles, y f induce sobre Hy un giro de centro A. Veamos que no hay otra
recta doble. Obviamente, ninguna recta secante a Hy puede ser doble. Ninguna recta contenida en Hj es doble
porque los giros no tienen rectas dobles. Por una recta r paralela a Hy y no contenida en él, pasa un plano H
paralelo a Hy y distinto de él. Entonces g(H) = H pero o(H) || H y distintos, luego r no puede ser doble. Esto
concluye el razonamiento relativo a rectas. De todos los planos perpendiculares a rg el tnico doble es Hy. Si H
es un plano no perpendicular a rg y doble, entonces H N Hy deberia ser una recta doble distinta de rg, lo que es
imposible. Esto prueba el aserto relativo a planos.

Ejercicio 57.— F/V/V. 4)Perpendicular comun: direccién=< (2,3,3) >, pies:P, = (1,0,—1) P> = (3,3,2). 5)

Simetria axial con deslizamiento. Eje: {x —2=0 ; 2z—y=1}; vector: (—2,—4,—2).
Ejercicio 58.— 1) Aplicar la férmula de la dimensién.
1 0 0 0
o 1 _2 2
/ / / 3 3 3
)2’y ) =QQayz) | o _2 1 2
3 3 3
2 2 1
0 3 3 3
1 0 0 0
1 2 2
. 0 -3 §5 —3
3) La matriz de f es: 0 2 _1 _2
3 3 3
2 2 1
0 3 3 3

4) f es una simetria rotacional cuyo dnico punto doble es (0,0,0). Su eje de giro es x +y = 0; 2 = 0, el plano de
simetria es x — y = 0 y el dngulo de giro es o = 289°28'16", visto desde el sentido del vector (1, —1,0)

Ejercicio 59.— 1) Es una simetria axial con deslizamiento. Una posible descomposicién es f = o,,0,,0.,, con
rm:rx+y=1r:x=0yrg:y=0.

2) El movimiento f tiene una recta de puntos dobles, es un giro. Tomando un punto no doble P y el plano mediador
de Py f(P), Hy, obtenemos que oy, f tiene como variedad de puntos dobles un plano Hs. Por tanto, oy, f = opg, y

entonces f =omg,0m,-

Ejercicio 60.— 1) Basta ver que conserva las distancias o bien que, escrito en forma matricial, la matriz Ay es
ortogonal.
2)
1 0 00
/ ! / 0 O 1 0
01 0O

Es un giro de eje la recta = y = z y dngulo de 120°, visto desde el sentido del vector (1,1,1).
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Ejercicio 61.— Simetria plana con deslizamiento. Plano:x + y — z = 4. Vector desplazamiento: (%,

Wl
wloo
S~—

Ejercicio 62.—

e a) Semejanza directa: giro con dilatacién de centro ( %, 3), dngulo 7 y razén 3.

e b) Semejanza inversa: simetria con dilatacién de centro (— H%ﬁ, —3), ejex — (1 + V2)y + % =0 y razén 2.

s

V3 —M%) y dngulo %.

e c) Es un movimiento: giro de centro (5>,

e d) Semejanza directa: giro con dilatacién de centro (0,0), 4ngulo 7 y razén 1996.

Ejercicio 63.— a) Observar que los lados son proporcionales. b)

e Escaleno: una semejanza directa de centro el baricentro G, angulo 7 y razén %

o Isésceles:

1
5
1

— Una semejanza inversa de centro G, eje la paralela por G al lado desigual y razén 3.

— Una semejanza directa de centro el baricentro G, angulo 7 y razén

e Equildtero:

— Tres semejanzas directas de centro G, razén % y angulos respectivos m, %’“ y %”

— Tres semejanzas inversas de centro G, razén % y ejes respectivos las paralelas por G a los tres lados del
triangulo.

Ejercicio 64.—
e T'— T': Semejanza inversa de centro B, razén ¢ y eje la bisectriz interior del dngulo B.

e T/ — T" : Semejanza directa de centro A’, razén % y angulo 7 .

Ejercicio 65.—-

100
. 00 2], Semejanza inversa de centro A, eje y = x y razén 2.
0 20
1 2 0
. 0o 0 2], Semejanza directa de centro (%, %), angulo 7 y razén 2.
0 -2 0
1 0 4
° 00 -2 |, Semejanza directa de centro (%, %), angulo 37” y razom 2.
02 0
1 2 4
. 0o 0 -2, Semejanza inversa de centro B, eje x +y = 2 y razoén 2.

o
|
N
o

Ejercicio 66.— 1) Identidad y simetria central de centro M = (1,1/2).
2)

e Semejanza inversa de centro D = (1,1), eje: y = 1 y razén=2.

e Semejanza inversa de centro (1,—1), eje: x =1 y razén=2.
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Tema 6: Geometria euclidea plana

Ejercicio 67— C = (0,2) Baricentro = (—1,0)

Ejercicio 68— A= (-1,-1) B =(2,4) C =(6,1)
Ejercicio 69.—- A= (1,3) B=(-3,-1) C=(51)
Ejercicio 70.- A= (—4,1) B=(2,-7) C = (5,-6)
Ejercicio 71.- A= (-12,1) B =(9,-2) C=(4,3)
Ejercicio 72— A= (3,—-1) B = (10,5) C=(-1,8)

Ejercicio 73.—

(
A=(1++6,1—+6) B=(1-+6,1+6)

Ejercicio 74— Alturas: 75° 70° , 35°
Bisectrices: 72'5° , 55° , 52/5°

Ejercicio 75.— 20°

Ejercicio 76.- a) Iy 3T b) 2%y 9%

Ejercicio 77—
Ejercicio 78.—
Ejercicio 79.—

Ejercicio 80.—-

El punto medio de la hipotenusa es el circuncentro del tridngulo.

Suma de los angulos de un triangulo.

Aplicar el Teorema de Thales.

1) Dos soluciones:

A=(1,3) B=(-1,1) C=(-3%)
A=(1,-1) B=(3,1) C=(&-3
2) Dos soluciones:
A=(1,1) B = (3=3v8 9-5v8) C = (—3/8 15=5)
A=(1,1) B = (3433 945v3) C = (—3=3 155V3)
Ejercicio 81.- A= (5,—4) B =(1,0) C=(22)

Tema 7: El espacio proyectivo

Ejercicio 82.— Pasar al espacio vectorial 7! y aplicar un conocido resultado de Algebra lineal.

Ejercicio 83.—

Exceptuando los casos triviales, las posibilidades son: a) dos rectas coincidentes, b) dos rectas que
se cortan en un punto, ¢) dos rectas que se cruzan, d) una recta contenida en un plano, e) una recta y un plano que
se cortan en un punto, f) dos planos coincidentes y g) dos planos que se cortan en una recta.

Ty = A+ 2u
Ejercicio 84.— Paramétricas: 1= —-XA 4+ u Implicitas: zg —x1 — 212 =0
To= 2\ + pu

rNs={(0:1:

Ejercicio 85.—

c) tres rectas que se cortan dos a dos en puntos distintos.

Ejercicio 86.—

71)},

haz de rectas: axg + b(x1 +x2) =0 |

(a,b) # (0,0).

a) Tres rectas coincidentes, b) tres rectas que se cortan en un punto (pueden coincidir dos de ellas),

a) Se cortan dos a dos, b) se cortan las tres en el punto (3: —2: —1), ¢) se cortan dos a dos.

To = A+ 20 + v
Ejercicio 87— Paramétricas: i; z y Z T Implicitas: zop — 21 +22 =0
r3= 3X + p + v
To = 2\
Ejercicio 88.— Paramétricas: i; z 3:\\ T Implicitas: { 2?1) : 22 ~ 3y z 8
T3 = H

Ejercicio 89.—

Aplicar la férmula de la dimensién.
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Ejercicio 90.- a) Se cruzan, b) se cruzan, c) se cruzan, d) se cortan en el punto (0:1:1:0).
Ejercicio 91.- a) r C H, b) se cortan en el punto (4: —3:3: —3).

Ejercicio 92.— a) Basta ver que el rango de la matriz de las coordenadas es 4, b) basta ver que el rango de cada una
de las matrices de coordenadas de los puntos correspondientes es 3,
C) { 2.1‘0 — T1 — I3 0

311 4+ A1y 4+ Gre — 1314 0 d) Aplicar la férmula de la dimensién a r y s.

Ejercicio 93.— Dos planos en P4(k) se cortan en un punto, se cortan en una recta o coinciden.
Ejercicio 94.— Una recta y un plano en P4(k) pueden cruzarse, cortarse en un punto o el plano contener a la recta.
Ejercicio95.- NeM , N¢L , LNnM={0:1:-1:0:1)}.

Ejercicio 96.— a) Observar que t se cruza con a y con by, andlogamente, en el otro caso. b) A = (1:1:0:
1) , B=3:1:0:4) , C=(0:0:0:1)
D=(1:0:0:2) , Q@=(2:0:0:3),c) ABy CD se cortan cualquiera que sea el punto P € .
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