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0. PREAMBLE.
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Source Data; if the Work was composed as an unformatted plaintext file, then that file is the Source Data; if the Work was composed in LaTeX, the LaTeX file(s) and any image
files and/or custom macros necessary for compilation constitute the Source Data.)

.Author"shall mean the copyright holder(s) of the Work.

The individual licensees are referred to as zou."

2. RIGHTS AND COPYRIGHT.
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and also provided that one of the following additional conditions are met:

(a) The Source Data is included in the same distribution, distributed under the terms of this License; or

(b) A written offer is included with the distribution, valid for at least three years or for as long as the distribution is in print (whichever is longer), with a publicly-accessible
address (such as a URL on the Internet) where, for a charge not greater than transportation and media costs, anyone may receive a copy of the Source Data of the Work
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4. MODIFICATION.

Permission is granted to modify or sample from a copy of the Work, producing a derivative work, and to distribute the derivative work under the terms described in the section
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(a) The new, derivative work is published under the terms of this License.

(b) The derivative work is given a new name, so that its name or title cannot be confused with the Work, or with a version of the Work, in any way.
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7. NO WARRANTY.
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TO THE IMPLIED WARRANTIES OF MERCHANTABILITY OR FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE.

8. DISCLAIMER OF LIABILITY.
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Prefacio

La presente coleccion de notas sobre Electromagnetismo, Circuitos, Ondas y
Fundamentos de Semiconductores pretende ser una ayuda al estudiante en la asig-
natura cuatrimestral Fisica 2 de la titulacion de Ingenieria de la Salud que se imparte
en la ET.S. de Ingenieria Informatica de la Universidad de Sevilla. Aunque estas no-
tas han sido inspiradas por diversas fuentes (permitaseme destacar y agradecer la
importante contribucion de los profesores de la ETS de Ingenieria Informatica del
Departamento de Fisica Aplicada 1 de la Universidad de Sevilla), cualquier defecto o
error solo es atribuible al autor de estos apuntes. Es importante resaltar que estas
notas no pueden ni deben sustituir a otros textos mas elaborados sobre la materia.

El proposito principal de la materia aqui presentada es dotar al alumno de algu-
nos de los fundamentos fisicos elementales en los que se basa el funcionamiento de
los dispositivos eléctricos, electronicos y opto-electronicos usados en la tecnologia
actual. Dado que la Electronica consiste basicamente en el control del flujo de los
electrones en materiales conductores y semiconductores, es evidente la necesidad
de estudiar en primer lugar el comportamiento general de las cargas y corrientes
eléctricas. Este estudio se llevara a cabo mediante una serie de temas dedicados al
Electromagnetismo basico y a la Teoria de Circuitos de corriente continua y alterna.
Por otra parte, dada la relevancia de las ondas electromagnéticas en las comunica-
ciones actuales, se llevara a cabo un estudio general de las ondas para acabar con
una descripcion y analisis elemental de las ondas electromagnéticas.

Por Gltimo me gustaria acabar estas lineas recordando una maxima muy antigua
atribuida a Confucio, y que creo que resume con mucha precision la naturaleza del
proceso de aprendizaje.

Lo escuchéy lo olvidé...
Lo viy lo recordeé...
Lo hicey lo aprendi.

Con estas palabras solo deseo motivar a los posibles lectores de estos apuntes con

la idea de que Gnicamente su esforzada labor personal podra guiarles adecuada-
mente por el camino de un aprendizaje provechoso.

FRANCISCO L. MESA LEDESMA
Sevilla, enero de 2020

VIl
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TEMA 1

Electrostatica

11. Introduccion

Dado que uno de los objetivos de esta asignatura sera el estudio ba-
sico de los principales fendmenos electromagnéticos y buena parte de es-
tos fendmenos estan relacionados con la interaccion entre cargas eléctricas,
empezaremos este tema con el estudio de las interacciones de cargas eléc-
tricas en reposo. La parte del Electromagnetismo que aborda esta materia
se denomina Electrostatica.

La carga eléctrica es una propiedad fundamental e intrinseca de la ma-
teria (al igual que la masa) que tiene las siguientes propiedades:

= Presenta dos polaridades: positiva y negativa. Cantidades iguales de am-
bas polaridades se anulan entre si.

= La carga total del universo (suma algebraica de todas las cargas exis-
tentes) se conserva, esto es, la carga no se puede crear ni destruir. No
obstante, debe notarse que esto no imposibilita que los efectos de las
cargas positivas y las negativas se anulen entre si.
Ademas de esta propiedad de conservacion global, la carga también se
conserva localmente. Esto quiere decir que si cierta carga desaparece en
un sitio y aparece en otro, esto es porque ha “viajado” de un punto a otro.

= La carga esta cuantizada: cualquier carga que existe en la naturaleza es
un multiplo entero de una carga elemental g.. Esta carga elemental co-
rresponde a la carga del proton.

La unidad de carga en el Sistema Internacional es el culombio (C) y equivale
a la carga de 6,2414959 x 10" protones, o lo que es lo mismo, la carga del
proton es ge = 1,60218 x 10~ C.

Es interesante hacer notar que de las cuatro interacciones fundamenta-
les de la naturaleza: nuclear fuerte, electromagnética, nuclear débil y gra-
vitatoria, la interaccion electromagnética (o electrostatica cuando es entre
cargas en reposo) es la segunda mas fuerte. De hecho la interaccion eléctrica

Unidad de carga eléctrica
1 culombio (C)



TeEMA 1. Electrostatica

entre dos electrones (de carga e igual a —q.) es aproximadamente 10%° ve-
ces mas fuerte que su correspondiente interaccion gravitatoria. Esto da una
idea de la magnitud tan importante de las fuerzas eléctricas. No obstante, en
la naturaleza hay muchas situaciones en las que la interaccion eléctrica no
se manifiesta debido a la compensacién tan precisa que ocurre en la mate-
ria entre cargas positivas y negativas. De hecho los agregados de materia se
presentan generalmente en forma neutra y por ello las interacciones entre
grandes cantidades de materia (planetas, estrellas, etc) es fundamentalmen-
te de caracter gravitatorio. No obstante, esto no implica que la interaccion
entre cargas eléctricas sea irrelevante sino que por el contrario, estas in-
teracciones estan en la base de multitud de fenomenos fundamentales, por
ejemplo: la formacion y estabilidad de los atomos, las fuerzas moleculares,
las fuerzas de rozamiento, las tensiones mecanicas, las fuerzas de contacto,
etc.

Actividad 1.0:
= ;Es la forma geométrica una propiedad intrinseca de la materia?

= Explique la diferencia entre el “principio de conservacion de la
carga” y el “principio de conservacion local de la carga.”

= Describa algunas consecuencias de la “cuantizacion” de la carga
eléctrica.

= Enumera algunos ejemplos simples y practicos donde la interac-
cion electrostatica es la principal fuerza involucrada. Dé también
algunos ejemplos donde esta interaccion esta ausente.

1.2. Campo eléctrico de una distribucion de cargas

1.24. Ley de Coulomb

El estudio de la Electrostatica se iniciara mediante la ley de Coulomb,
ley experimental que describe la interaccion entre dos cargas puntuales en
reposo en el vacio (esto es, no existe ninglin medio material entre ellas). El
concepto de carga puntual es una idealizacion por la que se considerara que
cierta carga esta localizada estrictamente en un punto. Aunque en principio,
esta idealizacion pudiera parecer poco realista, la experiencia demuestra
que es una aproximacion muy precisa en multiples situaciones. De hecho,
la carga uniformemente distribuida de cuerpos esféricos o incluso cuerpos
cargados considerados a distancias lejanas se comporta muy aproximada-
mente como cargas puntuales.

Fisica 2
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1.2. Campo eléctrico de una distribucion de cargas

La ley de Coulomb (~ 1785) establece que la fuerza, F, que ejerce una car-
ga fuente g sobre una carga prueba Q, viene dada por la siguiente expresion:

1 gQ 1£F

—r
LTTEg I LTEg I3

F-

) (1)

donde ¢, es una constante llamada permitivad del vacio cuyo valor en el S.1.

es
2 1 2

(1.2)

(r=7)

es el vector que va desde la carga fuente hasta la carga prueba siendo r = |7
su modulo y ¥ = F/r su vector unitario asociado.

Vea el Apéndice A para un breve repaso de vectores y tenga en cuenta
que en las figuras del presente texto usaremos tipo de letra negrita para
denotar a los vectores, de modo que i = u. Ademas los vectores unitarios se
denotaran en letra negrita con el signo” encima, de modo que i debe leerse

como “vector unitario en la direccion y sentido de t”. Asimismo el médulo del
vector U se denotara indistintamente como || o bien simplemente como u.

Algunas propiedades destacables de la ley de Coulomb, expresion (1.1),
son:

= Lafuerzava dirigida segin la linea que une las dos cargas (fuerza central),
estando su sentido determinado por el signo del producto gQ. Por tanto,
la fuerza entre dos cargas sera atractiva para cargas de signo opuesto o
bien repulsiva para cargas del mismo signo.

» Lafuerza decrece con el cuadrado de la distancia. No obstante, a distan-
cias cortas esta interaccion crece extraordinariamente.

» La fuerza que ejerceria la carga prueba sobre la carga fuente seria —F
(principio de accion y reaccion).

Actividad 1.1:
= ;De donde viene la ley de Coulomb?

= Explique con palabras el significado de r en la Ec.(1.1). ;Por qué
tenemos dos expresiones para la fuerza en (1.1)?

m ;Cual es la direccion de la fuerza eléctrica entre dos cargas pun-
tuales?

= Represente graficamente la magnitud de la fuerza entre dos car-
gas puntuales en funcion de la distancia entre dichas cargas. Ob-
tenga algunas conclusiones relevantes de esta grafica.

I es el vector posicion que va des-
de la carga fuente a la carga prueba

F
_—’./
g
fq .
_——”'/:Q
g
F
_—“./
F +0
4/—'|—q
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A TEMA 1. Electrostatica

1.2.2. Principio de superposicion

La ley de Coulomb describe el efecto de una tnica carga puntual fuente,
g, sobre la carga prueba, Q. El efecto de un conjunto de cargas sobre cier-
ta carga prueba viene determinado por el principio de superposicion. Este
principio de superposicion establece que

La interaccion entre dos cargas es completamente inde-
pendiente de la presencia de otras cargas.

Esto significa que para calcular el efecto de un conjunto de cargas fuente
sobre cierta carga prueba, se puede proceder calculando el efecto de cada
una de las cargas fuentes sobre la carga prueba para obtener el efecto total
como la suma de los efectos parciales (esto es, F = Fy + Fy + - - - ).

De este modo, la fuerza que produce el conjunto de cargas fuentes, {q1, Gz, - - - , qn },
sobre la carga prueba Q situada en el punto P puede calcularse como

N 1 N qQ
FP) = > Fi- el (13)
i=1 4meo i=1 ri
N
Q i .
= q—z' ri. (1.4)
LTTEq ri

1.2.3. Campo eléctrico de cargas puntuales

En la expresion de la fuerza dada por (1.4) puede apreciarse que el su-
matorio depende exclusivamente de la configuracién de cargas fuente, por
lo que podemos escribir

F(P) = QE(P), (1.5)

donde el vector E(P) se denomina campo eléctrico producido por las cargas
fuente en el punto P, viniendo éste dado por

N N
P o 1 i 1 -
o Eampo eléectrico de una E(P) = %’ f= %’ ri. (1.6)
distribucion de cargas puntuales 4eo S 1 Leo S0 1

La introduccion de este vector E permite definir una magnitud vectorial
que varia punto a punto y que solo depende de las cargas fuentes. De este
modo se consigue dotar a cada punto del espacio de una propiedad vectorial
tal que el producto del valor de una carga prueba situada en ese punto por
el valor de dicho vector en ese punto proporciona la fuerza que ejercera la
configuracion de cargas fuentes sobre dicha carga prueba. En este sentido,
el campo eléctrico, E, puede, por tanto, definirse como la fuerza por unidad

Unidad de campo eléctrico: de carga y sus unidades son consecuentemente N/C. Es interesante obser-
1N/C  var que el campo eléctrico “recoge” de alguna manera la informacion sobre
las cargas fuentes, “escondiendo” la disposicion particular de esta configu-

racion y mostrando Gnicamente su efecto global.
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1.2. Campo eléctrico de una distribucion de cargas

Tal y como se ha introducido el campo eléctrico podria pensarse que
este campo es Unicamente un ente matematico atil para calcular la fuerza
pero sin significado fisico concreto. No obstante, tal y como se vera en temas
posteriores, E posee por si mismo una realidad fisica clara y por tanto desde
este momento es conveniente considerar al campo eléctrico como un ente
real (con el mismo grado de realidad fisica que la fuerza o el momento lineal)
independiente de que exista o0 no una carga prueba.

A partir de la expresion (1.6), el campo producido por una carga puntual
situada en el punto O en el punto de observacion P (F = OP) vendra dado
por

E(P) = 1 4; (1.7)

Una forma de visualizar dicho campo es dibujando el vector E en ciertos
puntos del espacio. No obstante, es mas conveniente describir el campo me-
diante las lineas de campo, que son aquellas lineas tangentes en cada uno
de sus puntos al vector campo. Para un sistema de dos cargas idénticas en
magnitud, una positiva y otra negativa, las lineas de campo salen de la car-
ga positiva y acaban en la carga negativa segln el patron que se muestra
en la figura. Este hecho particular es una propiedad del campo electrosta-
tico, esto es, las lineas de campo salen de las cargas positivas y acaban en
las negativas o van al infinito. Dado que las cargas eléctricas son las Uni-
cas fuentes del campo electrostatico, siempre que existan cargas eléctricas
descompensadas espacialmente (cuando no se anulen unas a otras en cada
punto), existira campo electrostatico.

Actividad 1.2:
= ;De donde proviene el principio de superposicion?

= Explique como el principio de superposicion nos puede ayudar
a calcular la fuerza que tres cargas puntuales ejercen sobre una
cuarta.

= ;Cuales son los ventajas de ascribir una magnitud vectorial (cam-
po eléctrico) a los puntos del espacio?

= La magnitud del campo eléctrico siempre decrece como el inver-
so de la distancia al cuadrado. ;Verdadero o falso? Justifique su
respuesta.

= Dibuje de forma aproximada la forma de las lineas de campo en
una configuracion con tres cargas puntuales donde dos de ellas
son positivas y la tercera negativa.

+
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TeEMA 1. Electrostatica

dm
o (dg)

EJEMPLO 11 Calcular el campo en el punto P debido al efecto de las tres cargas
senaladas en el dibujo.

Para calcular el campo eléctrico en el punto P aplicaremos el principio de su-
perposicion, por lo que primero debemos obtener el campo producido por cada
una de las cargas. Antes de calcular este campo, debemos identificar el vector que
va desde cada una de las cargas hasta el punto de observacion P. Segin el dibujo
adjunto tendremos que

-

r, =

—

ﬁ+ !7 ’ r, = )h(i !7 ’ r3=7 ﬁ+ !71

N | =

1
2

N | =
N | =
N =
N |

siendo el modulo de los tres anteriores vectores idéntico y de valor

i =D=+/1/2.

El campo en P viene dado por
3 1 qi
F R PEy
() ;WO o

por lo que tras sustituir el valor de r; obtenido anteriormente tenemos que

EP) = —— L [CR+ )+ 20K — 29) — 3(— 2%+ )]

LTTEg D3
1.q, .. - 2v/2q, . .
= —3Xx —2 = X — 2 .
e D3 (3 V) o (3 V)

1.2.4. Campo eléctrico de distribuciones continuas de carga

Aunque el caracter discreto de la materia (naturaleza atéomica) es bien
conocido, en multitud de situaciones practicas, este caracter discreto puede
“obviarse” y considerar que la materia puede describirse como un continuo.
Desde un punto de vista matematico, esto implica que la materia se descri-
bira como una superposicion de elementos diferenciales infinitesimales, por
ejemplo para calcular su masa: m = [ dm (en vez de describir la materia
como un agregado de particulas individuales, donde: m = Zf\' m;). Esta con-
sideracion del continuo para la masa de la materia también es extensible a
su carga, de modo que en miltiples situaciones la carga se considerara como
una distribucion continua. En este caso, la carga total g de una distribucion
de carga se obtendra como

g-= /dq. (1.8)

Para obtener el campo eléctrico producido por la anterior distribucion
de carga en un punto P, se considerara que la contribucion de cada elemento
diferencial de carga, dq, al campo eléctrico en P, dE(P), puede asimilarse al
campo eléctrico producido por una carga puntual de valor dq (notemos aqui
la similitud geométrica que existe entre el problema de una carga puntual y
un diferencial de carga; es decir, el volumen ocupado por un carga diferencial

Fisica 2
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1.2. Campo eléctrico de una distribucion de cargas 7
tiende a cero). La expresion del campo diferencial producido por la carga
diferencial puede, por tanto, expresarse en similitud con (1.7) como
1 dE
S qg.
dE(P) = —r 1. N
P= (19) R —

donde el vector rva desde la posicion de dg hasta el punto P.

El campo total producido por toda la distribucion de carga se obtendra
usando el principio de superposicion, tal y como se hizo para cargas discre-
tas en (1.6), al sumar las distintas contribuciones infinitesimales:

am=/ﬁam= 1o fda,_ 1 [ddg (110)

LTTEq r2 4meg r3

En la practica, para calcular el campo producido por las distribuciones
de carga se introduce el concepto de densidad de carga, que relaciona la
cantidad de carga existente en cada elemento diferencial con el volumen,
superficie o longitud de dicho elemento. Si la geometria del problema es muy
sencilla, entonces es posible que la integral (1.10) pueda hacerse de forma
analitica (es decir, encontrando la primitiva correspondiente). En general, la
integral anterior puede obtenerse mediante procedimientos numéricos

En funcion del caracter geométrico del elemento diferencial de carga
pueden distinguirse tres tipos distintos de distribuciones de cargay expresar
el campo en cada uno de los casos segln:

= Distribucion lineal de carga \: dg = \d!

E(P) = ! / )\i dl. (141)
4

= Distribucion superficial de carga o: dg = odS

1 r
/ oc—ds. (112)
LTEg r?

superficie

E(P) =

= Distribucion volumétrica de carga p: dq = pdV

o 1 4
E(P) = / p—dV. (143)
4T €g r
volumen

Debe notarse que en las integrales anteriores, la region de integracion esta
extendida Gnicamente a la region donde existen cargas.

dg=ndl

«

dg=cdS
7
dg=pdvV

FLML
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8 TeEMA 1. Electrostatica

Y
dE(P) o . .
EJEmPLO 1.2 (*) Campo de una distribucion de carga lineal finita
| No entra
P
R r Con referencia en la figura adjunta, el diferencial de campo en el punto P viene
0 dado por
X - 1 dq. 1 Adx
— dE(P) = —r= —r, 141
x * dg=hdx (P) 4LTEy I? Lmey I? (114)
donde
r'=—xX+Ry
R X. R, N ~
r=—-X+-y=—senfx+cosby.
roor
Para expresar tanto dx como r en funcion del angulo, debe considerarse que
x=Rtand
dx = Rsec’d df
r=Rsect
y reescribir por tanto (1.14) como
- 1 ARsec?0dé
dE(P) = —— ———————(— sen 6% + cos 0y
®) 4me, R2sec? ( ’ v)
Ado N -
= (— sen 6% + cos 0Y) . (115)
4TEQR
Para obtener el campo eléctrico se integrara la expresion anterior, de modo que
A A
E.(P) = (—sen6)dd = (cos 8, — cosb,) (116)
4meqR Jo, 4meqR
E(P) A\ 0,
p E/(P) = / cos 0dé = (sen 8, —senb,), (147)
4meqR Jo, LTTEg
-n/2 /2

donde 6,y 6, son los angulos que determinan los bordes inferior y superior de la
distribucion lineal de carga (n6tese que los angulos son medidos en sentido anti-
horario).

Para el caso de un hilo infinito, se tiene que 8, = —7w/2y 8, = 7 /2, por lo que
las componentes del campo eléctrico al sustituir en (116) y (147) son

Ex = O
A

E, = .
y 27€EQR

C P E
>
Teniendo en cuenta la simetria cilindrica que presenta el problema, el campo para

el hilo infinito se puede expresar finalmente como

E(p) = A R. (118)

2meQR
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1.2. Campo eléctrico de una distribucion de cargas

1.2.5. (*)Ley de Gauss

La ley de Gauss (~ 1867) dice que el flujo del campo eléctrico debido a
una distribucion de carga a través una superficie S es igual a 1/¢, veces la
carga total, Q;,, encerrada en el interior de la superficie S, esto es,

fﬁ. 4g = Qint (119)
S

€o

Aunque las expresiones (1.11)-(1.13) son suficientes para calcular el cam-
po en cualquier punto supuestas conocidas las distribuciones de carga (tal
como se ha mostrado en el Ejemplo 1.2), este procedimiento de calculo no es
trivial incluso para los casos mas simples. Afortunadamente la ley de Gauss
nos permitira obtener facilmente el campo eléctrico en una serie de situa-
ciones con alta simetria.

Para justificar la ley de Gauss, considérese el campo producido por una
carga puntual:
1 q.

—r.
LTTEQ I?

£-=

Es interesante notar que la expresion (1.7) dice que el campo en una su-
perficie esférica de radio r centrada en la posicion de la carga q puede ex-
presarse como

E=|E(|F, (1.20)

esto es, el moédulo del campo so6lo depende del radio de dicha esfera y va
siempre dirigido segln la normal exterior a dicha esfera en cada punto (este
campo presenta, por tanto, simetria esférica).

Si se realiza la siguiente integral (ver seccion A.2):
j{ E-dS, (1.21)
superf.

que se conoce con el nombre de flujo del campo eléctrico, ®, para el campo
producido por la carga puntual en una superficie esférica de radio r centrada
en la carga g se tiene que

¢ = % E-dS = |E(r)| j{ F-ds, (1.22)
superf. superf.

dado que \E(r)| permanece constante al integrar sobre la superficie esférica.
Teniendo ahora en cuenta que

f-dS=ds  (#|dS),

la integral (1.21) puede escribirse para el presente caso como

d = |E(r) % dS = |E(r)| x (Area esfera)
superf.
1
= 9 =9 (1.23)
LTTEq I? €o

Ley de Gauss

\m
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TeEMA 1. Electrostatica

o

'
N

o

3

Es interesante notar que el flujo ¢ no depende del radio de la esfera
y es igual al valor de la carga encerrada en la esfera dividido por ¢q. Si se
considera, por tanto, una esfera centrada en el mismo punto y de distinto
radio, se obtendra que el flujo seguira siendo el mismo. Parece entonces
razonable suponer que el flujo a través de cualquier superficie cerrada que
incluya a la carga y comprendida entre ambas esferas concéntricas venga
también dado por q/¢o.

Dado que el nimero de lineas de campo que atraviesa cualquiera de las
anteriores superficies es el mismo, el flujo del campo eléctrico a través de
estas superficies podria interpretarse como una “medida” del nimero de li-
neas de campo que las atraviesa. En este sentido, si el nimero de lineas de
campo que atraviesa una superficie cerrada es cero (esto es, entran tantas li-
neas como salen), parece razonable suponer que el flujo del campo eléctrico
a través de dicha superficie sea igualmente nulo. Podria por tanto escribirse
para una superficie cerrada arbitraria, S, que el flujo de un carga puntual a
través de dicha superficie es

L a9 siqCs
¢>=?§E-d$= €o (1.24)
S (6] en otro caso .

En el caso de que se tenga una distribucion de cargas puntuales, por el
principio de superposicion, se obtiene que

¢=%E~d§=%<2§,’>~d§=Z?{E;~d§=Z¢,’, (1.25)
s SN\ i S i

esto es, el flujo de la distribucion a través de la superficie S es igual a la
suma del flujo asociado a cada una de las cargas individualmente. Dado que
el flujo asociado a una sola carga ya fue obtenido en (1.24) se puede concluir

que
l%E-d§=Qm
s €

donde Q;,; representa la carga total encerrada en el interior de la superfi-
cie S. La expresion anterior también se aplica en el caso de una distribucion
continua de carga.

EJEMPLO 1.3 Calcule el flujo de E que atraviesa S en la figura adjunta.

En la situacion mostrada en la figura, la carga en el interior de la superficie S es
justamente

Qint =9:1+Qz,

por lo que el flujo a través de dicha superficie, segin (119), sera

¢=%Ed§
S

_9*a
€
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1.2. Campo eléctrico de una distribucion de cargas

1

Aunque la ley de Gauss (1.19) es valida para cualquier tipo de distribucion
de carga y superficie, ésta solo es atil para obtener el campo en situaciones
de alta simetria. Estas situaciones se dan cuando exista una superficie de
Gauss, Sg, tal que, en aquellas partes donde el flujo sea distinto de cero
(superficie que se denominara S;), la integral del flujo se pueda realizar de
modo que el modulo del campo sea constante sobre dicha superficie, esto
es, cuando se pueda proceder de la siguiente manera:

<b=j£ E-dS=|E| ¢ dsS. (1.26)
S

Ss

Aplicaciones de la ley de Gauss

Algunas de las situaciones donde es atil aplicar la ley de Gauss se deta-
llan a continuacion:

= Campo de un hilo recto infinito cargado.
Este campo ya fue obtenido en el Ejemplo 1.2 mediante integracion direc-
ta. Ahora se obtendra siguiendo la ley de Gauss. Para ello puede notarse
que debido a la simetria cilindrica del problema puede deducirse que

E- |ERIR.

Este hecho implica que se puede escoger como superficie de Gauss, una
superficie cilindrica cuyo eje coincida con el propio hilo. De este modo
se tendra que el flujo a través de las superficies superior e inferior (ta-
paderas del cilindro) es nulo dado que E L dS en dichas superficies y en
la superficie lateral, el modulo del campo sera constante, esto es,

7{ E-d§=7{E-d§= ER)| St .

NESE St

El flujo debe ser igual al valor de la carga en el interior de la superficie
cerrada y ésta incluye un trozo de hilo de altura h, por lo que Qj,; = Ah.
Por otra parte, como S, = 2mRh obtendremos que

o Ah
|E|]2mRh = — ,
€

o}

de donde se deduce que el modulo del campo viene dado por

E(R)| = :
’ ( )‘ 2megR

= Campo de una distribucion uniforme esférica de carga
Sea una esfera de radio R con una distribucion uniforme de carga p. Dado
que en esta situacion el campo eléctrico presenta simetria esférica, esto
es, E = |E(r)|t, se tiene que

do = E - dS = |E(r)|f - dS = |E(r)|dS

Ley de Gauss 0til en situaciones de
alta simetria

}\’ +
S
d
2 R, |45
S,
<
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y, por tanto, el flujo a través de una superficie de radio r y area 4mr? sera

)

fdcb [0 ?{ds - |0 (4mr)
S S
Qint(r)

€o

Debe notarse que la carga total encerrada por la superficie solo depende
del radio de esta superficie y por tanto solo debe considerarse aquella
carga en el interior del volumen de la esfera de radio r, esto es,

b3 si r<R
Oint=/pdV=p/dV= pf; :
V % p§7TR3EQ sir>R.
A partir de los resultados de las expresiones anteriores puede facilmente
deducirse que el campo en cualquier punto viene dado por

Lr? si r<R
360

Q

f sir>R.
LTEQr?

Campo de un plano infinito cargado uniformemente (S; 7 S;) Un plano
infinito con una densidad de carga superficial uniforme o provoca un
campo eléctrico del tipo
E = |E(y)|y .

El modulo del campo no presenta dependencia respecto a las variables
x y z debido a que cualquier punto con la misma coordenada y es total-
mente equivalente (es decir, desde cualquier punto del plano y = Cte se
observa la misma distribucion de cargas). Con respecto a la direccion del
campo, por simetria cualquier componente que no sea vertical es perfec-
tamente cancelada dado el caracter infinito del plano.

Eligiendo como superficie de Gauss una superficie cilindrica como la mos-
trada en la figura, se tiene que

f E-d§=/E-d§+/ E.d5 = 9|l
S +S*+S—

e igualando el flujo al valor de la carga encerrada en el interior de la
superficie, Qi = 7S, se obtiene

o oS - o
21E|S=— = |E|=—
€o 260
y, por tanto, el campo sera
— g . ~
E=—sign(y)y . (1.27)
26,

Es interesante notar que el campo, por ejemplo paray > 0, no depende
de la altura sobre el plano y por tanto es constante en todos los puntos
(puede sorprender que incluso no decrezca con la distancia).

Fisica 2
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1.3. Potencial eléctrico 13
Actividad 1.3:
m Explique las razones que hacen que el calculo del campo eléctrico
creado por una distribucion continua de carga sea mas dificil que
el creado por una distribucion discreta.
= ;Hay situaciones en las que el calculo del campo eléctrico produ-
cido por una distribucion de carga sea simple? Justifique su res-
puesta.
= Para puntos de observacion lejanos de una esfera carga uniforme-
mente, ;existe alguna diferencia entre el campo eléctrico produci-
do por dicha esfera y el que produciria una carga puntual situada
en el centro de la esfera anterior?
= ;Como calcularia el campo creado por una carga puntual g si-
tuada a una distancia d de un plano cargado uniformemente con
densidad de carga o? Obtenga la expresion para dicho campo en
cualquier punto del espacio.
1.3. Potencial eléctrico
Si se realiza la integral de camino del campo eléctrico, Eq, producido por
una carga puntual, g, entre dos puntos Ay B, a través de una curva I, se
obtiene que
B B Bz AT
- 1 I r-dl
c}i:/ Eq~dl=/ I§.dl= 2 / . (128)
AT Al 4TEQ I? 4meo Jar I
El numerador de la integral anterior puede expresarse como
f-dl=dlcosa =dr
y por tanto se encuentra que
e dr 101 B
cg= / S (=== (1.29)
4meo Jy, I* 4mEeo \ra  IB
Es interesante observar en (1.29) que:
= Laintegral de camino es independiente del camino tomado para ir desde
el punto A hasta el punto B,
B - — B - —
/ Eq-dl=/ Eq - dl. (1.30)
Al AT
= Laintegral de camino a través de cualquier curva cerrada es nula,
7{ E,-dl=o0. (131
-
FLML Fisica 2
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Unidad de potencial eléctrico:

1 voltio (V)

Potencial producido por una carga

puntual

Potencial producido por una

Para una distribucién discreta/continua de carga, la integral de camino
del campo eléctrico entre los puntos Ay B puede calcularse, teniendo en
cuenta el principio de superposicion, como

B B B
/A E-dl=/A (ZE,-(F))-dHZ:/A Er) - dl. (1.32)

Dado que esta magnitud se ha podido expresar como superposicion de las
circulaciones relacionadas con cargas puntuales, la circulacion del campo
de una distribucion arbitraria de cargas presentara las propiedades (1.30) y
(1.31) expuestas anteriormente. En particular la propiedad (1.31) (la circula-
cion del campo a lo largo de una curva cerrada es nula) nos dice que

el campo electrostatico es conservativo.

Esta propiedad, cuya forma matematica viene descrita en (1.31), implica que
necesariamente la integral de camino de cualquier campo electrostatico en-
tre un punto Ay otro B a lo largo de una curva arbitraria I' pueda escribirse
como

B
/ E-dl=v(A) — v(B) , (1.33)
A

donde la funcion V es cierta funcion escalar que se denomina potencial eléc-
trico. Las unidades del potencial eléctrico seran el producto de la unidad de
campo eléctrico por la de longitud, esto es: Nm/C en el Sl. Esta unidad de
potencial recibe el nombre de voltio (V). Usualmente, la unidad de campo
eléctrico se expresa como V/m.

Introduciendo en (1.33) la expresion para el campo eléctrico de una carga
puntual y observando (1.28) podemos concluir que el potencial producido
por una carga puntual en el punto P situado a una distancia r de dicha carga
vendra dado por

q

V(P) = .
LTTEQr

(1.34)

Para una distribucion continua de carga, debido al principio de super-
posicion y siguiendo el mismo procedimiento que para el campo, se tendra
que

distribucion de cargas V(P) = ! dq - / d dy. (1.35)
LTTEg r LTTEq r
region
de cargas
Fisica 2 FLML
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Actividad 1.4:

= Enumere algunas conclusiones relevantes que pueda extraer de
la expresion (1.29) referente a la integral de camino del campo
electrostatico producido por una carga puntual.

= Trate de entender qué nos dice la identidad (1.31) para el caso
de un campo eléctrico uniforme y un camino cerrado. Encuentre
las razones matematicas que hacen que esta integral de linea sea
nula en este caso.

= ;Eslaexpresion (1.34) la definicion general del potencial eléctrico?
Justifique su respuesta. ;Puede tomarse la expresion (1.33) como
la definicion general del potencial eléctrico? Justifique su respues-
ta.

= Escriba una expresion general para el potencial eléctrico cuando
conocemos el campo eléctico. Escriba otra expresion para el caso
en que conozcamos la densidad de carga eléctrica.

= Algunas veces decimos “potencial eléctrico en el punto P”. No obs-
tante, esta aseveracion es incorrecta. Justifique por qué.

EJEMPLO 1.5 Calculo del potencial eléctrico producido por un plano cargado infini-
to.

Teniendo en cuenta la expresion (1.27) para el campo producido por un plano
infinito con densidad de carga o, encontramos al aplicar (1.33) que esta expresion
se reduce a

y
V(y) — V(o) = — / 2 sign(y) dy = —sign(y)y = iIyl .
o 26, 26,

EJEmPLO 1.5 Halle la diferencia de potenical entre dos puntos Ay B en una region
donde existe un campo eléctrico uniforme E,.

Haciendo uso de la definicion de diferencia de potencial dada en (1.33), encon-
tramos para el presente caso que

B B
V(A)—V(B)=/ E0~dT=Eo~/ dl
A A

donde el campo eléctrico puede sacarse de la integral debido a que no varia a lo
largo del camino de integracion desde A hasta B. Notemos ahora que la integral

B — —
/ dl = AB
A

donde AB es el vector posicion que va desde A hasta B. Finalmente obtenemos que

V(A) — V(B) = E, - AB .

FLML
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Energia potencial eléctrica de una

carga puntual

Energia potencial

El trabajo, W, que realiza el campo electrostatico para mover una carga
prueba puntual Q desde el punto A hasta el punto B, vendra dado por

B B
WE=/ F-dT=Q/ E-dl. (1.36)
AT AT

Aplicando los resultados de la seccion anterior podemos ver que la inte-
gral (1.36) no depende del caminoy, por tanto, la fuerza es conservativa. Para
fuerzas conservativas es sabido que el trabajo realizado por dichas fuerzas
puede escribirse como la variacion (con signo negativo) de la energia poten-
cial, esto es,

We = —AU = — [U(B) — U(A)] . (1.37)

Este hecho queda patente al escribir el trabajo en (1.36) en términos del
potencial eléctrico (ver (1.33)) como

We = QV(A) — QV(B) (1.38)
e identificar la energia potencial de la carga Q en el punto P como

u(P) = QV(P) . (1.39)

Si ahora tenemos en cuenta (segln el teorema de las fuerzas vivas) que
el trabajo es igual al incremento de la energia cinética del sistema, esto es:
We = AE.; podemos escribir al igualar AE. con (1.37) que

AE.+AU=A(E.+U)=0. (1.40)
Dado que la energia mecanica, E,, del sistema se define como
Em=Ec+U,

entonces podemos establecer que la energia mecanica de la carga Q en el
campo electrostatico se conserva.

EJEMPLO 1.6 Trabajo del campo de cargas puntuales.

Para la situacion de cargas mostrada en la figura, (a) calcular la distancia b para
que el campo creado por ambas cargas, Er, en el punto P = (a, b) vaya dirigido Gni-
camente segiin la direccion x. (b) Calcular el trabajo que realiza el campo total para
llevar una tercera carga Q desde el punto A = (0, b) al punto P bajo las condiciones
del apartado anterior.

(a) Si denominamos carga #1 a la carga de 8q y carga #2 a la carga g, tenemos que
los vectores posicion que van desde estas cargas al punto P son

r=ax+by 7y = by.
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Los campos eléctricos que crea cada carga en el punto de observacion seran

- 8q

i b = 9.
b= Koy @09 Bm oGy

y el campo total, por superposicion,

- o 8a - 8b 1] .
SRR Ny S el [y o) R o

La condicion para que se anule el campo en la direccion vertical sera

8b 1
@ T @ b?)? = 8b° .

Si operamos en la expresion anterior
(@®+ b2 =(2bf = a*+b*=(2b)

que se reduce a

a
a?=30>* = b=—.

V3

(b) EL trabajo W para trasladar la carga Q desde el punto A al B puede expresarse
como

W = Q[V(A) — V(B)]
donde el potencial eléctrico en cualquier punto, V(P), es la suma de los potenciales

creados por cada carga individualmente. Para este calculo, debemos entonces notar
que

_ .8 _ 8q
V,(A) = K? Vi(B) = KW
- q _ 4q
Vz(A) - _KW Vz(B) - _KE
lo que nos lleva a
W = Q [V4(A) + V,(A) — V4(B) — Vo(B)]
- aa|® 1 8 1
= Kq B - (a? + b2)1/2 - (a2 + b2)1/2 B
9 9
= KqQ [b - (a® + b2)1/2} :

Si tenemos ahora en cuenta que b = a/+/3, la expresion anterior puede escribirse
como

V3 1 ]_9’«]0{\@_\/1:9\@’«70.

W = 9KqQ | = —
9q0{a a(1+1/3)/2 a 2 2 a

FLML
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V=0

/

Vs

7

b)

u(0)=qV,
E(0)=0

U(d)=0
E(d)=1/2mV’

Actividad 1.5:

m ;Podemos afirmar que el trabajo realizado por cualquier fuerza
para desplazar una particula entre dos puntos es menos el cambio
de la energia potencial? Justifique su respuesta.

= ;Podemos afirmar que el trabajo realizado por cualquier fuerza
para desplazar una particula entre dos puntos es el cambio de la
energia cinética? Justifique su respuesta.

= ;Es la Ec.(1.39) una definicion de la energia potencial de una car-
ga puntual en un campo electrostatico? ;Puede aplicarse la ex-
presion anterior al caso de una distribucion arbitraria de cargas?
Justifique su respuesta.

= ;Se conserva siempre la energia mecanica de una distribucion ar-
bitraria de cargas en un campo electrostatico? Justifique su res-
puesta.

m Describaalgunasrazones por las que la conservacion de la energia
mecanica resulta tan atil.

EJEMPLO 1.7 Energia de una carga g en el interior de un condensador plano

Si entre las placas de un condensador plano se establece una diferencia de
potencial V, (ver figura adjunta), entonces el campo en el interior del condensador
sera

5 Vo
E=—
iR
Dado que el potencial es la integral de camino del campo eléctrico, esto es,
V.o
/ E. dl= V(o) — viy)
o

y como V(0) = V,, se tiene que

Vy) = Vo — /yE(y)dy= Vo (1 - %) .

La energia potencial, U(y), de una carga g en el interior del condensador sera por

X)
d

Una particula de carga positiva que parta del reposo (E. = 0) en la placa del
condensador a potencial V,, se desplazara hacia zonas de menor energia potencial
a la vez que ira aumentando su energia cinética. Debido a la conservacion de su
energia mecanica, la energia cinética al llegar a la otra placa, segin (1.40), toma un
valor de

Uly) = gV (1 -

Ec(d) = -mv® =qV,,

N =
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por lo que la particula adquirira una velocidad al llegar a dicha placa dada por

V= 2qV0. (1.41)
V' m

El hecho de que una diferencia de potencial entre dos electrodos aumente la
energia cinética de las cargas es usado muy a menudo para acelerar particulas car-
gadas. En la practica, la placa final puede ser sustituida por una rejilla metalica que
deje pasar las particulas.

1.4. Conductores en un campo electrostatico

Es bien conocido que la materia esta formada por particulas elementa-
les cargadas y neutras. Las particulas de carga positiva (protones) forman
parte de los nicleos de los atomos y por consiguiente estan fijas en pro-
medio en los s6lidos. En ciertos materiales llamados dieléctricos, las cargas
negativas (electrones) pueden considerarse igualmente fijas. No obstante,
en otros materiales denominados conductores, algunos de los electrones
no estan ligados a atomos en particular sino que forman una especie de
“gas de electrones” que vaga por todo el solido. En esta seccion conside-
raremos un modelo ideal de conductor en el cual existen infinitas cargas
moviles que pueden desplazarse libremente. Dicho modelo se denominara
conductor perfecto.

1.44. Campo eléctrico de un conductor cargado en equilibrio elec-
trostatico

En general, los conductores aparecen de forma natural como sistemas
neutros (igual nimero de cargas negativas que positivas). No obstante, afia-
diendo o quitando cargas libres al conductor, éste quedara cargado. Si se
define equilibrio electrostatico como aquella situacion en la que todas las
cargas libres estan en reposo, y se tiene en cuenta la definicion de conductor
perfecto dada anteriormente, podemos derivar las siguientes conclusiones
acerca del campo eléctrico:

= El campo eléctrico es nulo en el interior del conductor.
Si el campo eléctrico no fuese nulo en el interior del conductor daria
lugar a movimientos de las cargas libres, lo cual estaria en contradiccion
con la condicion de equilibrio electrostatico.
Si el campo eléctrico es nulo en el interior del conductor, al calcular la
integral de camino del campo entre dos puntos Ay B en el interior del
conductor obtenemos que

B
/ En-dl= V(@A) —V(B)=0 = V=Cte, (1.42)
A

esto es, el conductor es equipotencial y en particular la superficie del
mismo es una superficie equipotencial.

Conductor es equipotencial
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KL

= La carga en exceso se localiza en la superficie del conductor.

Si el campo en todos los puntos del interior del conductor cargado es
nulo es porque no existe carga neta en el interior.

Este hecho puede también justificarse utilizando la ley de Gauss. Si exis-
tiese carga neta en el interior, eligiendo una superficie de Gauss que la
envolviese, el flujo del campo eléctrico a través de la misma seria pro-
porcional a la carga encerrada. Esto estaria en contradiccion con el hecho
de que el flujo debe ser cero puesto que el campo en el interior es nulo.
Por tanto, la carga en exceso debe localizarse en la superficie.

= El campo eléctrico en la superficie es normal a ésta y de valor o /¢,.

Dado que el potencial es constante en todo el conductor, para dos puntos
cercanos Ay B sobre la superficie se verificara que

dV = lim [V(A) — V(B)] = lim AV =0
A—B A—B

y, por tanto, se tiene que

-

E-dT=o,

donde d[ = lima_,g AB. Esto implica que el campo en la superficie, Eses
perpendicular a dl y, puesto que dl es tangente a la superficie, podemos
concluir que

Es = Ef. (1.43)

(*) Si se aplica ahora la ley de Gauss a una superficie en forma cilindrica

Es=—n. (1.44)
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Actividad 1.6:

m Todos los electrones de un conductor perfecto tienen la libertad
de moverse dentro de los limites geométricos de dicho conductor.
;Verdadero o falso? Justifique su respuesta.

= Enlos materiales dieléctricos se forma una nube de electrones por
la contribucion de ciertos electrones de cada atomo del material.
;Verdadero o falso? Justifique su respuesta.

= ;Bajo qué condiciones el campo eléctrico en el interior de un con-
ductor es nulo?

= Si un conductor esta cargado, el campo eléctrico en su interior
puede ser no nulo. ;Verdadero o falso? Justifique su respuesta.

= En un conductor neutro, el campo eléctrico en los puntos de su
superficie es normal a dicha superficie. ;Verdadero o falso? Justi-
fique su respuesta.

= Halle el valor del campo eléctricoy el potencial eléctrico en todos
los puntos del espacio creado por un conductor esférico de radio
R cargado con una carga neta Q.

= Halle los valores del potencial y campo eléctrico en todos los pun-
tos del espacio creados por una distribucion de carga consistente
en una carga puntual g localizada en el origen de coordenadas y
una esfera cargada superficialmente con una carga Q y cuyo cen-
tro esta en (0, 2R, 0).

1.4.2. Conductor neutro en un campo eléctrico externo

Siun conductor inicialmente descargado (esto es, con una compensacion
perfecta de cargas eléctricas positivas y negativas) se somete al efecto de
un campo eléctrico externo, la carga movil del conductor se redistribuye de
manera que se establezca la condicion de equilibrio electrostatico Ejy = 0.
(Este proceso ocurre tipicamente en un tiempo del orden de 107" s para un
conductor de cobre.) La redistribucion de la carga provoca la aparicion de
una densidad superficial inhomogénea de carga que a su vez da lugar a un
campo en el interior del conductor que anula justamente al campo externo,
provocando asi la anulacion punto a punto del campo total en el interior.

Es interesante observar que el proceso de redistribucion de carga fru-
to del equilibrio electrostatico puede considerarse como si ocurriese nica-
mente en la superficie, sin que eso implicase cambio alguno en el interior del
conductor. Es mas, si parte del material conductor del interior es extraido,
con la consiguiente aparicion de un hueco, se daria la misma redistribucion
de carga en la superficie exterior del conductory, por tanto, el campo segui-
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ria siendo nulo en todo el interior del conductor, incluyendo al hueco.” Esto
quiere decir que para un conductor con un hueco, el interior esta comple-
tamente aislado del exterior y, en consecuencia, los campos del exterior no
afectarian a un dispositivo sensible al campo eléctrico (por ejemplo, circui-
tos electronicos) situado en el interior del conductor. Este fendmeno se usa
para disenar jaulas de Faraday que aislen los sistemas eléctricos. Una simple
carcasa metalica (o un plastico conductor) aislaria, por ejemplo, los sistemas
electronicos delinterior de un ordenador con respecto a posibles influencias
eléctricas externas.

Actividad 1.7:

m Los materiales dieléctricos se usan para aislar eléctricamente
a dispositivos sensibles a las interferencias eléctricas externas.
;Verdadero o Falso? Justifique su respuesta.

= Describa algunas razones que expliquen la inhomogeneidad de la
distribucion de carga en la superficie de un conductor sometido a
un campo eléctrico externo.

= Si un conductor tiene dos huecos en su interior. ;Estaran ambos
huecos eléctricamente aislados de posibles interferencias eléctri-
cas externas? ;Y entre ellos? Justifique su respuesta.

1.5. Condensadores

1.51. Capacidad de un conductor

Si se anade cierta carga Q a un conductor inicialmente descargado, esta
carga se redistribuye en la superficie del conductor creando una densidad
de carga superficial o y consecuentemente un potencial, V, cuyo valor viene
dado por la siguiente integral:

1 odS

V(P) = , PES. (1.45)
L4TE r

El principio de superposicion nos dice que, si se aumenta la carga to-
ta, Q = fads, en un factor (3, este hecho simplemente se traduzca en un

" Una manera alternativa de comprobar que el campo es nulo en el interior pasa por notar
que la integral de camino del campo eléctrico entre dos puntos arbitrarios, Ay B, situados
en la superficie interna del hueco sera nula,

—

V(A)fV(B)=/BE-dl=o,

debido a que dicha superficie es una equipotencial. La Gnica manera de que se verifique
la anterior expresion para puntos arbitrarios es que el campo eléctrico en el interior del
hueco sea nulo.
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aumento proporcional de la densidad superficial de carga; esto es, si
Q—Q=pQ = o(S) — d'(S) = Ba(S)
podemos concluir que
V—V =5V,
En la situacion descrita anteriormente, encontramos que el cociente en-
tre la carga y el potencial es siempre el mismo,
Q_Q _pa
v v pv’
lo que implica que la relacion entre la carga y el potencial en un conduc-
tor es una magnitud independiente de los valores concretos de Q y V. Esta
magnitud se conoce como capacidad, C, del conductor y se define como
Capacidad de un conductor
C= Q . (1.46)
%
La capacidad del conductor determina la carga que este “adquiere” para un
potencial dado; es decir, a mayor capacidad mayor carga, siendo C un para-
metro puramente geométrico que sélo depende de la forma del conductor.
La unidad de capacidad es el faradio (F), definida en el sistema interna- Unidad de capacidad:
cional como 1 F=1C/V. 1 faradio(F)
S, E
EJEmPLO 1.8 (*) Capacidad de un conductor esférico de radio R
Por simetria esférica, el campo en el exterior del conductor sera del tipo E = |E(r)|F
y, por consiguiente, al aplicar la ley de Gauss a una superficie esférica concéntrica
con el conductor se obtiene que
745 gs- 2 (1.47)
€o
- - ,_Q
|E(N] ¢ dS = [E(r)|4mr® = = (1.48)
o
de donde se obtiene que el campo en el exterior del conductor es
- Q .
E= ~F (1.49)
LTTE
El potencial en un punto arbitrario se obtiene como
>®, e dr
V(r)=/ Eal- 2 [ ¥
r 4Teo J, I?
SRk
LTT€Eq rir 47reor'
por lo que en la superficie de la esfera, el potencial sera simplemente
Q
= 1.50
ek (1.50)
y la capacidad:
c-2. 4TeoR (1.51)
v
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Condensador: sistema de dos
conductores en influencia total

Como puede verse, la capacidad sblo depende de la geometria (el radio) de la esfera
conductora.

Si el radio de la esfera fuese R = 1m, la capacidad del conductor seria

C~111x10 " F=11pF.

1.5.2. Influencia entre conductores I No

Si un conductor cargado con una carga Q, que suponemos positiva, se
introduce en el hueco interior de otro conductor inicialmente descargado,
esto origina una redistribucion de cargas en el conductor inicialmente neu-
tro (ver figura). Esta redistribucion es consecuencia del establecimiento de la
condicion de equilibrio electrostatico en ambos conductores (E;p; = 0). Si la
superficie exterior del conductor neutro se conecta a tierra (almacén infinito
de cargas libres), suben tantos electrones desde tierra como sean necesa-
rios para compensar las cargas positivas, dando lugar todo este proceso a
la aparicion de una carga neta —Q en dicho conductor.

La situacion anterior se conoce como influencia total dado que los dos
conductores tienen la misma carga pero de signo contrario. Todas las lineas
de campo que parten de un conductor acaban en el otro. (Esta situacion se
encuentra estrictamente en la practica cuando un conductor esta encerrado
en el interior de otro). Dos conductores en influencia total forman un sis-
tema que se conoce como condensador, definiéndose la capacidad de un

condensador como a

C=—, 1.52

Ay (1.52)
donde Q es el valor de la carga en modulo de cualquiera de los dos conduc-
tores y AV es la diferencia de potencial en modulo existente entre los dos

conductores.

Algunos ejemplos tipicos de condensadores se presentan a continua-
cion:

= (*) Condensador esférico
Para calcular la diferencia de potencial entre los dos conductores esfé-
ricos se parte de la expresion del campo en la zona intermedia entre los
dos conductores, donde 9
r

LEQr?

E-=

y, por tanto,

R R
SR 2 dr
AV = / E-dr= Q —
R, 4meo Jp, I?

Q [ 1}“?2_ Q Rz—R1.

r

B LTTEq Ry ) 4mes R4R,

La capacidad del sistema viene entonces dada a partir de (1.52) por
RiR>

—_—. 1.
R _R. (1.53)

C = 4Teq
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Es interesante notar que la capacidad del condensador esférico puede
llegar a ser mucho mas grande que la de un conductor esférico del mismo
tamano, dado que

R:R,
R, — R,

>R,.

= Condensador de placas paralelas

Para calcular la diferencia de potencial entre las placas paralelas, este
condensador se tratara suponiendo que las dimensiones de dichas pla-
cas son mucho mayores que la distancia entre ellas y, por tanto, éstas
se modelaran por dos planos infinitos cargados. Teniendo en cuenta la
expresion (1.27) para el campo producido por un plano cargado uniforme-
mente, en el caso de dos planos infinitos cargados con distinta polaridad,
por superposicion se tiene que

o . .

—y, sio<y<d

€o (1.54)
o, en otro caso .

my
1]

Obsérvese que el campo eléctrico es uniforme en el interior del conden-
sador y nulo fuera de éste. El condensador plano suele usarse general-
mente para producir campos uniformes e intensos.

Para calcular la diferencia de potencial entre las placas del condensador,
se procede realizando la integral de camino del campo eléctrico dado por
(1.54) entre una y otra placa. Dado que el campo eléctrico es uniforme,
puede escribirse que

d
AV = / E-dl=|E|d (1.55)
(o]
-2 d. (1.56)
€o

Puesto que la carga de cada uno de las placas finitas viene dada por
Q = 05, la capacidad del condensador de placas paralelas sera muy apro-
ximadamente

S
C=G =coy- (1.57)

-0 TE(Q) iE(—Q)/

% EQ) TE(-Q) 7

lE(Q) T E(-0)

0 —
o 7

Capacidad de un condensador de
placas paralelas
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Actividad 1.8:

= Dos conductores, un cubo y una esfera, tienen la misma carga y
voltaje. ;Pueden tener la misma capacidad? Justifique su respues-
ta. Si su respuesta es afirmativa, explique como es ello posible.

= Explique la diferencia entre la “capacidad de un conductor” y la
“capacidad de un condensador.”

m ;Qué caracteristicas relevantes tiene la capacidad de un conden-
sador de placas plano-paralelas?

m ;Como incrementaria la capacidad de un condensador plano da-
do?

1.6. Energia Electrostatica

1.61. Trabajo para trasladar una carga puntual

En una region del espacio donde existe un campo E, planteemos la si-
guiente cuestion: ;cual es el trabajo necesario para mover una carga prueba
puntual Q desde un punto A a un punto B? La respuesta a esta pregunta
nos la proporciona el calculo de la integral de camino de la fuerza externa
ejercida sobre la carga entre ambos puntos, esto es,

B
W = / Foyt - dl . (1.58)
A

Dado que la fuerza que ejerce el sistema de cargas sobre la carga prueba es
de tipo electrostatico y puede expresarse segin (1.5) en funcion del campo
eléctrico, la fuerza externa minima que debemos ejercer nosotros para po-
der desplazar la carga debera ser justamente la que contrarreste a la fuerza
electrostatica; esto es, Fext = —QE (si hiciéramos una fuerza mayor aumenta-
riamos la energia cinética de la carga, lo cual no es necesario para trasladar
la carga de A — B). Por tanto, la expresion del trabajo viene dada por

B
= -Q / E-dl=Q[v(B) — V(A)] (1.59)
A
que, obviamente, es independiente del camino debido a las propiedades ya

discutidas de la integral de camino del campo eléctrico.

Teniendo en cuenta la definicion de energia potencial dada en (1.39), la
expresion (1.59) para el trabajo puede identificarse con el incremento de la
energia potencial, AU, del sistema, es decir

W=AU. (1.60)

Es interesante observar que la expresion (1.59) ofrece la posibilidad de
interpretar la diferencia de potencial entre dos puntos como el trabajo por
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unidad de carga que debemos ejercer para desplazar una particula cargada
entre dichos puntos. En el caso de que la particula venga desde el infini-
to (donde usualmente se supone que esta el origen cero de potencial), el
trabajo que debemos realizar para situar la particula en el punto P puede
expresarse como

W =Q [V(P) — V(c0)] = QV(P). (1.61)

Ahora podemos observar claramente que

el potencial eléctrico puede identificarse con la energia po-
tencial (trabajo para crear el sistema) por unidad de carga.

1.6.2. Energia en un condensador de placas paralelas

Para obtener una expresion general de la energia electrostatica de un
sistema arbitrario de cargas se analizara el caso particular del proceso de
carga de un condensador de placas paralelas para después generalizar (sin
demostracion) las expresiones que se obtengan a cualquier sistema.

En el proceso de carga de un condensador plano (inicialmente los dos
conductores son neutros), el efecto de la bateria conectada a las placas del
condensador sera el de extraer carga negativa de una de las placas y trans-
ferirla a la otra, de modo que ambas placas se van cargando dando lugar a
la aparicién de un campo eléctrico entre las placas y, consecuentemente, a
una diferencia de potencial, V(q) = q/C, que va creciendo en el proceso.

Para aumentar en un dq la carga sobre el condensador, la bateria debe
realizar un trabajo diferencial que a partir de (1.59) (adaptando la expresion
valida para cargas puntuales a cargas diferenciales) podra expresarse como

dw = dgAVv. (1.62)

Si ahora consideramos que AV = V(q) = g/C, entonces el trabajo diferencial
podra expresarse como

d
dw = ch ) (1.63)

Segiin (1.60) este trabajo equivale justamente al aumento de la energia po-
tencial electrostatica del condensador, esto es: dW = dU. Para cargar el
condensador con una carga final Q, el trabajo total realizado (o equivalente-
mente el aumento total de la energia potencial del sistema) se obtendra al
integrar la expresion (1.63), de modo que

Q
W:AU=/ gdq=
(¢]

Dado que el aumento de la energia potencial del sistema es precisamente la
energia almacenada en el condensador, podemos identificar esta ganancia
de energia potencial con la energia electrostatica del sistema, U, por lo que
podemos escribir que

(1.64)

UE = CVz =

Q2
= V. )
c Q (1.65)

N | =
N | =
N | =

Bateria
1+
—/ -

V)]

mi ]

-q
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Energia electrostatica

En el caso particular del condensador plano, se encontré que

o S
V=|E|d Vv C=€oa,

por lo que al introducir estas expresiones en (1.65) obtendremos

1 1 S o
Up = —CV?= —¢— |EPd
2 2 d

1 = 1 -
560‘E‘2Sd = 560’E|2V . (1.66)

Si se define la densidad de energia en un campo electrostatico, ug, como
la energia eléctrica por unidad de volumen; es decir,

dUE = UEdV , (1.67)

de la expresion (1.66) se deduce que la densidad de energia eléctrica en el
condensador plano viene dada por

1 -
Ug = 5eoyEF . (1.68)

Es interesante observar que la energia electrostatica del condensador
plano puede expresarse tanto en términos de la carga, expresion (1.65), co-
mo del campo eléctrico, expresion (1.66). Estas dos expresiones dan cuenta
de la posible ambigiiedad que encontramos al definir donde se almacena la
energia potencial del sistema. Segiin la expresion (1.65), esta energia esta-
ria almacenada en las cargas y segiin la expresion (1.66) estaria asociada al
campo eléctrico. Aunque considerar que la energia esta en el campo pudiera
parecer “artificial”, esta concepcion es la mas conveniente para situaciones
mas generales®. Antes de que existiera campo eléctrico entre las placas, la
energia electrostatica en esa region del espacio era cero y después, cuan-
do se ha establecido un campo eléctrico, la energia alcanza cierto valor. Por
tanto, parece congruente asociar la energia potencial electrostatica con la
presencia del campo eléctrico.

Aunque el resultado (1.68) se ha obtenido para un caso particular, calcu-
los mas elaborados demuestran que este mismo resultado coincide con la
expresion general valida para la densidad de energia electrostatica de cual-
quier sistema cargado. En consecuencia, la energia electrostatica de un sis-
tema puede escribirse como

E—‘z
Ug = / %dv . (1.69)

todo el
espacio

2 Por ejemplo, al estudiar la energia asociada a una onda electromagnética (ver Tema 6)
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EJEMPLO 1.9 (*) Energia electrostatica de una esfera conductora.

El modulo del campo en el exterior de la esfera conductora con carga Q viene
dado por

|E(r)| = r>R.

LTEQI?

Antes de calcular la energia de este sistema aplicando la expresion (1.69) de-
bemos calcular dV. Para ello tengamos que cuenta que dado el volumen total de
una esfera de radio r viene dado por V = 4/37r3, por lo que el volumen diferen-
cial dV = (dV/dr)dr puede escribirse como dV = 4mr3dr. La energia de la esfera
conductora de radio R sera por tanto

€o|EP 6 @ Cymrrdr Q@ [ dr
Ug = / L dy =2 / = / =
2 2 1672l Jp rs 8mep Jgp 1P

todo el
espacio

1 Q@ 1072
c

B ElmeoR P

Actividad 1.9:

m Explique las razones por las que el incremente de energia poten-
cial en el proceso de carga de un condensador viene dada por
A&, = 3QV en vez de simplemente A&, = QV.

= ;Por qué es mas conveniente asociar la energia electrostatica con
el campo eléctrico en vez de con la carga y el potencial?

1.7. Dieléctricos

Hasta ahora so6lo hemos venido estudiando los diferentes fendmenos
electrostaticos en el vacio o bien en conductores perfectos. En este sentido,
al estudiar, por ejemplo, el campo creado por una carga puntual en el Apar-
tado 1.2.3 suponiamos que no existia medio material alguno en el espacio
que rodeada a la carga puntual. Para introducir el efecto de un posible me-
dio material no conductor en esta ley, debemos considerar que estos medios
denominados dieléctricos (ver Apartado 1.4) estan formados for atomos/mo-
léculas neutros eléctricamente donde el centro de las cargas positivas (pro-
tones) coincide con el de las cargas negativas (electrones). No obstante, bajo
la influencia de un campo eléctrico externo, el centro de las cargas negativas
puede desplazarse con respecto al de las positivas, es decir los atomos/mo-
léculas constitutivos del medio material pueden polarizarse. Este fenomeno
de polarizacion dara lugar a un nuevo campo eléctrico de polarizacion que
se opondra al campo original, manifestandose este efecto globalmente en
que el campo original queda parcialmente reducido, como si fuese originado
por una carga puntual de menor cuantia.

dtomo
neutro

atomo
polarizado

E

et
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El mismo efecto global anterior se produciria igualmente en un conden-
sador plano, donde se observa experimentalmente que la introduccion de
un material dieléctrico homogéneo e isotropo entre sus placas aumenta la
capacidad de dicho condensador en cierta constante que depende exclusi-
vamente del material. Para entender este efecto observemos el condensador
descargado de la Fig. 1.1(a), entre cuyas placas se ha colocado cierto mate-

E

(a) (b) 0
EVEDED

Qleveres|-Q
&
€5es e
€ D€ e )
S a
& e
ey
e ey
p=p=0-4
Q=—Q,

P

I

x

Q00000000
Q00000000
000000000

FIGURA 1.1: (a) Condensador descargado entre cuyas placas existe un material
dieléctrico. (Las esferas representan los atomos neutros constituyentes del
dieléctrico.) (b) Condensador cargado con una carga Q, que es contrarrestada por
una carga Q, proveniente de la polarizacion de los &tomos constituyentes del
dieléctrico.

rial dieléctrico (madera, papel, agua, plastico,...). Si ahora este condensador
es cargado con una carga Qo en una placa (y —Qo en la otra), entonces apare-
cera un cierto campo E, entre las placas del condensador. Este campo eléc-
trico provocara la polarizacion de los atomos del material dieléctrico dando
lugar a una situacion microscopica tal como la descrita en la Fig. 1.1(b). Ob-
servemos que en el interior del material dieléctrico las cargas positivas y
negativas se compensaran mutuamente, quedando sin embargo una carga
descompensada de valor Q, justamente en los extremos del material adya-
centes a las placas del condensador. Esta carga originara un campo eléctrico
E, que al superponerse al campo original E, da lugar a un nuevo campo E,
cuyo modulo puede expresarse como

E|= =, (1.70)
€r
donde ¢, es una constante adimensional positiva mayor que la unidad
(e, > 1) que dependera del material y que se conoce como permitividad
relativa del material.

Si la capacidad del condensador de placas paralelas en vacio (es decir,

sin material dieléctrico entre sus placas) venia dada por
Qo S

Co=— =67,

Vo d
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(siendo Vy = Eod la diferencia de potencial entre las placas), podemos ob-
servar que al introducir el material dieléctrico se reduce el valor del campo
entre las placas del condensador y, en consecuencia, también se reducira la
diferencia de potencial entre las mismas, que vendra ahora dada por
V=lEd="o. (177)
€r
Dado que la introduccion del dieléctrico no modifica la cantidad de carga
inicial depositada en las cargas (la carga en el material dieléctrico aparece
en los bordes de éste, no en las placas metalicas), tenemos que la capacidad
del condensador con dieléctrico sera

C=%- D
vV Vo/e

(1.72)

explicandose asi el aumento de capacidad del condensador observado ex-
perimentalmente.

Observemos ademas que, globalmente, el efecto de introducir el mate-
rial dieléctrico homogéneo e isotropo ha quedado reflejado en la sustitucion
de

€0 < €6o (1.73)

en la expresion de la capacidad. De este modo podemos escribir que la ca-
pacidad de un condensador de placas paralelas viene dada por

S
C=¢e= 1.
€5 (1.74)
donde
€ = €o€r (1.75)

es la permitividad dieléctrica del material.

Se cumplira que € > ¢o, siendo la permitividad relativa de algunos ma-
teriales usuales la siguiente:

Permitividad
Material relativa (e,)
Vacio 1
Aire 1.00059
Agua (20°C) | 80
Papel 3.7
Porcelana 7
Vidrio 5.6
Neopreno 6.9
Poliestireno | 2.55

Podemos observar que la permitividad relativa del aire es muy proxima a la
del vacio. Esto hace que, a efectos practicos, consideremos que el compor-
tamiento eléctrico del aire es equivalente al del vacio.

La anterior discusion sobre el efecto de la inclusion de dieléctricos ho-
mogéneos e isotropos en condensadores planos podria extenderse al es-
tudio de otras magnitudes y situaciones, obteniéndose que las expresiones

Permitividad dieléctrica
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Energia electrostatica en un

medio material

(-1/2,0)

(1/2,0)

obtenidas anteriormente en este tema para el vacio quedan simplemente
modificadas por la sustitucion de la permitividad dieléctrica del vacio por
la correspondiente permitividad dieléctrica del material. Asi obtendriamos,
por ejemplo, que la densidad de energia eléctrica de una region del espacio
donde hay un material dieléctrico de permitividad ¢ vendra dada por

|2
U = / dél dy . (1.76)

todo el
espacio

Actividad 1.10:

= Escriba la ley de Coulomb para cargas puntuales sumergidas en
agua (dieléctrico homogéneo).

m Describa los efectos principales que surgen al ternes dos cargas
sumergidas en agua.

m Dé las razones fisicas que expliquen los anteriores efectos.

= Para un voltaje dado entre las placas de un condensador plano,
deduzca si la introduccion de un dieléctrico entre dichas placas
aumenta o disminuye la carga almacenada en las placas.

= Deduzca la expresion de la capacidad total C de un conductor for-
mada por la asociacion de dos condensadores de capacidades C,
y C, cuando estos se conectan en serie y en paralelo.

1.8. Problemas propuestos
I No entran los *, ** I

1.1: Calcule la fuerza de repulsion electrostatica entre dos particulas « (cada particula « esta
compuesta por dos protones) y comparela con la fuerza de atraccion gravitatoria entre ellas
(para el protéon: m = 1,67 x 10~ kg, g = 1,60 x 10~ " ().

Sol. Felect & 3 X 1035 Fgrav-

1.2: ;Cual es el valor del modulo del campo eléctrico en un punto situado a 30 cm de una
carga puntual de 10 uC.
Sol. E = 10° N/C.

1.3: Dos cargas puntuales iguales de valor g estan situadas en los puntos (—a, 0,0) y (a, 0, 0).
Calcular el potencial y el campo eléctrico debido a dichas cargas en los puntos del eje Y.
sol.: V(0,y,0) = [q/me)ly” + a*)~"/?, E(0,y,0) = [g/Cmeo)lyly* + @®) ¥/ §.

1.4: Tres cargas puntuales de igual valor, g, se encuentran dispuestas en los vértices de un
triangulo, como se indica en la figura. Calcilese: a) el campo eléctrico y el potencial generado
por las tres cargas en puntos del segmento que une los puntos (0,0) y (0, h); b) la fuerza
ejercida por las dos cargas que se encuentran sobre el eje X sobre la carga situada en (o, h).
Sol.: a) V(o,y) = Kql2((l/2)? +y?) 24 (h—y) '], Elo,y) = Kqlay((l/2) )32 _(h—y) 2]y
b) F = Kg*2hl(1/2)? + h*]7*/%y.
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1.5: Las cuatro cargas del dibujo estan dispuestas en los vértices de un cuadrado de lado L. a)
Hallar el valor, sentido y direccion de la fuerza ejercida sobre la carga situada sobre el vértice
inferior izquierdo por las cargas restantes. b) Demostrar que el campo eléctrico total en el
punto medio de cualquiera de los lados del cuadrado es paralelo al lado considerado, esta
dirigido hacia la carga negativa vértice de dicho lado y su valor es E = [2q/(meoL?)1(1—+/5/25)
N/C.

sol.: a) F = [¢*/(umeol®)](1 — 1/+/8)(% + §) N.

1.6: El potencial electrostatico en cierta region del espacio esta dado por V = 2x*> — y? + 22,
donde x, y, z se expresan en metros y V en voltios. Determinar: a) la componente del campo
eléctrico en el punto (1,2,3) a lo largo de la direccion dada por la recta que pasa por dicho
punto y por el punto (3,5,0) [Nota: Tenga en cuenta que E = —(9V/dx, OV /dy, V/d2)]; b) el
trabajo que realizaria el campo sobre una carga puntual g = 2 C que se desplazase desde el
punto (1,2, 3) hasta el (3,3, 3).

Sol.: a) /22 N/C; b) —22 ).

1.7: Sobre los planos x = 0y x = 4 existen densidades de carga de valor o, =108 C/m?y o, =
—107% C/m? respectivamente. Determinar: a) la fuerza que actila sobre una carga puntual
g = 1 pC situada en el punto (1,0,0); b) el trabajo realizado por el campo para transportar
dicha carga hasta el punto (3,2,0); ¢) la d.d.p. entre los puntos (1,0,0) y (8,0,0).

Sol.:a) 36w - 10~ " X N; b) 72 - 10~ " J; €) 10807 V.

1.8: Una gota de aceite cargada de masa 2,5x 10" * g esta situada en el interior de un con-
densador de placas paralelas de area 175 cm®. Cuando la placa superior tiene una carga de
4,5%x1077 C, la gota de aceite permanece estacionaria. ;Qué carga tiene esta gota?

Sol.Q =8,43x10 2 C.

1.9: (*) Determinar el campo eléctrico y el potencial en todos los puntos del espacio en dos
casos: a) Esfera conductora de radio R y carga Q; b) Esfera no conductora de radio R con
densidad volumétrica de carga uniforme de valor p (nota: elegir potencial cero en el infinito
en ambos casos).

Sol:a) r > R E(r) = Q/(smeor®) |, V(r) = Q/(4meor); r < R:E = 0,V = Q/(4meoR); b) r > R:
E(r) = Rp/(Beor) E, V(r) = Rp/(3€or); r < R E(r) = rp/(3€0) #, V(1) = p(R* — r*/3)/(2€5).

1.10: (*) Una esfera no conductora de radio R tiene una densidad volumétrica de carga p = Ar,
donde A es una constante y r la distancia al centro de la esfera. Determinar: a) la carga total
de la esfera (considere que el diferencial de volumen viene dado por dV = 4mr?dr); b) el
campo eléctrico y el potencial en cualquier punto del espacio (nota: elegir potencial cero en
el infinito).

Sol: a) Q = mAR“; b) r < R: E(r) = Ar?/(seo)f, V(r) = —Ar/(12€5) + AR /(3€o); r > R: E(r) =
Q/(umeor®)i, V(r) = Q/(4meor).

1.11: (*) Demuestre que el campo eléctrico fuera de un conductor cilindrico rectilineo de
radio R, longitud infinita y densidad de carga superficial o es equivalente al campo debido a
una linea infinita cargada con la misma cantidad de carga por unidad de longitud (es decir,
si A = 2wRo).

1.12: (**) Determinar el potencial y el campo eléctrico en el eje de un anillo circularde radio
R con una densidad de carga lineal uniforme A que esta situado en el plano XY y tiene su
centro en el origen de coordenadas.

Sol.: V(0,2,0) = [\/(26)IR(Z* + R?)~"/2, (0, z,0) = [\/(2e0)IRz(Z* + R?) 7323,

1.13: (**) Dos anillos circulares de radio R coaxiales y con sus centros separados una distancia
a estan cargados con densidades de carga lineal A y —\ respectivamente. Hallar el trabajo
que hay que realizar para situar una carga prueba, g, en los puntos siguientes: a) centro del
anillo cargado positivamente; b) punto del eje equidistante de ambos anillos; c) centro del
anillo cargado negativamente (nota: en los tres apartados, suponer que la carga g se trae
desde el infinito al punto considerado).

Sol.: a) W = [g)/(265)]{1 — R(R* + @®)} ; ) W = 0; €) W = [g)\/(2€0)]{R(R* + @®) — 1}

C
-

B
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1.44: (**) Un cilindrico de longitud infinita y radio b con una cavidad cilindrica en su interior
de radio a posee una densidad volumétrica de carga p, seglin se indica en la figura. Calclese:
a) la carga total del cilindro por unidad de longitud; b) el campo eléctrico en todos los puntos
del espacio; c) la fuerza sobre una carga puntual, g, situada en el punto de coordenadas
(b, b, 0), asi como la componente de dicha fuerza en la direccion dada por el unitario A =
(1/4/3,1/+/3,1/4/3); d) la diferencia de potencial entre los puntos (b, b, 0) y (2b, 2b, 2b).

. - . - (P—=ad)p . . = P —a
Sol.:a)ﬂ-(b?—az)p;b)5|r§aE=o,S|a<r§bE=ﬂr,sw>bE=u
. c) F_ q(bz _ az)p(1 ; o) F ) q(bz - az)Pﬁ' 2reo 2reo
’ 4€ob [ rI'n 2\/§Eob ’

ln2

d) V(b, b,0) — V(2b,2b,2b) = (b* — a®)p

260

1.15: a) ;Cual es la capacidad de un sistema de dos placas plano-paralelas de area 1 mm?
separadas 1 mm?. b) ;Cuanto trabajo realizariamos para carga el anterior condensador con
una carga de 1073 C 2 ¢) ;Cual seria la fuerza entre las placas?.

Sol.: a) C = 8,05 nF; b) W = 62,1J; ¢) F = 5,65 x 10 N.

1.16: a) ;Qué cantidad de carga sera necesario anadir a una esfera conductora aislada de
radio R, = 10cm para que ésta alcance un potencial de 500 V2. b) Si la anterior carga es
compartida con otra esfera conductora aislada de radio R, = 5cm de radio (ambas son co-
nectadas mediante un fino hilo conductor), ;cual sera la carga y el potencial final en cada
esfera conductora?.

Sol:a)Q=56x10"°Cb)Q, =3,74nC, Q. = 1,86 nC, V; = V, ~ 336,6V.

1.17: Cinco condensadores idénticos de capacidad C, estan conectados en un circuito puente
tal como indica la figura. a) ;Cual es la capacidad equivalente entre los puntos a 'y b2 b)
Calcular la capacidad equivalente si la capacidad entre ay b cambia ahora a 10C,.

Sol.: a) Cequiv = 2Co; b) Cequiv = 11Co;

1.48: Un condensador de 1 uF se ha cargado a 10 V. Determinese: a) la carga acumulada y el
trabajo que fue necesario realizar; b) la densidad de energia eléctrica en el interior del con-
densador sabiendo que puede asimilarse a un condensador ideal de placas plano paralelas
separadas una distancia de 10 cm; ¢) el trabajo necesario para aumentar la carga del conden-
sador al doble de la que posee. Comparese con el trabajo calculado en el apartado a) (Dato:
€0 = 8,854 X 10~ 2 F/m).

Sol:a) Q=10 uC, W =5 x10"°J; b) pr = 4,427 x 10~ 8)/m% ¢) W = 15 x 107° ).

1.19: (*) Se consideran los condensadores planos esquematizados en la figura. Determinar
la capacidad de cada uno de ellos.
Sol.: @) C = Colen + €2)/2; b) C = Coenen /(en + €2), siendo en ambos casos Co = €,5/d.
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TEMA 2

Circuitos de Corriente Continua

24. Introduccion

En el tema anterior se ha introducido la Electrostatica como el estudio
de la interaccion entre cargas en reposo. No obstante, cabe senalar que, en
general, la Electrostatica puede aplicarse a situaciones en las que la distri-
bucién de cargas permanece invariable en el tiempo. El estudio de las cargas
en movimiento se iniciara en el presente tema. Estas cargas en movimiento,
o lo que eslo mismo, un flujo de particulas cargadas, dan lugar a una corrien-
te eléctrica, de la misma manera que moléculas de agua en movimiento dan
lugar a una corriente de agua.

En funcion del tipo de movimiento que lleven las cargas se clasificara la
corriente eléctrica en corriente continua y corriente variable en el tiempo.
La corriente continua (CC) es aquélla en la que el flujo de cargas permanece
invariable en el tiempo (por ejemplo, cuando los electrones en un cable se
mueven a velocidad constante).” Cuando el flujo de cargas que varia en el
tiempo lo hace de forma armoénica (es decir con una variacion temporal de
tipo seno o coseno), entonces se denomina corriente alterna (CA).

El objetivo final del presente tema sera el analisis de los circuitos de
corriente continua, tanto por su propia importancia en la tecnologia actual
como por ser un primer paso para el estudio y comprension de los circuitos
electronicos mas complejos. Los circuitos de corriente continua se resuelven
a partir de las reglas de Kirchhoff, que seran deducidas en este tema como
una consecuencia de las leyes de la Electrostatica y de la ley de conserva-
cion de la carga. Tras la deduccion de estas reglas, se hablara de las fuentes
de alimentacion de estos circuitos y, en particular, se discutira el concep-

1

Es interesante notar que si el flujo de cargas permanece invariable en el tiempo (corriente
continua), esto implica que la carga por unidad de tiempo que atraviesa cualquier super-
ficie no aumenta ni disminuye y, por tanto, la distribucion de cargas permanece invariable
en el tiempo. Esto implica que, a pesar de que las cargas se muevan, todavia se pueda
seguir aplicando la Electrostatica. No obstante, las cargas del interior del conductor ge-
neralmente no generan campo eléctrico dado que existe una compensacion precisa entre
cargas positivas y negativas.
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Intensidad de la corriente

Unidad de intensidad:
1amperio (A)

o—r &>
*—>
*—>

AS

to de fuerza electromotriz. Posteriormente se mostaran algunos ejemplos y
procedimientos para la resolucion de circuitos de corriente continua. Final-
mente, y como complemento al presente tema, discutiremos los transitorios
de carga y descarga en condensadores. Aunque estos transitorios implican
variaciones en el tiempo de la corriente, aqui se estudiara la situacion inter-
media entre dos estados que no dependen del tiempo.

2.2. Vector densidad de corriente

Una “medida” de la corriente eléctrica es proporcionada por la intensi-
dad de la corriente, I. Esta magnitud se define como

_daQ
dt
esto es, la carga total por unidad de tiempo, Q, que atraviesa cierta superficie

S.Launidad de intensidad de la corriente eléctrica en el S.I. es el amperio (A),
definido como

I (21)

. 1 culombio
1amperio= —— ; 1A=1C/s.
1segundo

La definicion de la intensidad de corriente como el ritmo temporal con
que la carga atraviesa “cierta” superficie S establece una dependencia de
esta magnitud con el flujo de carga a través de dicha superficie que debe
especificarse. Este hecho sugiere la conveniencia de expresar la intensidad
como el flujo de un vector (ver Apéndice A.2), que se denominara vector den-
sidad de corriente J, a través de una superficie S:

[ = /T ds . (2.2)
s

Evidentemente las unidades de J son de intensidad partido por superficie,
esto es: A/m?; representando el modulo de esta magnitud la cantidad de
carga que pasa por unidad de superficie y por unidad de tiempo a través de
un elemento de superficie perpendicular al flujo.

Para obtener una expresion explicita del vector densidad de corriente
en funcion de las caracteristicas del flujo de particulas cargadas, considera-
remos la situacion mostrada en la figura adjunta. En esta figura se muestra
la contribucion a la corriente, Al, de la parte de carga, AQ, que atraviesa el
area AS (la carga por unidad de tiempo que atraviesa la superficie completa
sera I). Claramente, la carga que atraviesa AS en la unidad de tiempo At es
aquélla comprendida en un volumen de area transversal AS y de longitud
ligual al recorrido de una de las cargas en el tiempo At; siendo, por tan-
to, [ = |Vq|At, donde |V,| es el modulo de la velocidad de arrastre de las
particulas cargadas. Supuesto que existen n particulas cargadas moviles por
unidad de volumen y que la carga de cada una de las particulas es g (luego
la carga por unidad de volumen es ng), se tiene que

AQ = ngAV = ngAS|v,| At .
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. . . . s
La carga que atraviesa el elemento de area AS por unidad de tiempo At,
sera por tanto
AQ
Al = = nq|vg|AS . J
At 9|7l
Si se tiene en cuenta que en el caso analizado previamente, el area consi- AS

derada estaba orientada perpendicularmente al movimiento, la expresion
anterior ofrecia directamente el valor del flujo que atravesaba dicha area. Si
el area considerada, AS, presenta otra orientacion, entonces el flujo debe
expresarse en términos del producto escalar de la velocidad de las particu-
las por el vector area (al igual que ya se hizo para el flujo del campo eléctrico)
y por tanto, en general,

Al = ngvy - AS . (2.3)
Tomando ahora el limite de la expresion anterior para areas infinitesimales,
AS — 0, (2.3) puede reescribirse como:

dl = nqv, - dS, (2.4)

de donde se deduce que la intensidad que atraviesa el area total S vendra

dado por
l=/dl=/nqva-d§. (2.5)
s s

Comparando ahora (2.5) con (2.2), obtenemos la siguiente expresion para el
vector densidad de corriente en el caso de que exista un Unico tipo de por-
tadores:

J = nqv, . (2.6)
En aquellas situaciones en las que haya mas de un tipo de portadores, la
expresion (2.6) puede generalizarse y escribirse como

J= Z niqivq - (27)
i

Es interesante observar (seglin muestra la figura adjunta) que si tenemos
cargas positivas y negativas fluyendo en el mismo sentido, la corriente res-
pectiva estara dirigida en sentidos opuestos.

Actividad 2.1

= ;Podemos tener corriente en un segmento finito de un hilo con-
ductor? Justifique su respuesta.

= Explique las razones que hacen que la definicion de la intensidad
de la corriente dada en (2.1) sea incompleta. ;Por qué es mas con-
veniente definir la intensidad como el flujo del vector densidad
de corriente?

= Trate de obtener las condiciones que debe satisfacer una CC a par-
tir de la definicion de J dada en la Ec. (2.6).

= Partiendo de la Ec.(2.6), deduzca la expresi()ndefpara una CC que
fluya a través de la seccion de un hilo.

Y

Vector densidad de corriente

Vd

\/

A

®®

\4

\4
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EJEMPLO 2.1 Calculo de la velocidad de arrastre de los electrones en un cable de
Cu (densidad p = 8,93 g/cm’® y masa atémica A = 63,55 g) de radio 0.8 mm que trans-
porta una corriente de intensidad 20 mA.

Es interesante primero notar que para el caso de corriente continua en un cable
(que generalmente presenta una seccion transversal invariante), la expresion de la
intensidad se reduce a

l=/7~d§=/|ﬂds=|ﬂ/ds=\f|s, (2.8)
S S S

donde se ha supuesto que J | d§y que |T| permanece constante en toda la seccion
transversal (n no varia en la seccion y la velocidad de las cargas es la misma en toda
la seccion).

Puesto que |J] = nq|V,|, de la expresion (2.8) se deduce que la velocidad de
arrastre de las cargas moviles puede escribirse como

Vq| = .
ol = g

Dado que la intensidad, la carga elemental g y la seccion transversal pueden
calcularse a partir de los datos del problema, |V,| quedara determinada si conoce-
mos el valor de n. Para calcular el nimero de electrones libres por m3 en el cobre,
supondremos que cada atomo de cobre aporta un electron libre al metal, por lo que
el nimero de éstos coincidira con el nimero de atomos de Cu por m3, n,. Para ob-
tener n, puede calcularse el nimero de moles por m3, x, y multiplicar este nimero
por el nimero de atomos en un mol, N, = 6,02 X 10%, esto es: ng = xN,. A su vez, el
nimero de moles por m? puede obtenerse como

masade1m®  p
masadeunmol A

’

por lo que n puede obtenerse a partir de la siguiente expresion:

p
n=NAZ.

Para el caso del Cu, A = 63,558 ¥ p = 8,93 g/cm?, por lo que

8,93 x 108

n=6,02 x 103
63,55

= 8,46 x 10°® electrones/m> .

La velocidad de arrastre sera por tanto:

20%x1073

V =
al 8,46 X102 - 1,6 X 10~ - (0,8 X 10—3)2

=7,43x10° ' m/s.

Obsérvese el valor tan pequeno de velocidad que se obtiene para el desplazamiento
de los electrones en el interior del cable, aunque esta velocidad de desplazamiento
tan pequena no implica que haya que esperar un largo tiempo para que se inicie la
corriente eléctrica. Algo similar ocurre en una columna de soldados respondiendo a
la voz de “marcha”, aunque la velocidad de desplazamiento de los soldados pueda
ser pequena, la columna se pone en marcha de forma casi instantanea.
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Ecuacion de continuidad de la carga

El principio de conservacion local de la carga (ver Apartado 1.1) exigia
que si cierta carga desaparecia de un lugar, esta misma carga debia haber
viajado y aparecer posteriormente en otro lugar. Dado que la carga viajando
constituye una corriente eléctrica, este principio puede expresarse en tér-
minos de dicha corriente eléctrica como

La intensidad de corriente que atraviesa la superficie ce-
rrada de un recinto es igual a menos la variacion temporal
de la carga movil en su interior.

Esta ley simplemente dice que si en cierto recinto entran, por ejemplo,
5 cargas por segundo y salen 2 cargas por segundo, entonces la carga en el
interior del recinto aumenta a un ritmo de 3 cargas por segundo. En forma
matematica, el principio anterior se conoce como ecuacion de continuidad
para la carga y puede expresarse como

L. 5 d
j{J-dS=——Q , (2.9)
S

donde el signo menos delante del segundo miembro sélo indica que un flu-
jo positivo (es decir, carga saliendo del recinto) esta relacionado con una
disminucion de la carga en su interior. Dado que la carga en el interior del
recinto puede expresarse en términos de la densidad de carga volumétrica
en su interior: Q = fv pdV, la expresion (2.9) puede reescribirse como

- 2 d ~ dp
ilds——m VpdV— /Vatdv. (2.10)

Para el caso de corriente continua, donde no existen variaciones tempo-
rales de carga movil en el interior de los conductores (dado que la carga por
unidad de tiempo que atraviesa cualquier superficie es siempre la misma),
se cumple que

op _

_0,
ot

por lo que la ecuacion de continuidad establece que

ff dS=o0 , (211)
s

esto es, el flujo de corriente a través de un recinto cerrado es nulo; o lo que
es lo mismo, la misma cantidad de carga que entra en el recinto sale de él.

Ecuacion de continuidad en régi-

men estacionario
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2.3. Conductividad, Ley de Ohm

2.31. Conductividad eléctrica

El modelo mas elemental de lo que sucede en un conductor real® su-
pone que las cargas moviles del conductor responden a la aplicacion de un
campo eléctrico externo acelerandose, pero que esta ganancia continua de
energia cinética es compensada por una pérdida equivalente de energia de-
bida a las continuas colisiones que sufren las cargas moviles (generalmente
electrones) con los restos atomicos fijos del material conductor. Este pro-
ceso simultaneo de aceleracion debido al campo eléctrico y desaceleracion
debido a las continuas colisiones es equivalente a un movimiento promedio
en el que la velocidad de los portadores de carga permanece constante.3

El complicado proceso interno puede simularse globalmente conside-
rando que el resultado de las colisiones puede modelarse mediante el efec-
to de una fuerza disipativa del tipo Fy = —\V, que se opone al movimiento.
Seglin este sencillo modelo, la ley de movimiento de una de las particulas
cargadas en el interior de un conductor real vendria dada por

m—2= = qE — A\, . (212)
dt q a

En la situacion estacionaria en la que la velocidad de arrastre de las cargas
permanece constante (esto es: dv,/dt = 0), ésta podra expresarse, segln
(212), como

N q-
Vg = +E
DY
o0 equivalentemente como

Vo = UE (213)

donde se pone de evidencia la relacion lineal que existe entre la velocidad
de arrastre y el campo eléctrico aplicado mediante el parametro i conocido
como movilidad de las cargas (sus unidades en el S.I. son m?/(Vs)).

Teniendo ahora en cuantq que J = nqvy, el vector densidad de corriente
puede escribirse como

J = nquE, (214)
o bien s
- ng*-
= E. 21
J 3 (215)

La anterior expresion manifiesta la existencia de una relacion lineal entre
el vector densidad de corriente y el campo eléctrico aplicado que puede

2

Es muy importante distinguir el presente caso de un conductor real con el caso de un
conductor perfecto que ya estudiamos en el Apartado 1.4. Debe recordarse que en el caso
de un conductor perfecto no existia campo eléctrico en el interior del conductor. En el
presente caso de un conductor real si existira campo en el interior de dicho conductor.

Una situacion analoga se da en la caida de las gotas de agua de la lluvia. Cada gota de
agua es acelerada por el campo gravitatorio y, a su vez, desacelerada en los choques que
sufre con las moléculas de aire que se encuentra en su caida. El resultado global es que
las gotas de agua caen a velocidad aproximadamente constante.
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4 N
expresarse como B Ley de Ohm paraJ'y E
J=0E , (216)
siendo o un parametro asociado al material que se conoce como conduc-
tividad eléctrica y que vendra dado por
Conductividad eléctrica
ng’ (247)
o= —, .
A
o bien por
o=qnu. (218)
La conductividad eléctrica mide el grado de conduccion eléctrica de los
materiales, siendo mayor para aquellos materiales en los que la corriente
eléctrica fluye con mas facilidad (notese que o es inversamente proporcional
al parametro \). E —
. . . . —>V
Es interesante notar que independientemente del signo de la carga, dado @ !
que ésta aparece al cuadrado en (2.17), el sentido de la corriente es siempre > J
el mismo que el del campo eléctrico aplicado.
< = 2>
s ) Vd J

Actividad 2.2:

= Describa y explique las principales diferencias entre conductores
perfectos y reales.

m Encuentre situaciones practicas comunes donde un movimiento a
velocidad constante es causado por la accion balanceadas de dos
fuerzas que se oponen.

= De algunos razones de por qué es razonable esperar que o x ny
e .

m Un conductor perfecto es el caso limite de un conductor real cuan-
do la conductividad eléctrica tiende a infinito (o — oo). Explique
por qué pueden existir corrientes en un conductor perfecto aun-
que Econd =0.

= ;Es el sentido de Tsiempre el mismo que el de E? .Es el sentido
de V, siempre el mismo que el de E? Justifique sus respuestas.

2.3.2. Leyde Ohm circuital

Si un conductor filiforme dotado de cierta conductividad o se sitla en
una region donde existe un campo eléctrico E, este campo eléctrico pene-
tra en el conductor (a diferencia de un conductor perfecto donde Eint = 0)
y “afectara” a las cargas moviles dando lugar a una corriente eléctrica. Se-
gin (1.33), la integral de camino del campo eléctrico entre dos puntos del

“ En general esta ley también sera valida para campos eléctricos no electrostaticos.
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conductor sera justamente la diferencia de potencial entre esos dos puntos,
esto es,

2
1 ) /E-dl=V(1)—V(2)EV12.
1

—  » F Esta diferencia de potencial entre dos puntos es usualmente denominada
tension eléctrica, o simplemente tension. Dado que el campo eléctrico puede
> J relacionarse con la densidad de corriente mediante la ley de Ohm (2.16), se

tiene que

)

Ley de Ohm circuital

Resistencia de un conductor

filiforme

Unidad de Resistencia:
1 ohmio (Q)

Unidad conductividad eléctrica:

1(Qm) "

/ J .dl. (219)

Supuesto que en el conductor filiforme de seccion transversal S, el vector
densidad de corriente pueda escribirse como

J= é (2.20)

(siendo u el vector unitario en la direccion del conductor), el calculo de la
integral de camino (2.19) sera entonces

o I . - 12 [
/ j dl= — u-dl=— di=—1, (2.21)
1 oS J, oS

donde [ es distancia entre los puntos 1y 2.

Obsérvese que se ha obtenido una relacion lineal entre la diferencia de
potencial entre dos puntos del conductory la intensidad de la corriente eléc-
trica que circula por él. Esta relacion se puede escribir de forma genérica
como

V=RI (2.22)

que se conoce como ley de Ohm circuital (enunciada por G.S. Ohm en 1827),
donde el parametro R, denominado resistencia del material, es para el con-

ductor filiforme |
R=—. 2.23
purs (2.23)
La resistencia es una caracteristica de cada conductor que depende de
su constitucion material (a través de o) y de su geometria. La unidad de

resistencia en el Sl es el ohmio (), siendo

10hmio = _Tvottio volth , 1Q=1V/A.
1amperio
A diferencia de lo que ocurre en un conductor perfecto, que es equipoten-
cial, la presencia de una resistencia (esto es, la existencia de una pérdida de
energia de los portadores de carga moviles debido a las colisiones con los
restos atdmicos fijos) se manifiesta en una caida de potencial, o tension, a
lo largo del conductor real si éste es recorrido por una corriente.

A partir de (2.23) podemos deducir que las unidades de conductividad
o son inversamente proporcional a la resistencia y longitud, por lo que las
unidades de conductividad suelen darse en (2m)~". La conductividad eléc-
trica es una de las magnitudes que mas varian de un material a otro: des-
de 107 "™(Q2m) " para materiales muy poco conductores (dieléctricos) hasta
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108(2m)~" en metales muy buenos conductores como el cobre o la plata.
Puesto que la conductividad de los metales suele ser muy alta y, por tanto,
su resistencia muy baja, en multiples situaciones practicas (por ejemplo, en
la mayoria de los circuitos) se considera que no hay caida de potencial en
los conductores metalicos sino que toda la caida de potencial se da en unos
elementos especificos de menor conductividad llamados resistencias.

Actividad 2.3:

= ;Podemos tener una diferencia de potencial a lo largo de un con-
ductor perfecto? Justifique su respuesta.

= ;En queé situaciones practicas no podemos despreciar la diferen-
cia de potencial a lo largo de hilos conductores?

m ;Cuales son las suposiciones mas relevantes que hemos hecho
para derivar la ley de Ohm? Trate de encontrar un ejemplo practico
donde esta ley no sea aplicable.

2.3.3. Efecto Joule

En los apartados anteriores se ha discutido que la presencia de corrien-
te eléctrica en un conductor real lleva aparejado un proceso disipativo de
energia fruto de las continuas colisiones de los portadores moviles con los
restos atomicos fijos. Este proceso disipativo implica una pérdida de ener-
gia cinética de los portadores de carga en forma de calor que se transmite
al material conductor y a su entorno. La presencia de una caida de potencial
en un conductor real (cuando éste es recorrido por una corriente eléctrica)
provoca que para desplazar un diferencial de carga, dq, desde el punto de
potencial V, al punto de potencial V,, el campo eléctrico externo deba reali-
zar un trabajo. Si la diferencia de potencial entre estos dos puntos se expresa
de forma general como V = V, — V,, este trabajo viene dado, segin (1.61), por

dw = dq(v, — V,) =dgV .

Teniendo ahora en cuenta que el elemento de carga, dq, es parte de una
corriente | que circula por el conductor, podremos escribir que: dq = Idt;
por lo que el diferencial de trabajo realizado por el campo podra expresarse
como

dw = Ivdt . (2.24)

En consecuencia, el ritmo temporal con el que se realiza este trabajo, que
coincidira con la potencia, P = dW/dt, disipada en forma de calor en la re-
sistencia, vendra dado por

P=IV=FPR=V’/R . (2.25)

Esta ley para la potencia disipada en una resistencia fue deducida experi-
mentalmente por J.P. Joule sobre 1841.

V, v,
Q ——> E )
dq
Ley de Joule
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Actividad 2.4:

m Explique las razones que hace necesario que, en general, deba
haber un agente que realice un trabajo externo para mover una
carga entre dos puntos de un conductor real.

= ;Esla potencia dada en (2.25) lineal con la corriente y la diferencia
de potencial? Justifique su respuesta.

m Describa cuando es conveniente usar cada una de las tres expre-
siones dadas para la potencia.

EJEMPLO 2.2 Dos conductores de la misma longitud y el mismo radio se conectan a
través de la misma diferencia de potencial. Si uno de los conductores tiene el doble
de resistencia que el otro, ;cual de los dos conductores disipara mas potencia?

Si la resistencia del conductor 1 es R, = Ry la del conductor 2 es R, = 2R, enton-
ces, de acuerdo con la expresion (2.25), las potencias disipadas en cada conductor
son:

v o2
P1 = —_— 0 —

R, R

V2o
P2 = — =,

R, 2R

por lo que:
P, =2P,.

Esto quiere decir que, supuesta igual la diferencia de potencial en los conductores,
aquel conductor con menor resistencia es el que disipa mayor cantidad de potencia.

;Qué ocurriria si los conductores anteriores fuesen recorridos por la misma
intensidad?

2.4. Fuerza electromotriz

Antes de analizar como puede mantenerse en la practica un una corrien-
te eléctrica continua, detengamonos un momento en el analisis de una “co-
rriente continua de masa”. En el dibujo adjunto se muestras bolitas que se
mueven en el interior de un tubo cerrado sobre si mismo. La cuestion es:
;puede existir un flujo constante de masa en la situacion anterior? Obvia-
mente, bajo el efecto Gnico del campo gravitatorio, una bolita que sale de la
parte superior no podra llegar a un punto mas alto que aquél desde el cual
ha partido y, por tanto, no puede producir un movimiento circular continuo
(es decir, la bolita no puede alcanzar un punto de potencial gravitatorio ma-
yor que el de partida). No obstante, si ademas consideramos la presencia
inevitable de rozamiento, habra una perdida adicional de energia cinética
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transformada en calor que provocara que la bolita no alcance el punto teo-
rico de maxima altura sino uno de menor altura. En resumen, la bolita en el
dispositivo anterior no podra realizar un movimiento circular mantenido sino
que realizara un movimiento oscilatorio que desaparecera tras unas cuantas
oscilaciones. Por tanto, podemos afirmar que el campo gravitatorio, que es
conservativo, no es capaz de mantener por si mismo una corriente continua
de masa. Para conseguir una corriente continua de masa debe anadirse al
sistema anterior un elemento que proporcione el “empuje” adicional nece-
sario a las bolitas para que puedan continuar su movimiento. Claramente,
este elemento adicional debe producir un campo de naturaleza distinta al
gravitatorio (esto es, no conservativo).

La misma cuestion puede ahora plantearse respecto a si un campo elec-
trostatico puede mantener una corriente continua de cargas eléctricas. En
este caso, y debido a la naturaleza conservativa del campo electrostatico, la
respuesta sigue siendo NO, por razones analogas a las del caso anterior. En
otras palabras, el trabajo por unidad de carga que realiza el campo electros-
tatico, Eels, en un recorrido circular de la carga es nulo,

w - -
=j{Eels'dl=oy
q

debido al caracter conservativo de Ees (ver la expresion (1.31)). Dado que
en cualquier situacion real siempre existe una pérdida de energia debido
al efecto Joule, para mantener un flujo continuo de cargas debemos intro-
ducir un elemento externo que proporcione a las cargas moviles el “impul-
so externo” necesario para compensar esta perdida constante de energia.
El agente de este impulso externo a las cargas no puede ser claramente un
campo electrostatico pues éste proporcionaria siempre una energia nula por
ciclo.

Puesto que el impulso sobre los portadores moviles puede estar locali-
zado en una parte concreta del circuito o bien distribuido a lo largo de éste,
lo que importa es la integral a lo largo de todo el circuito de la fuerza por
unidad de carga, ]?, que origina este impulso. La circulacion de esta fuer-
za por unidad de carga se conoce como fuerza electromotriz, £, (denotada
usualmente como “fem”):

€= %f dl, (2.26)

circuito

esto es, la fuerza tangencial por unidad de carga integrada sobre la longi-
tud del circuito completo (esta cantidad es igual a la energia por unidad de
carga suministrada en cada ciclo por el agente externo). Debe notarse que
la denominacion de “fuerza” electromotriz es un poco desafortunada, dado
que & no tiene unidades de fuerza sino de fuerza por unidad de carga (o
sea, de campo eléctrico) y por longitud, que son precisamente unidades de
potencial eléctrico (recuérdese que, segin (1.33), la diferencia de potencial
se define como la integral de camino del campo electrostatico). Por consi-
guiente, las unidades de fuerza electromotriz son voltios. No obstante, es
importante aclarar que la fuerza electromotriz NO es una diferencia de po-

Fuerza electromotriz (fem)

Unidad de fem : 1 voltio (V)
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W
=
m
I

FIGURA 2.1: (a) Esquema fisico de la accion de un generador de fuerza
electromotriz. (b) Representacion circuital del esquema anterior.

tencial,

§7AV,

puesto que el agente de fem no puede ser un campo electrostatico, Es (cam-
po de circulaciéon nula), sino un campo de naturaleza no electrostatica que
[lamaremos campo electromotor, Em. ElL agente fisico concreto responsable
de este campo electromotor puede ser muy diverso, por ejemplo: fuerzas de
origen quimico en una bateria, fuerza mecanica en un generador de Van der
Graaff, la luz en una célula fotoeléctrica, la presion mecanica en un cristal
piezoeléctrico, etc...

Podemos, por tanto, establecer que la existencia de una corriente eléc-
trica continua en un circuito requiere la accion de un agente externo, usual-
mente denominado generador de fem (o también, fuente de tension), que

proporcione el campo electromotor necesario para “empujar” las cargas positivas/ne-

gativas hacia potenciales crecientes/decrecientes en contra del efecto del
campo electrostatico. Este hecho queda de manifiesto en la parte (a) de la
Fig. 2.1, donde al realizar la circulacion del campo eléctrico total suma del
campo electrostatico mas el electromotor, E7 = Es + Ep,

¢= ET~dT=j{ES~dT+j<[Em-dT

2
=/ En-dl (2.27)
;

se obtiene que la fuerza electromotriz es justamente la integral de camino
del campo electromotor entre los puntos 1y 2 (recuérdese que la circulacion
del campo electrostatico es nula). En términos circuitales, la representacion
de la situacion anterior se muestra en la parte (b) de la figura.
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Actividad 2.5:

= Si tiene una pelota elastica en su mano, ;qué tendria que hacer
si quiere que, tras el rebote de la pelota en el suelo, ésta alcance
una altura superior que la inicial? Ahora, explique esta accion en
términos fisicos e identifique las fuerzas involucradas en el feno-
meno asi como su naturaleza conservativa o no.

= ;Puede un campo electrostatico producir una corriente continua?
Justifique su respuesta.

= Un campo electrostatico no puede mover cargas de un punto a
otro. ;Verdadero o falso? Justifique su respuesta.

= Encuentre y explique cual de las siguientes frases es verdadera o
falsa.
+ La fem es la fuerza producida en el interior de las baterias.
« Las unidades de la fuerza electromotriz son newtons.

« Un campo no electrostatico da lugar a una diferencia de po-
tencial.

« Un campo electrostatico puede ser la causa de una diferencia
de potencial.

+ No hay ninguna relacion entre la fem y la diferencia de poten-
cial en un circuito.

« Una fuente de tension no es siempre necesaria para tener una
CC en un circuito.

2.4a. Potencia suministrada por el generador

El trabajo que realiza el generador (en concreto, el campo electromotor,
E) para mover un diferencial de carga dq vendra dado por

dw = dqg }'{ En-dl=dg¢. (2.28)

Eltrabajo total, W¢, que puede realizar este generador estara limitado por la
cantidad total de carga, Qr, que puede poner en movimiento. Por tanto, tras
integrar (2.28) (note que la fem es independiente de la carga sobre la que
actla), obtenemos que

We = Qr€ . (2.29)

En condiciones ideales, este trabajo deberia ser igual a la energia almacena-
da en la bateria, U¢. En consecuencia concluimos que la energia almacenada
en la bateria puede expresarse como

Ue = Qr€ . (2.30)
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Potencia suministrada por el
generador de fem

Por otra parte, teniendo en cuenta el hecho de que el diferencial de carga
considerado forma parte de una corriente, tendremos que dq = Idt y por
tanto

dw = I€dt . (2.31)

De la expresion anterior podemos deducir que la potencia, P, suministrada
por el generador es
P=If . (2.32)

N

Actividad 2.6:

= Deduzca que la expresion (2.28) puede interpretarse como el tra-
bajo diferencial proporcionado por una fuente de tension para
mover un diferencial de carga a lo largo de un camino cerrado
de un circuito dado.

= ;Por qué es la fem independiente de la cantidad de carga sobre
la que actia?

= Halle la cantidad de energia almacenada en la bateria de su te-
lefono mavil (mire en las especificaciones escritas en la bateria).
Calcule ahora cuanto tiempo puede durar esta bateria.

= ;Qué principio fundamental se ha usado para deducir (2.30)?

2.5. Reglas de Kirchhoff

2.51. Regla de Kirchhoff de las tensiones

Si calculamos la integral de camino del campo total, E;, entre los puntos
1y 2 de la rama (asociacion de elementos en serie recorridos por la misma
intensidad) mostrada en la figura adjunta, tendremos que

2 . 2 . 2 .
/ET'dl=/ Es'dl+/ En-dl. (2.33)
1 1 1

Ahora bien, segilin la expresion (2.16), el primer miembro de la expresion
anterior se puede reescribir como

2 N 2j’ .
/ET-dl=/ ~.dl. (2.34)
1 1 0

Suponiendo valida la expresion (2.20) y operando obtenemos que

2, N 2j‘ . 2
/ET-dl=/-dl=/dl=lR. (2.35)
1 . O , oS

El sentido de la intensidad se supone inicialmente fluyendo en el sentido de
recorrido del punto 1 al punto 2.
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El primer término del segundo miembro en (2.33) es justamente la inte-
gral de camino del campo electrostatico entre los puntos 1y 2; esto es, la
diferencia de potencial entre ambos puntos (o tension):

2—» —
/Es'dl=V12.
1

Dado que el segundo término es, por definicion, la fuerza electromotriz del
generador, la expresion (2.33) puede reescribirse como

IR=Vy+&, (2.36)
o bien:
Vip=IR—¢€ . (2.37)

Es interesante notar que si entre los puntos 1y 2 s6lo existiese el generador
de fuerza electromotriz (R = 0), de acuerdo con la ecuacion anterior, la caida
de tension V,, seria numéricamente igual al valor de la fuerza electromotriz
del generador (V,, = £). Esta misma igualdad se daria también si no circulase
intensidad por la rama aunque R 7 0.

Si en vez de una sola resistencia y generador tenemos una rama con
varios de ellos, entonces, la aplicacion del anterior razonamiento nos dice
que

Vi, = ’(R1 + R, + R3) — (_51 + 52) ’

que de forma general se puede escribir como
Vi = IZ Rj - Z fi ’ (2.38)
i

donde el signo de la correspondiente &; se toma segln el siguiente criterio:

. + sisentido E,, = sentido recorrido1 — 2
sign() = o . .
— sisentido Ep, 7sentido recorrido1 — 2.

En un caso todavia mas general como el que se muestra en la Fig.2.2,
donde tenemos varias ramas recorridas por diferentes corrientes, el calculo

I € l €
1 R, | R, R, R, 2
AA A -« I \A/W I —
— I, | —1 — I

FIGURA 2.2: Diversas ramas recorridas por distintas intensidades.

de la integral de camino entre los puntos 1y 2 nos dice que
Vi, = [I1R1 — LR, + I3(R3 + RA)] - (_451 + {2) ’
donde el signo de la intensidad, ;, se toma de acuerdo al siguiente criterio:

ien(l) + sisentido /; = sentido recorrido1 — 2
sign(l;) =
! — sisentido I; #sentido recorrido1 — 2.
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En general, la expresion anterior se puede expresar como
V=Y LRi—> &, (2.39)
Regla de Kirchhoff para * zj: ™ z’: :
la tension
(donde R; es la resistencia total de la rama j recorrida por la intensidad /;)
y se conoce como regla de Kirchhoff para la tension.
2.5.2. Regla de Kirchhoff de las intensidades
Si la expresion (2.11) se aplica a un trozo de un cable tal como se muestra
en la figura adjunto, ésta dice que
ff-d§=/f-d§+/7-d§
s Sy S
ds, J ds,

dS2
ds,
dS3

Regla de Kirchhoff para
las intensidades

=T'§1+T‘§2=_I+I=O.

Para el caso de tres ramas de un circuito que confluyen en un nodo, al aplicar
(2211) obtenemos:

S3

donde los valores de las distintas intensidades seran negativos (si la carga
entra en el recinto) o positivos (si la carga sale del recinto).

Si la expresion anterior se generaliza para un nodo con N ramas, se ob-
tiene la regla de Kirchhoff para las intensidades:

(2.40)

que establece que

la suma de todas las intensidades en un nodo es nula.
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5

Actividad 2.7:

= ;Ha notado que existen diferentes combinaciones de mallas que
nos “cubren” todo el circuito? ;Como afecta la eleccion particular
que hagamos al resultado final?

= ;Puede explicar la diferencia entre una regla y una ley?

= ;Podemos estudiar circuitos con condensadores y/o bobimas con
las reglas de Kirchhoff enunciadas anteriormente? Justifique su
respuesta.

= Describa y explique qué leyes previamente estudiadas han sido
usadas para derivar las reglas de Kirchhoff (2.37) y (2.40).

= ;Por qué es tan importante recordar el criterio de signos emplea-
do en Eq.(2.37)?

2.6. Resolucion de circuitos de corriente continua

Denominaremos circuito de corriente continua (cc) a la interconexion de
un namero arbitrario de resistencias y generadores de cc. La interconexion
puede tener cualquier topologia, siendo la mas simple la mostrada en la
figura adjunta. La aplicacion de las dos reglas de Kirchhoff anteriores con-
ducira, en general, a un sistema de ecuaciones, cuya resolucion nos dara los
valores de las magnitudes buscadas. Para el caso simple de la figura adjun-
ta, tendremos que solo existe una intensidad, I, que recorre el circuito. La
aplicacion de la regla de Kirchhoff (2.37) para la tension al anterior circuito
(recorrido en el sentido horario desde el punto 1 hasta él mismo) dice que

Viw=0=IR-§,

por lo que la intensidad sera

1=¢/R.
Para un circuito mas complejo como el mostrado en la Fig. 2.3, tomamos

Ra Rc
1, I
5_@ é @ -

como incognitas las intensidades que recorren cada rama: Iq, Iy € I¢. Las re-
glas de Kirchhoff dan lugar al siguiente sistema lineal de tres ecuaciones:

FIGURA 2.3

—» /

|||+

—
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laRa + IbRp = &a — &b (2.41a)
IcRc + bRy = & — &b (2.41b)
Ip=la+lc, (2.411¢)

que tras sustituir I, queda como

la(Ra + Rp) + IRy = &q — &b (2.42a)
laRa + I(Rp *+ Rc) = E&c—&p . (2.42b)

La resolucion del anterior sistema por cualquiera de los métodos conocidos
permitira obtener las intensidades en cada una de las ramas.

2.61. (*) Método de las corrientes de malla I No entran los *, **

Existen algunas métodos que permiten resolver los circuitos lineales
(circuitos cuyos componentes muestran una relacion lineal entre la inten-
sidad y la tension) planteando de forma sistematica un sistema de ecuacio-
nes para ciertas variables auxiliares. Uno de estos métodos es el conocido
como método de las corrientes de malla. Este método simplemente “reorga-
niza” las expresiones resultantes de la aplicacion de las reglas de Kirchhoff,
de modo que las variables incognitas son las denominadas intensidades de
malla. Antes de presentar el método, es conveniente determinar con preci-
sion el significado de ciertas denominaciones:

Rama: Conexion en serie de componentes.

Nodo: Punto en el que concurren tres o mas ramas.

Red: Conjunto de nodos y ramas.

Malla: Recorrido de una red, tal que partiendo de un punto se vuelve a él
sin pasar dos veces por un mismo nodo.

En la aplicacion del método, se debe empezar identificando un nime-
ro minimo de mallas que recubra completamente el circuito. En el caso del
circuito de la Figura 2.3, podemos comprobar que el circuito es recubierto
por al menos dos mallas, siendo su eleccion mas trivial, la malla de la iz-
quierda (malla 1) y la de la derecha (malla 2). Para cada una de estas mallas
definiremos su intensidad de malla respectiva (con su sentido) como aquella
intensidad que recorre la malla: I, e I,; de modo que I, es la intensidad que
recorre la rama ay parcialmente la rama b. Por su parte, la intensidad de la
rama b vendra dada por

lp=1s+1,.

En general, el sistema planteado para las intensidades de malla, I, es el
siguiente:

N
§i= Z Rjli  (i=1,..,N), (2.43)
j=1
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donde

m N es el nimero de mallas;

n & es lafem total de la malla, tomando el signo de cada f.e.m. parcial po-
sitivo si el campo electromotor va en el mismo sentido que la intensidad
de malla, y negativo en otro caso;

= Rj es la resistencia total comun de la malla iy j, cuyo signo sera

+ sisentido I; = sentido I
— sisentido /; 7sentido /; .

sign(Ry) = {

Si aplicamos la técnica anterior al circuito de la Figura 2.3, obtendremos
el siguiente sistema en forma matricial:

§a — &b _|Ra*Rp Rp I,
|:§C - fb] ) [ Rp Rp + Rc:| [12] (2.44)

EJEMPLO 2.3 Obtenga el sistema de ecuaciones para las intensidades de malla del
siguiente circuito de tres mallas

En el circuito de la figura adjunta definimos una intensidad para cada una de
las mallas senaladas, tomando el sentido de esta intensidad tal y como se muestra
en la figura. Siguiendo los criterios de signos ya senalados para las resistencias

R,
W |
y fuerzas electromotrices, encontramos que el sistema de ecuaciones escrito en |

forma matricial que caracteriza al circuito es el siguiente: &3
L) =R m =R,
R,

R
& =& Ri+ R+ Rg —Rg —R, I3 l_‘/\/\% W\
53 + &' = —Rg R5 + RG + R7 + Rg —R5 ’2 fot R2

Actividad 2.8:

= ;Cuales son las ventajas de usar el método de las corrientes de
malla?

= Resuelva los ejercicios 2.7 al 2.18.

2.6.2. (*) Teorema de superposicion

En aquellos circuitos en los que existe mas de una fuente es a menudo
Util el teorema de superposicion, que dice
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La respuesta en cualquier elemento de un circuito lineal que con-
tenga dos o mas fuentes es la suma de las respuestas obtenidas
para cada una de las fuentes actuando separadamente y con to-
das las demas fuentes anuladas.

Para demostrar este teorema podemos partir del sistema de ecuaciones
que nos da el método de analisis de mallas,

(&1 =[RILT, (2.45)

0, equivalentemente,
[1=[RI[&]. (2.46)
Si ahora consideramos una descomposicion de las fuentes, de manera que

[f] = [5]1 + [5]2 ' (2.47)

tendremos entonces que existe una descomposicion analoga para la inten-
sidad,

[

[RI7'[€] = [RIT'EL + [RITEL,
0, + 101, . (2.48)

La ecuacion anterior muestra que toda combinacion lineal de fem corresponde
a una combinacion lineal de intensidades.

EJEMPLO 2.4 Aplicar el teorema de superposicion para calcular la intensidad I, en
el circuito de la parte (a) de la figura.

El calculo de la corriente I, mediante la aplicacion del teorema de superposicion
requiere la descomposicion de la excitacion provocada por las dos fuentes en dos
excitaciones distintas debidas a cada una de las fuentes actuando por separado. De
esta manera

lp=1Ipa+lpy,
y, por tanto, debemos resolver dos problemas mas simples segiin muestra la par-
te (b) de la figura. Para calcular I, ;, tenemos que resolver el siguiente sistema:
ga = IqRq * Ip1Rp
Ib,1Rb = IR,
lg=1Ipa+1c.
Asimismo para calcular Iy, se resolvera
& = IR+ Ip2Rp
Ib,2Rb =14Rq

le=1py+1q.

Aunque el ejemplo anterior no muestra ninguna ventaja de calculo en la
resolucion del circuito, existen multiples situaciones en las que la aplicacion
de este teorema puede ser muy beneficioso para simplificar los calculos. Una
situacion en la que este teorema muestra su utilidad se encuentra cuando
tengamos en un mismo circuito fuentes de corriente continua y de corriente
alterna. Algiin ejemplo de esta situacion se mostrara en el tema de corriente
alterna.
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2.6.3. (*) Teorema de Thevenin

Este teorema puede enunciarse de la siguiente manera:

En un circuito de CC que contenga resistencias y fuentes de fem
del cual salen dos terminales, éstos pueden ser considerados a
efectos de calculo como los terminales de un circuito que contie-
ne una Gnica fuente de tension, &1y, de valor igual a la diferencia
de potencial que aparece entre los terminales, y una Gnica re-
sistencia, Rry, equivalente a la que aparece entre los terminales
cuando se anulan todas las fuentes de fem del circuito.

T T Sy
AN @ —

oBB

e —

FIGURA 2.4: Red compuesta por miltiples fuentes de fem y resistencias junto con
su circuito equivalente Thevenin.

El contenido del teorema puede interpretarse diciendo que todo circuito
lineal activo con terminales de salida Ay B puede sustituirse por una fuente
de tension en serie con una resistencia (ver Fig. 2.4). Los valores concretos
de esta fuente de tension y de la resistencia se determinan segiin el proce-
dimiento descrito por el propio teorema.

EJEmPLO 2.5 Calcular el equivalente Thevenin del circuito de la figura

Para aplicar el teorema de Thevenin, debemos calcular el valor de la resistencia
y de la fuente de tension de Thevenin.

En primer lugar calcularemos Ry, para lo cual debe obtenerse la resistencia
equivalente cuando se anula (cortocircuita) la fuente. En primer lugar obtenemos la
resistencia paralelo, R||, debido a las resistencias de 602 y 40€2:

1 1 1

R 4o 60’
de donde Ry = 245). La resistencia Thevenin sera simplemente

Ry = RH +26 = SOQ .

Para obtener la fuente de tension Thevenin, obtendremos la diferencia de po-
tencial entre los terminales Ay B dado que &y = V. La intensidad, 1, que recorre

el circuito sera
200V

=———=2A.
6002 + 4082

60Q 260

— (1) 2400

oB

2602

600 40Q

o B
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A4
AN AW—o
B B

Potencia suministrada por todas
las fuentes de tension debe ser
igual a potencia consumida en

todas las resistencias

Teniendo en cuenta que por las ramas A o B no circula intensidad, tenemos que:
Vag = Vapr v por tanto
&n=4640l=80V.

2.6.4. Balance de potencia

En los apartados 2.3.3 y 2.4.1 se ha discutido la potencia disipada en una
resistenciay la proporcionada por una fuente de tension. En un circuito com-
puesto de varias fuentes de tension y resistencias resulta evidente, a partir
del principio de conservacion de la energia, que la potencia total (energia
por unidad de tiempo) disipada en todas las resistencias debe coincidir con
la potencia suministrada por el conjunto de todas las fuentes. En otras pala-
bras, si tenemos N fuentes de tension, cada una de ellas suministrando una
potencia dada por

P(fn) =In&n

(siendo I, la intensidad de la corriente que circula por la fuente &,) y M re-
sistencias, disipando cada una de ellas una potencia

P(Rm) = ImVm

(siendo V,, e I, respectivamente la caida de tension y la intensidad en la
resistencia Rp), entonces debe cumplirse que

N M
> PE) =D PRn), (2.49)

0 equivalentemente,

N M M M
> nén =Y nVm =Y FoRm= > Va/Rm. (2.50)
n=1 m=1 m=1 m=1

Actividad 2.9:

m ;Tiene el “balance de potencia” algo que ver con el principio de
conservacion de la energia? Justifique su respuesta.

= Si tenemos dos bombillas cuyas resistencias equivalentes son R,
Y R,, ;como deberiamos conectarlas entre si y posteriormente a
un generador de CC para obtener maxima luminiscencia?

m Lacorriente que fluye por un resistor de alta resistencia, ;aumenta
o disminuye en funcion del valor de dicha resistencia? Responda
a la pregunta anterior si ahora tenemos dos resistores en serie en
vez de uno solo. Justifique su respuesta.

= Si la respuesta a la anterior cuestion es que la corriente no cam-
bia, entonces ;qué es lo que “cambia” en los resistores?
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2.7. Circuito RC. Carga y descarga de un condensador
I Ver version simplificada en las transparencias I

Un circuito RC sera aquel formado por resistencias, condensadores y ge-
neradores de fuerza electromotriz. La principal diferencia con los circuitos
con generadores y resistencias que hemos visto hasta ahora reside en el he-
cho de que el condensador sufre procesos temporales de carga y descarga,
lo que hace que la corriente que fluya por el circuito sufra una variacion tem-
poral, denominada transitorios, hasta que se alcanza finalmente un régimen
estacionario.

Descarga de un condensador

Veamos lo anteriormente expuesto en el proceso de descarga de un con-
densador. Supongamos que el condensador de capacidad C ha sido cargado
previamente, adquiriendo una carga final Q. Si como muestra la Fig. 2.5 el
interruptor se cierra en el instante t = 0, entonces empezara a fluir carga
desde una placa a otra del condensador a través del circuito con la resisten-

N
1)

+Q C R +Q(t)
QT 2 = 50 To .

FIGURA 2.5: Esquema de la descarga de un condensador a traves de un circuito
con una resistencia.

cia R. Ciertamente este proceso continuara hasta que se anule la carga en
las placas del condensador (y consecuentemente la diferencia de potencial
entre dichas placas). La ecuacion que rige el anterior proceso viene dada por
la regla de Kirchhoff de las tensiones, que nos dice que

Ve=Vg. (2.51)

Teniendo en cuenta que V¢ = Q/Cy que Vg = Rl = —RdQ/dt,> la ecuacion
anterior puede reescribirse como

+—=0. (2.52)

Notemos que la anterior ecuacion es una ecuacion diferencial, lo que signi-
fica que los distintos términos de la ecuacion relacionan cierta funcion con
sus derivadas. En otras palabras debemos encontrar la funcion Q(t) cuya de-
rivada sea igual a ella misma multiplicada por 1/RC. Es facil reconocer que la

> Téngase en cuenta que, en este caso, debemos escribir | = —dQ/dt para que esté de acuer-

do con el hecho de que si disminuye la carga en la placa (+) del condensador, entonces la
intensidad de la corriente “sale” del condensador (es decir, que tendra el mismo sentido
que el que hemos supuesto inicialmente en nuestro esquema del circuito).
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Q®

t't

Gnica funcion cuya derivada es proporcional a ella misma es la funcion expo-
nencial. En este sentido podemos comprobar que la solucion a la ecuacion
(2.52) es

Q(t) = Qoe/F, (2.53)

donde Qg es precisamente el valor de la carga en el condensador en el ins-
tante t = 0 [Q(0) = Qq].

La expresion anterior nos dice que la carga en el condensador va decre-
ciendo de forma exponencial, siendo el factor 7 = RC, denominado constante
de tiempo, el que rige el ritmo de decrecimiento. Podemos comprobar que
para tiempos t = 47 la carga del condensador es practicamente desprecia-
ble y podemos considerar, a efectos practicos, que el condensador ya se ha
descargado.

Para calcular la intensidad de la corriente que fluye en el proceso de
descarga simplemente debemos derivar la expresion (2.53) para obtener

I(t) = 1,e /R (2.54)

donde I, es el valor de la intensidad de la corriente en el instante t = 0O,
I(O) = Io = Qo/RC.

Actividad 2.10:

= Explique brevemente por qué la carga del condensador empieza
a fluir después de que interrruptor de la Fig. 2.5 se cierre.

m ;Por qué el voltaje de un condensador que se descarga va a cero?

= Describa las diferencias entre una ecuacion algebraica y una di-
ferencial. En Fisica usamos mayoritariamente ecuaciones diferen-
ciales (por ejemplo, la segunda ley de Newton), ;puede explicar
por qué?

= Verifique que parat > 47 la carga de un condesador en su proceso
de descarga se ha hecho practicamente nula.

m En un proceso de descarga RC, ;como podria obtener la energia
total disipada en la resistencia? ;Tiene que ser igual al valor de la
energia inicial almacenada en el condensador? Demuestre si esto
es asi.

Carga de un condensador

El proceso contrario a la descarga del condensador sera precisamen-
te la carga de dicho condensador. En este proceso debemos contar con un
generador de fuerza electromotriz, £, que nos proporcione la energia sufi-
ciente para llevar a cabo este proceso. Consideremos el circuito mostrado
en la Fig. 2.6. Si en el instante t = 0 cerramos el interruptor del circuito y
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(X X
_l¢ _, -on_|
T % +QM) T R

FIGURA 2.6: Esquema de la carga de un condensador a traves de un circuito con
una resistencia Ry un generador de fuerza electromotriz &.

suponemos el condensador inicialmente descargado Q(t = 0) = 0, entonces
a partir de dicho momento el generador provoca un movimiento de cargas
entre las placas del condensador que solo cesara cuando la diferencial de
potencial entre las placas del mismo se iguale al valor de la fuerza electro-
motriz. Aplicando la regla de Kirchooff de las tensiones al circuito tenemos
que

g = VC + VR ’ (2-55)

ecuacion que podemos reescribir como

(2.56)

Esta ecuacion diferencial es muy similar a (2.52) excepto en el miembro no
nulo de la derecha. La solucion es similar a la de (2.52) aunque ahora debe-
mos anadir un término mas, y asi obtendremos que

Q(t) = c£ + Qe /R, (2.57)

El coeficiente Q' podemos obtenerlo a partir de la condicién inicial para la
carga, que nos decia que Q(t = 0) = o. Aplicando esta condicion a (2.57)
obtenemos que

c€+Q=0 = Q' =-C¢,

lo que nos permite escribir finalmente que

Q(t) = c¢ (1 — e RC) . (2.58)

Notemos que el proceso de carga viene caracterizado por una funcion
monotonamente creciente, de manera que el transito de carga dura apro-
ximadamente un tiempo t ~ 47. Dependiendo de los valores de Ry C este
intervalo de carga (y también el de descarga) puede durar desde tiempos
casi infinitesimales hasta tiempos del orden de segundos.

ce

Q®

t/t
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Actividad 2.11:

m ;Por qué necesitamos una fuente de tension para cargar un con-
densador? ;Es esta fuente necesaria en el proceso de descarga de
dicho condensador? Explique las diferencias.

= |ntente razonar por qué necesitamos anadir un término extra en la
solucion de la ecuacion (2.56) para tener en cuenta que el miem-
bro de la derecha no es nulo.

= Halle Q(t) en el proceso de carga de un condensador conectado en
serie con una resistencia R que inicialmente estaba cargado con
la mitad de la carga final, Q(0) = Qf/2.

= Encuentre Q(t) en el proceso de carga de dos condensadores co-
nectados en serie con una resistencia R. Encuentre igualmente los
valores de Q,(t) y Q,(t).

= Repita el calculo anterior si C, y C, se conectan en paralelo.

2.8. Problemas propuestos

2.1: En un tubo fluorescente de 3cm de diametro pasan por un punto y por cada segundo
2% 10" electrones y 0,5x10" iones positivos (con una carga +qe) ;Cual es la intensidad de la
corriente en el tubo?.

Sol. 0,4 A.

2.2: Para saber la longitud del cable que ha sido arrollado en una bobina se mide la resis-
tencia de este cable, encontrandose un valor de 5,18 2. Si la resistencia de una longitud de
200 c¢m de este mismo cable es de 0,35 (2, ;cual era la longitud inicial del cable en la bobina?.
Sol.: [ = 2960 cm.

2.3: a) ;Cual es el valor del modulo del campo eléctrico en el interior de un conductor de
cobre de resistividad p = 1,72 x 1078 Qm si éste esta recorrido por una corriente eléctrica de
densidad de corriente m = 2,54x10° A/m?. b) ;Cudl seria la diferencia de potencial entre dos
puntos separados 100 m?.

Sol.: a) |E| = 43,7 mV/m; b) AV = 4,37 V.

2.4: Cierto dispositivo mueve una carga de 1.5 C una distancia de 20 cm en una region del
espacio sometida a un campo eléctrico uniforme de modulo |E"\ = 2x10%N/C. ;Qué fuerza
electromotriz desarrolla el dispositivo?.

Sol.: € = 400 V.

2.5: ;Cuanto calor produce en 5 minutos una resistencia eléctrica de hierro recorrida por una
intensidad de 5 Ay sometida a una diferencia de potencial de 120 V2.
Sol. Calor ~ 1,8 x10° ).

2.6: Dos conductores de la misma longitud pero distinta area de seccion transversal se co-
nectan en serie y en paralelo. ;Qué conductor de la combinacion disipara mas calor si ambas
son sometidas a la misma diferencia de potencial?.

Sol. Serie: el conductor con menor area; Paralelo: el conductor con mayor area.
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2.7: En el circuito de la figura, determine: a) la corriente en cada resistencia; b) la diferencia

de potencial entre los puntos ay b; y c) la potencia suministrada por cada bateria.

Sol:a)l, =2/3A, 15 = 8/9A, I = 14/9A; b) V, — Vo = —28/3V; €) 8 W suministradas por la |
bateria de la izquierda, 32/3 W suministrados por la otra. 12V |

2.8: Se dispone de dos baterias, unacon & = 9V, r, =0,8Qyotracon& =3V, = 0,48.
a) Cuando las baterias se conectan entre ellas en serie y paralelo, calcule la intensidad que
pasaria por una resistencia que puede tomar dos valores, R = 02Qy R = 1,5Q. b) ;Como
deben conectarse las baterias en los casos anteriores para dar la maxima intensidad a traves
de R?

Sol.: a) serie: I, = 8,57 A, I15 = 4,44 A; paralelo: I, = 28,85A, I,5 = 3,39 A. b) En paralelo para R
pequeno, en serie para R grande.

2.9: Los condensadores del circuito de la figura estan inicialmente descargados. a) ;Cual es
el valor inicial de la corriente suministrada por la bateria cuando se cierra el interruptor S?
b) ;Cual es la intensidad de la corriente de la bateria después de un tiempo largo? ) ;Cuales
son las cargas finales en los condensadores?

Sol.: a) 3,42 A; b) 0,962 A; €) Qi = 260 1iC, Qs = 130 uC.

2.10: En el circuito de la figura se conecta entre los puntos Ay B una bateria de 10 Vy de re- 10 p 20
sistencia interna 1. Determinese: a) la corriente por la bateria; b) la resistencia equivalente

. . - A B
entre Ay B; c) la diferencia de potencial entre las placas de un condensador que se conectase
entre los nodos Cy D. 1o C o
Sol.:a) 32/7 A; b) 1,18 Q; ©) 4/7 V.
2.11: En el circuito de la figura, obtenga: a) la intensidad en cada rama, b) la d.d.p. entreay b 20 a 20
por todos los caminos posibles, c) la carga del condensador d) la potencia suministrada por av2a 8 0 sviQ
las fuentes y la consumida por las resistencias. 2 10
Sol.:a) 0A, 4/3A, 4/3A; b) 4V; €) 12 uC; d) suministradas: P(€ = 4V) = oW, P(§ = 8V) = 10,67 W; 3 uF
consumidas: P = 10,76 W. vy

b

2.12: Determine las corrientes en el circuito de la figura.
Sol.: 1.1A, 0.87A, 0.73A, 0.36 A, 0.15A Y 0.22 A,

2.43: Enelcircuito de lafigura: a) determine las corrientes; b) obtenga el balance de potencia.

Sol.:a) 7 A, 2 Ay 5 A; b) suministrada: 560 W; consumidas: P(R = 10) = 490 W, P(R = 5) =20 W, 10 ©
P(R = 2) = 50 W.
50 2Q
80V
2.14: Obtenga la corriente por R = 6 Q por dos métodos: a) utilizando las leyes de Kirchhoff; 20 60
b) mediante el equivalente de Thévenin.
Sol.:@) ig-s = 1A; b) Vi =22/3Vy Ry = 4/3Q, ir-6 = 1A 4y 4Q oV
2.15: En el circuito de la figura, determine la potencia consumida en la resistencia de carga R Rg

y encuentre el valor de dicha resistencia para el cual la potencia antes calculada es maxima.

Complete el estudio anterior representando graficamente la funcion potencia consumida en

R en funcion del valor de R. E_, R
Sol.: P(R) = £*R(R + Rg)~; P(R) es maxima si R = Ry.
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30 Q2

LV —"400

40 Q
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2.16: En el circuito de la figura, calcule la intensidad que circula por la resistencia R = 3Q
utilizando dos técnicas diferentes: a) leyes de Kirchhoff; b) aplicando sucesivamente el equi-
valentes de Thévenin, primero entre los puntos Ay By seguidamente entre los puntos Cy D.
Sol.: a)=b) ir-; = 21/29 A.

2.17: Plantee las ecuaciones de Kirchhoff para el circuito de la figura. Una vez planteadas,
considérese ahora que Rs = R; y bajo esta hipotesis elija un posible conjunto de valores para
las fuentes de tension de forma que la intensidad que circula por la fuente &, sea nula.

Sol.: Una posible solucion seria & =1V, & = 0Vy & = 2 V. Obsérvese que existen infinitas
soluciones.

2.18: En el circuito de la figura, encuentre la relacion entre las resistencias Ry, R, R; Y R, para
que la intensidad por la resistencia R sea nula.
Sol.: RiR, = RyR;.

2.19: Tenemos un condensador de capacidad C conectado en serie a un resistencia Ry ali-
mentado por un generador de CC. a) Halle el intervalo de tiempo necesario para que la carga
en el condensador alcance el 50 % de su valor final. b) Una vez que el condensador alcanza su
maxima carga Qo (digamos en t = 0), procedemos a descargar este condensador mediante la
sustitucion del generador por un cortocircuito. En dicho proceso, halle la cantidad de energia
que suministra el generador pasado un tiempo t. ;En qué se transforma dicha energia?

2
Sol.:a)t=RCIln2;b) AU = g—é [1 — e‘”/(RC)].

2.20: Teniendo en cuenta el comportamiento de un condensador en el inicio (t = 0) de su
proceso de carga y al final del mismo, a) halle la corriente que suministra el generador en el
circuito de la figura para t = 0y una vez que el condensador se ha cargado. b) Si el proceso
anterior se repite ahora con un generador distinto de manera que la carga final en el con-
densador resulta ser de 9 uC, halle la fem del generador y también las corrientes al inicio y
al final del proceso de carga.

Sol.: @) 50 mA, 30 mA, 3 iC; b) 4,5V, 150 MA; 90 mA.
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TEMA 3

Magnetostatica

34. Introduccion

En los temas precedentes se han estudiado las interacciones entre dis-
tribuciones de carga invariantes en el tiempo (Tema 1) asi los flujos de carga
en circuitos de corriente continua (Tema 2). Todas las posibles interaccio-
nesy fendmenos pudieron ser descritos en funcion de campos y potenciales
eléctricos y sus efectos sobre las cargas.

Desde muy antiguo es también conocido que existe en la naturaleza una
fuerza cuyo origen no esta ligado a las cargas eléctricas estaticas pero que
sin embargo tiene efectos sobre las cargas eléctricas en movimiento. Esta
nueva interaccion es conocida con el nombre de interaccion magnética y se
manifiesta, por ejemplo, en las fuerzas de atraccion y repulsion entre imanes
y/o cabes que transportan corrientes, en la atraccion de trozos de hierro (y
otros metales) por imanes o bien en la orientacion permanente de una aguja
imantada hacia el Norte magnético de la Tierra. El estudio de esta nueva in-
teraccion (tal como se hizo en el caso de la Electrostatica) se llevara a cabo
mediante la introduccion de un campo vectorial lamado campo magnético
B. Esto nos permitira estudiar la interaccion magnética obviando las fuentes
que la producen. En el presente tema solo estaremos interesados en estu-
diar los campos magnéticos que no varian en el tiempo, es decir, los campos
magnetostaticos y, en consecuencia, este tema se denomina Magnetostati-
ca.

3.2. Fuerza de Lorentz

Supuesta una region del espacio donde existe un campo magnético B, ex-
perimentalmente se encuentra que sobre una carga prueba, g, que se mueve
a una velocidad v (medida en el mismo sistema de referencia donde se ha
medido B) actda una fuerza, F,,, con la siguientes caracteristicas:

= La fuerza es proporcional al producto g|v|. Esto implica que esta fuerza
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TEMA 3. Magnetostatica

Unidad de campo magnético

1tesla (T)

no actlia sobre particulas neutras o bien sobre particulas cargadas en
reposo.

= La fuerza también es proporcional al mddulo del campo magnético |B|.

= La direccion de la fuerza es normal al plano formado por los vectores vV
y B, siendo nulo su modulo cuando V es paralelo a By maximo cuando
v L B.

Los anteriores resultados experimentales pueden ser descritos en forma ma-
tematica por la siguiente expresion:

Fm=qV xB. (31)

El producto vectorial (ver Apéndice) de gv por B determina completamente
la fuerza magnética sobre una carga movil. A partir de la anterior expresion
puede deducirse que las unidades de campo magnético en el SI, llamadas
teslas (T), vendran dadas por

1T=1 N/C . (3.2)

m/s

La unidad de campo magnético es una unidad relativamente grande, esto es,
es dificil conseguir campos magnéticos del orden de los teslas o mayores. De
hecho, el campo magnético terrestre es del orden de 10~ *T. Por esta razon
suele usarse como unidad de campo magnético el gauss (G), de modo que

1T =10%G. (3.3)

Si en una region del espacio, ademas del campo magnético B, existe un
campo eléctrico E, el fisico H.A. Lorentz (1853-1928) propuso que la fuerza
total sobre una carga puntual g, o fuerza de Lorentz, podia escribirse como
la superposicion de la fuerza eléctrica, Fe = gE, mas la fuerza magnética,
Fm = gV x B, esto es,

F=q(E+VxB) . (3.4)

Actividad 3.1:

= Describa las posibles ventajas que nos aporta el definir un campo
magneético para estudiar la interaccion magnética.

= Hipotéticamente, ;podriamos haber definido la fuerza magnética
en (31) usando un producto escalar en vez de un producto vecto-
rial? Justifique su respuesta.

= Enumere las principales diferencias entre la fuerza magnéticay la
eléctrica cuando dichas fuerzas actlian sobre una carga puntual.

= ;Podria anticipar algunas consecuencias fisicas del hecho de que
la fuerza magnética haya sido definida en funcion del producto
vectorial de los vectores velocidad y campo magnético?
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3.21. Movimiento de una carga puntual en presencia de un campo
magnético

Antes de tratar la fuerza magnética, es importante recordar que la re-
sultante de las fuerza externas, F= > fext, que actia sobre una particula
puede descomponerse en dos partes, una tangente al movimiento, F,, y otra
normal, I?,,:

F=Fy+Fp=F.7+Fp.

En consecuencia, la ecuacion de movimiento

dv o
ma = ZFext

puede reescribirse (teniendo en cuenta que v = |V|7) como

dt
d|v] V]2

=m—T +m—~n
dt r

0 equivalentemente,

Fr=m—— (3.5)
Fn=m—, (3.6)

siendo r el radio de curvatura de la trayectoria.

Una vez que hemos visto las anteriores caracteristicas generales de la
ecuacion de movimiento, centrémonos en el caso de una particula de masa
my carga g en el seno de una region donde existe un campo magnético B.
En esta caso, la ecuacion de movimiento viene dada por

m— =Fn=qVxB 37)

donde podemos observar que la fuerza magnética es una fuerza normal, da-
do que Fr, es perpendicular a v (debido a la presencia del producto vectorial).
Consecuentemente, podemos deducir que

» Como la componente tangencial de F,, es nula (F, = 0), segiin (3.5) tene-
mos que d|V|/dt = o; es decir, la fuerza magnética no cambia el médulo
de la velocidad sino simplemente su direccion (|V] = cte).

= La fuerza magnética no realiza trabajo sobre la particula con velocidad
V. Si tenemos en cuenta que el diferencial de trabajo a lo largo de la
trayectoria de la particula, dado por el producto escalar Fro - dT, puede
reescribirse como Fp, - vdt (dl = vdt), entonces comprobamos que es nulo
alserF, L V.

Fuerza magnética es una fuerza

normal

FLML
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TEMA 3. Magnetostatica

2.9.9.5
t

VAVAY;

= Puesto que F, = \l?m], (3.6) y (3.7) nos dicen que

e
m—— = q|v||B| sen ¥, (3.8)

(siendo 6 el angulo formado por vy B) por lo que el modulo de la veloci-
dad sera

. _q|B|r
V] = q|m‘ senf . (3.9)

Si el vector velocidad se expresa como suma de dos componentes, una
paralela a By otra perpendicular:

la fuerza magnética puede expresarse como

-

Fm=qVxB=qV, xB.

Dado que Fp, carece de proyeccion a lo largo de B, podemos escribir las si-
guientes ecuaciones para las velocidades V|| y v :

L‘m = 0 (310)
dt )
dv . o R

m% = F,=qV, XB. (311)

Estas ecuaciones nos dicen que la componente de la velocidad paralela
a B no cambia por efecto del campo magnético (vj| = Cte), y que la com-
ponente perpendicular, V|, es afectada por una fuerza normal a ésta que
Unicamente cambia su sentido. Estos hechos dan lugar a que el movimiento
de la particula pueda descomponerse en un movimiento uniforme a lo largo
de la direccién marcada por B (supuesto que V|| 70) junto con un movimien-
to circular en un plano perpendicular, es decir, la trayectoria de la particula
es de tipo helicoidal a lo largo de un eje dirigido segin B.

En el caso particular de que la velocidad inicial de la particula no tuviese
componente paralela al campo magnético, ‘7H = 0, el movimiento de ésta en

X X X la regién donde existe B sera un movimiento circular puro. El radio R del
circulo recorrido por la particula puede deducirse a partir de (3.8) (¢ = 7/2):
X X .
L
m? = q|v||B|,
X X
esto es,
x x® P m|v|
= —=. (312)
q|B|
Recordando la relacion entre la velocidad angular & y la velociad lineal Vv,
tenemos que |J| = |V|/R = 27t /T y, por tanto, el periodo de este movimiento
vendra dado por
m
T=2m——. (313)
q|B|
Fisica 2 FLML



3.2. Fuerza de Lorentz 67

Actividad 3.2:

m ;Cuales son las consecuencias mas relevantes del hecho de que
la fuerza magnética sea siempre normal a la trayectoria de la par-
ticula cargada?

= Explique las razones por las que el campo magnético nunca rea-
liza trabajo sobre particulas cargadas en movimiento. ;Significa
esto que el campo magnético no ejerce ninguna accion sobre la
particula? Justifique su respuesta.

= Describa las condiciones que hacen que la trayectoria de una par-
ticula cargada en una regién con un campo B sea helicoidal.

m ;Cuando se hace dicha trayectoria circular? Deduzca el periodo
de este movimiento y explique como podriamos incrementar su
valor.

EJEMPLO 3.1 Determinar la masa de una particula de carga g = 1,6 X 107" C que
al penetrar en una region con un campo |B| = 4000 G describe un circulo de radio
R = 21cm, habiendo sido previamente seleccionada su velocidad con una disposi-
cion como muestra la figura con |E| = 3,2 x 105 V/m.

Region | Region Il
E
| \Y
| O > O H—> - .~
BO @ \\\
- B p
|} Selectorde | | f
' velocidades ;

En el selector de velocidades, se cumplira que solo aquellas particulas para las
que se verifique
[Fel = [Fm| = |E[ = |V]|Bo|

pasaran a la region Il. En consecuencia las particulas que llegan a esta region ten-
dran una velocidad:

V] = = =" m/s=8,05x10°m/s.

Una vez en la region Il, las particulas por efecto de la fuerza magnética normal a la
trayectoria describiran un circulo de radio:

_ Myl

R =
q|B|
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g
EHT (LL qv
B | |F,

y por tanto su masa sera

_QR|B|  1,6x107" x 0,21 X 0,4

V| 8,05 x 10° = 1,67x10"7kg .

Dada la carga y masa de la particula, se puede concluir que ésta es un proton.

No entra

3.2.2. Efecto Hall (*)

Se conoce como efecto Hall a la aparicion de una diferencia de poten-
cial entre los extremos transversales de un conductor por el que circula una
corriente cuando éste es sometido a un campo magnético externo.

Este fendomeno es facilmente detectable para el caso de un conductor en
forma de paralelepipedo (por ejemplo, una cinta conductora) y con un cam-
po magnético aplicado normal al conductor. Notese que para los casos de
corriente eléctrica sostenida por cargas positivas y negativas mostrados en
la figura 3.1(a) y (b) respectivamente, y dado que gV tiene el mismo sentido

—] R T
qv E qv
O D= . EH ® H“ --------- o—>
B lF i &‘x‘® B @,"x lFm

FIGURA 3.1: Corriente eléctrica hacia la derecha sostenida por (a) cargas positivas
y (b) cargas negativas

en ambos casos, la fuerza magnética Fr, = gV x B hace que los portadores de
carga moviles deriven hacia la cara inferior de la cinta conductora, acumu-
landose alli. Debido a la neutralidad de la carga en el interior del conductor,
el exceso de carga en esta cara de la cinta es compensado por la aparicion de
una carga igual pero de sentido contrario en la otra cara de la cinta conduc-
tora. La existencia de esta separacion de cargas da lugar a la aparicion de un
campo Ey de origen electrostatico v, por tanto, a la existencia de una fuer-
za eléctrica F, que se opondra a Fy,. Este proceso de deriva de portadores
libres de carga tiene lugar hasta que la fuerza magnética es estrictamente
compensada por la fuerza eléctrica, esto es, cuando

|Em‘ = “?e|
q|V||B| = q|Eu| ,

por lo que el campo eléctrico Hall que se instaura alcanza finalmente un
valor

|Eul = |VI[B] . (344)
La presencia de esta campo eléctrico Hall da lugar a una diferencia de po-
tencial entre los extremos de la cinta de anchura w dado por

Vy = |V||Blw . (315)
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3.2. Fuerza de Lorentz 69

Esta diferencial de potencial se conoce voltaje Hall, Vy, y ha sido obtenida
suponiendo que el campo Ey puede considerarse uniforme en el interior de
la cinta conductora.

Dado que el modulo de la velocidad de los portadores puede deducirse
de

= [/]IS] = (nq|V|)(wh),

esto es,
. )
s —,
qwh

el voltaje Hall puede expresarse como

"§| Voltaje Hall
(316)

donde Ry = 1/nq se conoce como coeficiente de Hall.

Es interesante destacar que mientras que el sentido de la corriente no
aporta ninguna informacion sobre el signo de los portadores de carga movi-
les, la medida del voltaje Hall permitiria distinguir el signo de la carga movil,
tal y como se hace patente al comparar las figuras 3.1(a) y (b). A finales del
siglo pasado, el efecto Hall permitio comprobar que la corriente en los bue-
nos conductores metalicos, como Au,Ag,Cu,Pt,..., estaba efectivamente sos-
tenida por portadores de carga negativa, esto es, electrones. No obstante,
analizando otros conductores (y algunos semiconductores) como Fe,Co,Zn,...
, se descubrio sorprendentemente que la corriente eléctrica parecia estar
sostenida en estos materiales por cargas positivas. Este hecho no encontro
ninguna explicacion en aquel momento y hubo que esperar hasta el desa-
rrollo de la teoria cuantica de los electrones en sélidos (Teoria de Bandas)
para hallar una explicacion satisfactoria a este fenémeno.

Ademas del uso del efecto Hall para determinar el signo de los portado-
res (asi como la densidad de éstos, supuesta conocida su carga), éste suele
utilizarse en la construccion de teslametros, esto es, medidores de campo
magnético. Para medir el campo magnético puede construirse una sonda
Hall en la que Ry es conocido y por la que se hace pasar una intensidad de-
terminada. Si se mide el voltaje Hall, el valor del campo magnético puede
obtenerse facilmente a partir de la expresion (3.16).

EJEMPLO 3.2 Enuna region donde existe un campo magnético de 1,5 T, una tira con-
ductora de cobre de espesor 1 mm y anchura 1,5 cm transporta una corriente de 2
A, produciéndose un voltaje Hall de 0.22;:V. Calcular la densidad de portadores de
cargay comparar con el resultado para este dato que ya se obtuvo en el Ejemplo 2.1.

Dado que el voltaje Hall viene dado por la expresion

_ 18]

14 ,
i ngh
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Fuerza magnética sobre un hilo

la densidad de portadores sera

_ 1B 2X15
ghVy 1,6 xX107" X 0,001 X 0,22 X107

~ 8,45 % 10° electrones/m> .

Puede comprobarse que este dato es muy similar al nimero de atomos por m? que
se obtuvo en el Ejemplo 2. Esto permite verificar que efectivamente cada atomo
de cobre contribuye con un solo electron de conduccion.

3.3. Fuerzas magnéticas sobre conductores

3.31. Fuerza magnética sobre un hilo

La expresion (3.1) describia la fuerza que ejercia un campo magnético B
sobre una carga prueba g con una velocidad vV respecto al campo magnético.
A partir de esta expresion puede obtenerse facilmente la fuerza que ejerce
el campo magnético sobre un hilo conductor recorrido por una corriente I.
Para ello consideremos que sobre cada elemento diferencial de carga movil
del hilo conductor, dg, se ejercera una fuerza de valor

dFm = dgv x B. (317)

Dado que el elemento diferencial de carga movil forma parte de la corriente
I, éste puede expresarse como dq = Idty, por tanto, escribir

dqv = Ivdt = 1dl,

donde dl = vdt es un vector cuyo modulo es un diferencial de longitud a
lo largo del hilo y su sentido es el de recorrido de la corriente eléctrica.
Sustituyendo ahora dqv en (3.17) tenemos que

dFy = 1d[ x B (318)

y, consecuentemente, la fuerza total sobre un hilo recorrido por una inten-
sidad I vendra dada por la siguiente expresion:

Frn = /df,,, = /lde B. (319)
hilo

En aquellas situaciones en las que tanto | como B no varien a lo largo de
todo el hilo, la expresion anterior puede reescribirse como

Fp =1 /dT xB=I[xB, (3.20)

hilo

donde [ es un vector cuyo modulo es la longitud total del hilo y su sentido
coincide con el de la corriente eléctrica.
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Actividad 3.3:

m ;Qué cargas intervienen en la corriente eléctrica que fluye por un
hilo conductor?

= Explique como se deduce (3.47) a partir de (3.1).
= Describa las condiciones bajo las que la Ec.(3.20) es valida.

= Si una porcion de un hilo de corriente es curvada, pinte el vector [
asociada a esta porcion. ;Qué ocurre si el hilo de esta porcion se
cierra sobre si mismo y se convierte en una espira?

3.3.2. Momento de la fuerza sobre una espira de corriente

En el caso de una espira de corriente (conductor filiforme cerrado sobre
si mismo) recorrida por una intensidad I, la fuerza magnética sobre ésta, de
acuerdo a la expresion (3.19), viene dada por

[ %dfx B. (3.21)

espira

Si se considera ahora el caso particular y usual en el cual el campo B es
uniforme en la region donde esta inmersa la espira, entonces dado que

I?m=l fd? x B siendo j{dl:o,

espira espira

observamos que no se ejerce fuerza magnética neta sobre la espira. No obs-
tante, el hecho de que no haya fuerza total resultante no implica que la es-
pira no se mueva, sino simplemente que la espira no tendra movimiento de
traslacion. La espira podria “moverse” realizando un movimiento de rotacion
supuesto que el momento de la fuerza en la espira fuese no nulo.

Para calcular el momento dinamico de la fuerza consideraremos la es-
pira rectangular mostrada en la Figura 3.2. La fuerza sobre los lados 1y 3
es una fuerza de deformacion que generalmente esta compensada por la
resistencia a la deformacion del material conductor. Por el contrario, la dis-
posicion de las fuerzas sobre los lados 2 y 4 puede reconocerse como un par
de fuerzas aplicado sobre la espira. El calculo del momento dinamico, M, de
este par de fuerzas viene dado por

— —

M=bxF, (3.22)

donde b es el brazo de la fuerza. La direccion de M es perpendicular a By a
F (M presenta la misma direccion y sentido que F;) y su modulo:

M| = |b||F| sené . (3.23)

dl

FLML

Fisica 2



72

TEMA 3. Magnetostatica

Electromagnet

Permanent
Magnet

FIGURA 3.2: Fuerzas magnéticas sobre cada uno de los lados de una espira
rectangular recorrida por una intensidad /

Teniendo ahora en cuenta que, para este caso, |F| = Il|B|, al sustituir en la
expresion anterior tenemos que

M| = |b|Il|B| sen 6 = IS|B| sen @, (3.24)
donde S = |b|l es el area de la espira.

Dado que |M| viene dado por (3.24) y su direccion es idéntica a la de F;,
el momento de la fuerza fuerzas puede expresarse como

M=mxB, (3.25)

donde
M = NIS (3.26)

es un vector que se conoce como momento dipolar magnético (o simplemen-
te momento magnético), cuyo médulo es || = NI|S| (N numero de arrolla-
mientos de la espira) y su direccion y sentido coinciden con las de la normal
a la superficie de la espira (el sentido de i viene determinado por el sen-
tido de recorrido de la corriente siguiendo la regla de la mano derecha). Es
importante notar que aunque la expresion (3.25) se ha deducido para el caso
particular de una espira rectangular, esta expresion es valida para cualquier
tipo de espira (supuesto que B sea uniforme).

El momento de la fuerza sobre la espira recorrida por una corriente eléc-
trica provoca entonces un giro de la espira sobre su eje tratando de alinear m
con B. La aparicion de este momento de la fuerza de origen magnético cons-
tituye el fundamento fisico del funcionamiento de los motores eléctricos.
Un esquema elemental de un motor eléctrico es precisamente una espira
recorrida por una intensidad que, en presencia de un campo magnético, su-
fre un par de fuerzas que da lugar a un movimiento de rotacion. Dado que
la espira tratada anteriormente no giraria de forma continua (el momento
del par de fuerzas tenderia mas bien a hacer oscilar la espira), habria que
disenar un dispositivo que hiciera cambiar el sentido del par de fuerzas en el
momento adecuado. Si la espira es fijada a algiin rotor, se conseguiria trans-
formar energia eléctrica/magnética en energia cinética de rotacion, que pos-
teriormente puede transformarse mediante los mecanismos adecuados en
energia asociada a cualquier otro tipo de movimiento.
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Actividad 3.4

= Encuentre ejemplos de movimiento rotacional en los que la fuerza
neta que actia sobre el sistema es nula.

= Explique el mecanismo de operacion del motor de CC mostrado
en la figura anterior.

= En particular, explique la necesidad de cambiar el sentido de la
corriente a medida que gira la espira para asi hacer que siempre
exista un momento de fuerza sobre ella que provoque un giro en
el mismo sentido.

EJEMPLO 3.3 Una espira de corriente de forma triangular transporta una corriente
en sentido antihorario de valor | = 1 A. Dicha espira esta localizadaen el planoz = 0
y su lado sobre el eje x mide a = 60 cm mientras que su lado sobre el eje y mide b =
80 cm. Si en esta region hay un campo magnético uniforme B = 0,22 T, a) dibuje y
halle el valor de la fuerza magnética sobre cada lado de la espira y verifique que su
suma es nula; b) obtenga el valor del momento de la fuerza sobre la espira.

a) Si el campo magnético es uniforme, la fuerza que dicho campo ejerce sobre una
porcion de hilo recorrido por una intensidad I viene dado por

Fn=I[xB

donde T es el vector que va desde el inicio al final del hilo siguiendo el sentido de
la corriente. En el presente caso, teniendo en cuenta la notacion usada en la figura
adjunta, encontramos que

[, = ax

;= —by

L=—l—1[=by—ax.

Teniendo en cuenta la anterior expresion para la fuerza, obtenemos que

F,=1Il, x B = lak x Boz = —laBoy = —0,12§ N

!

—

Fy =1, x B= —Iby x Boz = —IbBoX = —0,16y N
F, = Il, x B = I(—aX — by) x BoZ = laBoy + IbBoX = (0,12y + 0,16X) N
y, por tanto,

3
F=N F=F+F+Fr=o0.
i=1

b) Para obtener el momento de la fuerza usamos la expresion (3.25) (valida para
campos uniformes). Para ello, debemos notar que el momento magnético de la es-
pira es

m=1S=1Sz = lab/2z
por lo que el momento de la fuerza sera

M= x B=lab/22 x Byz =0

dado que m es paralelo a B.

<

A 4

™

Z
Y
2 |
- F:
NG
1
3)
a -
(1)
zZ — ~
Fy :B()Z
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1dl

3.4. Leyde Biot-Savart

Hasta ahora se han discutido algunos efectos del campo magnético B sin
referirnos a las posibles fuentes de este campo. Una posible fuente de campo
magnético conocida desde muy antiguo son los imanes permanentes. Estos
imanes son trozos de ciertos materiales (por ejemplo, la magnetita) que tie-
nen entre sus propiedades mas aparentes la de atraer fragmentos de hierro.
Una carga prueba movil en presencia de un iman sufre igualmente el efecto
de una fuerza magnética que esta perfectamente definida por la expresion
(31). A pesar de que los imanes son conocidos y usados desde hace mucho
tiempo, un estudio realista del origen del campo magnético producido por
estos imanes solo puede ser llevado a cabo en el marco de la Fisica Cuantica
y, por tanto, no se abordara esta tarea en el presente tema.

Los experimentos de H. C. Oersted (~ 1820) demostraron que los efectos
sobre cargas moviles e hilos de corriente (recogidos en las expresiones (3.1)
y (3.19)) producidos por campos magnéticos originados por imanes eran per-
fectamente reproducidos cuando estos imanes son sustituidos por cargas en
movimiento o bien hilos de corriente. Esto implica que, en general, las car-
gas eléctricas en movimiento son fuentes del campo magnético. Dado que
en el presente tema so6lo estamos interesados en campos magnetostaticos,
en este apartado estudiaremos Unicamente las fuentes que producen este
tipo de campos constantes en el tiempo. Experimentalmente se encuentra
por tanto que

las fuentes del campo magnetostatico son las co-
rrientes eléctricas invariantes en el tiempo.

La forma concreta en que estas corrientes estacionarias crean campos
magnéticos viene dada por la ley de Biot y Savart (~ 1830) que estable-
ce que el campo magnético en el punto de observacion, P, producido por
un elemento diferencial de corriente, IdT, que forma parte de una corriente
continua viene dado por

pio 1Al X ¥ pio Id[ X F

dB(P) = = —— = , (3.27)
Lo 4w r3

donde r'es el vector que va desde el elemento diferencial de corriente hasta
el punto P donde se evalla el campo y ji, es una constante conocida como
permeabilidad del vacio de valor

T-m
Lo = 4T X 10_7T . (3.28)

Obsérvese que la expresion (3.27) es similar a la obtenida en (1.9) que
nos daba el campo electrostatico producido por un elemento diferencial de
carga. Ambas expresiones muestran la misma dependencia respecto a r, esto
es, r—2. No obstante, una importante diferencia entre ambas expresiones es
que la direccion del campo es distinta en unay otra. Si, para el caso electros-
tatico, la direccion del campo eléctrico venia determinada por el radiovector
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que unia el punto fuente con el punto de observacion, para el campo mag-
netostatico la direccion de dB viene determinada por el producto vectorial

1l x ¥,

por lo que la direccion de dB en el punto de observacion siempre sera per-
pendicular a su radiovector asociado (esto es, dB L ¥). Esta direccién puede
obtenerse por la regla de la mano derecha haciendo apuntar el dedo pulgar
derecho en la direccion del elemento de corriente, el dedo indice coincidien-
do con ry el dedo corazon marcando la direccion del campo. Asi, por ejem-
plo, las lineas de campo producidas por un elemento diferencial de corriente
serian circunferencias concéntricas a un eje dirigido segiin el elemento de
corriente. La discusion anterior indica que las lineas de B no tienen principio
ni fin, pudiendo ser, como en este caso, lineas cerradas.

EL campo total producido por la corriente continua que circula en una
espira podra, por tanto, escribirse como la integral de (3.27) a lo largo de los
diferentes elementos diferenciales de corriente,

- 1dl x ¥
B(p) = 2 f{ L (3.29)
4 r

espira

Actividad 3.5:

= Usando las expresiones que nos dan los campos diferenciales
electrostatico dE y magnetostatico dB en funcién de sus fuentes
elementales, haga un dibujo de como seran dichos campos. Expli-
que las similitudes y las diferenciales principales entre ellos.

= ;Por qué es la direccion de dB siempre perpendicular al elemento
de corriente Idl que lo produce?

= ;Tiene sentido hablar del campo magnetostatico producido por
un segmento finito de un hilo de corriente que forma parte de
una espira?

= ;Tiene sentido hablar del campo magnetostatico producido por
un segmento finito de un hilo de corriente que No forma parte de
una espira?

= ;Puede encontrar algiin caso donde sea facil llevar a cabo la inte-
gracion que aparece en (3.29)? Justifique su respuesta.

Campo magnético debido a una es-

pira de corriente continua
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EJEmPLO 3.4 (*) Calculo del campo magnético en cualquier punto del eje de una es-

pira circular de radio R. Hemos visto solo en el centro
pero es muy facil

En la figura adjunta puede apreciarse que dl L ry por tanto el médulo de dB
para el presente caso viene dado por

- Idl
|dB(P)| = 2o =
LT I

Dada la simetria del problema, Gnicamente las componentes de B a lo largo del eje
Z se suman mientras que las perpendiculares a este eje se anulan entre si. Conse-
cuentemente solo nos interesa dB,:

dB,(P) =|dB(P)| cos 6
_Ho Idl osg = Ho IRdl

4L r2 4L "

(notese que cos @ = R/r). Para obtener el campo total hay que integrar la expresion
anterior y dado que tanto r como R permanecen constantes al recorrer la espira, se

tiene que
IR IR
BZ(P)=]{dBZ Ho fl-@—zR
4L L r3

espira espira

_ Ho IR _ Ho IR?

2 2 (R +Z2)3/2 ’

3.5. Leyde Ampére |\oenra

La ley de Ampére (~ 1830) para el campo magnetostatico nos dice que

?{E- dl = uo/ J-dS = polr (3.30)
r s(r)

esto es, la circulacion del campo magnetostatico, B,alo largo de una curva
arbitraria I es u, veces el flujo de la densidad de corriente, J, que atraviesa
una superficie S(I') cuyo contorno es la curva I'. El sentido de recorrido de la
curva I determina igualmente el sentido de dS (siguiendo la ley de la mano
derecha) y por tanto el signo del flujo a través de la superficie. El flujo de la
densidad de corriente que atraviesa la superficie S(I'), Ir, es obviamente el
valor de la intensidad de la corriente “interceptada” por la superficie.

En la figura adjunta, la aplicacion de la ley de Ampére para la curva I,
establece que

]{g'dT=No(l1+lz_l3) '

dado que I; tiene sentido contrario a I, e I, mientras que [, no atraviesa la
superficie apoyada en la curva. Para el caso de la curva I,, tendremos que

%ﬁ-dﬂo,
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puesto que la misma intensidad atraviesa en los dos sentidos la superficie
apoyada en la curva.

Es interesante notar que la ley de Ampére es siempre valida cuando se
aplica al campo magnetostatico pero que sin embargo no siempre es itil. Es-
ta ley es particularmente Gtil para calcular el campo magnético en aquellos
casos en los que es posible encontrar una curva I tal que la circulacion de
B a lo largo de esa curva pueda expresarse como

%E-dﬁ |§|j§dz.
r r

Esta situacion se encuentra generalmente en situaciones de alta simetria
donde es posible predecir la forma de las lineas de campo de l§y por tanto
encontrar una curva que sea tangente a las lineas de campo y donde éste
sea constante en madulo.

3.51. Campo magnético producido por un hilo infinito y rectilineo
de radio R recorrido por una intensidad /

En el presente caso, la simetria del problema indica que el modulo del
campo magnético sélo puede depender de la distancia al hilo (puntos con la
misma distancia p al hilo “ven” exactamente las misma disposicion de fuen-
tes del campo magnético, por lo que el modulo del campo sera el mismo).
Con respecto a la direccion del campo, ésta puede deducirse de ley de Biot
y Savart (3.27). En la figura puede observarse que la direccion del campo es
siempre tangente a una circunferencia centrada en el hilo (puesto que dl x 7
tiene esa direccion). Por tanto, podemos escribir que

B = |B(p)|7, (3.31)

siendo las lineas de campo circunferencias centradas en el hilo, donde ade-
mas el modulo del campo es constante (7 es el vector unitario tangente a
la circunferencia centrada en el hilo). Este hecho sugiere aplicar la ley de
Ampére en estas curvas para obtener el valor del campo, obteniendo que

fé. dl = |§;7{dl = fiolr (3.32)
r r

(B-dl = |B|7 - dIF = |B|dl) donde I es la corriente que atraviesa la superficie
interior a I'. Dado que la intensidad total de corriente, I, que recorre el hilo
de radio R es uniforme, la densidad de corriente vendra dada por

|

TR?

z

J =

Debe notarse que el hecho de que la circulacién de B a lo largo de I, sea cero no implica
que B sea nulo. De hecho, para el campo electrostatico se encontraba que fr E-dl=o para
toda curva I'. Esto simplemente queria decir que el campo electrostatico “derivaba” de un
potencial. Dado que para el campo magnetostatico, la circulacion de éste no es siempre
nula, B no puede expresarse, en general, como el gradiente de un potencial escalar.

Ley de Ampere siempre valida para
campos magnetostaticos y Gtil pa-
ra calculo del campo en situacio-

nes de alta simetria.

Solo el resultado

J

r
p ™ =
e B
X
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p

q

y, por tanto, Ir vendra dada por (dS = |dS|2)

AR 2 sip<R
/r=/ joas= TSP s
s(r) | sip>R.

Al introducir la anterior expresion en (3.32) se tiene que

2, sip<R
B2mp = pio Imp . r=
I, sip >R
de donde se puede obtener finalmente que

Mol . .
T, SI <R
27R? p=

@y
1]

(3.33)

[ .
Hol 2 i p>R.
27p

Para el caso particular de un hilo cuyo radio pueda considerarse despre-
ciable, el campo magnético producido por este hilo recto infinito en cual-
quier punto viene dado por

- I ~
B(p) = "+ (3.34)
27p

Actividad 3.6:

= Calcule la fuerza magnética de ejerce una corriente I, que circula
por un hilo recto infinito sobre la corriente I, que circula por otro
hilo recto infinito paralelo al anterior. Deduzca si esta fuerza es
atractiva o repulsiva segiin el sentido de las corrientes (paralelas
o antiparalelas).

3.5.2. Campo magnético en unsolenoide |\ ol resultado

Un solenoide es basicamente un cable arrollado de manera compacta en
forma de hélice o, equivalentemente, una superposicion de espiras muy jun-
tas. Un solenoide esbelto (mas largo que ancho) se usa generalmente para
crear campos magnéticos intensos y uniformes dado que el campo magné-
tico en el interior de los solenoides tiene estas caracteristicas. En este sen-
tido, el solenoide juega el mismo papel respecto al campo magnético que el
condensador plano para el campo eléctrico.

Dado que una deduccion tedrica de la forma de las lineas del campo B
producido por un solenoide es relativamente complicado, usaremos argu-
mentos experimentales para determinar la forma de estas lineas. Los expe-
rimentos demuestran que las lineas de campo son aproximadamente lineas
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rectas paralelas al eje del solenoide en el interior de éste cerrandose por el )i

exterior de modo que la magnitud del campo magnético exterior se reduce C D
a medida que el solenoide se hace mas esbelto. Para el caso de un solenoi- RRRRRRRRRRRRRDRIRR
de infinitamente largo, que puede servir como un modelo aproximado de un B — Y
solenoide esbelto, el campo magnético sera nulo en el exterior. Dado que las e —
lineas de campo son paralelas al eje del solenoide y por simetria no pueden [O0]0/00/00/0/0/0I0/0/000[O)]

variar a lo largo de la direccion paralela al eje (desde cualquier punto de una
misma linea el solenoide se ve invariante), la aplicacion de la ley de Ampére
a la curva ABCD mostrada en la figura nos dice que

L%m §~dT=J/ B-dl
ABCD AB

yaqueB L dl en los tramos de curva BCyDAy B =0a lo largo de CD. Por la
forma de las lineas de B en el interior del solenoide y teniendo en cuenta que
el sentido de B esta marcado por el sentido de recorrido de la intensidad,

obtenemos que
/ﬁ§dfﬂﬂl
AB

siendo [ la longitud del segmento AB. Por otra parte, la intensidad intercep-
tada por el rectangulo interior a la curva ABCD sera

/‘ J-dS = NI
S(ABCD)

esto es, intercepta N espiras cada una de ellas transportando una intensidad
de corriente I. Teniendo en cuenta los resultados de las dos dltimas expre-
siones y la direccion del campo, podemos concluir segin la ley de Ampére
que

(3.35)

B(P) - lonlli, en elinterior del solenoide
o, en el exterior del solenoide

siendo n = N/I el nimero de espiras por unidad de longitud en el solenoide
y U el vector unitario en la direccion del eje del solenoide.

Notemos que el campo magnético es uniforme en el interior del solenoi-
de, de forma similar al campo electrostatico en el interior de un condensador
de placas plano-paralelas.
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Actividad 3.7:
= Explique cuando la ley de Ampere es valida y cuando es util.
= ;Chal es significado preciso del término Ir en la Ec.(3.30)?

= Silaintegral de camino de B a lo largo de un camino cerrado I es
nula, ello significa entonces que el campo magnetostatico es nulo
también. ;Verdadero o falso? Justifique su respuesta.

= Explique por qué la Ec.(3.34) no es valida para el caso de un hilo
recto finito.

m Describa en qué situacion el campo magnético producido por un
solenoide no viene dado por la expresion (3.35).

3.6. Problemas propuestos

3.1 ;Cual es el radio de la orbita de un proton de energia 1 MeV en el seno de un campo
magnético de 10* G?
Sol. R = 14,4 cm.

3.2: Una particula de carga g entra a velocidad v en una region donde existe un campo mag-
nético uniforme (dirigido hacia el interior de la pagina). El campo desvia a la particula una
distancia d de su trayectoria original al atravesar la region del campo, como se muestra en
la figura. Indicar si la carga es positiva o negativa y calcular el valor de su momentum de la
particula, p, en términos de a, d, By g.

Sol.: es positiva; p = gB(a® + d*)/(2d).

3.3: Un alambre conductor paralelo al eje y se mueve con una velocidad V¥ = 20X m/s en un
campo magnético B = 0,52 T. a) Determinar la magnitud y la direccién de la fuerza magnética
que actlia sobre un electrdn en el conductor. b) Debido a esta fuerza magnética, los electro-
nes se mueven a un extremo del conductor, dejando el otro extremo positivamente cargado
hasta que el campo eléctrico debido a esta separacion de carga ejerce una fuerza sobre los
electrones que equilibra la fuerza magnética. Calcular la magnitud y direccion de este campo
eléctrico en estado estacionario. ¢) Si el cable tiene 2 m de longitud, ;cual es la diferencia de
potencial entre sus dos extremos debido a este campo eléctrico?

Sol.:a) F=1,6x10 Ny ;b)E=10V/my ;c) V=20V,

3.4 Una cinta de metal de 2 cm de ancho y 1 mm de espesor lleva soporta una corriente
de 20 A. La cinta esta situada en un campo magnético de 2 T normal a la misma. En estas
condiciones se mide un valor del potencial Hall de 4,7 uV. Determinar la velocidad media de
los electrones de conduccion de la cinta asi como la densidad de dichos electrones.

Sol.:v = 1,07 Xx 10" “m/s, n =585 x 10° m™3.
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3.5: (**) Un conductor cilindrico de longitud infinita es macizo siendo b el radio de su seccion
transversal. Por dicho conductor circula una intensidad, I, uniformemente distribuida en su
seccion transversal. a) Determinar el campo B en cualquier punto del espacio; b) repetir el
apartado anterior suponiendo que ahora el cilindro posee una cavidad cilindrica en su inte-
rior de radio a (a < b).

Lolr o sir<a
i b 2 2
Sol.:a) B(r) = { 2mb? SIE<D oy By= @),
Wol/(2mr) sir>b 2mr(b? — a?)

ol /(27r) sir>b

En ambos apartados, las lineas de campo son circunferencias con centro en el eje del con-
ductor y contenidas en planos perpendiculares al mismo.

3.6: (*) Una placa metalica de espesor despreciable y extension infinita esta situada en el
plano z = o. Por dicha placa circula un corriente eléctrica en sentido positivo del eje X. Si
dicha intensidad esta uniformemente distribuida a razén de J = Jx (A/m) (J representa en
este problema la corriente que atraviesa un segmento perpendicular al eje X y de longitud 1
metro), calcular el campo B en todo punto del espacio (nota: utilizar el teorema de Ampére).
Sol.:siz > 0,B = —pi0)/2¥;siz < 0, B = 10} /2.

3.7: (*) Repetir el problema anterior si, ademas de la citada placa, se coloca en el plano
z = —d una nueva placa idéntica a la anterior pero que cuya densidad de corriente tiene
sentido contrario, esto es, J = —JX (A/m).

Sol.: Entre ambas placas (esto es, 0 > z > —d), B-= o) ¥ ; para el resto de los puntos (esto
es,z>002z< —d ), el campo es nulo.

3.8: (*) Un conductor recto infinitamente largo y circulado por una intensidad / se dobla en
la forma indicada en la figura. La porcion circular tiene un radio R = 10.cm con su centro a
distancia r de la parte recta. Determinar r de modo que el campo magnético en el centro de
la porcion circular sea nulo.

Sol. r = 3,18 cm.

3.9: Dos conductores filiformes rectos y paralelos entre si de longitud 90 cm estan separados
una distancia de 1 mm. Si ambos conductores son recorridos por una corriente de 5 A en
sentidos opuestos, ;cual es la magnitud y el sentido de las fuerzas entre ambas corrientes?.
Sol.: 4,5 mN, siendo una fuerza repulsiva.

3.10: Por un conductor rectilineo de longitud infinita circula una corriente de 20 A, segiin se
indica en la figura. Junto al conductor anterior se ha dispuesto una espira rectangular cuyos
lados miden 5 cm y 10 cm. Por dicha espira circula una corriente de 5 A en el sentido indicado
en la figura. a) Determinar la fuerza sobre cada lado de la espira rectangular asi como la
fuerza neta sobre la espira; b) calcular el flujo a través de la espira del campo B creado por
el conductor rectilineo.

Sol. a) lado AB: —2,5 X 10 >Ny, lado BC: 10" * N X, lado CD: 2,5 X 10> Ny, lado DA: —2,85 x
1075 N K, Freta = 7,75 X 10 > NX; b) ® = 5,01 x 107 weber.

3.11: El cable coaxial de la figura transporta una intensidad I por el conductor interno y la
misma intensidad pero en sentido contrario por el externo. Utilizando la ley de Ampére, cal-
cular el campo magnético entre ambos conductores y en el exterior del cable.

Sol.: Entre los conductores B = pi,l/(27r), donde r es la distancia al eje del cable, y siendo
las lineas de campo circunferencias con centro en el eje del cable. En el exterior el campo es
nulo.

3.12: Un solenoide esbelto de n, vueltas por unidad de longitud esta circulado por una in-
tensidad I, y tiene una seccion transversal circular de radio R,. En su interior, y coaxial con
él, se ha colocado un segundo solenoide de n, vueltas por unidad de longitud y de seccion
transversal circular de radio R, (R, < R,). Si este segundo solenoide esta circulado por una
intensidad I,, determinar: a) el campo magnético en todos los puntos del espacio; b) la mag-
nitud y sentido que deberia tener I, para que, fijada I, el campo en el interior del segundo
solenoide sea nulo.

O
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5A i
2cm A 10cm
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TEMA 3. Magnetostatica

ohaly £ punsly sir <R,
Sol.: a) B(r) = ¢ pohyl SiR, <r <R
o sir> R

donde r es la distancia al eje de los solenoides y el signo mas/menos se toma si ambas
intensidades circulan en igual/opuesto sentido; b) I, = —n,l,/n,.

3.13: Dos conductores filiformes, rectilineos y de longitud infinita son perpendiculares al
plano XY y cortan a dicho plano en los puntos (0, a,0) y (0, —a, 0). Por dichos conductores
circulan las intensidades I, e I, respectivamente. Calcular el campo magnético generado por
ambas corrientes en cualquier punto del espacio (nota: la solucion del problema debe ser
valida para cualquier sentido de las intensidades por los conductores).
Sol.:
E(P)=@{( @=yh  (a+y )x+( xho . xb )y}

2 ([\x+(a—yP x+(a+yp x+(a—yP x+(a+yrPl]
donde las intensidades se consideran positivas si van en el sentido positivo del eje zy nega-
tivas en el caso contrario.

3.14: Un alambre de longitud [ se arrolla en una bobina circular de N espiras. Demostrar que
cuando esta bobina transporta una corriente I, su momento magnético tiene por magnitud
IP /(47 N).
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TEMA 4

Induccion electromagnética

4A. Introduccion

En el Tema 3 se vio que las corrientes eléctricas son fuentes de campos
magnéticos, en concreto sobre 1820 H.C. Oersted comprobo que un cable re-
corrido por una intensidad de corriente continua produce un campo magne-
tostatico en su entorno (detectado por ejemplo por el efecto que tiene sobre
una aguja imantada). Dado que las corrientes eléctricas producen campos
magnéticos, cabe plantearse igualmente si se produce el fenémeno inverso,
es decir, si campos magnéticos pueden producir corrientes eléctricas. En es-
te sentido se llevo a cabo una intensa labor experimental que parecia negar
esa posibilidad. No obstante, los experimentos elaborados por M. Faraday
(1791-1867) alrededor de 1830 permitieron establecer que la generacion de
corriente eléctrica en un circuito estaba relacionada con la variacion en el
tiempo del flujo magnético que atravesaba dicho circuito. En consecuencia,
campos magnetostaticos nunca producirian corrientes eléctricas en circui-
tos fijos.

Conviene recordar (segin se discutio en el Tema 2) que debido al efecto
Joule existe una disipacion de energia en las resistencias presentes en todos
los circuitos reales, lo que implica que para mantener una corriente eléctrica
en el circuito es necesario un aporte continuo de energia. La pérdida de ener-
gia de los portadores de carga moviles en los choques con los atomos del
material resistivo debe ser compensada por una “fuerza externa impulsora”
sobre estos mismos portadores. Dado que el impulso sobre los portadores
moviles puede estar localizado en una parte del circuito o bien distribuido a
lo largo de éste, la magnitud relevante es la integral de esta fuerza a lo largo
de todo el circuito. De esta manera, se definio la fuerza electromotriz (fem),
&, como la fuerza tangencial por unidad de carga en el cable integrada sobre
la longitud del circuito completo, esto es,

¢ = j{f- dr. (4)

En consecuencia, la presencia de una intensidad de corriente eléctrica en
un circuito estara relacionada con la existencia de una fuente de fem que
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——~——,

la mantenga. El origen de la fem puede ser diverso, de origen quimico en
baterias y pilas, de origen mecanico en el generador de Van der Graff, de or-
gien optico en las células fotovoltaicas, etc. De forma general podemos decir
que el efecto de un generador de fem es transformar algln tipo de energia
en energia eléctrica. En el caso de los experimentos realizados por Faraday,
el mecanismo de generacion de fem esta directamente involucrado con las
variaciones del flujo del campo magnético. Esta fem inducida por el campo
magnético tendra unas consecuencias importantisimas, tanto conceptuales
como tecnolodgicas, estando en la base de la generacion de energia eléctrica
en las centrales eléctricas, en el funcionamiento de los circuitos de corriente
alternay en la generacion de las ondas electromagnéticas.

4 3

Actividad 4.1:

m ;Por qué es necesario tener un agente externo que suministre
energia al circuito para mantener una corriente eléctrica?

= ;Podemos tener una resistencia R en un hilo conductor perfecto?
Justifique su respuesta.

» Deduzca las unidades en el S.I. de la fuerza electromotriz a partir
de su definicion en (44).

= ;Puede entender las razones por las que la fem asociada a las
variaciones temporales del flujo magnético se le conoce como fem
inducida?

4.2. Leyde Faraday

4.22. Fuerza electromotriz de movimiento [No entra

Una forma posible de generar una fem en un circuito seria hacer uso de
la aparicion de una fuerza magnética sobre los portadores de carga moviles
en una region donde exista un campo B. Por ejemplo, el movimiento de un
conductor en el seno de un campo magnético dara lugar a lo que se conoce
como fem de movimiento. En particular, considérese la situacion mostrada
en la figura adjunta donde la region sombreada indica la presencia de un
campo magnético B uniforme (producido, por ejemplo, por un iman) dirigi-
do hacia el papel y un circuito moviéndose con velocidad vV = |V|X hacia la
derecha. En esta situacion, las cargas moviles del segmento ab experimen-
taran la siguiente fuerza de Lorentz por unidad de carga:

=VxB, (4.2)

cuyo efecto global es justamente impulsar las cargas desde a hasta b. Este
impulso dara lugar a una corriente en el circuito (en el mismo sentido que
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esta fuerza) debida a la aparicion de una fem de valor
€= B i, (43

que puede reducirse en el presente caso a

b b b
5=/ \7><§-dl=/ \7||§|dl=|\7||§]/ di= 7B, (4
a a a

donde [ es la longitud del segmento ab, siendo nulas las contribuciones a
la fem de los segmentos paralelos al desplazamiento dado que la fuerza
impulsora es aqui perpendicular al hilo (fmag 1 d0). La intensidad, I, que
circula por el circuito de resistencia R sera por tanto

= . (4.5)

Aunque la fem de movimiento ha podido deducirse a partir de la fuerza
de Lorentz sobre los portadores de carga moviles, es interesante notar que el
valor de la fem de movimiento también se habria podido obtener como me-
nos la variacion temporal del flujo del campo magnético, ,,, que atraviesa
el area del circuito; esto es, mediante la expresion

do,,
E= - (4.6)

Para comprobar este hecho, tengamos en cuenta que el flujo magnético se
obtiene como

¢m=/§'d§; (4.7)
S

recuérdese que dS = dsh, donde dS representa un diferencial de superficie
y h es el vector unitario normal a la superficie. Dado que en el presente caso
tenemos que Bes paralelo a dS: B-dS-= ]§\d5, podremos escribir que

Orn =/\§]d$= |§\/d$= 1Bs = |Bis (.8)
S S

siendo [s el area del circuito situada en la region donde el campo magnético
no es nulo. La variaciones temporales de flujo magnético vendran entonces
dadas por

do, d - S
= = |B|is = —|BJ|¥],
o - < 1Bl = B
ya que |V| = —ds/dt (esto es, el modulo de la velocidad es positivo cuando

s decrece), lo que da lugar a la misma fem que la obtenida en (z.3) cuando
se integra directamente la fuerza de Lorentz por unidad de carga.
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Actividad 4.2:

m ;Queé tipo de transformacion de energia ha tenido lugar en la si-
tuacion anteriormente descrita?

m ;Habria fuerza electromotriz en el caso anterior si el circuito no
estuviese cerrado? Justifique su respuesta.

= Trate de obtener por si mismo los resultados mostrados en (4.4) y
(4.8). Se recomienda encarecidamente que se esfuerce en enten-
der los pasos que haya llevado a cabo a tal efecto.

= Si el resistor en el caso anterior analizado fuese una bombilla, ;se
comportaria esta bombilla de forma diferente si la hubiésemos
alimentado con una bateria?

m ;Puede encontrar alguna conexion entre los dos procedimientos
mostrados para obtener la misma fem?

(*) Balance de potencia
No entra
Es interesante notar que si el campo magnético ha dado lugar a una fem
que genera una corriente, la velocidad de los portadores de carga maviles
en el segmento ab sera la composicion de un movimiento hacia la derecha
mas otro hacia arriba, esto es, la velocidad total, w, de los portadores sera

W=VK+uy, (4.9)

por lo que la fuerza por unidad de carga que afecta a una de las cargas mo-
viles vendra dada por

Fmag = —1d]|BI + ¥]|B|§ . (410)

Evidentemente solo la parte de la fuerza dirigida seglin y es responsable de
la aparicion de la fem de movimiento (causando una corriente en la misma
direccion que esta fuerza). La componente x de fmag da cuenta de la fuerza
que ejerce el campo magnético sobre la corriente. Dado que esta fuerza por
unidad de carga es

f, = —|alIB%, )

la fuerza total sobre el conductor ab sera el producto de (4.11) por la carga
total de este conductor, esto es,

Fy = —nqalli Bk, (412)

siendo n el nimero de electrones por unidad de volumen y A el area trans-
versal del conductor. Puesto que la intensidad de la corriente que recorre el
circuito es

I'= ngA[dl ,
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F. puede expresarse como

Fx = —Il|B|x, (43)
expresion que coincidiria con la aplicacion directa al presente caso de la
expresion (3.20): F = I x B.

La existencia de esta fuerza sobre el conductor ab implica que para que
éste se mueva a velocidad constante, V = vX, un agente externo debe com-
pensar dicha fuerza ejerciendo una fuerza, Fext, de igual modulo y sentido
opuesto, esto es,

Fext = I|BJIX . (414)

La potencia, P, suministrada por el agente externo al circuito vendra dada
por

P = Fex -V =1|B|I|V], (415)
que puede reescribirse, teniendo en cuenta la expresion (4.5), como
52
pP= = I’R. (4:6)

Esta potencia es precisamente el valor de la potencia Joule disipada en la
resistencia, por lo que podemos concluir que la potencia suministrada por
el agente externo que mueve el circuito es justamente aquélla disipada en
la resistencia por efecto Joule.

4.2.2. Fuerza electromotriz inducida

La discusion de la situacion analizada en la seccion 4.2.1 ha mostrado que
la aparicion de una fuerza electromotriz en el circuito mévil podia atribuirse
a la existencia de una fuerza de Lorentz. Ahora bien, si consideramos que el
circuito permanece quieto y es el agente que crea el campo magnético (por
ejemplo, un iman) el que se mueve hacia la izquierda, es razonable suponer
que también aparecera una fem de igual magnitud y sentido que en el caso
anterior puesto que lo que debe importar, segln el principio de relatividad,
es el movimiento relativo entre el campo B y el circuito y no cual de ellos se
mueve.

Los experimentos muestran que efectivamente la suposicion anterior es
cierta. No obstante, si analizamos el caso del circuito fijo y el iman movién-
dose seglin nuestra teoria, dado que las cargas moviles en el circuito estaran
ahora en reposo, no existira fuerza de Lorentz que impulse a las cargas. Por
tanto, si no hay fuerza de Lorentz actuando sobre las cargas, ;de donde pro-
viene la fem inducida en el circuito?. Podemos responder que la causa que
crea ahora la fem debe ser la aparicion de un campo eléctrico, que eviden-
temente no puede ser un campo electrostatico (ver discusion en el Apartado
2.4) sino un nuevo tipo de campo eléctrico que debe estar relacionado con
las variaciones temporales del campo magneético.

El punto en comin de los dos fenomenos equivalentes descritos ante-
riormente se encuentra en que en ambos casos existen variaciones tem-
porales del flujo magnético que atraviesa el circuito. Este hecho no es una
coincidencia sino que M. Faraday encontrd experimentalmente (~ 1830) que
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A

Ley de Faraday

La fuerza electromotriz & inducida en un circuito viene da-
da por la variacion temporal del flujo magnético, ®, que
atraviesa dicho circuito.

En forma matematica, esta ley puede expresarse como

§= el (4:a7)

donde el signo menos esta relacionado con el sentido de la fem inducida.
Teniendo en cuenta que el origen de la fem es la aparicion de un campo E no
electrostatico, la ley de Faraday puede también expresarse en forma integral
como
7{[57 dl = _d B-dS, (418)
r dt Js(r)
donde la curva [ es precisamente el recorrido del circuito. El signo menos de
la ley de Faraday queda ahora completamente determinado ya que el sentido
de recorrido de la integral de camino a la largo de I esta relacionado con el
sentido de dS segiin la regla de la mano derecha. La expresion (4.18) pone
claramente de manifiesto que la fem inducida esta, en general, distribuida a
lo largo de todo el circuito.”

Una manera muy Gtily sencilla de determinar a veces el sentido de la fem
y de la intensidad inducida lo proporciona la ley de Lenz. Esta ley establece
que

La fem y la corriente inducida poseen una direccion y sentido
tal que tienden a oponerse a la variacion que las produce.

La ley de Lenz no hace referencia a la causa (o causas) concreta que
provoca la variacion y que da lugar a la aparicion de la fem inducida sino
simplemente sugiere que la reaccion del sistema genera una femy corrien-
te inducidas que siempre actuara en contra de la variacion que las provoca.
Este hecho parece congruente pues de lo contrario el circuito favoreceria la
causa que provoca la corriente inducida, intensificando su efecto indefini-
damente.

A efectos practicos, la deduccion del sentido de la fem y corriente in-
ducidas puede hacerse considerando el caracter de la variacion (creciente
o decreciente) del flujo magnético con respecto al tiempo (este caracter lo
da el signo de su derivada temporal). Si, por ejemplo, el flujo es creciente
en cierto instante de tiempo, entonces la fem y corriente inducidas deben
tener un sentido tal que originen un campo magnético que contrarreste la
variacion (esto es, el crecimiento) del flujo; lo contrario debe ocurrir si el
flujo es decreciente.

" Al contrario de lo que ocurriria, por ejemplo, en una pila, donde la fuerza electromotriz (y
por tanto el campo electromotor) estaba confinada exclusivamente a la region interior de
la bateria.
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Veamos el efecto de la ley de Lenz en el circuito movil mostrado en la
figura. En este ejemplo, la barra movil se desplaza hacia la derecha con una
velocidad v debido a la accion de un agente externo. Segiin se ha discutido
en el apartado 4.21y de acuerdo a ley de Lenz, el sentido de la corriente in-
ducida en el circuito es tal que la fuerza magnética que actla sobre la barra
movil, I?mag = Il x B, se oponga al movimiento impuesto externamente. Si
la corriente inducida fuese en sentido opuesto al mostrado en la figura, la
fuerza magnética sobre la barra movil favoreceria el movimiento hacia la de-
recha de la barra de modo que ésta se aceleraria continuamente, causando
un aumento incesante de energia cinética que obviamente no tiene sentido.

Hemos encontrado, por tanto, que siempre que exista una variacion de
flujo magnético en un circuito aparecera una fem inducida en dicho circuito.
En consecuencia, algunas de las causas que provocarian la aparicion de una
fem inducida son:

= Movimiento de un circuito o deformacion de su area en una region donde
existe un campo magnético constante en el tiempo.

= Movimiento del agente que produce el campo magnético (por ejemplo un
iman) de modo que un circuito fijo intercepte un flujo magnético variable
en el tiempo. Por ejemplo, el movimiento de aproximacion y alejamiento
de un iman daria lugar a una fem inducida en el circuito.

= Variacion de la corriente que pasa por un circuito primario de modo que
el flujo interceptado por un circuito secundario proximo varie en el tiem-

po.

= Combinacion simultanea de algunas de las causas anteriores.

En el caso de una corriente variable en un circuito primario que indu-
ce una corriente en un circuito secundario, es importante observar que esta
corriente inducida se ha generado sin que exista contacto eléctrico entre los
circuitos. Desde un punto de vista energético, la energia asociada a la co-
rriente inducida en el circuito secundario debe ser obviamente suministra-
da por la fuente de fem del primario. Dado que no ha habido contacto fisico
entre ambos circuitos, la Gnica explicacion de la aparicion de una energia en
el secundario es que ésta haya sido transmitida desde el primario hasta el
secundario por el campo electromagnético a través del espacio. Esto indica
que el campo es un agente capaz de transmitir energia y por tanto debe ser
considerado como un ente con realidad fisica propia.

d<
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Actividad 4.3:

m ;Puede deducirse la ley de Faraday a partir de la fuerza de Lorentz?
Justifique su respuesta.

= Un campo magnetostatico no puede generar una corriente indu-
cidad. ;Verdadero o falso? Justifique su respuesta.

= A la vista de (4.18), ;por qué el campo eléctrico producido por un
campo magnético no puede ser de naturaleza electrostatica?

= Dé un ejemplo donde la ley de Lenz explique la direccion de la
corriente inducida.

= Encuentre ejemplos adicionales a los dados donde la ley de Fara-
day explique la aparicion de una corriente inducida en un circuito.

= ;Tiene la ley de Faraday algo que ver con el funcionamiento de los
cargadores “wireless” para los teléfonos moviles?

= ;Como es posible que la energia (o bien datos) pueda ser transfe-
rida entre dos dispositivos distantes mediante sistemas inalam-
bricos si no hay nada material que los una?

EJEMPLO 41 Obtener el sentido y el valor de la intensidad inducida en el dispositi-
vo mostrado en la figura. Datos. Barra mévil: o = 108 (Qm)~", b = 10em, r = 2mm,
v =5m/s; i =200 mA, a = 20cm.

En la situacion mostrada en la figura, dado que la barra vertical se mueve, el
flujo magnético que atraviesa el circuito (debido al campo magnético del hilo recto
infinito) varia en el tiempo, por lo que se inducira una £ en el circuito. Dado que
el circuito muestra una resistencia, R (debida a la conductividad finita de la barra
movil), la intensidad que circula por él vendra dada por

€

I==.
R

(4:19)

Segln los datos que nos da el problema, la resistencia de la barra movil sera

b 0,1 1073
0S 108 -m(2 x 10732 47

Q.

Antes de calcular la £ inducida notemos que, en el plano z = 0 donde se sitla el
circuito movil, el valor del campo magnético creado por el hilo recto e infinito viene
dado por

5 I .
B(x) = Ho z.
27X

(4.20)

Puesto que al moverse la barra movil hacia la derecha, el flujo magnético del circuito
crece, aplicando la ley de Lenz, tenemos que la reaccion del circuito generando una
corriente inducida debe ser la de contrarrestar la accion que la produce. En con-
secuencia, la corriente inducida, I, en el circuito debe ser tal que genere un campo
magnético, Biq que contrarreste el campo externo. Esta corriente debe ir dirigida,
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por tanto, segiin el sentido mostrado en la figura de modo que el sentido de Bing sea
el opuesto al de (4.20). Dado que hemos determinado el sentido de la corriente, nos
preocuparemos a continuacion Gnicamente por el modulo de la £ y de la intensidad
inducidas.
La ¢ inducida puede calcularse en este caso por dos procedimientos:
= Fuerza de Lorentz.
Dado que las cargas de la barra vertical se mueven en una region donde existe
un campo magnetlco encontraremos una fuerza magnética por unidad de carga,
fm = V x B, sobre las cargas moviles. Al aplicar la expresion (4.3), esta fuerza
magnética provoca la aparicion de una £ en el circuito dada por
2 . 5 2 . .
§=/ V X B'dl=/ |V||B|dy = |V]||B]b .
1 1
Teniendo en cuenta la expresion (4.20) del campo magnético, y admitiendo que
la posicion de la barra movil viene dada por
x(t)=a+vt, (4.21)
tenemos que la £ puede escribirse como
tolvb
)= ——— . 22
&) P (4.22)
= Ley de Faraday.
Para aplicar la ley de Faraday dada por la expresion (4.47) debemos calcular pri-
mero el flujo magnético ¢.
Dado que el diferencial de superficie puede escribirse como dS = dxdyz, el
diferencial de flujo magnético, d®, a través la superficie del circuito sera
I
dd = B - dS = |B|ds = £ dxdy .
27X
Para calcular el flujo hay que integrar la expresion anterior en la superficie total
del circuito, de modo que
b b
I x
oo [o{ a2t} [ {z2uc)
o a X o 2T a
Iox [° b x
=Lom,/ dy = 2 X (4.23)
2 a J, 2T a
Como la £ es la derivada temporal del flujo magnético, debemos derivar con
respecto al tiempo (4.23). Si hacemos esto tenemos que
d®  polb d (ln {) _ Holbdx/dt polb v
dt 27 dt\ a 21 x(t) o1 x(t)
Para aplicar la ley de Lenz observamos que el signo de d®/dt en la expresion
anterior es siempre positivo, por lo que la corriente inducida debe generar un
campo magnético que se oponga a este crecimiento. Este campo debe tener di-
reccion —2vy, consecuentemente, debe estar generado por una corriente dirigida
en sentido horario (tal como se dedujo anteriormente).
Teniendo en cuenta la forma de x(t) el modulo de la £ podra escribirse como
b v
e0 =12 : (4.24)
2m a+vt
expresion que coincide con la obtenida previamente en (4.22).
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Finalmente el valor de la intensidad inducida sera

0S _ poldS v
b 2m a+vt’

I(t) = £(t) (4.25)

Tras un minuto de movimiento, la intensidad toma el siguiente valor:

4T x1077-0,2-10% - 47> x 107° 5
27 0,2+5 - 60

1(60)

~ 2,6uA .

4.3. Inductancia

4.31. Inductancia mutua

Si calculamos el flujo magnético, ®,,, que atraviesa la superficie del cir-
cuito 2 (véase la figura adjunta), debido al campo magnético, B,, generado
por la corriente, I;, que circula a través del circuito 1, encontrariamos que

by ox Iy,

esto es, el flujo magnético es proporcional a la intensidad. Este hecho puede
explicarse facilmente si se considera que, segiin la ley de Biot y Savart, el
campo magnético B generado por una corriente I en el punto P viene dado

por
- 1dl x 7
B(p) = Ko f —, (4.26)
L r

espira

lo que implica que B, puede escribirse como
B»1(P) = 1181(P) ' (4.27)

donde 31(P) es una funcion que depende de la posicion y de la forma geo-
métrica del circuito 1. El flujo magnético $,, se obtiene como

¢21=/§1‘d§r
S2

donde al sustituir la forma de B, dada por (.27), se tiene que

®p=1 [ B,-dS. (4.28)
Sz

La expresion anterior nos confirma que existe una relacion de proporciona-
lidad entre el flujo magnético y la intensidad. Al factor de proporcionalidad
entre el flujo magnético en un circuito debido a la intensidad que recorre
otro se le denomina inductancia mutua y se denota como M. En nuestro ca-
so tendriamos que

by = M, (4.29)
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Las unidades de inductancia en el Sl se denominan henrios (H), de modo
que Unidad de inductancia

2 .
TH =1 1 henrio (H)

(4.30)

Usando razonamientos que no seran discutidos aqui encontrariamos que
la relacion entre el flujo ®,, que atraviesa el circuito 1 debido a un campo
B, producido por una intensidad I, que recorriese el circuito 2 vendria dada
por la misma razon de proporcionalidad, esto es,

by = Ml . (4.31)

EJEmPLO 4.2 Flujo magnético que atraviesa una espira rectangular debido al cam-
po de un hilo recto e infinito recorrido por una intensidad /.

En el plano z = 0 donde se sitiia la espira rectangular, el valor del campo mag- c

nético creado por el hilo recto e infinito viene dado por

—

I
By = o5
27X Iy

En el presente caso, el diferencial de superficie puede expresarse como dS = dxdy 2, a
por lo que el diferencial de flujo magnético, d®, a través de esta superficie es

—

dd =B -dS = |BldS= —

El calculo del flujo total requiere la integracion de la expresion anterior en la su-
perficie de la espira rectangular, de modo que

q):/bdy /a+cdxw :/bdyuollnw
o a 27X o 27 a
I a+c [P Ib a+c
=M701n * —Moi n + .

—— [ dy=
27raoy27r a

La expresion anterior muestra que la inductancia mutua en el presente caso es

M=?=M°blna+c.
I 27

Actividad 4.4:

= ;Puede dar alguna razon que justifique la proporcionalidad que
existe entre el flujo magneético a través de una espira dada y la
corriente que fluye en otra espira de corriente adyacente? [Con-
sidere que el campo magnético producido por una espira de co-
rriente es proporcional a la corriente que fluye por dicha espira.]

= ;Depende la inductancia mutua de la cantidad de corriente que
fluye? Justifique su respuesta.

= A partir de la definicion de henrio (H) dada en (4.30), obtenga las
unidades de po en funcion de H.
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&

p
 —

4.3.2. Autoinduccion

Si consideramos ahora el caso en el que tenemos un solo circuito por el
que circula una intensidad i, un calculo similar al del apartado anterior nos
muestra que el flujo magnético, ¥, que atraviesa este circuito es igualmente
proporcional a la intensidad que lo recorre:

dxi.

Cuando el flujo magnético que atraviesa un circuito se debe Gnicamente a
la corriente que circula por el propio circuito, este flujo se conoce como au-
toflujo y el parametro de proporcionalidad entre el autoflujo y la intensidad
se conoce como autoinduccion y se denota como L (las unidades de esta
inductancia son obviamente henrios). En consecuencia podemos escribir

d=1Lj. (4.32)

EJEMPLO 4.3 Calculo de la autoinduccion de un solenoide esbelto de N = 100 vuel-
tas, longitud [ = 1cmy r = 1mm.

Para un solenoide esbelto de N vueltas y longitud [, el campo magnético en el
interior del solenoide puede escribirse segiin (3.35) como

B =poniii,
donde n = N/! es la densidad lineal de espiras y Ui es el vector unitario segiin el eje

del solenoide. Dado que el diferencial de superficie de las espiras viene dado por
dS = dsi, el flujo que atraviesa las N espiras del solenoide sera

L _ _ N2
<I>=N/B-dS=N/|B|dS=N|B|/dS=uO—iS,
S S S l

de donde se deduce que la autoinduccion L es
N2
L=popS= pon?lS = jon?V (4.33)
siendo V el volumen del solenoide. Sustituyendo ahora los datos del problema
04

Tx10° 3,95 ;uH .

1
L=grx10"7
102

Actividad 4.5:

= ;Depende la inductancia de una espira de la corriente que fluye
por ella? Justifique su respuesta.;Podemos hablar de la inductan-
cia de una espira en el caso de que no haya corriente que fluya
por ella?

= Cuando un solenoide se introduce en un circuito, explique por qué
decimos que la inductancia del circuito es justamente la del sole-
noide introducido.

= ;Esvalida la expresion (4.45) para solenoides con partes moviles?
Justifique su respuesta.
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4.3.3. Caso general

En el caso mas general mostrado en la figura adjunta en el que tengamos
que circule corriente tanto por el circuito 1 como por el circuito 2, el flujo
total, diot, que atraviesa la superficie del circuito 2 puede expresarse como

Dot = Dy + Py
= Doy + Paye (4.34)

donde ®y es el flujo que atraviesa el circuito 2 debido a los agentes ex-
ternos, en este caso, el campo generado por la intensidad, /, que recorre el
circuito 1y ®,,¢ es el autoflujo del circuito 2. Dadas las relaciones de propor-
cionalidad entre los flujos y las intensidades vistas en las expresiones (4.29)
y (4.32), el flujo total puede escribirse como

Dior = M+ Li . (4.35)

Segln la ley de Faraday y teniendo en cuenta (4.34), la fem inducida en
el circuito 2 vendra dada por

d
§= _a (Pext + Paut) - (4.36)

En el caso frecuente de que la autoinduccion y la induccion mutua no varien
en el tiempo (esto es, si la forma de los circuitos no cambia en el tiempo), £
puede escribirse como

dl di

§= _Ma - La . (4.37)

El calculo de la fem inducida en el circuito 2 segin (4.37) no es trivial
dado que esta fem depende de las variaciones temporales de i, pero esta
misma intensidad depende a su vez del valor de la fem inducida. Afortuna-
damente, existen muchas situaciones practicas en las que las variaciones
temporales del autoflujo son mucho menores que las correspondientes al
flujo externo, por lo que la fem inducida en el circuito puede obtenerse muy
aproximadamente como

d (Dext

i (4.38)

£=—
No obstante, existen otras situaciones donde el autoflujo no puede despre-
ciarse. Un caso particularmente importante se encuentra cuando cuando las
variaciones del flujo externo son nulas (por ejemplo cuando I = 0). En este
caso la fem inducida debe calcularse como

_ dq)aut

m (4.39)

&=

Valor de la & si autoflujo es
despreciable

Valor de la ¢ si flujo externo nulo
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Actividad 4.6:

m ;Cuales son las razones que nos hacen separar el flujo total a tra-
vés de un circuito en flujo externo y autoflujo?

= Expliqué cuando podemos usar la expresion (4.38) y por qué. Re-
pita la explicacion para la expresion (4.39).

4.4. Transitorios en circuitos RL |no entra

Una situacion practica donde el dnico flujo que atraviesa el circuito es
el autoflujo se muestra en la figura adjunta, donde tenemos una bateria de
fem & que mediante un conmutador alimenta una bombilla (o cualquier
otro dispositivo). Desde un punto de vista circuital, la bombilla puede con-
siderarse como una resistencia de valor R. Aplicando la ley de Kirchhoff de
las tensiones a la configuracion anterior tendremos que la suma de las fem
existentes en el circuito debe ser igual a la caida de tension en la resistencia.
Dado que existen dos fuentes de fem, una debida a la bateria, &g, y otra fem
inducida, &4, debida a las variaciones temporales del autoflujo, la ley de
Kirchhoff dice que

&+ &ing = Ri . (4.,0)

Dado que en el presente caso podemos escribir que

di
&ind = —L& , (4.471)

la ecuacion (4.40) puede reescribirse como

di .

&g — La =Ri. (4.442)
Para obtener el valor de la intensidad i(t) que circula por el circuito debemos
resolver la ecuacion diferencial anterior. Segiin esta ecuacion, la fem induci-
da puede considerarse que actila como una fuerza “contralectromotriz”, en
el sentido de que actla contra la fem de la bateria intentando contrarres-
tar (segiin determinaba la ley de Lenz) los cambios de flujo magnético en el
circuito. El efecto de esta fuerza contrelectromotriz se notara en que la co-
rriente que circula por el circuito no cambiara bruscamente desde o hasta un
valor de £g/R tal como ocurriria si se despreciase el efecto de la induccion
electromagnética.

Aunque la expresion (4.42) proporciona una buena interpretacion fisica
de los fenomenos que suceden en el circuito, es usual reescribir esta ecua-
cion como

di
=Ri+L— .
&p " (4.43)
=Ve+ V. (4.64)
Fisica 2 FLML
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Escrito en esta forma, la Teoria de Circuitos interpreta que la fem generada
por la fuente de tension (la bateria) es igual a la caida de tension en la re-
sistencia, Vg = Ri, mas una caida de tension, V,, debida a la autoinduccion
L. El efecto distribuido de la fem inducida en el circuito puede modelarse,
por tanto, como una caida de potencial en un elemento de circuito, denomi-
nado genéricamente inductor, caracterizado por la inductancia L (ver figura
adjunta):
di

Vi=L—. )
L=l (4.45)

De este modo, los efectos de induccion electromagnética relacionados con
el campo magnético variable se supone que estan localizados en los induc-
tores. Estos inductores son cominmente elementos puestos a proposito en
los circuitos para aumentar los efectos de induccion electromagnética, por
ejemplo, solenoides o bobinas. Dado el alto valor del campo magnético en
el interior de los solenoides y la posibilidad de miniaturizarlos, estos ele-
mentos son parte fundamental de los circuitos eléctricos y electronicos.

En este sentido, consideraremos a la autoinduccion o bobina como otro
elemento del circuito donde se produce una caida de tension al igual que
en la resistencia; aunque obviamente la dependencia de V con la intensidad
que recorre el elementos es distinto en la resistencia y en la bobina. Desde
un punto de vista circuital, el circuito que debemos resolver se muestra en
la figura adjunta, donde la intensidad i(t) que circula por este circuito sera
la solucion de (4.43) o, equivalentemente,

(4.46)

d’+5i=€£.
dt L L

La solucion de esta ecuacion diferencial viene dada por

) _&; &g
i(t) = loe Lt + R
donde la constante I, se determina en funcion del valor de i(t) ent = 0. En

el presente caso dado que i(0) = 0 (esto es, la intensidad era nula antes de
conmutar), se encuentra que I, = —£g/R y por tanto

i) = & (1 _ e_%t> . (4.47)

La forma de i(t) claramente muestra que esta intensidad no cambia brus-
camente sino que el valor final £g/R se alcanza aproximadamente tras un
tiempo ts &~ 4L/R. Si L tiene un valor alto (esto es, si los efectos de induc-
cion electromagnética son importantes) el valor final de la corriente tarda
mas tiempo en alcanzarse.

m
=

i(7)

h j
— <—

i(7)
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Si ahora consideramos la situacion opuesta a la anterior, haciendo que
el conmutador abra el circuito en t = 0, entonces i(0) = /Ry dado que el
segundo miembro de la ecuacion (4.46) desaparece, la solucion para i(t) en
este caso sera
i(?)
c i(t) = i(o)ett (4.48)
B

“B R

R %B e tt, (4.49)

@)

©

Podemos observar que, en este caso, la corriente no desciende a cero brus-
camente sino que tardaria aproximadamente un tiempo ts en alcanzar este
valor.

Actividad 4.7:

= Explique las principales diferencias que podriamos observar en el
montaje con la bateria y la bombilla si hubiésemos despreciado
el efecto del flujo magnético a través del circuito.

m ;Por qué se ha preferido considerar la fem inducida en el circuito
como una caida de potencial en una bobina?

= Halle i(t) en el proceso transitorio que nos llevo a (4.47) si en la
bobina hubiese circulado una corriente inicial que fuera la mitad
de su valor final.

= Halle i(t) en el proceso transitorio si tenemos dos bobinas en se-
rie/paralelo de inductancias L, y L.

4.5. Energia magnética

En el apartado anterior se ha visto que la evolucion de un circuito serie
RL tal como el mostrado en la figura adjunta venia regida por la ecuacion

.o di
=RI+L— . 4.50
§ at (4.50)
Multiplicando ambos términos de esta ecuacion por la intensidad, i, obtene-
mos

di
i = Ri”+ Li— 51
§i=Ri"+ i (4.51)

donde el primer miembro de (4.51) nos da, segin (2.32), la potencia suminis-
trada por el generador de fem y el segundo miembro debe ser, por tanto,
la potencia “entregada” al circuito. Dado que el primer término del segun-
do miembro, Ri?, es la potencia disipada en la resistencia por efecto Joule
-ver (2.25)-, podemos concluir que el segundo término, Lidi/dt, estara aso-
ciado con la autoinduccion. Dado que el fenomeno de autoinduccion lo que
hay es una “transferencia” de energia mas que una “disipacion en forma de
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calor”, este segundo término puede entonces interpretarse como la energia
por unidad de tiempo que se almacena en el campo magnético del induc-
tor (recuérdese que en el circuito se ha supuesto que los efectos del campo
magnético estan localizados en este elemento). Si designamos por Uz a la
energia magnética almacenada en el inductor, entonces la razon con la que
se almacena esta energia en el tiempo puede escribirse como

(4.52)

dUs _ ;41 d <1Li2)
dt T dt dt

2
En consecuencia, la energia magnética almacenada en el inductor vendra

dada por

1 . Energia almacenada en el inductor
Ug = Ele ) (4.53) s

EJEMPLO 4.4 Calcular el calor disipado en la resistencia R, cuando el conmutador

pasa de la posicion1ala 2.
R’ Rz l(t)

Supuesto que en t = 0 se realiza el cambio del conmutador de la posicion1ala
2, podemos afirmar que el valor de la intensidad en este instante era & T L

13 1
R,+R,’

lo =

supuesto que el conmutador estuvo en la posicion 1 por un tiempo suficiente en el
que se alcanzo el estado estacionario —ver expresion (4.47). Parat > 0, la intensidad
que recorre el circuito R,L sera, segln (4.48),

Dado que el calor disipado en la resistencia R, por unidad de tiempo viene dado
por

Pe, = W g
R, dt 2

el calor total disipado en esta resistencia, W, puede calcularse como

o0 [e ] o0 2R,
w=/ Pdet=/ i2R2dt=/ Ze” TR, dt
o o o
e 2Ry
=lgR2/ e rldt.
o

Si en la integral anterior se introduce el siguiente cambio de variable t = (L/2R,)«

se tiene que
L (o)
W=1PR, —/ e “da | =
2R, J,

Hemos obtenido entonces que el calor disipado en la resistencia R, es justamente
la energia magnética que estaba almacenada en el inductor.

L

o

N | =

s u

La energia almacenada en el inductor podemos decir que esta “conteni-
da” en el campo magnético presente en este elemento y, consecuentemente,
Ug puede identificarse como la energia del campo magnético. Para hacer este
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Densidad de energia magnética

hecho mas evidente, consideremos que el inductor es un solenoide esbel-
to (cuya autoinduccion fue obtenida en (4.33) en el Ejemplo 4.3), por lo que
podemos escribir que

1 1
Ug = —uon®Vid = — 12n%i?V . .
B = SHo ™ o (4.54)

Dado que el modulo del campo magnético en el interior de un solenoide se
encontro que era |B| = poni, la expresion anterior puede reescribirse como

B’z
e,

siendo V = Sl el volumen del solenoide. Finalmente podemos deducir que
en este inductor la densidad volumétrica de energia magnética, ug, viene
dada por

Us (4.55)

_|BP
s W

Aunque el resultado anterior se ha obtenido para un caso particular, calcu-
los mas rigurosos demostrarian que este resultado es valido en general.

(4.56)

Actividad 4.8:

= ;Por qué el término Lidi/dt ha sido identificado con el ritmo de
cambio temporal de la energia magnética?

m ;Donde se “almacena” la energia magnética?

= ;Almacena una bobina energia eléctrica? ;Almacena un conden-
sador energia magnética? Justifique su respuesta.

EJEMPLO 4.5 (*) Calculo de la autoinduccién por unidad de longitud de una cable
coaxial de radio interior a = 1 mm y radio exterior b = 3 mm.

Dado que un cable coaxial la corriente I que circula por el conductor interno
retorna por el conductor externo, la aplicacion de la ley de Ampére al presente ca-
so nos dice que el campo magnético producido por ambas corrientes fuera de los
conductores sera

)
. ’uoi- Si a<p<hb,
B={ 2mp (4.57)
o] si p>b.

La densidad volumétrica de energia magnética en el interior del cable coaxial ven-
dra entonces dada, segin (4.56), por
fol®

ug = : 58
8= g2 (4.58)

de donde podemos obtener la energia magnética almacenada en un conductor
coaxial de longitud [ como

Ug = / Ug dy. (459)
volumen
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Teniendo en cuenta que en el presente caso y debido a la simetria cilindrica del
problema podemos escribir

dV =dSdl = 2mrpdpdl ,

la energia magnética se calculara como

[ b 2 l 2 b 2
I ! d Pl b
UB=/dl / Ho”_anpdp =/dl fo /—p =2,
o a 8mp o 4 Ja P 4 a
Considerando ahora que la energia magnética almacenada en el inductor viene da-
da por (4.53), tenemos que

1 1 b
Ug=-LP=— (”"ln)lﬁ,
2 2\ 27 a

por lo que la autoinduccion por unidad de longitud del cable coaxial sera

L b
b In—. (4.60)
l 27 a

Sustituyendo ahora los valores de ay b obtenemos el siguiente valor numeérico:

L 4wx1077
7° 4mx10 In3 = 0,22 uH/m . (4.61)

27

4.6. Ley de Ampére-Maxwell (*)

No entra

La ley de Ampére tal como se escribio en el Apartado 3.5 sélo era valida,
en principio, para campos magnetostaticos y corrientes continuas. Esta ley
basica establecia que?

jI{E(F) -dl = ,Uo/ - ds, (4.62)
r S(r)

es decir, la circulacion del campo magnetostatico a través de una curva I
es igual a o veces la intensidad de la corriente continua que atravesaba la
superficie S(I). La constante yio = 4mx10 ’H/m se denomind permeabilidad
magneética del vacio.

Para generalizar la ley de Ampére, es tentador extender esta ley inicial-
mente formulada para campos estaticos a campos variables en el tiempo y
escribir

74 BEO)-dl 2 o / 7 )- d5 . (4.63)
r S(r)

2 En la expresion (4.62) y en lo que queda de tema, indicaremos que cierto campo A solo
depende de las variables espaciales expresando éste en la forma A(r). Si dicho campo
también dependiese del tiempo, entonces lo expresaremos como A(r, t).

FLML

Fisica 2


archilla
Text Box
No entra


102

TEMA 4. Induccion electromagnética

ds

T
It
y

pr 4

Ecuacion de continuidad de carga

Si queremos comprobar la validez de la expresion (4.63) basta considerar
el proceso de carga de un conductor recorrido por una intensidad I(t), donde
la curva I' rodea al conductor y la superficie S(I') es tal como se muestra en
la figura adjunta. Al tomar el limite cuando la curva I' se hace tender a cero,
la superficie S(I') cierra el conductor obteniéndose que

lim 7{ B(F,t)-dl=o0, (4.64)
r

—o

puesto que el valor del campo magnético en los puntos de la curva ' tiende
a cero en el limite [ — 0.3 Ahora bien, supuesta cierta (4.63), la expresion
(4.64) también implicaria que

lim/ T(f,t)-d§=jff(?,t)-d§=o, (4.66)
s(r) S

[—o

es decir, el flujo de J a través de la superficie cerrada es nulo. Esto es cla-
ramente incorrecto en nuestro caso puesto que observamos que entra una
intensidad I(t) en la superficie S(I).

Teniendo en cuenta la ecuacion de continuidad de la carga, discutida en
el Apartado 2.2:

o d
7{ 6,10 - d5 = — 2 aslo), (4.67)

que establece que la variacion por unidad de tiempo de la carga encerrada
en una superficie cerrada S, Qs(t), es igual al flujo total de densidad de co-
rriente que atraviesa dicha superficie, observamos una clara contradiccion
entre lo que dice la ecuacion de continuidad de la carga (4.67) y la expresion
(4.66) derivada directamente de la ley de Ampére al aplicarla a campos va-
riables en el tiempo. Dado que no cabe discusion acerca de la validez de la
ecuacion de continuidad de la carga (ésta no es mas que la expresion local
del principio de conservacion de la carga), tenemos que concluir que la ex-
tension de la ley de Ampére, tal y como se expresd en (4.62), NO es valida
para situaciones no estacionarias.

Siguiendo el razonamiento de James C. Maxwell (~ 1860) debemos asu-
mir que (4.62) debe modificarse para hacerla compatible con la ecuacion
de continuidad de la carga. Asi, si consideramos que la expresion de la ley
de Gauss para campos estaticos (ver Apartado 1.2.5) si puede extendderse a
campos variables en el tiempo,

fE(F,t)-d§=QS(t),
S

€o

3 Recuérdese que en el Apartado 3.5.1 se mostrd que el campo magnetostatico en el interior
de un conductor cilindrico rectilineo de radio R recorrido por una intensidad I venia dado
por

I
B(r) = o 5 (4.65)
2mR?
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la ecuacion de continuidad de la carga puede reescribirse como

- d L

. OEFD -
I é 0 oS, (4.68)
o bien L
]f [T(F, 0+ o OE “] ‘d5=0. (569)
g ot

A la vista de la expresion anterior, es claro que reescribiendo la ley de
Ampére de la siguiente forma:

-

F860-dl= o | [T(?, ) e Ot t)] s (470)
r ) ot

y siguiendo el mismo procedimiento de paso al limite de la curva I, entonces
esta ley es ya congruente con la ecuacion de continuidad de la carga.

En el segundo miembro de (4.70) aparecen dos términos que podemos
relacionarlos con corrientes de naturaleza distinta.

= Corriente de conduccion
Es la corriente que hasta ahora se ha estudiado y que podemos identifi-
car con el movimiento neto de las cargas eléctricas, y por ello se define
como el flujo del vector densidad de corriente J. Claramente esta corrien-
te aparece donde haya un movimiento neto de cargas, por ejemplo, en el
interior de un conductor recorrido por una corriente eléctrica.

= Corriente de desplazamiento
Es un término de corriente que no esta directamente relacionado con el
movimiento de cargas (aunque puede ser consecuencia de ello). Se de-
fine como el flujo del vector densidad de corriente de desplazamiento,

- OE .. . . .
Jp = an' Este término debemos asociarlo exclusivamente a las varia-

ciones temporales del campo eléctrico. (Recuérdese que una corriente
estacionaria que recorre un conductor no da lugar a campo eléctrico al-
guno.) El origen de esta corriente podemos explorarlo en el paso de la
ecuacion (4.67) a (4.69) y relacionar la existencia de este tipo de corrien-
te con la mera presencia de una carga eléctrica variable en el tiempo.
En consecuencia, la densidad de corriente de desplazamiento existira en
todos los puntos del espacio donde haya un campo eléctrico variable en
el tiempo.

Es interesante hacer notar que en el caso de que no haya corriente de
conduccion, la ley de Ampére-Maxwell se escribiria como

" o OE(rt) -
7{5’(?, t)-dl= Mofo/ (7,1 -ds. (4.71)
r 5(r) 6t

Ley de Ampeére-Maxwell
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La ecuacion anterior establece

la existencia de un campo magnético asociado a la existencia de
una campo eléctrico variable en el tiempo.

EJEMPLO 4.6 (*) Calculo del campo magnético en el interior de un condensador de
placas circulares de radio R alimentado por una corriente I(t)

El campo eléctrico en el interior de un condensador de placas paralelas de den-
sidad superficial de carga o viene dado por
- g .
E=—u
€o
donde U es el vector unitario que va desde la placa cargada positivamente a la
cargada negativamente. Expresando ahora la densidad superficial de carga o en
funcion de la carga total en la placa Q(t) se tiene que

E(t) = u,
® €oTR?

y obviamente esto implica la existencia de una corriente de desplazamiento, TD(t),
en el interior del condensador que viene dada por

Aplicando ahora la ley de Ampére-Maxwell segln (4.71), esto es,

fé(ﬁt)-dt*:uo/ Jp-dS.
r s(r)

nos encontramos con un problema muy similar al del calculo del campo magne-
tostatico en el interior de un conductor cilindrico rectilineo (Apartado 3.5.1), con la
diferencia de que en dicho problema la corriente era de conduccion.

Consecuentemente usando la expresion (4.65) se llegaria a que en el interior
del condensador

pT (r <R)

47. Ecuaciones de Maxwell (*)  [——

Tanto en el presente tema como en los temas anteriores se han visto una
serie de leyes (la mayoria extraidas directamente de la experimentacion) que
determinan el comportamiento de los campos eléctrico y magnético. Entre
las maltiples leyes y expresiones que se han visto, puede escogerse un con-
junto de cuatro de ellas que forman la base del Electromagnetismo y de
donde se pueden derivar todos los fendmenos electromagnéticos. Estas le-
yes fueron recogidas por James C. Maxwell (~ 1860) en una labor que ha sido
reconocida como una de las sintesis mas fructiferas de toda la historia de la

Fisica 2

FLML


archilla
Text Box
No entra


4.7. Ecuaciones de Maxwell (*)

105

Fisica. Ademas de esta labor recopilatoria, Maxwell not6 ademas una incon-
sistencia en la ley de Ampére que solucion6 anadiendo a esta ecuacion un
término adicional relacionado con un nuevo tipo de corriente que denomino
corriente de desplazamiento. Las ecuaciones de Maxwell son cuatro ecuacio-
nes diferenciales o integro-diferenciales (aqui se optara por presentarlas en
forma integro-diferencial) que compendian toda la informacion que hemos
adquirido sobre los campos eléctricos y magnéticos y su relacion con las
fuentes que los producen.

Maxwell realiza una revision de las leyes del campo eléctrico y el magne-
tico, extendiéndolas a campos eléctricos y magnéticos variables en el tiem-
po. Sus aportaciones pueden resumirse tal como sigue.

= Ley de Gauss para el campo eléctrico
Maxwell extendid la validez de la ley de Gauss (que en su forma inicial
(119) solo era aplicable a campos eléctricos constantes en el tiempo;
es decir, a campos electrostaticos) a campos eléctricos que varian en el
tiempo, E-= E(F, t). De este modo, la ley de Gauss para el campo eléctrico
puede escribirse, en general, como

]{ E(F.t)-dS = Qs(t) , (4.72)
S

€o

donde Qs(t) es la carga total (que ahora puede variar en el tiempo) ence-
rrada en el interior de la superficie Sy ¢ = 8,85x10" " F/m.

= Ley de Gauss para el campo magnético
Dado que experimentalmente se encuentra que las lineas de campo mag-
nético no divergen ni convergen en ningln punto del espacio (es decir, no
existen cargas magnéticas), Maxwell propuso la siguiente ley para cam-
pos magnéticos variables en el tiempo, B = B(T, t):

f Bt ds-o . (473)

S

El flujo del campo magnético a través de cualquier superficie cerrada es
siempre nulo.

= Ley de Faraday-Maxwell

La ley de induccion electromagnética segin fue establecida por Faraday
estaba directamente ligada a la presencia de conductores, de modo que
en la expresion (4.18), la curva I coincidia estrictamente con el recorrido
del circuito. Maxwell not6 que la identidad matematica expresada por
(418) no tenia por qué ligarse a la existencia de conductores; esto es, no
hay nada en (4.18) que exija que la curva I' deba coincidir con el recorrido
del circuito. Con esta concepcion en mente, la ley de Faraday-Maxwell:

74 B ) - dl= — / %BY) 45 (72)
r sr) Ot

establece que la circulacion del campo eléctrico a través de una cur-

Ley de Gauss para E(F, t)

Ley de Gauss para B(F, t)

Ley de Faraday-Maxwell
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R

®
®

Ley de Ampere-Maxwell

barra
conductora

va arbitraria, T, es igual a menos la variacion del flujo magnético que
atraviesa una superficie S(I') cuyo contorno se apoya en I'. Esta reinter-
pretacion de la ley de Faraday dice mucho mas que la ley original pues
establece

la existencia de un campo eléctrico en cualquier punto del espa-
cio donde exista un campo magnético variable en el tiempo.

= Ecuacion de Ampére-Maxwell
Tal como se ha discutido en el Apartado 4.6, la ley de Ampere se generali-
zaba al caso de camposy corrientes variables en el tiempo de la siguiente
forma:

75 B(F,0) - ol = jio / [T(?, )+ o L ”] 3 (470)
r S(r)

ot

Una de las mas importantes consecuencias que puede extraerse de las
anteriores ecuaciones surge al combinar la ecuaciones de Faraday-Maxwell
con la ecuacion (4.71) de Ampere-Maxwell para el caso del vacio (es decir, en
ausencia de cargas y corrientes eléctricas),

. » Br,t) -
%E(?,t) cdl=— 08(7, 1) S (4.74)
r s Ot

. - E(F, .
7{8(?, t)-dl= Moeo/ 0T, 1 -dS. (4.71)
r sry Ot

Una lectura de dichas ecuaciones sugiere la existencia de una perturbacion
electromagnética que puede autosustentarse en el vacio. La ecuacion (4.74)
nos dice que la presencia de un campo magnético variable en el tiempo pro-
voca la aparicion de un campo eléctrico, pero a su vez la ecuacion (4.71) esta-
blece que la presencia de un campo eléctrico variable en el tiempo da lugar
a la aparicion de un campo magnético. En consecuencia, la existencia de una
campo magnético variable en el tiempo generaria otro campo magnético que
a su vez generaria otro.... (igualmente ocurriria con campos eléctricos varia-
bles en el tiempo). Tenemos, por tanto, una situacion en la que los campos
electromagnéticos se autosustentan ya que serian ellos mismos su propia
causay efecto. En el proximo tema sobre ondas veremos que este fenomeno
es precisamente el origen de las ondas electromagnéticas.

4.8. Problemas propuestos

4.1: En el interior de un solenoide de 600 vueltas, el flujo magnético cae de 8,0x10 > Wb a
3,0 X107 > Wb en 15 ms. ;Cual es la fem media inducida? (1Wb = 1Tm?))
Sol: £ =2V.

4.2: Una barra metalica se desplaza a velocidad constante, v, sobre dos varillas conductoras
unidas por una resistencia R en sus extremos izquierdos. Se establece una campo magnético
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uniforme y estatico, B, como se indica en la figura. a) Calcule la fem inducida en el circuito
asi como la corriente inducida indicado su sentido; b) ;Qué fuerza esta siendo aplicada a la
barra para que se mueva a velocidad constante?; ¢) Realizese un balance entre la potencia
aplicada y la energia consumida. Nota: Despreciar el autoflujo del circuito.

Sol.: a) £ = —|B|l|]; b) F, = Il|B|%; c) Pot. aplicada=F,v = Pot. consumida=FR.

4.3: Determinar el coeficiente de induccion mutua entre le circuito rectangular de la figuray
el conductor recto infinito.

Sol: M = u—c’cln a*b
27 a

4.4: Un conductor rectilineo e infinitamente largo esta recorrido por una intensidad I(t). Una
espira rectangular de lados a y b y resistencia R es coplanaria con dicho conductor y varia su
posicion de acuerdo con una ley de movimiento x(t) conocida. Calcule: a) el flujo magnético,
®(t), que atraviesa la espira; b) la fem inducida en la espira, indicando que parte de la misma
se debe al movimiento y cual a la variacion temporal del campo magnético; c) el valor de la
corriente inducida en el instante t si I(t) = I, y x(t) = vt (v > 0). Nota: Despreciar el autoflujo
del circuito.

Sol.: a) d(t) = “";(t) In ( a X (’t‘)(t)> :

_ hob [dI(t) a+x(®\  altv ],
by et = —5r {dt l“( "0) ) x(t)(a+x(t))]'
abpiolo

2mR(at + vt2)

€) ling = en sentido horario.

4.5: Un circuito rectangular de 22 de resistencia se desplaza en el plano YZ en una zona
donde existe un campo magnético B = (6 — y)X T. Las dimensiones del circuito son de 0,5 m
de altura por 0,2 m de anchura. Suponiendo que en el instante inicial (t = 0) el lado izquierdo
del circuito coincidia con el eje Z (segiin puede verse en el dibujo), calcule la intensidad
inducida en el circuito en los casos siguientes: a) se desplaza a velocidad uniforme de 2m/s
hacia la derecha; b) transcurridos 1005, si se mueve aceleradamente hacia la derecha con
a = 2m/s’ (supdngase que el circuito partio del reposo). c) Repita los apartados anteriores
suponiendo que el movimiento es ahora paralelo al eje Z. Nota: en todos los casos considere
despreciable el autoflujo.

Sol.: a) 041 A; b) 10 A; €) 0 A en los dos casos, ya que no hay variacion del flujo magnético.

4.6: Un conductor rectilineo infinito esta recorrido por una intensidad I. Otro conductor en
forma de U es coplanario con el primero, su base es una resistencia, R, y mediante un puente
movil, que se mueve a velocidad v, forma una espira rectangular de area variable (véase
figura). Se consideran los casos en que R es paralela o perpendicular al conductor rectilineo
infinito [casos a) y b) en la figura adjjunta]. Determine en cada caso la intensidad de corriente
induciday la fuerza que es necesario aplicar al puente movil para que se mueva a velocidad v.
Nota: en ambos casos considere despreciable el autoflujo del circuito en U.

Lollv v Tiol 2
Sol:a) fing = ——— ,F= — | —2—|;
) lnd 2mR(a + vt) R Ln(a + vt)

polv, [a+l v [pol, (a+l\]?
b)’ind= ln 'F=, —1n .
2R a R | 2w a

4.7: En la figura se muestra un campo magnético uniforme y variable en el tiempo,
B(t) = (2 + 0,5t*) 2 T (t en segundos). En la regién donde existe dicho campo se ha dispuesto
un circuito formado por un conductor en forma de U, que contiene una resistencia R = 10 €,
y que junto con la barra conductora mévil AC, de longitud [ = 1m y masa m (en kg), forma
una espira rectangular de area variable. Si la ley de movimiento de la barra AC es y(t) = 3t° m,
calcule: a) el flujo magnético a través del circuito; b) la fem inducida en el circuito; ¢) la in-
tensidad inducida, indicando su sentido; d) la fuerza debida al campo magnético que actla
sobre la barra en direccion y; e) la fuerza que hemos de aplicar a la barra movil para que
satisfaga la mencionada ley de movimiento. Nota: Considere despreciable el autoflujo en el
circuito.

Sol.: a) d(t) = 6t + 1,5t* weber; b) £(t) = —(12t + 6t%) V; €) ling(t) = 1,2t + 0,6t sentido horario;
d) Frnag(t) = —(2,4t + 1,88> + 0,3t°) §; @) Fapiic(t) = (6m + 2,4t + 1,88 + 0,3t%) §.

B(7)

uente
movil

N

FLML

Fisica 2



108

TEMA 4. Induccion electromagnética
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4.8: Através de un hilo conductor rectilineo muy largo circula una corriente que varia con
el tiempo seglin la expresion I(t) = at, donde a = 0,7A/s. En las proximidades del hilo, y
en un plano que contiene a éste, se encuentra una espira de radio b = 5mm vy resistencia
R = 0,2 m£2. Esta espira se aleja del hilo con una velocidad constante v, estando situada en el
instante inicial (t = 0) a una distancia r, del hilo. Obtenga a) la expresion del flujo magnético
que atraviesa la espira; b) la expresion de la fuerza electromotriz inducida; ¢) la intensidad
inducida en la espira en el instante inicial, indicando su sentido. Nota: debido al pequefo
tamaiio de la espira, podemos considerar —a efectos de calculo— que el campo magnético
creado por el hilo es uniforme en el interior de la espira e igual a su valor en el centro de la
misma).

Sol: a) d(t) = Lot p) ¢(¢) = Lob’dro. ¢y () = 4, 39 A, sentido antihorario.

2(ro+vt)? 2(ro+vt)2 !

4.9: En la figura se muestra un solenoide esbelto de longitud [, y un total de N, espiras.
Dentro del mismo y coaxial con el se ha dispuesto una bobina de radio R, y un total de
N, espiras. Calcule: a) el coeficiente de induccion mutua entra ambos bobinados; b) la fem
inducida entre los extremos de la bobina pequena cuando por el solenoide esbelto circula
una intensidad I4(t) = Iocos(wt). €) Repita los dos apartados anteriores suponiendo ahora que
el eje de la bobina pequena forma un angulo 6 con el del solenoide.

R3N,N
Sol.a) M = %;

]

multiplican por cos(6).

b) £ = Mwlosen(wt); €) en este caso, los resultados anteriores se

4.10: Determine la fem autoinducida en un solenoide de inductancia L = 23 mH cuando:

a) la corriente es de 25 mA en el instante inicial y aumenta con una rapidez de 37 mA/s;

b) la corriente es cero en el instante inicial y aumenta con una rapidez de 37 mA/s;

c) la corriente es de 125 mA en el instante inicial y disminuye con una rapidez de 37 mA/s;

d) la corriente es de 125 mA y no varia.

Sol.: en los tres casos a), b) y ¢), £ = 851x107 %V, salvo que la polaridad es diferentes. Asi,
dado que la polaridad de fem autoinducida es tal que se opone a las variaciones de la inten-
sidad, en los apartados a) y b) la polaridad es la misma (ya que en ambos casos la intensidad
aumenta), siendo en c) contraria a los apartados anteriores (ya que en este caso disminuye);
dé=o.

4.11: Laintensidad que circula una bobina de inductancia L varia de acuerdo con la expresion
i(t) = I,(1—e~%7), donde T es una constante. Halle: a) la corriente inicial (t = 0) y final (t = co)
en la bobina; b) las expresiones temporales de la energia magnética en la bobina y de la
potencia recibida por la misma; c) el instante de tiempo, t, en el cual la potencia recibida es
maxima; d) a energia final almacenada en la bobina (esto es, para t = co).

2 t)rs
Sol.: ) i(0) = 0, i(00) = fo: b) Up(®) = S8 ppgy = Lo THO. vy
T
L2
d) U, = —2.
2

4.12: En la figura se ha representado un solenoide esbelto de longitud [ y &rea de seccion
transversal S, que posee un total de N, espiras. Por dicho solenoide circula un intensidad
i(t) = Iosen(wt). Rodeando dicho solenoide se ha colocado una bobina rectangular de N, es-
piras. Calcule: a) el campo magnético, B(t), en el interior del solenoide; b) el coeficiente de
autoinduccidn, L, del solenoide; c) la diferencia de potencial, V;(t), entre los extremos del so-
lenoide; d) el flujo magnético que atraviesa la bobina rectangular, ®,(t), asi como la fuerza
electromotriz inducida, &(t), entre los bornes de dicha bobina.

NI N?
sol: a) B() = XN sen(wit b) L = £2 l 1S, ) Valt) = Lwlocos(wt);

d) D,(t) = proloNaN,Ssen(wt) /1, £(t) = —poloNiN,Sweos(wt) /1.
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TEMA 5

Circuitos de Corriente Alterna

54. Introduccion

Dado que en el Tema 4 se han establecido las leyes fisicas que rigen el
comportamiento de los campos eléctrico y magnético cuando éstos son va-
riables en el tiempo, en el presente tema estamos ya preparados para tratar
circuitos con corrientes variables en el tiempo y asi extender los conceptos
de circuitos de corriente continua (Tema 2) al caso de circuitos de corriente
alterna.

Entre las infinitas posibles dependencias temporales de la corriente I(t)
en los circuitos, en este tema estudiaremos (nicamente aquélla cuya varia-
cion es armonica, esto es, del tipo

I(t) = Io cos(wt + ) (5)

(en el Apartado 5.3 se hara una descripcion de las funciones arménicas). Las
razones fundamentales para estudiar este tipo de corriente variable en el
tiempo, denominada de forma genérica corriente alterna (CA), son dos:

1. Relevancia tecnologica.

Desde un punto de vista tecnolégico, el uso de la corriente alterna es muy
conveniente debido a que ésta es muy facil de generar y su transporte
puede realizarse facilmente a altas tensiones (y pequefas intensidades)
minimizando asi las pérdidas por efecto Joule (posteriormente, por in-
duccion electromagnética, la corriente alterna puede facilmente trans-
formarse a las tensiones usuales de trabajo). Estas caracteristicas junto
con su facil aplicacion para motores eléctricos hizo que, a partir de fina-
les del siglo XIX, la corriente alterna se impusiera para uso doméstico e
industrial y que, por tanto, la tecnologia eléctrica se haya desarrollado
en torno a esta forma de corriente (en Europa la frecuencia de la corrien-
te alterna es de 50 Hz). Una caracteristica adicional de esta corriente es
que su forma armonica se conserva cuando la corriente es modificada
por el efecto de elementos lineales, a saber: resistencias, condensado-
res, bobinas, transformadores, etc.
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2. Relevancia matematica.
Debido a que cualquier funcion periodica puede expresarse como la su-
ma de diferentes armodnicos (teorema de Fourier), el estudio de la co-
rriente alterna constituye la base para el analisis de senales variables en
el tiempo en redes lineales.

5.2. Generador de fem alterna

Anteriormente se ha sefalado que una de las propiedades mas desta-
cadas y que hacen mas atiles el uso de la corriente alterna es su facil ge-
neracion. El generador de fem alterna basa su funcionamiento en la ley de
induccion electromagnética de Faraday (ver Apartado 4.2.2), transformando
energia mecanica en energia electromagnética (en una forma opuesta a lo
que hace el motor eléctrico, ver Apartado 3.3.2). Un esquema basico de un
generador de fem alterna se muestra en la Fig. 5.1, donde podemos observar
que el flujo magnético que atraviesa la espira giratoria viene dado por

FIGURA 5.1: Esquema basico de un generador de fuerza electromotriz alterna.

<D=/§-d§= |B|S cos (5.2)
s

donde se ha supuesto que el campo magnético es uniforme en la region
donde se mueve la espiray que S = fs |dS| es el area de la espira.

Si el movimiento que se le imprime a la espira es un movimiento angu-
lar uniforme caracterizado por una velocidad angular w constante (como por
ejemplo el que produciria un chorro de vapor constante dirigido a unas as-
pas conectadas con la espira), dado que « = wt + oy, el flujo magnético que
atraviesa la espira puede expresarse como

®(t) = |B|S cos(wt + ay) . (5.3)

Haciendo uso de la ley de induccion de Faraday (4.17), la fem £(t) inducida en
un conjunto de N espiras similares a la de la figura anterior sera

€)= % - |B|Sw sen(wt + o) (5.4)
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5.3. Aspectos generales de funciones armonicas M
esto es, se ha generado una fem alterna que puede expresarse en general
como
£(t) = & cos(wt + ¢) (5.5)
donde, en el presente caso, & = N|B|Swy ¢ = ap — /2.
Actividad 5.1:
= Describa otros tipos de funciones variables en el tiempo que no
sean de tipo armonico.
= ;Por qué una CA puede ser expresada de forma general como I(t) =
Io cos(wt + ©)?
= ;Por qué se requiere que las espiras del alternador giren a una
velocidad angular constante para generar una CA?
= ;Cuaes son las ventajas de usar una espira con maltiples vueltas
en un alternador?
. - . f(t)
5.3. Aspectos generales de funciones armonicas *
A |
Tal como se ha sefalado, una funcidon armoénica f(t) es aquella que varia
en el tiempo de la forma genérica: _
t
f(t) = Acos(wt + ) (5.6)
donde A es la amplitud, w la frecuencia angular y ¢ el desfase. La amplitud -A T
determina el rango de variacion de la senal dado que T=21/®

—A<f()<A.

La frecuencia angular esta relacionada con la frecuencia f a través de
w=27f = Gl (5.7)
T
donde T es el periodo de la senal, esto es, aquel intervalo de tiempo en el
que la sefialarmonica se repite: f(t) = f(t+T). La frecuenciaf = 1/T puede, por
tanto, interpretarse como el nimero de “repeticiones” de la senal armonica
en un segundo. El desfase ¢ viene determinado el origen del tiempo; esto

es, por el valor de la funcion en el instante t = 0:
f(o)=Acosy.
Es interesante recordar algunas relaciones trigonomeétricas de las fun-
ciones seno o coseno, a saber:

sen(a £ b) =senacosb £ cosasenb

cos(a £ b) = cosacosb Fsenasenb
de donde puede deducirse, por ejemplo, que

cos(wt + p — w/2) = sen(wt + ¢) . (5.8)
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Valor eficaz de la corriente alterna

5.3.1. Valores eficaces

El valor eficaz, l¢f, de una corriente alterna dada por

I(t) = Io cos(wt + ) (5.9)

se define como la raiz cuadrada del valor cuadratico medio (/*(t)) de la co-
rriente, es decir,

lef = / (I2(t)) (5.10)
donde el valor medio de una funcion periddica, F(t), de periodo T se define
como

i
(F() = / Fit)dt . (5:11)

El valor eficaz de la corriente, al igual que otras magnitudes circuitales
que varien armonicamente, tiene mucha importancia practica dado que es
precisamente el valor que miden los polimetros analogicos. Siguiendo la de-
finicion (5.10) y teniendo en cuenta (5.11) se tiene que

2

.
1 |
I2¢ = (I2 cos®(wt + ¢)) = = Ié/ cos?(wt + ) dt = 50
[e]

por lo que el valor eficaz se relaciona con la amplitud, I,, de la corriente
mediante la siguiente expresion:

lo

|ofg = —
ef \/5

Analogamente, el valor eficaz de cualquier otra magnitud que varie armoni-
camente en el tiempo se define como la amplitud de dicha magnitud dividida

por /2.

" Elvalor eficaz, ler, de una corriente alterna, I(t) = I, cos(wt+¢), que recorre una resistencia R
es justamente el valor de la intensidad de la corriente continua que produce el mismo
efecto Joule durante un periodo de tiempo T. La energia Wca disipada por efecto Joule
en una resistencia R por una corriente alterna durante un periodo de tiempo T puede
calcularse como

(512)

Wen = / P(t)dt (513)

donde P(t) es la potencia instantanea disipada en la resistencia, que viene dada por el
producto de la intensidad por la tension, esto es:

P(t) = I(t)V(t) . (514)
Dado que segiin (5.32) la caida de tension en la resistencia es V(t) = RI(t), la energia disipada
por la corriente alterna en esta resistencia puede escribirse como

.

T

Wen = IER/ cos’(wt + p)dt = I?,RE = I%RT (515)
o

que es precisamente el valor de la energia disipada por efecto Joule durante un periodo
de tiempo T en dicha resistencia R si esta fuese recorrida por una corriente continua de
valor lef; esto es,

Wee = %RT . (516)
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5.3.2. Analisis fasorial

En la resolucion de ecuaciones de segundo grado, es frecuente encon-
trarse con soluciones que implican tomar la raiz cuadrada de un negativo,
por ejemplo \/—9. No obstante, es facil notar que no existe ninglin nime-
ro real (esto es, que pertenezca al conjunto R) tal que su cuadrado sea —9.
Para solucionar esta cuestion se introducen los nimeros imaginarios, que
pueden formarse a partir de la definicion de la unidad imaginaria, j:

j=v—1 (517)

de modo que
V9=V X e= VX Vo= ]3.

Los nimeros que tienen tanto parte real como imaginaria se conocen como
nimeros complejos y pueden definirse como

z=a+jb (5.18)

donde a = Re(z) se dice que es la parte real de zy b = Im(2) la parte imagi-
naria de z.

Usualmente los nimeros complejos se representan en un plano de modo
que sobre el eje vertical se sit(ia el eje imaginario y sobre el eje horizontal el
eje real. De este modo, el nimero z queda caracterizado por un punto (como
se muestra en la figura adjunta) que esta a una distancia |z| dada por

|z| = Va2 + b2 (519)

que se conoce como modulo de z, y con un angulo ¢ medido en sentido
antihorario a partir del eje real dado por

b
© = arctan (a) (5.20)

que se denomina argumento de z.

Es facil observar en la figura anterior que el nimero complejo z puede
escribirse como

z=|z|cosp +j|z| sen g = |z|(cos p +jsen )
y dado que la identidad de Euler nos dice que
e = cosp +jsenyp (5.21)
se tiene que el nimero complejo z puede también escribirse como
z=|z]e¥. (5.22)

Esta manera de escribir los nimeros complejos es muy conveniente puesto
que nos proporciona de una forma directa la informacion sobre su modulo
y su argumento.

Re
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Teniendo en cuenta la identidad (5.21) es valida igualmente para argu-
mentos que sean funciones; esto es,

&0 = cos ¢(t) + j sen ¢(t) (5.23)
es facil notar que la funcion armonica
f(t) = Acos(wt + )

puede también escribirse como
f(t) = Re (Ae"(‘““@)> = Re (Aej‘Pej“”> (5.22)

sin mas que identificar ¢(t) = wt + ¢.
Si ahora definimos el fasor, f, de la funcion f(t) como
f = Ae® (5.25)

se tiene finalmente la funcion armoénica puede expresarse como

f(t) = Re (fej“t) ) (5.26)

La identidad (5.26) permite establecer una relacion biunivoca entre las
funciones armoénicas y sus fasores asociados, de modo que a toda funcion
armonica se le puede asociar un fasor; esto es,

f) < f. (5.27)

Siguiendo las propiedades mas elementales del calculo de nimeros com-
plejos, pueden demostrarse facilmente las siguientes propiedades:

filt) + £(t) ﬁ +f2 (5.28)
of(t) < of (5.29)
siendo fi(t) = A; cos(wt + ;) y & un ndmero real.

Una propiedad adicional de fundamental importancia practica es

df(t) . -
. > jwf . (5.30)

Esta Gltima propiedad puede deducirse como sigue:

df(t
](;(t) = — wAsen(wt + ¢) = —wAcos(wt + ¢ — 7/2)

=Re (—wAej(“’““"_”/z)) = Re (—wAei“”e_j”/zej“t)

=Re (ijej‘pej”t> = Re (jwfej“’t) (5.31)

de donde se deduce que el fasor asociado a df /dt es precisamente jwf.
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5.4. Relacion/ <> V paraResistencia, Condensadory Bo-
bina

= Resistencia.
Segiin se discutio en el Apartado 2.3.2, en corriente continua la relacion
que existia entre la tension V y la intensidad I en una resistencia carac-
terizada por R venia dada por la ley de Ohm, esto es: V = RI. Experimen-
talmente puede verificarse que la ley de Ohm sigue siendo valida para
corrientes alternas y, por tanto, puede escribirse que?

v(t)

I(t) = ok (5.32)

= Condensador.
En la expresion (1.52) se definio la capacidad C de un condensador como
la relacion entre la carga Q de las placas y la diferencia de potencial V
entre éstas, esto es,

C=—. (5.33)

Esta relacion se cumple igualmente para corriente alterna, de donde pue-
de deducirse que la carga variable en el tiempo, Q(t), puede escribirse
como

Q(t) = cv(t) . (5.34)

Al derivar la expresion anterior respecto al tiempo obtenemos la siguien-
te relacion entre la intensidad I(t) y la tension entre las placas V(t):

1(7)
I(t) = C A7) . (5.35) 'S
z it
"ty =——=c

Esta relacion indica que la derivada temporal de la diferencia de poten- =
cial entre las placas esta relacionada linealmente mediante el parametro i

C con la intensidad que llega al condensador. ©
= Bobina.
Tal y como se expreso en (4.45), el efecto de autoinduccion electromag- I(t)

nética de una bobina caracterizada por una inductancia L y recorrida por
una intensidad I(t) podia considerarse como una caida de tension en la

bobina, V(t), dada por 40 %L

V(t) = Ld('j—(tt) ) (5.36) i B

La bobina puede considerarse, por tanto, como un elemento de circuito
querelaciona linealmente, mediante el parametro L, la derivada temporal
de la intensidad que circula por ella con la caida de tension en la misma.

%> Los signos masy menos en la resistencia y en otros elementos en los circuitos de corriente
alterna indican los puntos de potencial mas alto y mas bajo en dichos elementos cuando
la corriente tiene el sentido supuesto en la correspondiente figura.
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Fasor I asociado a
I(t) = I, cos(wt + )

Actividad 5.2:

= ;Cual es la principal diferencia entre la relacion I(t) <+ V(t) en un
resistor y las que tenemos para un condensador y una bobina?

= ;Cuales son las principales diferencias entre las relaciones I(t) <>
V(t) en un condensador y en una bobina?

= Trate de entender las principales implicaciones matematicas del
hecho de que la relacion I <+ V en condensadores/bobinas sea a
través de derivadas temporales en el voltaje/corriente.

5.5. Analisis fasorial de circuitos de CA

Dado que el estudio de la corriente alterna implica el tratamiento de fun-
ciones con una dependencia temporal de tipo armonica, la introduccion de
los fasores asociados a estas funciones simplificara enormemente el calcu-
lo matematico necesario. Tal y como se explica en el Apartado 5.3.2, a una
funcién arménica I(t) = I, cos(wt + ) se le hace corresponder un fasor I:

It) < T
que viene dado por
=1, (5.37)
de modo que
I(t) = Re (Tejm> (5.38)
e igualmente
WO i (5.39)
—_— wi . .
a 7

5.541. Expresiones fasoriales para resitencia, condensador y bobina

Haciendo uso de las relaciones fasoriales apropiadas es posible expresar
las relaciones fundamentales para resistencias, condensadores y bobinas en
la siguiente forma:

= Resistencia.
La relacion (5.32) puede expresarse en forma fasorial simplemente como

Y
| = — WAe)
R (5.40)
o bien como
V=RI. (5.41)
Fisica 2 FLML
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= Condensador.

Para el condensador, haciendo uso de la propiedad (5.39), la relacion
(5.35) puede expresarse como

I =jwCV (5.42)
o0 equivalentemente

-1 -

V=—I. (5.43)

JwC

La expresion anterior suele también escribirse como

V= —jXcl (5.44) Xe
donde

Xe= — (5.45)

€ wc ’
se denomina reactancia capacitiva y se expresa en ohmios (). Esta mag- o
nitud depende de la frecuencia tendiendo a cero para frecuencias muy
altas y a infinito para frecuencias muy bajas. Esto se manifiesta en el he-
cho de que para frecuencias bajas el condensador se comporta como un
elemento que apenas deja fluir la corriente mientras que a frecuencias
altas casi no impide la circulacion de la corriente.
= Bobina.

Larelacion (5.39) para la bobina puede expresarse en forma fasorial como

5 = X,

V=jwLl . (5.46)
Si se define la reactancia inductiva, X;, como

X, = wl (5.47) ®

la expresion fasorial (5.46) puede también escribirse como

V=X, (5.48)

La reactancia inductiva viene dada en ohmios y es un parametro que de-
pende linealmente con la frecuencia, de modo que tiende a cero para
frecuencias bajas y a infinito para frecuencias altas. Podemos afirmar en-
tonces que la bobina se comporta como un elemento que se opondria al
paso de la corriente a medida que la frecuencia de ésta aumenta.

Es interesante observar que las relaciones tension/intensidad para el
condensador y la bobina fueron expresadas en el Apartado 5.4 mediante ex-
presiones diferenciales han podido ser ahora reescritas como simples ex-
presiones algebraicas mediante el uso de sus fasores asociados. Es mas, se
ha encontrado que el fasor V siempre puede relacionarse linealmente con
el fasor | mediante un parametro genérico Z,

V=2z (5.49)
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que denominaremos impedancia y que, en general, es un niamero complejo
(notar que NO es un fasor):

R Resistencia
Impedancia de una resistencia, Z= ._JXC Cont‘jensador (5.50)
condensador y bobina jX. ~ Bobina.

Actividad 5.3:

= Enumere las principales ventajas que proporciona el uso de faso-
res al tratar circuitos de CA.

m ;Cuaes son las unidades de impedancia en el S.I.? ;Cuales son las
unidades en el S.I. de wLy wC?

= ;Es el concepto de impedancia (til en circuitos de CC? Explique
las posibles ventajas practicas de su uso en circuitos de CA.

m ;Por qué una bobina se comporta como un circuito abierto para
CA de alta frecuencia? Trate de relacionar este hecho con el valor
de la impedancia de la bobina y dé alguna razon fisica para ello.

= ;Por qué un condensador se comporta como un cortocircuito para
CA de alta frecuencia? Trate de relacionar este hecho con el valor
de la impedancia del condensador y dé alguna razon fisica para
ello.

5.5.2. Reglas de Kirchhoff

Las reglas de Kirchhoff junto con las relaciones tension/intensidad en
los distintos elementos que constituyen los circuitos nos permitiran deter-
minar el comportamiento de las magnitudes eléctricas en corriente alterna.
Las reglas de Kirchhoff fueron introducidas en el Tema 2 para los circuitos
de corriente continua, donde suponiamos que se habia establecido una si-
tuacion estacionaria (es decir, las magnitudes no variaban en el tiempo). En
los circuitos de corriente alterna supondremos que las reglas de Kirchhoff
siguen siendo validas para cada instante de tiempo.? En consecuencia po-
demos expresar las reglas de Kirchhoff de la siguiente manera.

3 Basicamente estamos admitiendo que en cada instante de tiempo se alcanza una situacion
estacionaria.
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» REGLA DE KIRCHHOFF PARA LA TENSION
Vio(t) = Z V](t) - Z &i(t) (5.51)
j i

donde Vj(t) es la caida de potencial en el elemento j-ésimo y &i(t) es la
i-esima fem del recorrido.
En el ejemplo mostrado en la figura adjunta, la regla (5.51) nos dice que

V12(t) = [V1(t) - Vz(t) + V3(t) + VA(t)] - [—51“) + 52(0] .

» REGLA DE KIRCHHOFF PARA LAS INTENSIDADES

N

PNIGERS (5.52)

i=1

esto es, en cada instante de tiempo, la suma de todas las intensidades
que llegan y salen de un nudo es cero.

Las anteriores reglas pueden también expresarse en forma fasorial, adop-
tando entonces la siguiente forma:

= Regla de Kirchhoff fasorial para la tension
V=Y 04-Y ¢ (5.53)
j i
0, equivalentemente,

Vo= zii—> & (5.54)
] i

donde Z; es la impedancia del elemento j-ésimo recorrido por la intensi-
dad fasorial T, En el ejemplo de la figura (siguiendo los criterios de signos
ya explicados para los circuitos de corriente continua), al aplicar (5.54)
obtenemos

\712 = Z1T1 - Zziz + (Za + Zz.)i3 - [_51 * 52} .

= Regla de Kirchhoff fasorial para las intensidades

N
Z li=o0 (5.55)
i=1

es decir, la suma de todas las intensidades fasoriales que llegan y salen
de un nudo es cero.

V(@) V() Vi@ Vi
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Impedancia de un circuito
serie RLC

Actividad 5.4:

m A la vista de las reglas de Kirchhoff expresadas en el dominio del
tiempo y en forma fasorial, describa las principales ventajas que
proporciona el uso de fasores para el estudio de circuitos de CA

= Sitenemos fuentes de voltaje de CCy de CA en el mismo circuito,
;serian las reglas de Kirchhoff validas en esta situacion? Justifique
su respuesta.

= ;Puede ver alguna relacion entre las reglas de Kirchhoff (2.39),
(2.40) presentadas en la Sec.2.5 y estas reglas ahora presentadas
en forma fasorial en (5.54),(5.55)?

5.5.3. Circuito RLC serie

Debemos observar que las reglas de Kirchhoff tal como han sido estable-
cidas en (5.54) y (5.55) son “idénticas” a las reglas (2.39) y (2.40) establecidas
para corriente continua, considerando que ahora tenemos fasores e impe-
dancias en vez de nimeros reales y resistencias. Como un ejemplo sencillo
de aplicacion de las leyes de Kirchhoff fasoriales consideraremos a conti-
nuacion un circuito RLC serie en corriente alterna.

Si el generador de fem alterna proporciona una & dada por

£(t) = & cos(wt + 6) (5.56)

cuyo fasor asociado es .
£ = &e" (5.57)

al aplicar la ley de Kirchhoff de las tensiones (5.51) al circuito de la figura
tendremos que
&(t) = VR(t) + V() + Vi (t) (5.58)
o bien en forma fasorial: )
§=Vr+Vc+V,. (5.59)

Teniendo ahora en cuenta las expresiones fasoriales (5.41),(5.44) v (5.48), se
tiene que

I
1l

[R+j(X, — XO)] T (5.60)
=z (5.61)

donde la impedancia, Z, del circuito RLC serie sera
Z=R+j(X, — X¢) (5.62)

esto es, la suma de las impedancias de cada uno de los elementos del cir-
cuito. Esta impedancia puede también expresarse en forma modulo y argu-
mento como

Z=|z|e° (5.63)
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donde Im
|Z| = /R + (X, — Xc)? (5.64)
. VA
JX,
X, — Xc \Ot JX,-X0)
a = arctan . (5.65)
R JX. R Re
y
Despejando en la expresion (5.61), el fasor intensidad puede calcularse
como _
i =16 = § . (5.66) ~ o Im [ oL
4 VL e
Sustituyendo ahora (5.57) y (5.63) en la expresién anterior, | puede reesctri-
birse como =V,
io o Li0-a) 0o !
12|
Re
de donde concluimos que la amplitud y fase del fasor intensidad vienen da- 5
C

dos por

€o

lo = (5.67)
VR2+ (X — Xc)?
y
¢ =0 — arctan (XL ;XC) . (5.68)

Obviamente, la expresion temporal de la intensidad puede obtenerse al sus-
tituir las expresiones anteriores para I, y i en I(t) = I, cos(wt + ).

Actividad 5.5:

= Obtenga la ecuacion diferencial para la corriente en el circuito se-
rie RLC. A la vista de esta ecuacion, ;puede ver las ventajas que
proporciona el uso de fasores e impedancia?

= ;Son las reglas de Kirchhoff validas para cualquier circuito y va-
riacion temporal de la corriente? Justifique su respuesta.

m En el circuito serie RLC, ;cuales son las implicaciones de tener X, =
Xc?

5.5.4. Resonancia

Si la amplitud de la intensidad para el circuito serie RLC, seglin se ha
obtenido en (5.67), se expresa explicitamente como una funcion de la fre-
cuencia, obtendriamos que

lo(w) = (5.69)
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0, equivalentemente,

o) = (570)
\/Rz B e )
w? LC
Definiendo la frecuencia w, como
, 1
T (5.71)
podemos reescribir (5.70) como
w
lo(w) = So (5.72)

\/szz + 12 (w? — W)

donde puede observarse en la figura que la amplitud de la intensidad en el
circuito serie RLC depende claramente de la frecuencia y presenta un maxi-
mo absoluto para un valor de frecuencia w = w,. Este fendmeno se conoce en
general como resonancia y aparece en miltiples situaciones practicas (por
ejemplo, en los osciladores forzados). La frecuencia, wy, a la que aparece el
maximo de amplitud recibe el nombre de frecuencia de resonancia, siendo
para el circuito serie RLC: w, = wo; cumpliéndose ademas a esta frecuencia
que X, = X, por lo que, segiin (5.65), la impedancia es puramente real. Los
fenomenos de resonancia tienen miltiples aplicaciones practicas; por ejem-
plo, si el circuito serie RLC se utiliza como el circuito de sintonia de una radio,
la capacidad del condensador puede variarse de modo que la frecuencia de
resonancia vaya cambiando, sintonizandose asi las diferentes emisoras (es-
to es, la emisora que emita con frecuencia igual a la de resonancia es la que
se recibiria con mas intensidad).

I(J (W)

Wy = Wo w

FIGURA 5.2: Amplitud de la intensidad frente a la frecuancia en un circuito serie
RLC.
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Actividad 5.6:

m ;Puede encontrar alguna razon para explicar que la amplitud de
la corriente en un circuito serie RLC dependa de la frecuencia de
la fuente de tension de CA?

= Dibuje I, frente a w de acuerdo con la Ec.(5.72). ;Qué ocurriria si
R — o7

= Demuestre que en resonancia la amplitud de la tension en la bo-
bina o bien el condensador puede ser mucho mayor que el valor
de la amplitud de la fuente de tension de CA.

= Obtenga una expresion para la amplitud de la intensidad de la co-
rriente si la fuente de tension esta en paralelo con el condensador,
la bobina y el resistor. ;Hay resonancia en este caso?

Y sl :
5.5.5. (*)Analisis de mallas No entra

La resolucion del circuito RLC serie en corriente alterna ha puesto de
manifiesto que mediante el uso de los fasores y de la impedancia asociada
a cada elemento, la resolucion de un circuito de corriente alterna es equiva-
lente a la de uno de corriente continua en la que las magnitudes intensidad y
tension son ahora fasores y las impedancias juegan el papel de resistencias.
De este modo, todas las técnicas introducidas en el Tema 2 para la resolucion
de circuitos de corriente continua pueden ser ahora aplicadas a la resolu-
cion de circuitos de corriente alterna, teniendo en cuenta las equivalencias
antes mencionadas.

Como ejemplo, un circuito como el mostrado en la Figura 5.3 puede re-
solverse mediante la aplicacion del método de las corrientes de mallas. De-
finiendo los fasores intensidades de malla en cada una de las tres mallas del
circuito segiin se muestra en la figura y teniendo en cuenta el valor de las
impedancias de cada uno de los elementos implicados, la ecuacion para las

R, R, R, R,
M MA— M M—

JXe

|2

FIGURA 5.3: Circuito de tres mallas
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4Q

YWV

intensidades de malla puede escribirse como

é ;
(0] = [Z,'j] I~2

0 I
donde la matriz de impedancias viene dada por
JXia — Xca) o JXer

[Zij] = 0 Ri + (X — Xc2) =Xz
JXc =Xz Ry +j(Xia — Xca)

Para los calculos en los ejercicios es siempre conveniente trabajar con
niimeros sustituyendo las expresiones algebraicas por sus valores numéri-
cos concretos antes de resolver el correspondiente sistema de ecuaciones.

EJEMPLO 541 En el circuito de la figura, determine las intensidades fasoriales, I, I, e
I; y las instantaneas, i (t), i,(t) e i5(t).
Datos: £(t) = 20 sen(4 X 10“t)V, R, = 88, R, = 48, L = 0,2mH y C = 3,125uF .

Lo primero que podemos hacer es obtener la frecuencia angular, w, de la fuente;
esto es,
w =4x10" rad/s.

Para obtener el fasor fuerza electromotriz notemos que
&(t) = 20 sen(4 X 10%t) V = 20 cos(4 x10%t — 7/2) V
y, por tanto, su correspondiente fasor asociado es
£=20e71"2 = _joov.
Para obtener las impedancias de la bobina y los condensadores, debemos cal-
cular primero las reactancias inductivas y capacitivas:
X, =wl=4x10*-2x107% = 8Q
1 1

Xc=— = = 80
wC  4X10%-3,125 X106

por lo que el circuito equivalente que debemos resolver es el mostrado en la figura
adjunta.

Las ecuaciones para las intensidades fasoriales de malla, I e I, son
—j20] _[8—j8 —j8] [I,
0 —j8 4 ||k
o bien simplificando al dividir por 4:
—js| _[2—j2 —i2] [k
0 —j2 1 L

Las intensidades de mallas pueden ahora calcularse usando, por ejemplo, el método
de sustitucion. Asi de la segunda ecuacion obtenemos

Tz = 2JI:
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que al sustituir en la primera ecuacion, nos lleva a que
—j5 = (2 — j2)i, — j2j2l, = (2 — j2 + &), = (6 — j2)I, .
Despejando tenemos que
;o Tis _ —is6+j2) _ —js(6+j2) —j6+2 1-j3
"6—j2 (6—j2)6+j2) 5.8 8 4
y sustituyendo ahora este valor para obtener I,, obtenemos
P Y0 —03) 3+
2 2.2 2
Para calcular ahora el fasor T3, asociado a i5(t), debemos tener en cuenta que
=i -1,
por lo que
p o173 3+ _1-3-6-j2_ —5-J5
oy 2 4 4
Antes de obtener las expresiones de las intensidades instantaneas es conve-
niente expresar los fasores anteriores en forma modulo y argumento:
I~1 -V 10 ej arctan(—3) _ V 10 e—j1,249
4 4
I~z - V10 ej arctan(1/3) _ V10 ejo,291
2 2
Iy = —5\/5 glarctan(—1/—1) _ Lﬁ N
4 4
(Notar que I se encuentra en el tercer cuadrante, por lo que su fase sera  + T/l =
57 /4).
Finalmente las intensidades instantaneas vienen dadas por
. V10
iy(t) = . cos(4 x 10t — 1,249) A
. V10
ir(t) = 5 cos(4 x 10t + 0,291) A
. 2
i3(t) = 5\[ cos(4x10% +5m/86) A
Actividad 5.7:
= La (nica manera efectiva de familiarizarse con el analisis de cir-
cuitos de CA es resolver tantos problemas como sea posible. Se
aconseja, por tanto, que resuelva los problemas propuestos en la
Sec.5.7 y muchos mas que pueda encontrar en diferentes libros
de texto y otras fuentes.
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5.6. Balance de potencia

5.61. Potencia media

Consideremos una rama de un circuito de CA caracterizada por una impe-
dancia Z = |Z|e’¥ donde los valores de la tension e intensidad instantaneas
vienen dados por

V(t) = Vg cos wt
I(t) = Io cos(wt — )

siendo —¢ el angulo de desfase entre la tension y la intensidad (en el pre-
sente caso se ha tomado, por sencillez, la fase inicial de la tension igual a
cero, aunque este hecho no afecta a las conclusiones y resultados del pre-
sente apartado).

La potencia instantanea, P(t), consumida en dicha rama vendra dada por
la siguiente expresion:

P(t) = I(t)V(t) = 1oV, cos wt cos(wt — ) (5.73)

donde debemos observar que dicha potencia es una funcion variable y pe-
riodica en el tiempo (T = 27 /w). Debido al caracter variable y periddico de
esta magnitud, la idea de “potencia consumida en el sistema” puede rela-
cionarse mas convenientemente con la potencia media en un periodo, Pyed,
Cuya expresion sera

T
P = (PID) = 7 / P()dt . (5.74)

La potencia media es justamente el valor que usualmente se proporciona
al referirnos al consumo de cualquier aparato eléctrico. Esta magnitud nos
da una idea clara de como se comporta el sistema puesto que lo que ocurre
en elintervalo “natural” de tiempo en el sistema (esto es, el periodo T) deter-
mina el comportamiento del sistema en cualquier otro intervalo de tiempo
mayor —dado que este comportamiento sera simplemente una repeticion
de lo que sucede en uno de los periodos. Asi, por ejemplo, la energia, AE,
consumida en el sistema durante un intervalo de tiempo At > T puede
calcularse como

AE ~ PregAt .

Usando (5.73) en (5.74) para obtener la potencia media tenemos que
; T
Pmed = T IoVo / cos(wt) cos(wt — ) dt
o]
; T T
=7 IoVo [cosw/ cos?(wt) dt + sen <p/ cos(wt) sen(wt)dt|  (5.75)
o o

. . . .
y dado que la.segunda integral se anula mientras que la primera es T, po-
demos concluir que
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1
Pmed = 5 IoVo €COS © = lefVer COS 0 . (5.76)

Es interesante observar que, desde un punto de vista operativo, la po-
tencia media podria haberse calculado igualmente mediante la siguiente ex-
presion:

Prea = - Re(VT") = “Re(V"]) . (5.77)

Si tomamos las expresiones fasoriales correspondientes a la intensidad y
tension consideradas,

V=V (5.78)
= loe ¥ (579)
podemos comprobar que efectivamente (5.77) nos dice que

'I s
Pmed = ERe (Voloe J<'a) =—loVocosp. (5.80)

N =

Actividad 5.8:

= Explique las razones que nos han llevado a emplear la “potencia
media” en vez de la “potencia instantanea.”

= Lleve a cabo los pasos detallados para obtener (5.76) a partir de
(5.75).

= Demuestre que la expresion (5.77) para el calculo de la potencia
media es equivalente a (5.76).

= Deduzca las condiciones que hacen que la potencia media sea nu-
la. ;Puede encontrar las razones fisicas para ello?

5.6.2. Factor de potencia

En la expresion (5.76) de la potencia media podemos apreciar que junto
al producto de las amplitudes de la tension e intensidad aparece un factor
cos ¢ denominado factor de potencia. Este factor de maxima importancia
practica es determinante en el consumo/suministro de potencia en el siste-
ma puesto que su valor esta comprendido en el intervalo [—1, 1]. Por ejemplo,
en la resonancia donde el desfase entre la tension y la intensidad es nulo,
el factor de potencia es uno y consecuentemente el consumo de potencia es
maximo. Por el contrario si el desfase entre la tension y la intensidad fuese
de 7/2 el consumo de potencia seria nulo.

Potencia media consumida

Im
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tim

El factor de potencia puede expresarse en términos de la impedancia Z
de la rama, que venia dada por

Z=|z|e%.

Dado que en el presente caso la fase del fasor V es nula, la fase del fasor
intensidad I sera la opuesta a la fase de la impedancia,

i

1]
—

oe—Jtp
= VO = &efﬂp
Zlel> ||

n
NI <

de donde obtenemos que
Vo

= ﬁ . (5.81)

lo
En la figura anterior podemos observar que

Re(2)
12|

Cos = (5.82)

y, consecuentemente, la potencia media puede también expresarse como

Re(Z)
Pmed = lefVer COS @ = ’ef’z“efW = lﬁf Re(2) (5.83)

0 expresiones equivalentes (en funcion de V).

Actividad 5.9:

m ;Cuando encontramos el maximo de potencia consumida en un
circuit RLC serie? Justifique su respuesta.

m ;Cuando encontramos el maximo de potencia consumida en un
circuit RLC paralelo? Justifique su respuesta.

= ;Podemos tener un circuito con resistores, condensadores y bo-
binas en el que el consumo de potencia sea nulo? Justifique su
respuesta. Demuestre que un ejemplo de tal circuito es un resis-
tor en serie con un paralelo LC.

5.6.3. Consumo de potencia

La expresion (5.83) indica que la potencia media consumida puede rela-
cionarse directamente con la parte real de la impedancia. Si el sistema bajo
estudio fuese un circuito “serie”, entonces la parte real de la impedancia
vendria dada simplemente por la suma de las resistencias pero si el circuito
fuese de otro tipo, la presencia de las partes reactivas del circuito (conden-
sadores y bobinas) apareceran explicitamente en la parte real de la impe-
dancia. Evidentemente, el consumo de potencia so6lo se lleva a cabo en las
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resistencias (inicos elementos en los que tiene lugar efecto Joule) y NO en
las bobinas y condensadores. No obstante, esto no quiere decir que estos
Gltimos elementos no influyan en el consumo de potencia, mas bien habria
que decir que la potencia se disipa en las resistencias pero que la presen-
ciay disposicion de bobinas y condensadores determina ciertamente cuanta
potencia es disipada en estas resistencias.

En el caso de un circuito alimentado por una fuente de tension (ver figura
adjunta), un analisis similar al del Apartado 5.6.1 nos dice que la potencia
instantanea suministrada por el generador de fuerza electromotriz £(t), que
proporciona una corriente I(t), viene dada por

P(t) = £(B)I(t) (5.84)

por lo que la potencia media suministrada por dicho generador sera
gen 1 [T 1 [
P = = /0 E®It)dt = 5Re <§l ) . (5.85)

Dado que las potencias medias (5.85) y (5.76) representan fisicamente
la energia por periodo proporcionada por la fuente y la consumida en el
circuito respectivamente, debe cumplirse que

la suma de las potencias medias suministrada por los gene-
radores debe ser igual a la suma de las potencias medias di-
sipadas en las resistencias.

EJEMPLO 5.2 Enelcircuito de la figura, verifique que la potencia media suministrada
por la fuente es igual a la suma de las potencias medias consumidas en las resis-
tencias.

2Kk ko 4kQ f
1 M——

+

2/ kQ +
s R @
T 2[4V

o0
<

Teniendo en cuenta que 51 =8y 52 = 4, tras resolver el circuito para obtener
las intensidades fasoriales de rama obtendriamos que
L=1+jmA=2e™“mA
L=1—jmA=+v2e ™ mA

I;=2mA.

Los fasores tension en las resistencias se obtienen simplemente multiplicando los
correspondientes fasores intensidad por el valor de la resistencia, de modo que

Vsz = 2\/5 /4y
Vi = sv/2e71m/4y

1)

) V{r) §

0

-

Potencia media suministrada por

un generador de fem
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6Q 8 Q
120 16/Q 7000

70000

+ A B

V=10V

f=50Hz 30 4jQ

La potencia media, Pmed, cONnsumida en cada una de las respectivas resistencias
puede obtenerse segin (5.77), resultando

Pred(R = 2kQ2) = 2 mW
Pmed(R = 4kQ) = 4, mW .

Analogamente la potencia media suministrada por cada una de las fuentes de
fem sera

Prmed(&1) = 1Re (Eéj) =4 mW

2
Pmed(&2) = %Re (I;é:) =2mW.

Obtenemos que la potencia media total suministrada por las fuentes (6 mw)
coincide con la potencia media total consumida en las resistencias (6 mW).

EJEmPLO 5.3 En el circuito de la figura, calcule: (1) la intensidad (instantanea y efi-
caz) que circula por el generador; (2) la potencia media consumida por el circuito;
(3) el equivalente Thevenin entre los puntos Ay B; y (4) la energia almacenada por
la bobina de reactancia inductiva X; = 1,6 Q2 en un instante t.

1. Para calcular el fasor intensidad, T, que circula por el generador podemos, en
primer lugar, calcular la impedancia, Z, en serie con dicha fuente. Para ello no-

temos que
1 1

— — = 0,18 + j0,08 = 0,2 /4
ZB 6+)8

3—j4

por lo que

Zpg = 4,6 — j2 = 571048

y, por consiguiente, encontramos que
Z=(1,2+)1,6) + (4,6 — j2) = 5,8 — jo,4 = 5,8 e 109
Ahora podremos calcular el fasor intensidad a partir de
¢ 10v/2
V4

- - j0,069
= g joom - 243¢
’

de donde finalmente obtenemos que
i(t) = Re(le™") = Re(2,43€°°°%€°°™) = 2,43 cos(1007t + 0,069) A .

El valor eficaz de la corriente sera, por tanto, les = Io/\/§ =1,72A.

2. Teniendo en cuenta que la potencia media consumida en el circuito sera idéntica
ala proporcionada por la fuente de fem, usando la expresion (5.85), tenemos que

1 sk
Pred = gRe (5/ ) =10 X 1,72 x c0s(0,069) = 17,16 W .

3. Para calcular el equivalente es conveniente dibujar el circuito original en la for-
ma mostrada en la figura adjunta. Asi, para calcular la impedancia Thevenin, Zyy,
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tendremos que calcular la impedancia equivalente de las tres ramas en paralelo
resultantes tras cortocircuitar la fuente de fem; esto es,
1 1 1
- = — + -
Z 6 —j2 1,2+j1,6
™H & J J oA

que tras operar nos da
Zry = 1,43+ j0,95 = 1,72 €% .

Para obtener el fasor de tension Thevenin, Vyy, notemos que debido a que las
tres ramas estan en paralelo

Vi = Vag = Zugl = 8,6 71034

donde Zys = 5,8 e 71999 ya fue obtenido en el primer apartado de este problema.
Vry también podria haberse obtenido si consideramos que

VTH = é‘ - (172 + j116)i~
4. Para calcular la energia instantanea almacenada en la bobina debemos usar la

siguiente expresion:
1
Up(t) = 5LI2(t) ,

que al operar nos da

1 1,6
Um(t) ==
2 1007

= 0,015 cos*(1007t + 0,069) ] .

[2,43 cos(1007t + 0,069)1

5.7. Problemas propuestos

5.1: Una bobina de 200 vueltas posee un area de 4 cm? y gira dentro de un campo magnético.
;Cual debe ser el valor del médulo de este campo magnético para que genera un fem maxima
de 10V a 60 Hz?

Sol. 0,332 T.

5.2: Calcular el valor eficaz y la amplitud de la corriente de un secador eléctrico de una
lavanderia que proporciona 5,0 kW eficaces cuando se conecta a una red de a) 240 V eficaces
y b) 120 V eficaces.

Sol.: @) ler = 20,8 A, I = 29,5A; b) ler = 41,7 A, Io = 58,9 A.

5.3: Un determinado dispositivo eléctrico es recorrido por 10 A eficaces y consume una po-
tencia media de 720 W cuando se conecta a una linea de 120V eficaces y 60 Hz. a) ;Cual es
el mdédulo de la impedancia del aparato? b) ;A qué combinacion en serie de resistencia y
reactancia es equivalente este aparato? c) Si la corriente se adelanta a la fem, ;es inductiva
o capacitiva la reactancia?

[Recuerde que f(x — a) con a>0 es una funcidn adelantada una cantidad a a f(x).]

Sol.:a) |Z| =12Q;b) R =7,29, X = 9,6 Q2 ;¢) Capacitiva.

5.4 Para la la funcion armonica f(t) = 7,32 cos(3,87t + 7/6), determine su amplitud, periodo
y fase inicial. Represéntela graficamente.

5.5: Obtenga la expresion dual de los siguientes niimeros complejos: z, = 3 +j4, z, = 4,6€/™/3.

5.6: Para los niimeros complejos del problema anterior, realice las siguientes operaciones:
2+ 2,202, 21/ 25, 23, €7, 2.

1.2Q

V=10V
f=50Hz

[+ ]
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500 Q 500 Q

A
i(f)

0.01H

o= 400 rad/s
=~

i(t)
8":220&0\/
o= 400 rad/s

s
I

1 IOL()UV

o rad/s

T g,=220v

5.7: Usando fasores, calcule la funcion resultante u(t) = us(t) + uy(t) si u,(t) = 3sen(2rt) y
u,(t) = —2 cos(27rt).

5.8: Obtenga el fasor asociado a la derivada de la funcion arménica f(t) = 3,2 cos(2,5t + 7 /4).

5.9: En un nudo de una red concurren cuatro ramas. Las intensidades que recorren tres de
ellas son: i,(t) = 3 cos(wt) A, i>(t) = 4 cos(wt + 7/4) A e i5(t) = 2 cos(wt + 57 /4) A. Utilizando la
técnica de fasores, determinar la intensidad, i,(t), en la cuarta rama.

Sol.: i,(t) = 4,414 cos(wt + 0,31) A.

5.10: En el circuito de la figura, determinar la d.d.p. entre los extremos de R, cuando se
conecta entre los terminales a y b: a) una fuente de continua de 100 V; b) una fuente de
alterna de valor eficaz 100 V y frecuencia f = 400/7 Hz.

Sol.: a) 50 V; b) V(t) = 79,05+/2 cos(800t — 0,3217) V.

5.11: En el circuito de la figura, se conecta entre los terminales Ay B una fuente de alterna
de valor eficaz 500 V y frecuencia 50 Hz. Determinar: a) la impedancia total entre Ay B; b) la
intensidad, i(t), que circula por la fuente; c) la capacidad del condensador y la inductancia de
la bobina; d) la potencia media consumida en el circuito.

Sol.: a) Zs = (100/41)(121 + 18j) Q; b) i(t) = 2,37 cos(1007t — 0,1477) A;

c) C=12,73 uF, L = 1,273 H; d) P = 828,8 W.

5.12: Enelcircuito de lafigura determinar: a) laimpedancia de cada elemento y la admitancia
del conjunto; b) la intensidad i(t) que circula por la fuente; c) las intensidades complejas
por las ramas de la resistencia y de la bobina, dibujando, ademas, el diagrama fasorial de
intensidades; d) el valor de la capacidad, C, que conectada en serie en el punto M hace que
la intensidad que circula por la fuente esté en fase con la tension de la misma.

Sol.:a) R =20 Q, Z, = 4j €; b) i(t) = 56,09+/2 cos(wt — 1,3734) A;

Q)i =11v/2A, 1, = —55v/2j A; d) C = 650 uF.

5.13: Una bobina de 0.1 H esta conectada en serie con una resistencia de 10 Q y con un con-
densador. El condensador se elige de forma que el circuito esté en resonancia al conectarlo
a una fuente de alterna de 100 V (voltaje maximo) y 60 Hz . Calcular el valor del condensador
utilizado asi como la d.d.p. entre los extremos del condensador (Vc(t)) y de la bobina (V,(t)).
Sol.: C = 70,4 uF, Vc(t) = 1207 cos(1207t + 7 /2)V, Vi (t) = 1207 cos(1207t — 7 /2)V.

5.14: Un receptor de radio se sintoniza para detectar la sehal emitida por una estacion de
radio. El circuito de sintonia —que puede esquematizarse como un circuito RLC serie- utiliza
un condensador de 32.3 pF y una bobina de 0.25 mH. Calcular la frecuencia de emision de la
estacion de radio.

Sol.: 1.77 MHz.

5.15: Un método para medir autoinducciones consiste en conectar la bobina en serie con
una capacidad y una resistencia conocidas, un amperimetro de cay un generador de sefnales
de frecuencia variable. La frecuencia del generador se varia y se mantiene constante la fem
hasta que la corriente es maxima. Si C = 10 uF, &max = 10V, R = 1002, siendo la intensidad
maxima para w = 5000 rad/s, calcular cuanto vale L e Inax.

Sol. L = 4, mH, Imax = 100 MA.

5.16: En el circuito de la figura determinar: a) la impedancia Zgp; b) la intensidad, i(t), que
atraviesa la fuente; ¢) la potencia media suministrada y la potencia media consumida (veri-
ficar el balance de las mismas); d) el elemento que debe conectarse entre los puntos ay b
para que la intensidad y tension en la fuente estén en fase.

Sol.: @) Zap = 5+ 5§ €; b) i(t) = 44 cos(400t — 7/4) A; €) Pact = Pr = 4840W; d) un condensador
de 250 uF.

5.17: Enelcircuito que se muestra en la figura, calcular: a) las intensidades (expresiones tem-
porales y fasoriales) y representar el diagrama fasorial de las mismas; b) la potencia media
suministrada y consumida.

Sol.: I, = —10(1+)/3A, T, = 5A, ir(t) = 10y/2/3 cos(wt — 37 /4) A, ix(t) = 5c0s(wt) A; b) fuente(1)
consume 50/3 W, fuente(2) suministra 50 W, resistencia consume 100/3 W.
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5.18: Se desea disenar un dispositivo RLC serie destinado a funcionar conectado a una fuente
de frecuencia angular w vy resistencia de salida Rs. Determinar los valores de R, L y C (en
funcion de w y Rs) para que el dispositivo cumpla las tres especificaciones siguientes: 1) la
tension eficaz entre los bornes de R debe ser igual a la que exista entre los bornes de L; 2) el
dispositivo debe ser globalmente resistivo, esto es, debe equivaler a una resistencia; 3) la
potencia consumida en la resistencia de salida de la fuente debe ser igual a la consumida
en el dispositivo. Determinar también la intensidad que circularia en el circuito si la fuente
utilizada tuviese amplitud maxima V.

oV
Sol: R =Rs, L =Rs/wy C =1/(wRs); ilt) = ﬁ cos(wt)
S

5.19: En el circuito de la figura: a) obtener las intensidades fasoriales y temporales en las
ramas, representado el diagrama fasorial; b) calcular las potencias medias suministradas y
consumidas; ¢) encontrar el equivalente Thévenin entre los terminales A y B, obteniendo,
ademas, la intensidad que circularia entre dichos terminales al conectar entre ellos un con-
densador de 50 nF.

Sol:a)T, =2+6jmA, I, =2mA,T; = 4+ 6] mA,

i(t) = \/40cos(10%t + arctan(3)) mA, i,(t) = 2cos(10“t) mA,

i5(t) = \/52cos(10t + arctan(3/2)) mA;

b) Suministradas fuentes: P, = 8 mW, P, = 16 mW, consumida resistencias: Pg, = 20 mw, Pg, = 4
mW; ¢) Vi = 8j, Zm = (2 + 2j) kQ, ic(t) = 4 cos(10t — 7 /2) mA.

B 1,=400 mH
S

R=2kQ
©=10"rad/s
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TEMA 6

Ondas Electromagneéticas

64. Introduccion

Una de las caracteristicas fundamentales de una onda es que es capaz
de transmitir energia sin que ello implique un transporte neto de materia.
Usualmente, las ondas consisten en la propagacion de alguna perturbacion
fisica a través de algiin medio material, por ejemplo: olas en el agua, va-
riaciones de presion en el aire (sonido), etc. No obstante, existe un tipo de
fendomeno ondulatorio que no requiere la presencia de medios materiales
para su propagacion (esto es, la perturbacién se puede propagar en el vacio
o espacio libre) aunque ciertamente también puede propagarse en presencia
de medios materiales. Estas ondas son las ondas electromagnéticas (OEM),
que consisten en la transmision de campos eléctricos y magnéticos a una
velocidad v < ¢; siendo c la velocidad de propagacion en el vacio. El origen
de estas ondas puede entenderse como una consecuencia de que un campo
magnético variable en el tiempo, B,(x, 1), puede ser la fuente de un campo
eléctrico variable en el tiempo, E(x, t), y éste a su vez puede ser la fuente de
un campo magnético variable en el tiempo, B,(x,t), y asi sucesivamente:

B(x,t) = E,(x,t) = B,(x,t) = E,(x,t) = §3(X, )= .-

De este modo, los campos eléctrico y magnético se generan mutuamente
dando lugar a una onda electromagnética que se propaga en el espacio li-
bre a una velocidad c = 1/% ~ 3x10% m/s. (Evidentemente si el campo
primario fuese uno eléctrico, en vez de uno magnético, también se produci-
ria una onda electromagnética). Esta hipotesis tedrica deducida por James C.
Maxwell (~ 1860) fue confirmada experimentalmente por H. Hertz en 1888.
Adicionalmente, el hecho de que la velocidad de propagacion de las OEM
fuese justamente la velocidad medida experimentalmente para la propaga-
cion de la luz fue el primer indicio claro de que la luz no era otra cosa que
una onda electromagnética.

Las ondas electromagnéticas, ademas de constituir uno de los fenome-
nos fisicos mas predominantes en la naturaleza, tienen una importancia tec-
nologica fundamental en el campo de las comunicaciones. Podria decirse
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que la mayoria de las comunicaciones actuales se sustentan en la transmi-
sion de ondas electromagnéticas, ya sea a través del espacio libre: radio,
television, teléfonos moviles, redes inalambricas, satélites,... o bien a través
de medios materiales: telefonia convencional, television por cable, trans-
mision por fibra optica, redes locales de ordenadores, etc. Existen muchas
razones para justificar este extendido uso pero, entre otras, cabe destacar:

m la posibilidad de que las ondas electromagnéticas se propaguen en el
vacio;

= el desarrollo de antenas (emisoras y receptoras) que permiten la trans-
mision y recepcion de estas ondas involucrando muy poca energia;

= laposibilidad de “guiar” estas ondas mediante diversos sistemas de trans-
mision: linea bifilar, cable coaxial, guias de ondas metalicas, fibras opti-
cas, etc;

m el hecho de poder usar senales portadoras de muy alta frecuencia que
permiten grandes anchos de banda;

» lafacilidad de tratamiento de las sefales electromagnéticas, por ejemplo
sumodulacion/demodulacion en fase, amplitud o frecuencia, que permi-
te usar estas senales como soporte de informacion tanto analogica como
digital; y

= la facil integracion de los equipos de generacion/recepcion con la circui-
teria electronica.

6.2. Nociones generales de ondas

En la naturaleza existen muchos fenomenos fisicos en los que una per-
turbacion fisica viaja sin que ello lleve aparejado un desplazamiento neto
de materia. Un ejemplo de esto puede ser la ola que se produce en el agua
tras arrojar una piedra. En este fendmeno se observa el desplazamiento de
una “ondulacion” en la superficie del agua con la particularidad de que las
particulas individuales de agua no se trasladan sino que realizan un simple
movimiento de vaivén vertical (movimiento oscilatorio). Otro ejemplo, es la
propagacion del sonido, que basicamente es un desplazamiento de un cam-
bio de presion en el aire pero sin que ello implique que las particulas de aire
viajen desde el lugar donde se origind el sonido hasta el receptor; mas bien
cada particula transmite su movimiento oscilatorio a la siguiente antes de
volver a su posicion original. Otro ejemplo bastante visual de este tipo de
fendomenos se produce al agitar una cuerda por uno de sus extremos. En este
caso se observaria claramente el desplazamiento de un pulso en la cuerda,
siendo también evidente que cada segmento de cuerda no viaja junto a este
pulso.

En todos los ejemplos anteriores una perturbacion fisica se desplaza a
través de un medio (agua, aire y cuerda, respectivamente) sin que las parti-
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culas de este medio hayan sufrido un desplazamiento neto.” Estos ejemplos
son casos concretos de un tipo general de fendmenos fisicos denominados
ondas, las cuales pueden definirse como

Propagacion de una perturbacion fisica sin que exista
un transporte neto de materia.

Debe notarse que la propagacion de la perturbacion en la onda implica el
transporte de cierta energia y momento lineal (y/o angular). En este sen-
tido, el comportamiento ondulatorio debe discernirse claramente del com-
portamiento de las particulas, puesto que estas Gltimas siempre transportan
energia y momento asociado a un transporte neto de materia.

Entre las posibles formas de clasificar a las ondas, a continuacion se
presentan dos de ellas:

= Naturaleza fisica de la perturbacion

+ ONDAS MECANICAS: cuando la perturbacion fisica involucrada es de na-
turaleza mecanica, por ejemplo: desplazamiento, velocidad, presion,
torsion, etc.

+ ONDAS ELECTROMAGNETICAS: cuando la perturbacion es un campo elec-
tromagnético.

= Direccion relativa de la perturbacion y el desplazamiento ondulatorio

« ONDAS LONGITUDINALES: cuando la direccion de la perturbacion fisi-
ca y de la propagacion ondulatoria coinciden, por ejemplo: onda de
sonido.

« ONDAS TRANSVERSALES: cuando la perturbacion fisica se realiza en un
plano transversal a la direccion de propagacion de la onda; por ejem-
plo: el desplazamiento de un pulso en una cuerda, ondas electromag-
néticas planas en el espacio libre, etc.

Cuando se trata de caracterizar una onda, algunos conceptos usuales son:

= Foco: es el recinto donde se produce la perturbacion inicial.

= Superficie/Frente de Onda: es el lugar geométrico de los puntos en que
han sido alcanzados simultaneamente por la perturbacion.

= Velocidad de Fase: velocidad con la que se propagan las superficies de
onda.

Los conceptos anteriores pueden clarificarse si los concretamos en el caso
de la propagacion del sonido. En este caso, el foco seria el lugar donde se

" Debe notarse que la ausencia de un desplazamiento neto no implica la existencia de mo-
vimiento nulo. El movimiento oscilatorio de una particula en torno a un punto fijo es un
claro ejemplo de movimiento en el cual no existe traslacion neta.

—> perturbacion
vAnass propagacion

T perturbacion
s propagacion
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Ecuacion de ondas no dispersiva

monodimensional

emiten los sonidos (por ejemplo la boca de alguien), la superficie de onda
serian superficies aproximadamente esféricas centradas en el foco, y la ve-
locidad de fase seria la velocidad a la que se viaja el frente de ondas, esto
es, la velocidad del sonido ~ 340 m/s.

6.21. (*) Ecuacion de ondas

Del mismo modo que existe una ecuacion diferencial general que deter-
mina el momento lineal, p, de una particula (o conjunto de ellas) en funcion
de la fuerza externa, I?,

i

F= 6.
dt (61)

(o bien F = md®x/dt? para el caso de movimiento monodimensional), exis-
te también una ecuacion diferencial, denominada ecuacién de ondas, que
se aplica a todos los fenomenos ondulatorios. La ecuacion que describe el
comportamiento ondulatorio de una perturbacion fisica, descrita matema-
ticamente por la funcion u(x, t), que se propaga con velocidad constante v
sin distorsion (onda no-dispersiva) a lo largo del eje x viene dada por

o voe O (©2)

Para mostrar que, desde un punto de vista matematico, la ecuacion ante-
rior describe apropiadamente el fendmeno ondulatorio analizaremos la pro-
pagacion de un pulso en una cuerda (dado que este ejemplo ofrece una ima-
gen visual muy clara). En este caso, la perturbacion que se propaga, u(x, t),
es justamente el desplazamiento vertical de cada trocito de cuerda. La for-
ma del pulso para un instante arbitrario, que podemos tomar como t = 0, se
muestra en la Figura 6.1(a), esto es, la forma matematica de la onda en ese
instante de tiempo viene completamente descrita por la funcion f(x). Si tras
un tiempo t, el pulso viaja sin distorsion hacia la derecha una distancia a,
el perfil de la cuerda sera como el mostrado en la Figura 6.1(b), pudiéndose
describir matematicamente por la funcion f(x — a). Ahora bien, si el pulso
esta viajando a una velocidad v, entonces la distancia recorrida por el pulso
puede escribirse como a = vt y, consecuentemente, la expresion matematica
de la onda en el instante t sera

u(x, t) = f(x — vt) . (6.3)

Evidentemente, el pulso podria haber viajado igualmente hacia la izquierda,
en cuyo caso, la expresion matematica de la onda viajera en la cuerda seria

u(x, t) = fx + vt), (6.4)

de modo que, en general, un movimiento ondulatorio sin distorsion en la
cuerda podria ser descrito por la funcion

u(x,t) = f(x) siendo y=x=+vt, (6.5)
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() instante =0
(a)

v

instante ¢ >0

(b) f(x-a)

FIGURA 6.1: Evolucion del pulso en una cuerda en dos instantes

que representaria una onda que puede viajar tanto hacia la izquierda como
hacia la derecha.

Una propiedad muy importante de la ecuacion general de ondas es que
ésta es lineal, lo que implica que si u,(x,t) y u,(x,t) son soluciones indivi-
duales de la ecuacion de ondas, entonces la superposicion lineal de ambas,
u(x, t) = auq(x, t) + Buy(x, t), también lo es. Esta propiedad de linealidad de la
ecuacion de ondas simplemente expresa en forma matematica el siguiente
principio fisico conocido como principio de superposicion de ondas:

la perturbacion ondulatoria resultante es igual a la suma
de las perturbaciones coincidentes.

6.2.2. Ondas armonicas

Segln se ha explicado en el apartado anterior, la expresion matematica
general de una onda monodimensional no-dispersiva venia dada por (6.5).
De entre las posibles formas matematicas que puede tener este tipo de on-
das, hay una especialmente interesante conocida como onda arménica. La
forma de una onda armoénica es una curva tipo senoidal (seno/coseno), cuya
instantanea ent = 0 puede venir dada por la siguiente expresion matemati-
ca: o

u(x,0) = A cos(TX) . (6.6)

La constante A es la amplitud de la onda y representa el valor maximo de la
perturbacion, A es la longitud de onda o periodo espacial, esto es, la distan-
cia en la que se repite la perturbacion (por ejemplo, la distancia entre dos
minimos sucesivos). Si la onda se mueve hacia la derecha con cierta veloci-
dad v, la funcion de onda en cualquier instante de tiempo t posterior vendra
dada por

u(x,t) = Acos {%(x — vt)} . (6.7)

Principio de superposicion
de ondas

u(x,0)

A
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u(x,0) u(x,1)

AT

A
VAAVIAVIE

1
vt

Unidad de frecuencia:
1hercio (Hz=s"")

Expresion matematica de la onda
armonica viajando en el sentido

positivo de las x

El tiempo que tarda la onda en recorrer una longitud de onda se conoce
como periodo T, por lo que

V= o A=vT. (6.8)

| >

El periodo T corresponde igualmente al tiempo empleado por la perturba-
cion en realizar una oscilacion completa en un punto fijo.

Teniendo en cuenta que v/\ = 1/T, u(x, t) puede escribirse como

u(x, t) = Acos [27r <§ - ;)} ) (6.9)

La expresion anterior indica claramente que la onda armonica muestra una
doble periodicidad, tanto en el espacio como en el tiempo:

ulx,t) = u(x + n\, t + mT) . (6.10)

Esta doble periodicidad es una consecuencia de la periodicidad temporal
de la perturbacion en el foco (x = 0), que se refleja en una periodicidad
espacial.?

La funcion de onda armonica puede expresarse en una forma mas con-
veniente si se definen las dos siguientes cantidades:

k=2m/\ (6.11)
w=2m/T, (6.12)

donde k corresponde a la frecuencia espacial o nimero de ondas y w a la
frecuencia angular. Combinando las expresiones (6.11) y (6.12) junto con (6.8),
obtenemos la siguiente relacion para la frecuencia angular y el niimero de
ondas de una onda armonica:

w=Vk. (6.13)

La frecuencia angular w suele expresarse cominmente en términos de la
frecuencia temporal, f (siendo ésta la inversa del periodo: f = 1/T) mediante

w=27f . (6.14)

La frecuencia temporal representa por tanto el niimero de oscilaciones rea-
lizadas por unidad de tiempo, siendo su unidad el hercio (Hz).

Teniendo en cuenta las definiciones dadas en (6.11) y (6.12), la funcion de
onda armonica que viaja en el sentido positivo de las x puede reescribirse
como

u(x, t) = Acos(kx — wt) = Acos(wt — kx) . (6.15)

La expresion anterior es un caso particular que impone que la pertur-
bacion en el origen e instante inicial sea justamente u(x = 0,t = 0) = A. En
general, tendremos la siguiente expresion:

> De manera analoga a como un pastelero soltando pasteles cada tiempo T en un extremo
de una cinta transportadora (periodicidad temporal en el foco) que se mueve con veloci-
dad v da lugar a una periodicidad espacial en dicha cinta; esto es, los pasteles aparecen
distanciados una distancia que equivaldria a la “longitud de onda”.
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u(x, t) = Acos(wt — kx — ) , (6216)

donde el argumento completo del coseno se conoce como fase de la onda
y la constante ¢ como fase inicial (que se introduce para posibilitar que en
t = o la perturbacion en el foco, x = 0, pueda tomar un valor arbitrario:
u(o,0) = A cos ). Una onda armanica viajando en el sentido negativo de las
x tendra la siguiente forma general:

u(x, t) = Acos(wt + kx — ¢) . (6.17)

Es importante notar que el caracter viajero de la onda en sentido positivo/-
negativo del eje x lo determina la desigualdad/igualdad entre los signos que
acompanan a wty kx en la fase.

Para facilitar las operaciones con ondas armonicas, éstas suelen expre-
sarse en forma de exponencial compleja, de manera que la onda armoénica
dada en (6.16) se escribira usualmente como

u(x, t) = Ae Ikxrp)gict (6.18)

(ver Apartado 5.3.2 para un repaso de los fasores). Debemos considerar que
u(x, t), tal como se ha expresado en (6.16), es solamente la parte real de (6.18);
esto es,

u(x, t) = Acos(wt — kx — ¢) = Re (Ae‘j(""+¢)ej“t) ) (6.19)

No obstante, en lo que sigue del tema, cuando tratemos con ondas armoni-
cas usaremos por simplicidad la notacion compleja dada en (6.18), debién-
dose sobreentender que la expresion matematica correcta seria la parte real
de la expresion compleja correspondiente.

6.3. (*) Ecuacion de Ondas Electromagnéticas

Seglin se discutio en el Apartado 6.2.1, la expresion matematica de cual-
quier magnitud fisica que represente a una onda debe satisfacer la ecuacion
de ondas (6.2). En este sentido, aparte de la idea cualitativa obtenida en el
anterior apartado acerca de que

Variaciones temporales = Variaciones temporales
del campo eléctrico E = del campo magnético B | '

es fundamental comprobar si los campos E y B en el vacio satisfacen la
ecuacion de ondas para verificar asi que efectivamente estos campos son
ondas. Por simplicidad en nuestro tratamiento, supondremos campos eléc-
tricos/magnéticos del tipo

E=E(xt) ; B=B(xt), (6.20)

es decir, campos variables en el tiempo cuya dependencia espacial es Uni-
camente a lo largo de la direccion x.

Expresion matematica compleja de

la onda armonica
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ty

~

Ecuaciones de onda
monodimensionales para los
campos eléctrico y magnético

Si estos campos representaran a una onda electromagnética (OEM), és-
ta seria una onda electromagnética plana, dado que la perturbacion fisi-
ca (campos Ey B) tomaria los mismos valores en los planos definidos por
x = Cte; es decir, su frente de ondas serian planos normales al eje x.

Si operasemos a partir de las ecuaciones de Maxwell (cuestion que que-
da fuera del alcance de este Manual) podriamos demostrar que , efectiva-
mente, se satisfacen las siguientes ecuaciones de onda monodimensiona-
les para campos eléctricos y magnéticos del tipo E = (o, E,(x, 1), E5(x, t)) y
B = (0, By(x, 1), B;(x, 1)):

PE 1 0%

e o ° (6.21)
Yy

PB 1 0°B

e O (6.22)

La solucion de estas ecuaciones de onda son precisamente OEM planas que
se propagan en la direccion x a velocidad c y cuyos campos asociados tienen
direcciones normales a la direccion de propagacion. En consecuencia puede
establecerse que

las ondas electromagnéticas planas en el
vacio son ondas transversales.

También puede demostrarse que el campo eléctrico y el magnético se
propagan en el vacio conjuntamente a una velocidad ¢ = v cuyo valor viene

dado por
1

v/ Ho€o .
Al sustituir los valores numeéricos de 1o y de €, en la expresion anterior se
obtiene que

c= (6.23)

€ =2,99792x 108 m/s .

Dado que la velocidad a la que se propaga el campo electromagnético en el
vacio (obtenida de forma tedrica mediante manipulaciones en las ecuacio-
nes de Maxwell) era muy proxima a la velocidad medida experimentalmente
para la luz, esta sorprendente coincidencia sugeria que la luz era simple-
mente una onda electromagnética. Debe notarse que en el momento en que
se dedujo tedricamente la velocidad de propagacion del campo electromag-
nético se admitia que la luz era una onda pero se discutia sobre la naturaleza
de esta onda. Asi, por ejemplo, se postulaba que la luz, en analogia con las
ondas mecanicas, podia ser una vibracion de las particulas de un medio que
“impregnaba” todo el universo denominado éter. Esta y otras teorias fueron
desechadas a la vista de los trabajos teoricos de Maxwell y a la verificacion
experimental de las ondas electromagnéticas realizada por Hertz. Por Glti-
mo cabe senalar que si la onda electromagnética se propaga en un medio
homogéneo material de constante dieléctrica relativa, ¢,, entonces la veloci-
dad de propagacion de la onda electromagnética (es decir, de la luz) en ese
medio sera

1 C
Vs —— = —,
n

v/ Ho€o€r

(6.24)

Fisica 2

FLML



6.4. Ondas electromagnéticas planas armonicas

143

donde n = /¢, es un parametro del medio material que se denomina indice
de refraccion.

6.4. Ondas electromagnéticas planas armonicas

Ya se indico en el Apartado 6.2.2 que una solucion particularmente im-
portante de la ecuacion de ondas era la solucion armonica. Para el caso de
ondas electromagnéticas planas, un campo eléctrico E(x, t) de tipo arménico
que satisfaga la ecuacion de ondas (6.21) puede ser descrito por la siguiente
expresion:

E(x, t) = Eo cos(wt — kx — oN . (6.25)
El campo magnético asociado a este campo eléctrico armonico en la onda
electromagnética puede calcularse a partir de las ecuaciones de Maxwell, lo
que nos diria que dicho campo campo viene dado por

~

B(x, t) = By cos(wt — kx — ©)Z , (6.26)

donde
Bo=—. (6.27)
c
Ala vista de la forma de los campos Ey B dados en (6.25) y (6.26) podemos
establecer para la onda electromagnética plana arménica mostrada en la
Fig.6.2 que

= [os campos eléctrico y magnético estan en fase (es decir, su fase es la
misma); y

- =

= £, By C (siendo C el vector velocidad de la onda; en el presente caso
¢ = c¢x) forman un triedro rectangulo, es decir, cada uno de estos vectores
es perpendicular a los otros dos.

E

4

B

FIGURA 6.2

Las dos anteriores conclusiones junto con la relacion (6.27) pueden ser
expresadas matematicamente mediante la siguiente relacion vectorial que
cumplen los campos eléctrico y magnético de una onda electromagnética
plana armonica:

E=Bx¢C. (6.28)
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EJEMPLO 6.1 Una onda electromagnética plana armonica de frecuencia f = 3 GHz
viaja en el espacio libre en la direccion x. El valor maximo del campo eléctrico es de
300 mV/m y esta dirigido segiin el eje y. Calcular la longitud de onda de esta onda
asi como las expresiones temporales de sus campos eléctrico y magnético.

Dado que f = 3 GHz, la longitud de onda asociada a esta frecuencia sera

¢ 3x10®

f 3%x10°

=10cCcm.

Asimismo, el nimero de ondas, R, y la frecuencia angular, w, de esta onda seran

w 6T x10° _
w=2nf=6rx10°rad/s y k=—=———-=20mm™".
c 3x108

Si el campo eléctrico, E, de la onda plana arménica que viaja segiin x esta diri-
gido segln y, este campo vendra dado por la siguiente expresion:

E(x,t) = Eo cos(kx — wt)y ,

donde E, representa la amplitud del campo que coincide con el valor maximo de
éste, luego E, = 0,3 V/m. Dado que no nos han especificado nada acerca de la fase
inicial, por simplicidad tomamos ésta de valor nulo (¢ = 0). Seglin se ha visto en el
presente apartado, la expresion correspondiente para el campo magnético de esta
onda sera entonces

B(x, t) = B, cos(kx — wt)z ,

siendo, segiin la expresion (6.27):

E x107"
By = — = 3

- —9
c 3X10° =10 "T.

Finalmente, las expresiones temporales de los campos E y B de esta onda elec-
tromagnética seran

E(x,t) = 0,3 cos(20mx — 67 x10°t)§ V/m

B(x,t) = 107° cos(20mx — 67 x10%t)2 T .

6.5. Intensidad de la onda electromagnética

Una de las propiedades mas significativas de la OEM es que transporta
energia a través del espacio libre. Asi, la onda electromagnética que trans-
mite la luz de una estrella (que ha viajado durante muchos millones de ki-
lometros antes de llegar a la Tierra) tiene todavia suficiente energia como
para hacer reaccionar a los receptores de nuestros ojos. Cuando estamos
tratando con ondas, la magnitud relevante para caracterizar el contenido
energético de las mismas es su intensidad, Z (no confundir con la intensi-
dad, I, de una corriente eléctrica, que aunque tiene el mismo nombre es una
magnitud completamente diferente).
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La intensidad de una onda se define como la energia que fluye por uni-
dad de tiempo a través de una superficie de area unidad situada perpendi-
cularmente a la direccion de propagacion. Si u es la densidad volumétrica
de energia de la onda (esto es, la energia por unidad de volumen contenida
en la region donde se propaga la onda) y ¢ la velocidad de propagacion de
la onda, la intensidad Z de la onda puede escribirse como

T =uc, (6.29)

cuyas unidades son (ms~")(Jm—3)=Js~'m~2=Wm~2; es decir, potencia por uni-
dad de area.

A la vista de la anterior expresion, para calcular la intensidad de la onda
electromagnética debemos obtener en primer lugar la densidad volumeétrica
de energia asociada con esta onda. La energia del campo eléctrico y del mag-
nético ya se discutio en en el Tema 1, donde se obtuvieron las expresiones
(1.68) y (4.56) respectivamente. Concretamente se obtuvo que

Ug = 560’E|2 densidad de energia eléctrica (6.30)
|BJ? . . ..

ug=_ - densidad de energia magnética , (6.31)
Ho

por lo que la intensidad (también denominada intensidad instantanea: Znst)
de la onda electromagnética vendra dada por

Tinst = (ug + ug)c . (6.32)

Para OEM planas armoénicas, encontramos que la relacion entre los mo-
dulos de los campos eléctrico y magnético de la onda verificaban que |E| =
c|B). Esto nos permite escribir la densidad volumétrica de energia almace-
nada en el campo magnético como

=7

BJ? E 1 -
(B e, (633)
Mo 2HoC" 2

‘ 2

Ug

donde se ha tenido en cuenta que ¢ = 1/ o€o.

Intensidad de la onda

Intensidad instantanea de una

onda electromagnética
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Igualdad de las densidades de
energia eléctrica y magnética en

una OEM plana armonica

Vector de Poynting

Hemos obtenido, por tanto, que para una onda plana electromagnética
armonica, la densidad de energia almacenada en el campo magnético es
idéntica a la almacenada en el campo eléctrico, esto es,

Ug = Up . (634)

La anterior igualdad nos permite escribir las siguientes expresiones para la
densidad de energia de dicha onda electromagnética, ugs:
1 = 1 o -, |B> |E||B
UEB=UE+UB=*60|E‘2+*60‘E|2=60’E|2= | | = ’ H | , (635)
2 2 Lo oC

y, consecuentemente, podemos expresar la intensidad instantanea de dicha
onda como
B]* _ [E[IB]

Ho Ho

Tinst = UrC = Ceo|E)? = ¢ (6.36)

En el espacio libre, la energia de la OEM plana armonica viaja en la di-
reccion de propagacion de la onda, esto es, en una direccion perpendicular
tanto a E como B. Por otra parte, para este tipo de ondas, la intensidad de la
onda se puede expresar, segin (6.36), en funcion de los modulos de los cam-
pos eléctrico y magnético de la onda. Todo ello nos sugiere la introduccion
de un vector S, denominado vector de Poynting, que caracterice energéti-
camente a la onda electromagnética y que tendra por direccion la direccion
de propagacion de la energia y por modulo la intensidad instantanea de la
OEM. A la vista de las expresiones anteriores, para una onda electromag-
nética plana armonica, este vector vendra dado por el siguiente producto
vectorial:

S(rt) = . (6.37)

Aunque la expresion anterior del vector de Poynting se ha obtenido para el
caso concreto de una onda plana armonica, calculos mas elaborados mues-
tran que la expresion (6.37) tiene validez general para cualquier tipo de onda
electromagnética.

Para la onda plana armoénica discutida en el apartado anterior, el vector
de Poynting puede escribirse como
S(x, 1) = ceoF2 cos?(wt — kX — )X = CugsX (6.38)
por lo que la intensidad instantanea de esta onda sera

Tinst(x, t) = ceoE2 cos®(wt — kx — ) . (6.39)

Tal y como se comento en el Apartado 5.6, los valores instantaneos de mag-
nitudes energéticas armonicas no tienen mucho interés practico dado que
estas magnitudes suelen variar muy rapidamente (por ejemplo, del orden
de 10™ veces en un segundo para la luz). Es, por tanto, mas significativo ob-
tener el promedio de la intensidad, Zeq, €n un periodo de tiempo, para lo
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cual debemos promediar temporalmente (6.39):

;
;
Tmed = (Zinst(X, 1)) = ceoE2 = / cos?(wt — kx — ) dt

(o]
ceoEy 1 EoBo

2 2 o

(6.40)

EJEMPLO 6.2 Sabiendo que la amplitud del campo eléctrico de la radiacion solar
que llega a la superficie terrestre es de aproximadamente E, = 850 V/m, calcule la
potencia total que incidiria sobre una azotea de 100 m>.

Para calcular la potencia promedio que incide en una superficie S debemos
primero obtener el valor de la intensidad promedio, Zeq, de la OEM. En este caso
dado que conocemos el valor de la amplitud del campo eléctrico, esta intensidad
vendra dada por

3x10% x 8,85 x 10" ™
2

;
Tined = 5C€oEé = X (850)° ~ 959 W/m> .

Una vez calculada la intensidad promedio, la potencia promedio, Pneq, que in-
cide sobre la superficie sera simplemente

Prmed = ZmedS = 959 - 100 = 9,6 X 10* W .

Aunque esta potencia es realmente alta, debe tenerse en cuenta que esta dis-
tribuida en una area grande y que su aprovechamiento total es imposible. De hecho
con placas solares tipicas se podria transformar en potencia eléctrica aproxima-
damente el 10 % de la radiacion solar, debiéndose tener en cuenta ademas que los
datos dados en el problema se refieren a las horas de iluminacion de dias soleados.

6.6. Interferencia de Ondas

A partir de aqui no entra

Cuando dos o mas ondas coinciden en el espacio en el mismo instante
de tiempo se produce un fendmeno que se conoce como interferencia. El
principio de superposicion de ondas establece que cuando dos o mas ondas
coinciden en un puntoy en un instante de tiempo, la perturbacion resultante
es simplemente la suma de las perturbaciones individuales (este principio
ya fue relacionado en el Apartado 6.2.1 con la linealidad de la ecuacion de
ondas). En consecuencia, la perturbacion resultante en un punto Py en un
instante de tiempo t, u(P, t), debido a la coincidencia de N ondas u;(x, t) se
obtendra mediante la siguiente expresion:

N

ulP, 1) = > ui(P,1) . (6.41)

i=1

Intensidad promedio de una onda

electromagnética armonica
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6.6.1. Superposicion de dos ondas electromagnéticas planas armo-
nicas
No entra
Para estudiar los aspectos cuantitativos de la interferencia considerare-
mos la superposicion de dos ondas electromagnéticas planas armoénicas de
F‘1 7, la misma frecuencia pero distinta amplitud y fase inicial en cierto punto P,

cuyos campos eléctricos vienen dados por

E1(Fy t) = Eo,1 COS(wt — Rkr — @1)9

E(rt) = Eoo cos(wt — Rr — o)y .

Si r, y r; son las distancias desde los focos respectivos (F, y F,) al punto P,
usando el principio de superposicion, la componente y del campo eléctrico
resultante vendra dada por

Ey(Py t) = Ey1(r1y t) + Eyz(rzy t). (6.42)

Si hacemos uso de la notacion compleja introducida en (6.18), la perturba-
cion total en el punto P puede obtenerse como la siguiente suma:

Ey(P,t) = Eqqe ikn—wtved 4 e ihn—wtiea)
que puede reescribirse tras definir
gi = Rri + ¢ (6.43)
como
Ey(P,t) = [Eoﬂe_j€1 + Eq e % | et
=Eo(P)e 15Plelt | (6.42)

donde Eo(P) y (P) representan respectivamente la amplitud y la fase de la
componente y del campo eléctrico resultante en el punto P. Operando en
(6.44) encontramos que

Eo(P)e_jg(P) =Eone_j€1 + Eo,ze_j82
= (Eoq cOSEq — jEo 5N Eq) + (Eq, COSE, — JEo, SENES)

= (Eo1 COSEq + Eop COSE,) — j (Eoqsenes + Egzsene,) , (6.45)
de donde obtenemos que la amplitud puede ser calculada como sigue:

E2(P) = E5, €OS” &4 + Ep , €OS® £, + 2Eq 1Eq 2 COS €4 COS £+
Eoqsen’e, + By, sen’ g, + 2Eo,Eq, Sen e, sene,

2 2
=Eg1 * Eg, * 2Eo1Eo2 COS(eq — €2)

o _ esto es,
Amplitud interferencia de 2 ondas " "
armonicas de igual frecuencia Eo(P) = \/Eor1 + E52 + 2E0.E0, cOS O(P) (6.46)
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siendo

O(P) = Rry — Rry + 01 — 0,
= RAr+Ap. (6.47)

En la expresion anterior, 6(P) se denomina diferencia de fase, Ar =r, —r,
se conoce como diferencia de camino entre el recorrido de las dos ondas al
propagarse desde los focos respectivos hasta el punto Py Ay = ¢, — ¢,
es la diferencia de fase inicial entre las dos ondas. El Gltimo término de la
expresion anterior,

2Eq1E0 5 cOS (P,

se denomina usualmente término de interferencia puesto que es el respon-
sable de que la amplitud de la interferencia dependa de la diferencia de
camino hasta el punto P. En concreto, si notamos que

—1 < cosd(P) < 1

encontraremos que la amplitud en un punto podra tomar en general valores
comprendidos entre

(Eo,1 - Eo,z) < Eo(P) < (Eo,1 + Eo,z) . (6.48)

Para obtener la intensidad resultante de la superposicion de las dos on-
das electromagnéticas planas armonicas de igual frecuencia en el punto P,
debemos tener en cuenta que, segiin (6.39), la intensidad de dichas ondas
depende del cuadrado de la amplitud (Z o E2). En consecuencia, a partir de
(6.46), podemos deducir que la intensidad resultante sera

I(P) = I, + T, + 2+/ T, T, cos 8(P) . (6.49)

6.6.2. Focos incoherentes No entra

En el apartado anterior observamos que la amplitud resultante en el
punto P oscilaba entre dos valores dependiendo del valor concreto de § en
dicho punto. No obstante, en la practica ocurre frecuentemente que la dife-
rencia de fase no es constante en el tiempo sino que ¢ = 4(t). Esto puede ser
causado por una posible variacion temporal de las condiciones de emision
de los focos (usualmente en tiempos caracteristicos menores que 10~ '°s)
debida, por ejemplo, a que

1. La frecuencia de los focos no es estrictamente constante sino que pre-
senta pequenas fluctuaciones arbitrarias que provocan que el nimero
de ondas (y equivalentemente la longitud de onda) oscile ligeramente
en torno a cierto valor promedio, (k)

R(Y) = (k) + Ak() .
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2. Las fases iniciales de los dos focos presentan fluctuaciones al azar de
modo que las funciones ¢,(t) y ¢,(t) no estan correlacionadas de ninguna
manera, dando lugar a que la diferencia de fase inicial sea una funcion
del tiempo,

A = pq(t) — po(t) = f(1),

que varia igualmente al azar.

Cuando nos encontramos con alguna de las condiciones anteriores decimos
que los focos son incoherentes. Debido a esta rapida variacion arbitraria en
el tiempo de la diferencia de fase, el término de interferencia se anula en
promedio durante el intervalo de observacion debido a que el valor medio
del coseno de un argumento que varia al azar es cero:

.

1

(cosd(t)) = = / cosd(t)dt=o0.
T o

Esto hecho implica que la intensidad promedio en el punto P, (Z(P)) = Zmed,

venga dada por

Tmed = Zmed1 * Zmed,2 focos incoherentes. (6.50)

Notemos que en el presente caso de focos incoherentes, la anulacion en
promedio del término de interferencia hace que la intensidad de la pertur-
bacion No dependa de la posicion del punto de observacion. Este hecho pro-
voca que aunque podamos, en un sentido estricto, hablar de interferencia,
ésta no sera observable y usualmente diremos que “no existe interferencia”.

A menudo cuando se habla de un dnico foco también podemos decir
que este foco es “incoherente”. En este caso, en realidad estamos queriendo
decir que este (nico foco tiene cierta extension espacial, y que las distintas
partes del foco (asimilables a diversos focos puntuales) no son coherentes
entre si.

6.6.3. Focos coherentes
No entra

Cuando la frecuencia de los focos es constante y sus fases iniciales estan
completamente correlacionadas, de modo que

Ap = p4(t) — po(t) 71(t),

manteniendo una diferencia de fase inicial constante, se dice que los dos
focos son coherentes. En el caso de que Ay = 0, § solo dependera de la
diferencia de camino (en general Ar),

§ = RAr=21Ar/X, (6.51)

dando lugar asi a una interferencia que si podria ser observable debido a
que el téermino de interferencia no se anula ahora en promedio.

En las circunstancias anteriores, podemos distinguir dos casos de inte-
rés, dependiendo de si cosd es 1 0’ -1, esto es, si Eo(P) adquiere su valor
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maximo (interferencia constructiva) o bien su valor minimo (interferencia
destructiva). Por tanto, si

52)

5 2nm = Eo(P)=Eos+Eo, Interferencia Constructiva
(2n+1)7m = Eo(P) = Eoy — Eo,  Interferencia Destructiva.

Teniendo en cuenta (6.51), la condicion de interferencia constructiva o des-
tructiva para Ar en P vendra dada por

ni Interferencia Constructiva

Ar = A ) ) (6.53)
(2n + 1)5 Interferencia Destructiva ;

es decir, si la diferencia de camino es un miltiplo entero/semientero de la
longitud de onda, entonces tendremos interferencia constructiva/destruc-
tiva.

Desde un punto de vista practico, una forma usual de producir focos
coherentes es generar dos focos secundarios a partir de la misma fuente
primaria, asegurando asi que la diferencia de fase inicial en los dos focos se-
cundarios es una constante. Uno de los primeros experimentos que mostro
el fenomeno de interferencia con luz es el experimento de la doble rendija
de Young mostrado en la Figura 6.3(a), constatando asi de forma convincen-
te que la luz tenia naturaleza ondulatoria. En este experimento la luz (u otra

(a)

FIGURA 6.3: Experimento de la doble rendija de Young

perturbacion ondulatoria) proveniente de un foco primario S se hace pasar
por una pantalla en la que se han realizado dos ranuras S, y S, separadas
una distancia d. Las rendijas se comportan como dos focos coherentes de luz
cuyas ondas interfieren en el semiespacio derecho. Este fendmeno provoca
un patron de interferencias en la pantalla Sp donde aparecen regiones som-
breadas (dibujadas en negro) junto a regiones mas iluminadas tal y como se
muestra en la Figura 6.4. En este experimento tenemos que la amplitud de

VWY
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pepisualu

FIGURA 6.4: Patron de interferencia resultante en el experimento de la doble
rendija de Young

las ondas que interfieren es idéntica, esto es,
Eo,1 = Eo,z .

Si ademas consideramos que la pantalla Sp se coloca a una distancia de las
rendijas tal que D > d y admitimos que 6 es muy pequeiio, entonces, segln
muestra la Fig. 6.3(b), encontramos que la diferencia de camino en un punto
de la pantalla de coordenada y viene dada por

Ar=dsen9zdtan0zd%. (6.54)

En consecuencia, el patron de interferencia obtenido en la pantalla Sp mos-
trara franjas de interferencia constructiva o bien destructiva segin se cum-
plan las siguientes condiciones:

= Interferencia constructiva, y = yu:
2
RAr=2nm = —d— =2nm, 6.
395 (6.55)
de donde se deduce que las franjas y = yy de interferencia constructiva
verifican

D
ym=n- A, (6.56)

siendo la intensidad media de la onda en estas franjas: Zmed = 4Zmed,1-

= Interferencia destructiva, y = yp,:

RAr=(2n+ )1 = %ﬂd%’%(znm)w, (6.57)

de donde se deduce que las franjas y = y,, de interferencia destructiva

verifican
2n+1 D

Ym = > d
siendo la intensidad de la onda en estas franjas Zyeq = O.

A, (6.58)

Fisica 2

FLML



6.7. (*) Difraccion

153

Notese que la diferencia Ay entre un maximo y un minimo consecutivo es

Ay =——. 6.59
y=45 (6.59)
Esta expresion nos proporciona adicionalmente un procedimiento muy sen-
cillo para determinar el valor de la longitud de onda a partir de la medida
de la distancia entre franjas de interferencia constructiva y destructiva.

Es interesante notar que en las franjas de interferencia constructiva se
ha obtenido que la intensidad media es cuatro veces (y no dos) el valor de
la intensidad media proporcionada por cada uno de los focos. Esto parece
violar el principio de conservacion de la energia, aunque tal hecho no se
produce puesto que la energia de la onda no se distribuye homogéneamente
en la pantalla Sp sino que, debido a la interferencia, existen puntos donde
la energia es mayor que la suma de las energias provenientes de los focos
pero también existen otros puntos donde la energia es menor (incluso cero)
que la proveniente de los focos.

EJEMPLO 6.3 Un foco de luz amarilla (\ = 600 nm) incide sobre dos rendijas sepa-
radas una distancia d, observandose la interferencia de la luz proveniente de estas
rendijas en una pantalla situada a una distancia de 3 m. Obtener la separacion d
entre las rendijas para que la distancia entre maximos y minimos consecutivos del
patron de interferencia luminoso sea mayor que 5 mm.

Seglin la teoria expuesta anteriormente, la distancia entre maximos y minimos
consecutivos en el experimento de la doble rendija de Young viene dado por

Ay > — —.
v d2
Al despejar en la expresion anterior d encontramos que
DA 3-6x1077

d< =
2Ay 2-5x1073

=1,8x10"“m =180 um .

El resultado anterior nos muestra que la separacion entre rendijas debe ser
muy pequefia (y alin menor si Ay se quiere mayor) por lo que en la practica no es
facil llevar a cabo este experimento.

6.7. (*) Difraccion NG Eife

Uno de los fendmenos ondulatorios mas caracteristicos es el conocido
como difraccion. Este fenomeno se produce cuando una onda es distorsiona-
da en su propagacion por un obstaculo, aunque también se llama difraccion
a la interferencia producida por muchos focos coherentes elementales. Des-
de el punto de vista fisico, la difraccion no se diferencia basicamente de la
interferencia puesto que ambos fenomenos son fruto de la superposicion
de ondas. La difraccion es, por ejemplo, la causa de la desviacion de la luz
de una trayectoria recta, explicando asi por qué la luz llega a puntos que, en
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principio, no deberia alcanzar si su propagacion fuese estrictamente rectili-
nea. Un ejemplo de difraccion puede verse en la Fig. 6.5(b), que muestra el
patron de sombras cuando una fuente de luz coherente ilumina una esquina
recta. En la Fig. 6.5(a) se muestra esta misma sombra cuando no se produce
difraccion (por ejemplo, cuando la fuente de luz es incoherente).

b) | |||

Intensidad Intensidad

a)

Sombra
geomeétrica

Borde Distancia Borde Distancia

FIGURA 6.5: Sombra producida por una esquina recta iluminada por una fuente de
luz cuando: (a) No se produce difraccion, (b) si se produce difraccion

En el presente estudio de la difraccion, consideraremos Gnicamente la
denominada difraccion de Fraunhofer, que se presenta cuando las ondas in-
cidentes pueden considerarse planasy el patron de difraccion es observado
a una distancia lo suficientemente lejana como para que solo se reciban los
rayos difractados paralelamente. Por ello consideraremos que la onda inci-
dente es una onda electromagnética plana armonica cuyo campo eléctrico
esta dirigido en la direccion y (de forma similar a como hemos hecho en
apartados anteriores). Para obtener la perturbacion resultante haremos uso
del principio de Huygens, que explica la propagacion ondulatoria suponien-
do que

cada punto de un frente de ondas primario se comporta
como un foco de ondas esfeéricas elementales secunda-
rias que avanzan con una velocidad y frecuencia igual a
la onda primaria. La posicion del frente de ondas prima-
rio al cabo de un cierto tiempo es la envolvente de dichas
ondas elementales.

Siguiendo este principio, cuando un frente de onda alcanza una pantalla
en la que existe una rendija de anchura b, tal y como se muestra en la Figura
6.6, solo aquellos puntos del frente de ondas coincidentes con la rendija
se convierten en focos emisores secundarios, de modo que la perturbacion
ondulatoria en cualquier punto a la derecha de la rendija puede calcularse
como la superposicion de las ondas originadas en cada uno de estos focos
secundarios (ver Figura 6.6b).

En este sentido, y a efectos de calculo, supondremos que existen N focos
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(a) (b)

0

/ P
r R
S, /

S,

| s

(N’ﬂb

FIGURA 6.6: (a) Difraccion de Fraunhofer de una rendija rectangular; (b) Cada punto
de la rendija se comporta como un foco puntual emisor de ondas secundarias.

puntuales equiespaciados en la rendija. El camo eléctrico de la onda electro-
magnética resultante, E,(r, t), en cierto punto P de una pantalla Sp (situada
a una distancia D > d) sera fruto de la interferencia de un gran nimero de
fuentes equiespaciadas de igual amplitud y fase inicial, esto es,

N
E,(P,t) = Z E e ikn—wt) (6.60)

n=1

donde r, es la distancia desde el foco secundario n-ésimo hasta el punto P
y Eq la amplitud constante de cada onda elemental. Notemos que, bajo la
presente aproximacion, todos los rayos que llegan a P se consideran parale-
los. Si llamamos r a la distancia desde el foco 1 hasta Py Ar a la diferencia
de camino entre la perturbacion que llega a P desde un foco y el siguiente,
rn puede escribirse como

rp=r+(n—1)Ar.
La perturbacion en P segiin (6.60) puede entonces expresarse como

/(P 1) = Eo [T 4 e THIAN 4 g2t ]

= Eo [1 re iPaeTA L e’(N”)jﬂ g ikr—wt) (6.61)

donde ¢ = RAr, lo que nos lleva a identificar la suma entre corchetes como
una serie geometrica, Sy, de razon q = e 1% Dado que la suma de la siguiente
serie geométrica viene dada por

1+q+q2+...+q""1=11_qq :

pepisusju|
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el resultado de la serie geométrica en (6.61) puede expresarse como
1— ejN¢ ejN¢/2 e—iN¢>/2 — ejN¢/2
59 % Tt T adl ool _ ool
sen(Ng/2) -/
sen(¢/2) '
por lo que
sen(RNAr/2) _irpipan—
E,(P,t) = Eg —— ————" g Ik An—wtl 6.62
y(P.1) = Eo sen(RAr/2) (6.62)
La expresion anterior puede reescribirse como
E,(P, 1) = Ep e JkR—w1) (6.63)
donde N
-1
R=r+ Ar
2
es la distancia desde el centro de la rendija al punto Py
sen(RNAr/2)
Eph=E, —M— 6.6
poro sen(RAr/2) (6.64)
es la amplitud resultante de la componente y del campo eléctrico en P. Da-
do que esta amplitud varia en cada punto de la pantalla, también lo hara
la intensidad de la onda, formando lo que se conoce como un patron de
difraccion: ) 2(NKAF/2)
Tined sen’(NRAr/2
mle"nax = 2 / : (6'65)
Imex sen?(kRAr/2)
Claramente existe un minimo en la intensidad de la perturbacion cuando
Ep — 0, esto es, cuando el numerador de (6.64) sea cero,
sen(kRNAr/2) =0,
b,,,, e:\el/'

Y

es decir, cuando el argumento verifica que
RNAr/2 = mm . (6.66)
Segiin se puede deducir de la Fig. 6.6(b) (si N >>):
NAr ~ (N —1)Ar=bsenf,

por lo que la condicion de minimo (6.66) para Ep puede reescribirse como

2lbsen9 B

mm, 6.6
NS (6.67)
0 equivalentemente
Condicion de intensidad nula en la bsenfp = mA m=1,2,.. (6.68)
difraccion por una rendija
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El primer minimo (o minimo de primer orden) ocurre para m = 1, verifi-
candose entonces que

A
senf, = b (6.69)

Puede observarse que si A < b, 6, ~ 0, por lo que apenas se observara
patron de difraccion, es decir, la zona de sombra aparece bien definida tal
como ocurriria si la onda se propagase en linea recta. A medida que el co-
ciente \/b crece, el angulo 6, aumenta, haciéndose, por tanto, mas evidente
el fenomeno de difraccion. En general, los fenomenos de difraccion son mas
apreciables cuando las dimensiones de la rendija son del orden de la longi-
tud de onda de la perturbacion ondulatoria (no obstante, debe tenerse en
cuenta que el analisis efectuado para obtener la expresion (6.68) es solo va-
lido si A < b, puesto que de otro modo el seno seria mayor que uno para
todo valor de m).

EJEMPLO 6.4 Hallar la anchura de la franja central del patron de difraccion produ-
cido en una pantalla situada a una distancia de 5 m de una rendija de anchura 0.3
mm por la que se ha hecho pasar una luz laser de 600 nm.

Laanchura de lafranja central puede obtenerse a partir delangulo 6, que nos da
el primer minimo en el patron de difraccion. Segin la expresion (6.69), este angulo
viene dado por

b 3x107*m
Dado que sen #, <, tenemos que
sen#, ~ tan6,

y, por tanto, la anchura de la franja central sera

2a=2Dtanf, ~2-5-2x10 3 =20mm.

6.8. Ondas estacionarias No entra

Observemos que cuando una perturbacion viaja hacia la izquierda por
una cuerda, al llegar al extremo, ésta se refleja de la forma mostrada en la
figura adjunta. Este fenomeno ondulatorio también se dara para ondas elec-
tromagnéticas cuando dichas ondas son reflejadas por “espejos”. Conside-
remos entonces una onda electromagnética plana armonica viajando hacia
la izquierda con un campo eléctrico dado por (suponemos, por simplicidad,
que la fase inicial de la onda es nula, ¢ = 0)

E,(x,t) = Eo1 cos(wt + Rx)Y .

Al llegar al punto x = 0, la onda se refleja en un espejo dando lugar a otra
onda armoénica viajando hacia la derecha cuyo campo eléctrico vendra dado
por

Ex(x, 1) = Eo, cos(wt — RX)Y .

u,(x,1)

u,(x,1)
onda reflejada

2a

onda incidente
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Dado que las dos ondas viajeras anteriores se encuentran en una misma
region del espacio daran lugar a un fenomeno tipico de superposicion o in-
terferencia.

Puesto que en el punto x = o la amplitud del campo electromagnético
debe ser nula para cualquier instante de tiempo (por hipotesis ésta es la
condicion de reflexion “ideal” en un espejo), tendremos que la componente
y del campo resultante en este punto cumlira

Ey(0,t) = Eo cos(wt) + Eq cos(wt)
= (E0’1 + EO,2) coswt=0 , (6.70)

de donde se deduce que Eq4 = —Eq .

Como las dos ondas electromagnéticas anteriores coinciden simultanea-
mente en la misma region del espacio, la superposicion de ambas (usando
notacion compleja) hara que la componente y del campo eléctrico de la onda
electromagnética resultante venga dada por

Ey(X, t) - _Eo’zej(wnkx) + Eoyzej(wtka) - Eo'z(_ejkx + efij) ejwt
= E, sen(kx)e/@t=7/2) (6.71)

(donde E, = 2E,, y —j se ha escrito como e i/2), cuya parte real puede
finalmente escribirse como

Ey(x,t) = Eosen kxsenwt . (6.72)

Notese que en la expresion (6.72) no aparecen explicitamente expresiones
del tipo f(wt = kx), lo que indica que esta perturbacion no puede identificar-
se ya simplemente con una onda viajera, sino que constituye un nuevo tipo
de onda conocido como onda estacionaria. En este tipo de perturbacion ya
no podemos decir que la energia viaja de un punto a otro sino que, como
muestra la Fig. 6.7, esta onda estacionaria corresponde a una situacion en

E(xt,)

L,

E,- M2 A NS 3NN

FIGURA 6.7: Instantanea de la onda estacionaria en t = t,. Los nodos estan
separados una distancia A/2.

la que cada punto del espacio esta sometido a un campo eléctrico caracte-
rizado por una oscilacion armoénica simple cuya “amplitud” es una funcion
de x, Eo(x), pudiéndose escribir entonces que

Ey(x,t) = Eo(x) senwt , (6.73)
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siendo

Eo(x) = Eo sen kx . (6.74)

Observemos que en la situacion anterior podemos encontrar puntos deno-
minados nodos donde el campo eléctrico es nulo para todo instante de tiem-
po. Estos puntos son aquellos que verifican que E(x) es cero, es decir, aque-
llos que satisfacen la siguiente condicion:

A
Rx=nm = Xnodo = n; , (6.75)

siendo la distancia entre dos nodos sucesivos una semilongitud de onda
(recuérdese que la longitud de onda esta determinada por la frecuenciay la
velocidad de propagacion de la onda: A = ¢/f).

Si ahora imponemos al problema anterior una segunda condicién con-
sistente en colocar un segundo espejo en el punto x = L, entonces ha de
verificarse igualmente que

E/(L,t) =0,

lo cual requiere que

senkL=0 = RL=nm. (6.76)

La condicion anterior implica que tanto el nimero de ondas como la longi-
tud de onda de la onda electromagnética estacionaria resultante solo pue-
den tomar ciertos valores discretos (fendmeno conocido como cuantizacién)
dados por

s T 27T 37
kn = n—=—,—,—,.. 6.
n L AT (6.77)
2L 2L 2L
Ay = —=2l,—,—, .. (6.78)
n 2" 3

Vemos entonces que la imposicion de (6.76) ha limitado los valores de las
longitudes de onda de la onda electromagnética en la region del espacio
limitada por los dos espejos a aquellos valores que cumplan la condicion
(6.78). De forma analoga, las frecuencias permitidas seran aquéllas que cum-
plan

wn =Cky =C T (6.79)

En consecuencia podemos concluir que tanto las longitudes de onda como
las frecuencias permitidas estan cuantizadas y que esta cuantizacion es fruto
de laimposicion de condiciones de contorno en las fronteras de cierta region
del espacio.

E (x0)

|

E(x.0)

E(x1)

E,(x1)

A=2L

A=L

A=2L/3

A=L/2

;
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EJEmPLO 6.5 En el montaje de la figura se genera una onda estacionaria en la region
entre la bocina emisora y la pantalla metalica (espejo). Supuesto que el detector de
campo eléctrico nos dice que la distancia minima entre los minimos de amplitud de
campo estan situados a 15 cm, determine la frecuencia de la onda emitida por la
bocina.

Teniendo en cuenta que la distancia entre minimos de amplitud de campo eléc-
trico viene determina por la expresion (6.75), y que la distancia entre dos nodos
sucesivos es A = \/2, tenemos entonces que la longitud de onda sera

_r Detector

A=2A=2-0,15=0,3m.

Generador
de microondas

Osciloscopio Considerando ahora la relacion existente entre la frecuencia y la longitud de
onda (\ = ¢f) tendremos que la frecuencia emitida es

A 0,3
=== = 1GHz .
f c 3x108

Finalmente observemos que en la region limitada por los espejos, ca-
da una de las ondas electromagnéticas estacionarias permitidas posee un
campo eléctrico cuya componente y responde a la siguiente expresion:

Eyn(x, 1) = Eon sen(Rnx) sen(wnt + ¢p) ,

que se denominan genéricamente como arménicos. Estos armonicos pre-
sentan la importante propiedad de que cualquier perturbacion electromag-
nética queen pueda existir en dicha region puede expresarse como una su-
perposicion de ellos, esto es,

o
E/(x,t) = Z Eo,n sen(Ryx) sen(wnt + p)

n=1
(o)
= Z Eo,n sen(nkqx) sen(nwst + ¢p) , (6.80)
n=1
siendo
i T
Ry = — y Wy =V—
L L

y Eo,n la amplitud del n-ésimo armonico (esta amplitud sera distinta en cada
caso particular). El resultado anterior puede considerarse como una conclu-
sion particular de un teorema mas general, [lamado teorema de Fourier, que
basicamente dice que una funcion periodica puede expresarse como la su-
ma de senos/cosenos cuyas frecuencias son un niimero entero de veces la
frecuencia original del problema (un tratamiento detallado de este teorema
puede encontrarse en cualquier libro de Calculo).
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Frecuencia Longitud de
(Hz) onda (m)

10"

| v - -1A

" _ Rayos X
10 y - 10° -1 nm

10%' + Rayos Gamma

- Ultravioleta
10"

Visible 10-6 -1 pum

- Infrarrojo
1THz - 10”

~10°
— -1cm
- Microondas

1 GHz - 10°

- 0_
I VA=Y 10° -1m

1 MHz - 10°H Ondas de Radio

= 10° -1km

Radiofrecuencia [~

1kHz - 10°H

FIGURA 6.8: Espectro electromagnético

6.9. Espectro electromagnético

Uno de los aspectos mas interesantes de las ondas electromagnéticas
es que distintos fendomenos ondulatorios aparentemente inconexos como la
luz, las ondas de radio, las microondas, los rayos X, los rayos gamma, etc, son
todos ellos ondas electromagnéticas que se diferencian simplemente por
su distinta frecuencia y longitud de onda. Todos los fendmenos anteriores
son basicamente campos eléctricos y magnéticos oscilantes a determinada
frecuencia. En el espacio libre, la relacion entre la frecuencia f y la longitud
de onda A viene dada por

A=—. (6.81)

El conjunto de todas las radiaciones electromagnéticas se conoce espectro
electromagnético, distinguiéndose en él las distintas denominaciones que
toman las ondas electromagnéticas en funcion de la frecuencia, tal como se
muestra en la Fig.6.8.

A lo largo de este tema hemos visto como la longitud de onda y la fre-
cuencia determinan fundamentalmente las propiedades de la onda. En este
sentido se vio en el Apartado 6.7 que los fenomenos de difraccion dependian
basicamente de la relacion entre la longitud de onda y el tamano fisico de
los objetos donde se producia la difraccion. Esto justificaba que los efectos
de difraccion de la luz sean apenas perceptibles debido a la corta longitud
de onda de la luz visible (400 < A(nm) < 700) y que, por tanto, la luz pueda
ser considerada en muchas situaciones practicas como un rayo. La misma
explicacion sirve para entender por qué grandes obstaculos como edificios
0 montes no afectan drasticamente a la propagacion de ondas de radio lar-
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gas (107 < A(m) < 10?). La interaccion de la onda electromagnética con la
materia también depende basicamente de la longitud de la onda vy asi, la
pequefia longitud de onda de los rayos X (107 < A(m) < 1078) es la que
explica por qué estos rayos pueden atravesar facilmente muchos materiales
que son opacos para radiaciones de mayor longitud de onda. Igualmente,
al estar la longitud de onda de las ondas generadas en los hornos de mi-
croondas (A ~ 15cm) dentro del espectro de absorcion de las moléculas
de agua se explica que esta radiacion sea considerablemente absorbida por
las moléculas de agua que contienen los alimentos y, consecuentemente, se
calienten.

6.10. Fuentes de las Ondas Electromagnéticas

Hasta ahora hemos estado estudiando algunas de las caracteristicas de
las ondas electromagnéticas pero todavia no sabemos donde y como se ori-
ginan estas ondas. Dado que las ondas electromagnéticas son simplemente
campos eléctricos y magnéticos oscilantes y las fuentes de estos campos
son las cargas eléctricas estaticas y/o en movimiento, es razonable suponer
que estas cargas seran las fuentes de las ondas electromagnéticas. No obs-
tante, debemos notar que estamos hablando de las fuentes de los campos
“primarios” puesto que, como se ha discutido anteriormente, una vez que se
han generado estos campos primarios, son precisamente los propios cam-
pos los responsables de la generacion de los subsiguientes campos. Ahora
bien, para que los campos primarios generen otros campos, éstos debian ser
campos variables en el tiempo por lo que ni cargas estaticas ni las cargas
en movimiento uniforme de una corriente estacionaria puede producir ondas
electromagneéticas.? Consecuentemente solo las cargas eléctricas aceleradas
(Gnico estado de movimiento no considerado hasta ahora) originaran estos
campos primarios y, por tanto, podemos concluir que

las cargas eléctricas aceleradas son fuentes de las ondas
electromagneéticas.

Cargas eléctricas oscilando a una determinada frecuencia w seran los focos
de ondas electromagnéticas de esa misma frecuencia y con una longitud de
onda en el espacio libre dada por: \ = 27r¢c/w.

Normalmente la oscilacion de una (nica carga produce una onda cuya
intensidad es practicamente indetectable, por ello las ondas electromag-
néticas suelen originarse en la practica cuando un nimero importante de
cargas estan oscilando conjuntamente. Este hecho se produce, por ejemplo,
en las antenas, que no son, en su forma basica, mas que dos varillas conduc-
toras alimentadas mediante un generador de corriente alterna. El generador
de corriente alterna provoca que los electrones de las varillas conductoras

3 Recordemos que las cargas estaticas son las fuentes de campos eléctricos estaticos y las
cargas en movimiento uniforme en un conductor (esto es, las corrientes eléctricas conti-
nuas) son las fuentes de los campos magnéticos estaticos.
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viajen desde un extremo a otro de las varillas realizando un movimiento
oscilatorio que viene determinado por la frecuencia del generador. Este ti-
po de antenas es el cominmente usado para generar ondas de radioy TV
(MHz < f < GHz). Las ondas de la luz visible que oscilan a una f ~ 10"Hz
son originadas por el movimiento oscilatorio de las cargas atomicas y las
radiaciones de mayor frecuencia por rapidas oscilaciones electronicas y nu-
cleares.

EL mismo mecanismo que justifica que los electrones en movimiento en
un conductor originan ondas electromagnéticas, esto es, forman una antena
emisora, también explica por qué este mismo dispositivo (sin el generador)
seria una antena receptora. Los campos eléctricos que llegan a la antena
ejercen una fuerza sobre las cargas moviles del conductor (electrones) que
las hacen oscilar a la misma frecuencia que la onda electromagnética inci-
dente. Claramente, el movimiento de estas cargas, que simplemente sigue el
patron de la radiacion incidente, produce una corriente eléctrica oscilante
que puede ser detectada por algln dispositivo adecuado. De esta manera el
patron de variacion temporal que se produjo en el generador de la antena
emisora es ahora “recogido” en el detector de la antena receptora. (Los elec-
trones de la antena receptora se mueven tal como lo hacian los electrones
de la antena emisora, solo que cierto intervalo de tiempo después; justa-
mente el necesario para que la onda recorra la distancia entre las dos ante-
nas). De esta manera se ha transmitido informacion desde un sitio a otro del
espacio usando como intermediario a la onda electromagnética. Esta mane-
ra de transmitir informacion es muy eficaz ya que pone en juego muy poca
energia y permite transmitir informacion entre puntos muy lejanos entre si
(incluyendo comunicaciones con satélites y vehiculos espaciales).

6.11. Problemas propuestos

6.1: Demostrar por sustitucion directa que la siguiente expresion:
Ey(x,t) = E; sen(kx — wt) = E; sen k(x — ct) ,
donde ¢ = w/k, satisface la ecuacion de ondas.

6.2: Hallar la longitud de onda de a) una onda de radio de AM tipica con una frecuencia de
100 kHz, b) una onda de radio de FM tipica de 100 MHz; c) la frecuencia de una microonda de
3 cmy d) la frecuencia de unos rayos X con una longitud de onda de 0,1 nm.

Sol.a) A =3km;b)A=3m;c)f =10GHz d) f = 3x10"® Hz.;

6.3: Una onda electromagnética (OEM) plana se propaga en el vacio. Sabiendo que su fre-
cuencia es de 98.4 MHz y su amplitud de campo eléctrico es de 20 mV/m, calcilese: a) la am-
plitud del campo magnético; b) la intensidad de onda (potencia media por unidad de area).
Sol.:a) B, = 0,66 10" ° T; b) | = 0,53 uW/m>.

6.4: Una OEM plana se propaga a lo largo del eje X con una longitud de onda de 3 cm, trans-
portando una potencia media por unidad de area de 6 uW/m?. Determinense las expresiones
completas de los campos E y B sabiendo que el campo eléctrico esta dirigido segiin el eje Y.
Sol.: E(x, 1) = 67,26 X 103 cos(2m x 10"t — 2007x/3 + ¢) § V/m,

B(x, 1) = 22,4210~ " cos(2m X 10"°t — 2007x/3+ ¢) 2 T.
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6.5: Cierto pulso de campo electromagnético puede asimilarse a una onda plana cuyos cam-
pos son E(x, t) = Eoe *~ g (v/m) y B(x, t) = Boe~*~"2 (T). Demostrar que ambos campos
verifican la ecuacion de onda y obtener la relacion entre E, y B, sabiendo que de acuerdo
con la ley de Faraday debe cumplirse que 9E(x,t)/dx = —OB,(x, t)/Ot.

Sol.: E, = CBo.

6.6: Laantenade un receptor radioeléctrico es equivalente a una barra conductora de2 m de
altura y esta orientada paralelamente al campo eléctrico de la OEM que se desea sintonizar.
Si la tension eficaz entre los extremos de la antena al recibir la onda es de 4 mV, determinen-
se las amplitudes de los campos eléctrico y magnético de la onda sintonizada, asi como la
potencia media por unidad de area transportada por la onda.

Sol.: E, = 2x10 3 V/m; B. = 0,666 x 10" " T,1 = 108 W/m>.

6.7: En la superficie de la Tierra,el flujo solar medio aproximado es de 0,75 kW/m?>. Se desea
disefnar un sistema de conversion de energia solar a eléctrica para que proporcione una po-
tencia eléctrica de 25 kW que permita cubrir las necesidades de una casa. Si el sistema tiene
una eficacia del 30 %, ¢;cual sera el area necesaria de los colectores solares, supuestos que
son absorbentes perfectos?.

Sol. 111 m?.

6.8: Un pulso de laser tiene una energia de 20 ) y un radio de haz de 2 mm. La duracion
del pulso es de 10 ns y la densidad de energia es constante dentro del pulso. a) ;Cual es la
longitud espacial del pulso? b) ;Cual es la densidad de energia dentro del mismo? c) Hallar
los valores de la amplitud de los campos eléctrico y magnético.
Sol.: @) 3 m; b) 5,31x10°)/m? ; €) Eo = 3,46 X108 V/m, B, = 1,15 T.

6.9: El campo eléctrico de una onda electromagnética oscila en la direccion z, viniendo su
vector de Poynting dado por

S(x,t) = —100 cos[10x + (3 x 10°)t] X W/m?

donde x esta en metros y t en segundos. a) ;En qué direccion se propaga la onda? b) Calcular
la longitud de onda y la frecuencia. ¢) Hallar los campos eléctrico y magnético.

Sol.: a) sentido negativo de x ;b) A = 0,620 m, f = 4,77 x10® Hz;

o) E= 194 cos[10x + (3 x10°)t]1zV/m, B-= 0,647 X 107° cos[10x + (3x 109)t]9 T.

6.10: El campo eléctrico de una onda electromagnética armonica plana tiene la expresion
E(z,t) = 31073 cos(kz — 27 x 10°t)y (V/m). Determinese: a) la longitud de onda, frecuencia,
periodo y niimero de onda; b) el campo magnético, B, asi como el vector de Poynting, S, y la
intensidad de onda, I.

Sol.: @) A = 3 m, f=100 MHz, T=10 ns, k = 27t /3 m ™",
b) B(z,t) = —0,01 cos(2mz/3 — 2 X 10°t)X nT,
5(z,t) = 0,0239 cos*(2mz/3 — 27 x 10°t)2 W/m?, | = (S) = 0,01195 W /m>,

6.11: Una OEM armonica plana de longitud de onda A = 6 m se propaga en el sentido negativo
del eje de las X siendo su campo magnético B(x, t) = 2x10 ™" cos(wt+kx+m /4)y T. Determinese:
a) el nimero de ondas, la frecuencia y el periodo de la onda; b) las expresiones del campo
eléctrico, E, y del vector de Poynting, S, asi como la intensidad de onda, .
Sol:a)k=7w/3m™",f =50 MHz, T = 20 ns;

b) E(x, t) = 60 x 103 cos(m x 10°t + kx + 7 /4)2 V/m,

S(x, t) = —(30/7) cos*(m X 10%t + kx + 7 /)X W/ m?, [ = (S) = 15 /7 W /m>,

Constantes: ¢ = 3x10% m/s, 1o = 47 X107 7 H/m, €, = 8,854x 10~ 2 F/m.
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Apéndice A

Analisis vectorial

AAa. Vectores

En la naturaleza existen magnitudes fisicas que estan completamente
determinadas por su valor y sus unidades. De forma genérica puede decirse
que estas magnitudes son escalares. Ejemplos de estas magnitudes son la
masa, la distancia, la temperatura, etc. Por el contrario, existen otras magni-
tudes que ademas de su valor y unidades estan “dotadas” de una propiedad
adicional: su direccion. Este tipo de magnitudes se conocen con el nombre
de magnitudes vectoriales e incluyen a magnitudes tales como la posicion,
la velocidad, la fuerza, el campo eléctrico, etc. Para expresar las magnitudes
vectoriales se hace uso de los vectores y por tanto se hace imprescindible el
algebra de vectores.

A1a. Notacion vectorial

Usualmente las magnitudes vectoriales suelen denotarse en los textos
impresos mediante letras minGsculas o mayisculas en tipo negrita, v, V, de-
jandose usualmente la notacion con una flecha/raya encima de dichas le-
tras, V, \7, para la escritura manual de los mismos. No obstante en el texto
de estos apuntes y con la idea de evidenciar mas si cabe el caracter vecto-
rial de las magnitudes usaremos la notacion con una flechita encima de las
variables. En las figuras apareceran sin embargo los vectores denotados en
tipo negrita.

Para especificar los vectores se usan frecuentemente varios tipos de no-
tacion.
m Mediante una terna de nimeros que son las componentes del vector en
los ejes cartesianos x, y, z,
vV = (vy, Vy, V) . (A1)

Geomeétricamente, las componentes del vector son las proyecciones de
este vector en los ejes cartesianos.
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<>

Modulo del vector vV

Vector unitario de v

= El vector vV puede también expresarse en funcion de su médulo y de su
vector unitario. EL modulo del vector i suele denotarse como v o bien |V]
y viene dado segln el teorema de Pitagoras por

V[ =v=,/vi+v2+v2. (A.2)

El vector unitario asociado con el vector v se define como aquel vector
de modulo unidad que tiene la misma direccion y sentido que V. Dicho
vector se denotara de forma genérica como v, pudiéndose expresar como

J- % _ (v, ve) (A3)

2 2 2 "
NAAR AR
Obviamente el vector vV puede escribirse como: V = vv.

= Expresando el vector como suma de las componentes del vector por los
vectores unitarios a lo largo de los ejes coordenados. Los vectores unita-
riosalo largo de los ejes x, y, z se denotaran como X, ¥, Z respectivamente.
Otras notaciones frecuentes para estos vectores unitarios son i, j, k o bien
e, €, e;. Usando esta notacion, el vector V se escribira como:

V=vX+ Vv y+V,Z. (A.z)

AAa.2. Suma de vectores

La suma de vectores se realiza sumando sus componentes. De este modo
si

—

d=aX+ay+az
b=bx+by+b,z,

el vector ¢ suma de los dos anteriores sera por tanto:

c=a+b

(ay + by)x + (ay + by)9 +(a;+by)z. (A5)

A1.3. Producto escalar

El producto escalar de dos vectores @y b, denotado como @ - b es un
escalar fruto de la siguiente operacion:

a-b

axby + ayby, + a,b, (A.6)
ab cos o, (A7)

siendo « el angulo formado por los dos vectores (es independiente si este
angulo se mide en direccion horaria o antihoraria ya que cos(m — ) = cos a).
El producto escalar @ - b puede interpretarse geométricamente como la pro-
yeccion de uno de los vectores sobre el otro (salvo factores numeéricos). Este
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hecho se manifiesta claramente en el producto escalar de @ por uno de los
vectores unitarios segiln los ejes coordenados, esto es,

a-X=ay,

donde se ve claramente que @ - X es justamente la proyeccion del vector @
sobre el eje x.

Algunas de las propiedades del producto escalar son:

El producto escalar es conmutativo:

—

d-b=b-a. (A.8)

El producto escalar es distributivo respecto a la suma de vectores:

d-(b+d)=a-b+ad-c. (A9)

El producto escalar de dos vectores perpendiculares es nulo:

d-b=0 = d.lb. (A10)

El producto escalar de un vector por si mismo es igual al cuadrado del
modulo de dicho vector:

a-d=a*. (A11)

Aa.4. Producto vectorial

El producto vectorial de dos vectores dy 5, denotado como @ x 5, es un
vector definido como

—

dxb=absenat, (A12)

siendo « el angulo mas pequeiio formado por los dos vectores y v el vector
unitario normal exterior al plano que contiene a los vectores d y b. Puesto
que el plano tiene dos normales (cada una con distinto sentido), el vector
V que aparece en (A.12) siempre se refiere a la normal que apunta segiin la
regla de la mano derecha. Esta regla dice que usando la mano derecha y
apuntando el dedo indice en la direccion de @y el dedo corazén en la de b,
el dedo pulgar indicara la direccion de v'. Geométricamente, el modulo del
producto vectorial, |d X 5\, es igual al area del paralelogramo generado por
los vectores @y b.

A partir de la definicion del producto vectorial (A12) pueden deducirse
las siguientes propiedades:

= El producto vectorial es anticonmutativo:

dxb=-bxad. (A13)

" Estareglatambién se conoce a veces como regla del tornillo cuando dice que considerando
el giro que va desde d hasta b por el camino mas corto, si este giro se aplica a un tornillo,
el sentido de avance o retroceso del tornillo indica hacia donde se dirige la normal.
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= El producto vectorial es distributivo respecto a la suma de vectores:

dx(b+&)=dxb+dxc. (A1)
m El producto vectorial de dos vectores paralelos es nulo:
dxb=0 = d|b. (A5)

= Multiplicacion por un escalar o:

—

al@xb)=adxb=dxab. (A16)

Teniendo en cuenta la definicion (A12) y las propiedades (Aa3)-(Aa5), el
producto vectorial de @ por b puede obtenerse como

@ x b = (ak+a,y+a,2) x (byX + b,y +b,2) =
= (aybz - azby)i + (asz - axbz)v + (axby - aybx)i . (A.17)

Usando la definicion del determinante, la expresion anterior puede escribir-
se como

X v z
dxb=|ax a, a,|. (A18)
bX by bz

AAa.5. Productos triples

Dado que el producto vectorial de dos vectores es otro vector, este vector
puede a su vez multiplicarse escalar o vectorialmente para formar lo que se
conoce como productos triples.

= Producto triple escalar: @ - (b x 0.
Desde un punto de vista geométrico, este producto triple escalar puede
mterpretarse como el volumen del paralelepipedo generado por los tres
vectores d, b y ¢ dado que segiin la figura adjunta \b x C| es el area de la
basey |a cos o es la altura (v es el angulo entre @'y b x ©). Usando esta
interpretacion geométrica es facil deducir que

d-(bxd=b-(€xa@=¢-@xb). (A19)

Es interesante notar que en la expresion anterior se ha preservado el
“orden alfabético”.

El productor triple escalar puede también obtenerse a partir del siguiente
determinante:

ax ay az
a-(bx¢c)=| by b, b, |. (A.20)
CX Cy CZ
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= Producto triple vectorial: @ x (b x ).
Este producto triple vectorial puede también obtenerse como

dx(bxd=bd &—¢a-b). (A.21)

Notese que el vector

—,

(@xb)yxc=—Cx(@xb)=—d(b-)+bd-0 (A.22)

es un vector completamente diferente al definido en la expresion (A.21).

Aa.6. Diferencial y derivada de funciones de una sola variable

Dada una funcidon de una sola variable f = f(x), se define la derivada de
la funcion f(x) con respecto a x como

dfe) o T B0 -l Af

— A.
dx Ax—0 Ax Ax—o0 AX (A23)

y expresa geométricamente el valor de la pendiente de la tangente a la
curva f(x) en el punto x. El concepto de diferencial de f(x), denotado genéri-
camente como df, expresa la variacion infinitesimal de la funcion f(x) entre
Xy x + dx, esto es,

df(x) = f(x + dx) — f(x) . (A.24)

Desde un punto de vista matematico, este diferencial viene dado por el si-
guiente producto:

df(x) = (j{() dx . (A.25)

Debe notarse que df /dx no expresa un cociente entre df y dx sino que por
el contrario debe entenderse como la accion del operador d/dx sobre la
funcion f(x). Este hecho se pone de manifiesto con otras notaciones que
prefieren expresar la derivada de la funcion f(x) con respecto a x como Dyf(x),
donde Dy = d/dx es precisamente el operador derivada.

A17. Teorema fundamental del calculo

El teorema fundamental del calculo establece la siguiente relacion entre
las operaciones de integracion y diferenciacion de la funcion f(x):

b
/ (‘”) dx = £(b) — f(a) . (A.26)
o \dx

Una posible manera de “deducir” la expresion anterior pasa por tener en
cuenta que df(x) = <%) dx, y por tanto

b
/ df(x) = f(b) — f(a) . (A.27)

J)

flxtAx)
Af
Jx) :
— Ax —
X x+Ax
SooCx)
Jia) nd
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Aa.8. Diferencial y derivada parcial de una funcion de varias varia-
bles

Es muy frecuente que en la naturaleza las magnitudes dependan de mas
de una variable, asi la temperatura de una habitacion depende de la posi-
cion del punto donde se mide, esto es, de las tres coordenadas espaciales
del punto. Este hecho se manifiesta matematicamente diciendo que la tem-
peratura es funcion de x,y y zy se denota como T = T(x, y, 2).

Similarmente al concepto de derivada introducido en la seccion ante-
rior para funciones de una sola variable, puede ahora definirse el concepto
de derivada parcial. Esta derivada hace referencia a la variacion de cierta
funcion con respecto a una sola de las variables cuando las demas perma-
necen constantes. Asi, se define la derivada parcial de la funcion f(x, y, z) con
respecto a x como

8f lim f(X+AX1yIZ)_f(X1yrz)

5 ) Ax—0 AXx (A.28)

y analogamente para las restantes variables. A partir del concepto de deri-
vada parcial, puede deducirse que una variacion infinitesimal de la funcion
f(x,y,z) cuando dicha funcion varia entre los puntos x y x + dx podra expre-

sarse como
df|, = (af> dx . (A.29)
Ox

La variacion infinitesimal de la funcion f(x, y, z) cuando ésta varia entre los
puntos (x,y,z) y (x + dx,y + dy, z + dz) podria obtenerse, por tanto, sumando
las variaciones parciales a lo largo de cada una de las coordenadas. De este
modo, puede escribirse que

df = <g§) dx + (g{/) dy + (gﬁ) dz. (A.30)

A1.9. Operador gradiente

Es interesante notar en la expresion (A.30) que el diferencial de la funcion
f(x,y,2z), df, puede expresarse como el siguiente producto escalar:

of - <8f of of

ar aiyr 62) ‘ (dXI dyy dZ) . (A-31)

Definiendo el operador vectorial V como

- = o 0 0
Operador V V= <8x'8y'8z> (A.32)
) )
=Xp ¥y vy, 33
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al aplicarlo a la funcion f(x,y,z) se obtiene el gradiente de f, 6}‘, que es
evidentemente una magnitud vectorial:

Vf(x,y,2) = <g£,g§,g];> (A.34)
_of. O Of.
B 8xx 8yy 822' (A35)

Esta definicion permite escribir el diferencial de la funcion f como el si-
guiente producto escalar:

df = Vf - dF , (A.36)
donde dr = (dx, dy, dz).

Usando la definicion de producto escalar, df también puede escribirse
como
df = |Vf||dr] cosa, (A.37)

lo que permite deducir que la maxima variacion de la funcion f(x,y, z) se
produce cuando « = 0, esto es, cuando dr'es paralelo al gradiente de f, 6}‘.
Consecuentemente, la direccion del vector 6)‘ marca la direccion de maxima
variacion de la funcién en el punto (x, y, z).

Aa10. Integral de camino

Dado un campo vectorial F (esto es, una magnitud vectorial cuyas com-
ponentes dependen de la posicion espacial), la integral de camino de F entre
dos puntos Ay Balo largo de la curva I se define como la siguiente integral:

B_, —
c§=/ F-dl
Al

) p;+1ll>r2i(r) z,: FPi) - PiPi - (38)
La integral anterior puede interpretarse como la superposicion infinitesimal
del producto escalar F - dTpara cada elemento diferencial de la curva I entre
los puntos Ay B (El vector dl es un vector que tiene por modulo la longitud
de un elemento diferencial de la curva y por direccion la de la tangente a la
curva en dicho punto). Las integrales de camino son muy usuales en Fisica,
definiendo, por ejemplo, el trabajo que realiza cierta fuerza entre dos puntos
a través de cierta trayectoria. En general, la integral de camino depende del
camino que se elija para ir desde A hasta B.

Algunas de las propiedades mas importantes de las integrales de camino
son:

B A
/ F-dl=—/ F-dl.
Al B,

= SiA’ es un punto intermedio de la curva I entre Ay B, se tiene que

B A B
/ F'dl=/ F'dl+/ Fodl.
Al Al AT

Definicion de gradiente de f

\Z4

dl B
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Aaa1.  Teorema fundamental del gradiente

De forma similar a como se hizo para funciones de una sola variable en
(A.26), se verifica que

B
/ V£ -dl=f(B) — f(A), (A.39)
A

donde la integral en la expresion anterior es una integral de camino.

La expresion (A.39) puede “justificarse” considerando la definicion del
diferencial de f dada por (A.36). A partir de esta definicion, la integral en
(A.39) puede verse como una superposicion infinitesimal de las variaciones
de la funcion entre los puntos Ay B, y esto es precisamente f(B) — f(A).

Dos importantes corolarios se pueden extraer de la expresion (A.39)

(i):
B . . B . .
Vf-dl= Vf - dl (A.40)
Al Ay
esto es, fAB ﬁf -dles independiente del camino tomado entre los puntos

Ay B. Debe notarse que, en general, la integral de camino CE = fABr F-dlsi
depende del camino (considérese, por ejemplo, el trabajo realizado por
un coche para desplazarse entre dos puntos siguiendo distintas carrete-
ras).

(ii):
j{ﬁf dl=o0. (A.1)
-

La integral de camino anterior a través de cualquier curva cerrada, I', es
nula.

A.2. Integral de flujo

Una integral muy 0til que aparece en Fisica es la integral de flujo. El flu-
jo de un campo vectorial A a través de una superficie S se define como la
siguiente integral de superficie:

o = / A-dS (A.z2)
S

donde S es una superficie arbitraria y dS es el vector diferencial de superficie,
definido como

dsS = dsh (A.43)

que tiene por modulo el area del elemento diferencial y por direccion y sen-
tido el del vector unitario normal exterior a la superficie, . Por ejemplo, para
el caso del plano z = Cte, el diferencial de superficie sera dS = dxdyz.
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A.3. Problemas propuestos

1. Expresar el vector (9, 8) como combinacion lineal de los vectores (3,1) y (1, 2) y representar
graficamente el resultado.
Sol.: (9, 8)=2(3, 1)+ 31, 2).

2. Encontrar el unitario en la direccion dada por los puntos de coordenadas (3,2, 0) y (6, 8, 2).
Sol.: i=(3/7, 6/7, 2/7).

3. Calcular el vector unitario perpendicular al plano determinado por los puntos (0, 0, 0),
(1,2,3)y(3,3,1).

Sol.: (—7,8, —3)/v/122

4. Encontrar el angulo formado por los vectores (3,6,2) y (8, 6,0) utilizando dos técnicas
diferentes (producto escalar y vectorial).
Sol.: v = 31,003°.

5. Utilizando el concepto de producto vectorial, determinar el area del triangulo cuyos vér-
tices son los puntos de coordenadas (1,0, 0), (4,5,2) y (3,1, 2).

Sol.: Area=,/117/2.

6. Encontrar los vectores unitarios radial () y tangente (t) en los puntos (x, y) de una cir-
cunferencia de radio R que se halla en el plano XY y tiene su centro en el origen de
coordenadas. Repetir lo anterior suponiendo ahora que la circunferencia tiene su centro
en el punto (3, 2).

Sol.: centro en (0, 0): F = (x/R,y/R), t = (—y/R,x/R);
centro en (3,2): ¥ = ((x — 3)/R,(y — 2)/R), t = (—(y — 2) /R, (x — 3)/R).

7. Indicar cuales de las siguientes expresiones tienen sentido y cuales no:
a)(@-b)-c;b)d-(bxa;c)db-c);d)(d@ b)xc
Sol.: correctas: b), ¢); incorrectas: a) y d) .

8. Utilizando el hecho de que |V|* = V - ¥, demostrar que

\6+5| = \/|6|2+\5\2+26-5.
9. Encontrar la componente del vector (7,5, 2) en la direccion dada por la recta que une los
puntos (5,4,3) y (2,1,2).
Sol.: (6, 6,2).
10. Descomponer el vector A = (1,5,5) en sus componentes paralela y perpendicular a la
direccion dada por el unitario fi=(0, 3/5, 4/5).
Sol:A=A| +A.,siendo A|=(0, 3/5, 4/5) y AL =(1, 21/5, 28/5).

11. Las coordenadas de una particula movil de masa m = 2 kg en funcion del tiempo son
At) = (3t, £, 1) m (t en segundos). Determinar: a) la velocidad y aceleracion de la particula;
b) la fuerza que actda sobre la misma en el instante t = 1's, asi como las componentes
de dicha fuerza en la direccion perpendicular y tangente a la trayectoria.

Sol.: a) W(t) = (3,2t,3t%) m/s, a(t) = (0,2,6t) m/s% b) F = (0,4,12) N; F1 = (—6,0,6) N, y
F) = (6,4,6) N.
12. Calcule el gradiente de la funcion ¢(x,y, z) = 2xy/r, siendo r = /X2 +y2 + 2.
Sol. Vg = r 3 [ay(r* — xX*)k + 2x(r* — y*)y — 2xyz2]
FLML Fisica 2
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