Matematicas Aplicadas a la Biologia

Ejercicios del Tema 2: Modelos discretos en Biologia

1. Para cada una de las sucesiones siguientes, con-

testa a las siguientes cuestiones: (i) ;Cuél es
el valor de z97; (i) {Como se expresa el tér-
mino general xj en funcion de xo?; (i1) ;(Qué
le ocurre al valor x, cuando k toma valores muy
grandes?

) xo = 6; Tpr1=3xK, k=0,1,2...

) ) :0.1; Th+1 :O.ll‘k, k:(),l,?...
¢) o = 256; xM:%, k=0,1,2...

)

d) ro = 3; Tl = 22 + 1, k =
0,1,2...
(e) zo = 1; wpy1 = 0.1lxp + 40, k =
0,1,2...
T
(f) 20 = 3% wpp = & 4100, k =
0,1,2...

. Una cepa de bacterias se reproduce asexualmen-
te cada 30 minutos, es decir, cada 30 minutos
la célula que forma la bacteria se divide en dos
células. Sabemos que inicialmente hay 5 bacte-
rias.

(a) Escribe un modelo como sucesion recu-
rrente que describa el proceso anterior. Ex-
presa el término general de la sucesion an-
terior en funcién del tamano inicial de la
poblacion.

(b) ;Cuantas bacterias hay pasadas tres ho-
ras? ;Y cuéando han pasado tres horas y
cuarto?

(¢) ¢(En qué momento el tamano de la pobla-
cion supera las 100 bacterias?

(d) ;Qué le ocurre al tamano de la poblaciéon
en el futuro?

3. Estamos estudiando una poblacion de bacterias

que se dividen cada 12 minutos y que, al inicio
del experimento, se reduce a cuatro bacterias.

(a) Escribe un modelo como sucesion recu-
rrente que describa el proceso anterior. Ex-
presa el término general de la sucesién an-
terior en funcién del tamano inicial de la
poblacién.

(b) ;Cuantas bacterias hay pasada 1 hora? ;Y
pasada 1 hora y 15 minutos?

(¢) ¢En qué momento el tamano de la pobla-
cion supera las 500 bacterias?

(d) ;Qué le ocurre al tamano de la poblacion
en el futuro?

4. Una determinada poblacion triplica su tamafo

cada cinco meses y esta inicialmente compuesta
por 72 individuos.

(a) Escribe un modelo como sucesion recu-
rrente que describa el proceso anterior. Ex-
presa el término general de la sucesién an-
terior en funcién del tamano inicial de la
poblacién.

(b) ;Cuantos individuos hay pasado 2 anos y
medio? ;Y pasados 3 anos?

(¢) (En qué momento el tamano de la pobla-
cion supera los 100000 individuos?

(d) {Qué le ocurre al tamano de la poblacion
en el futuro?

5. Se ha observado que el nimero de ejemplares de

una poblacién de aves esta disminuyendo anual-
mente en un 8 %. Se estima que en el momento
inicial el nimero de ejemplares rondaba los 350.

(a) Escribe un modelo como sucesion recu-
rrente que describa el proceso anterior. Ex-
presa el término general de la sucesién an-
terior en funcién del tamano inicial de la
poblacién.

(b) ;Cuéantos ejemplares hay pasados cinco
anos?
(¢) (En qué momento el tamano de la pobla-

cion es inferior a 20 ejemplares?

(d) {Qué le ocurre al tamano de la poblacion
en el futuro?

. La alteracién sustancial del ecosistema de las

nutrias ha hecho que cada ano la poblacién dis-
minuya un 10 %. Tras un recuento en 2013 se
obtuvo que la poblacién de nutrias en ese en-
torno era de 345.

(a) Escribe un modelo como sucesion recu-
rrente que describa el proceso anterior. Ex-
presa el término general de la sucesién an-
terior en funcién del tamano inicial de la
poblacion.

(b) ;Cuantos ejemplares hay pasados cinco
anos?
(¢) ¢En qué momento el tamano de la pobla-

cion es inferior a 30 nutrias?

(d) {Qué le ocurre al tamano de la poblacion
en el futuro?
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7. El ntmero de ejemplares de una poblacion de

peces esta disminuyendo un 15 % cada afo. Ini-
cialmente el ntiimero de ejemplares es aproxima-
damente 450.

(a) Escribe un modelo como sucesion recu-
rrente que describa el proceso anterior. Ex-
presa el término general de la sucesién an-
terior en funcién del tamano inicial de la
poblacion.

(b) ;Cuantos ejemplares hay pasados seis
anos?

(¢) ¢(En qué momento el tamano de la pobla-
ciéon es inferior a 100 ejemplares?

(d) ;Qué le ocurre al tamano de la poblacion
en el futuro?

8. Una especie de pajaros anida en una isla de ha-

bitat muy desfavorable, ya que la poblacion dis-
minuye un 20 % cada afio.

(a) Escribe un modelo que describa la dindmi-
ca de la poblacién anterior. ;Qué le ocurre
al tamafio de la poblacién de pajaros en el
futuro?

(b) Supongamos ahora que hay una colonia de
pajaros de la misma especie en el continen-
te y cada ano emigran 100 pajaros a nues-
tra isla. Escribe el nuevo modelo y estudia
el comportamiento de la poblacién en el
futuro.

9. El uso de un insecticida en una zona de cultivo

ha reducido anualmente el tamano de la pobla-
cidon de una determinada especie de abejas en
un 14 %.

(a) Escribe un modelo que describa la dinami-
ca de la poblacién anterior. ;Qué le ocurre
al tamano de la poblacion de abejas en el
futuro?

(b) Supongamos ahora que se inicia una cam-
pana para evitar la desapariciéon de las
abejas consistente en introducir anualmen-
te unas 10000 abejas en la zona. Escribe la
nueva ecuaciéon que modela el tamano de
la poblacién y estudia sus puntos de equi-
librio y su estabilidad.

10.

11.

12.

13.

La dinadmica de una poblacion de insectos (me-
dida en millones) viene dada por el modelo de

Ricker,
(=)
1o
Tk = Tg—-1€ K )

con parametro de crecimiento r = 1.5 y capaci-
dad de alojamiento K = 50 (millones).

(a) Sixg =14, jcudl es el valor de x57

(b) Calcula sus puntos de equilibrio y estudia
su estabilidad.

(¢) Interpreta biologicamente los resultados.

Los Alligator son una especie de cocodrilos que
viven en las aguas pantanosas de Florida. Un
modelo apropiado para estudiar su dinamica es
el modelo de Ricker,
r(lf $k_1)
K

T = Tg-1¢€ )

con parametro de crecimiento r = 1.1 y capaci-
dad de alojamiento K = 230.
(a) Sizo =340, ;jcudl es el valor de z37
(b) Calcula sus puntos de equilibrio y estudia
su estabilidad.
(¢) Interpreta biologicamente los resultados.

La dindmica de una poblacion de insectos (me-
dida en miles) viene dada por el modelo de Ric-

ker,
T(li l'lc—l)
K

T = Tg-1¢€ )

con parametro de crecimiento r = 1.6 y capaci-
dad de alojamiento K = 30 (millones).

(a) Sixzg =21, jcuél es el valor de x2?

(b) Calcula sus puntos de equilibrio y estudia
su estabilidad.

(¢) Interpreta biologicamente los resultados.

La dindmica de una determinada poblacién de
aves se modela por la curva de reclutamiento de
Beverton-Holt
Nk = K Nk_l )
R-1
14 TN k—1

con constante de crecimiento R = 1.5 y capaci-
dad de alojamiento K = 1500.

(a) Si N3 =900, ;jcual es el valor de N5?

(b) Calcula los puntos de equilibrio del siste-
ma y estudia su estabilidad.

(c¢) Interpreta biologicamente los resultados.
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14. El tamano de una poblacion de insectos (medi-
da en millones) se modela por la curva de reclu-
tamiento de Beverton-Holt

RNy
R—-1 ’
1+ —N,;_
+ K vkl
con constante de crecimiento R = 3 y capacidad

de alojamiento K = 120 (millones).

Ny, =

(a) Si N3 =63, jcudl es el valor de N5?

(b) Calcula los puntos de equilibrio del siste-
ma y estudia su estabilidad.

(¢) Interpreta biologicamente los resultados.

15. El tamano de una poblacién de mamiferos
se modela por la curva de reclutamiento de
Beverton-Holt

RNy

R—-1 ’
1+ —N;_
+ K k—1

Ny =

con constante de crecimiento R = 1.7 y capaci-
dad de alojamiento K = 2800.
(a) Si N5 = 2200, jcudl es el valor de N7?

(b) Calcula los puntos de equilibrio del siste-
ma y estudia su estabilidad.

(c¢) Interpreta bioldgicamente los resultados.
16. Para cada una de las siguientes matrices, calcula

sus autovalores y calcula un autovector asocia-
do al mayor autovalor:

bae(3)
043 71)
sa-(479)

17. Se considera una problacién dividida en dos gru-
pos de edad cuya matriz de Leslie es

0.3 0.2
L_<0.2 0 )

(a) Interpreta biologicamente cada elemento
de la matriz de Leslie.

(b) Calcula el autovalor principal y un auto-
vector asociado.

(¢) Discute el comportamiento en el futuro de
la poblacién y calcula la distribucién a lar-
go plazo de las clases de edad.

18

19

20.

Supongamos que

2 4
I =
(0.3 0)

es la matriz de Leslie de una poblacién con dos
clases de edad.

(a) Interpreta biologicamente cada elemento
de la matriz de Leslie.

(b) Determina los dos autovalores e interpreta
biolégicamente el autovalor principal.

(¢) Calcula un autovector asociado al autova-
lor principal.

(d) Calcula la distribucion de edades estable.

Supongamos que

2 1
L:<0.5 0)

es la matriz de Leslie de una poblacién con dos
clases de edad.

(a) Interpreta biologicamente cada elemento
de la matriz de Leslie.

(b) Determina los dos autovalores e interpreta
biolégicamente el autovalor principal.

(¢) Calcula un autovector asociado al autova-
lor principal.

(d) Calcula la distribucion de edades estable.

Se considera una poblacién dividida en tres cla-
ses de edad, con periodos vitales de 1 afio. Se
sabe que, en promedio, cada ano nacen 3 indivi-
duos por cada uno del ler. grupo, 7 individuos
por cada uno del 20. grupo y 1.5 por cada uno
del 3er. grupo.

Ademas, se sabe que el 20% de los individuos
de edad 1 sobrevive hasta la edad 2 y el 40%
de los de edad 2 sobrevive hasta la edad 3.

(a) Escribe la matriz de Leslie correspondien-
te.

(b) Determina la evolucion de esta poblacion
durante tres periodos vitales consecutivos,
comenzando con sélo 1000 individuos de
edad 1.

(¢) Si, en un periodo determinado, se ob-
serva que los grupos respectivos son de
(14300, 700, 200), ;cual seria la distribu-
cion por edades de la generacién anterior?
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(d) Sabiendo que el autovalor principal y un
autovector principal de la matriz de Leslie

son
0.9983
%
A =34197, U,=| 00584 |,
0.0068

calcula el comportamiento en el futuro de
la poblacién y la distribucién estable de
cada clase.

21. Se considera una poblacion dividida en tres cla-
ses de edad, con periodos vitales de 1 afio. Se
sabe que el 20% de los individuos de edad 1
y el 70% de los de edad 2 sobreviven hasta el
final del siguiente periodo vital. Ademaés, por
cada individuo de edad 2 nacen cada ano, en
promedio, 1.6 crias, mientras que por cada uno
de edad 3 nacen 1.7 crias.

(a) Escribe la matriz de Leslie correspondien-
te.

(b) Determina la distribucion por edades al ca-
bo de 3 periodos vitales, sabiendo que se
parte de una poblacién inicial de 2000 in-
dividuos de edad 1, de 800 de edad 2 y de
200 de edad 3.

(¢) En un recuento concreto se observa que
hay 1650 individuos de edad 1; 100 de edad
2 y 350 de edad 3. ;Qué distribucién por
edades se puede suponer que habia en el
periodo anterior?

(d) Sabiendo que el autovalor principal y un
autovector principal de la matriz de Leslie

son
0.9470
_>
A, =0.7886, U,=| 02402 |,
0.2132

calcula el comportamiento en el futuro de
la poblacién y la distribucién estable de
cada clase edad.

22. Una cierta colonia de focas se ha clasificado en
3 grupos de edad: 1, 2 y 3. Se han observado
las siguientes tasas de supervivencia: un 60 %
de las focas de edad 1 sobrevive hasta la edad
2, mientras que un 85 % de estas ultimas lo hace
hasta la edad 3. Ninguna sobrevive més alla de
la edad 3. Por otra parte, se ha estimado que las
focas de edad 2 tienen una tasa de fecundidad
del 80 % (es decir, tienen de media 80 cacho-
rros por cada 100 hembras), mientras que las
de edad 3 tienen una tasa del 50 %.

(a) Escribe la matriz de Leslie asociada a estos
datos.

(b) Partiendo de una poblacion inicial de 100
focas de edad 1, de 60 de edad 2 y de 50 de
edad 3, calcula el namero de focas de edad
3 que habra tras 2 periodos de observacion.

(¢) En una visita a la colonia se recuentan 110,
51 y 85 focas de edades respectivas 1, 2 y
3. (Qué distribucion por edades se puede
suponer que hubo en el periodo anterior?

(d) Sabiendo que el autovalor principal y un
autovector principal de la matriz de Leslie

Son
0.7245
%
A = 08778, U= [ 04952 |,
0.4795

calcula el comportamiento en el futuro de
la poblacién y la distribuciéon estable de
cada clase edad.

23. Para cada una de las siguientes funciones, cal-
cula sus derivadas parciales y evalialas en el
punto (0,0):

(a) f(fe,y)—sen(y+1)
3e(1+v?)
() gf(,y) = ——
(¢) f(z,y) = ze @97
—y
(d) f(x,y)zsen(ﬂl)ﬂ
(e) flz,y) =z +ye™
(f) flzy) = Vy* =20+ 1

24. Para cada uno de los siguientes pares de fun-
ciones, (1) calcula la matriz jacobiana asociada;
(i) calcula los autovalores de la matriz jacobia-
na en el punto (0,0).

fla,y) =ze™
(a) { g(z,y) =" +y
z,y) = e@*Y)
0 { e 2o
f(z,y) = 2z sen(y)
(©) { g(z,y) = —32%y?

25. Calcula todos los puntos de equilibrio del mo-
delo siguiente y estudia su estabilidad

xp = 2x—1(1 — 1),
Y = Tp—1(1 — yr—1),
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26. Comprueba que (0,0) es un punto de equilibrio
del modelo siguiente, y estudia su estabilidad.

Tr Yk—1
41+23_,)’
2xp1
Yk =
14+y3

27. Comprueba que (0,0) es un punto de equilibrio
del modelo siguiente, y estudia su estabilidad.

Tk = Yk—1,
 2yp1 — T

W=

28. Encuentra los valores del parametro a para los
cuales (0, 0) es un punto de equilibrio localmen-
te estable del modelo

= aYr—1

k 1+$%_1’

Y = _Tk-1
1+y? |

29. Calcula todos los puntos de equilibrio biolo-
gicamente relevantes del siguiente modelo de
Nicholson-Bailey y analiza su estabilidad:

— —0.1y—
Ty = 4dxp_q1e” VYR
—0.1yp_
yr = wp—1 (1 — e O-1)

30. Calcula todos los puntos de equilibrio biolo-
gicamente relevantes del siguiente modelo de
Nicholson-Bailey y analiza su estabilidad:

z) = 6zp_qe OAVk-1,
—0.4y
Yk = 25— (1 — e O4ur-1)

31. Calcula todos los puntos de equilibrio biol6gica-
mente relevantes del modelo binomial negativo
y analiza su estabilidad:

O.Olyk,1>—27

xp = 4xk_1 (1 + 5

N O.Oka_1>—2} .

Yk = Tp—1 b——-<1 5

32. Calcula todos los puntos de equilibrio biologica-
mente relevantes del modelo binomial negativo
y analiza su estabilidad:

0.01yk_1)70.57

T = 4x1_q (1 + 05

0.01yk,1>*0~5} |

yk==$k—1[1—-(1+- 05
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