Tema 1

Resumen de herramientas matematicas
conocldas

Version: 22 de septiembre de 2019

Este Tema se dedica a recordar, de forma breve y esquematica y con ayuda de ejercicios, los conceptos y resul-
tados fundamentales estudiados en los programas de bachillerato, y constituyen la base del resto del programa
de la asignatura. También incluye algunos conceptos no vistos anteriormente (o vistos con poca profundidad):
los nimeros complejos y los polinomios de Taylor.

Resultan, por lo tanto, imprescindibles su conocimiento y su manejo con soltura.

1.1 Numeros, aritmética y resoluciéon de ecuaciones
Repasamos aqui algunas reglas basicas de las operaciones aritméticas con nimeros, y los tipos de éstos.

= Nameros enteros, suma y resta. Los nimeros naturales (0, 1, 2, ...) son los que empleamos para
contar, y con ellos podemos sumar sin salirnos de los propios numeros naturales. Si pretendemos restar,
es necesario pasar a los nameros enteros (..., -2, -1, 0, 1, 2, ...): La diferencia de dos niimeros enteros es
siempre un nimero entero, y no siempre es asi con los nimeros naturales.

La solucién de ecuaciones de la forma
a+x=0b,

siendo a y b nimeros enteros, siempre es un nimero entero r = b — a.

= Numeros racionales, producto y divisién. Podemos multiplicar nimeros enteros y el resultado sera
siempre un nimero entero. Sin embargo, no siempre el cociente de dos nimeros enteros es un namero
entero. Esta propiedad si es cierta, sin embargo, en los nimeros racionales ¢ fraccionarios: El cociente de
dos nameros racionales siempre es un niimero racional. Para un cientifico es de enorme importancia realizar
con soltura las cuatro operaciones basicas con niimeros racionales: Suma, resta, producto y cociente.

La solucién ecuaciones de la forma
a+cr=0,
. , . . . . a .
siendo a, b y ¢ # 0 ntmeros racionales, siempre es un numero racional, x = b — —. Estas ecuaciones se
c

llaman lineales, porque su gréfica es una linea recta.

Esta propiedad también es cierta cuando se trata de varias ecuaciones lineales simultaneas con coeficientes
racionales: Por ejemplo, la solucién (si existe) (x,y, z) del sistema lineal

24+ 3y — 4z =
—3z 4+ 2y + 3z
Tr—3y+8z=—4

pertenece a los nimeros racionales, segtn la regla de Cramer.



1. Resumen de herramientas matematicas conocidas 7

= Numeros reales, completitud. Podemos representar los ntimeros racionales sobre una recta como
segmentos (a cada nimero le asignamos un segmento de origen el cero, cuya longitud es el ntumero). A pesar
de existir una infinidad de nimeros racionales entre dos nimeros racionales cualesquiera (por ejemplo,
calculando el promedio, repetido sucesivamente), la recta asi construida esta trufada de “agujeros”. O sea,
que hay “muchos” segmentos cuya longitud no es un ntimero racional. Uno de tales agujeros es v/2, un
nimero del que ya en la Grecia clasica se demostrd que no es racional®.

Una forma intuitiva de construir los niimeros reales es mediante una representacion decimal infinita: v/2 =
1.4142135623730950488 . .. Este ntmero se puede construir de forma aproximada mediante la sucesion de
nameros r, = 1.4, 7o = 1.41, r3 = 1.414, 14 = 1.4142, ... Se demuestra que esta sucesion converge a v/2, 6
que V2 es el limite de esta sucesion. Esto significa que todos los términos de la sucesion a partir de uno
dado estan tan cerca de v/2 como queramos. Se demuestra que la recta asi construida es completa en el
sentido de que no tiene agujeros, o, dicho de otro modo, en el sentido de que el limite de una sucesiéon de
nimeros reales siempre es un namero real.

Los ntimeros reales se pueden sumar, restar, multiplicar y dividir, obteniéndose siempre un niimero real.
Por ello, al igual que con los niimeros racionales, la solucion ecuaciones de la forma

a+cxr=b,

. - . - a
siendo a, by ¢ # 0 nimeros reales, siempre es un namero real, z = b — —.
c

El calculo diferencial e integral, que son dos de los instrumentos fundamentales de la matematica aplicada,
se basan de forma extensiva en el concepto de limite, por lo que el conjunto de ntimeros adecuado para
construir estos dos tipos de célculo es el de los reales.

= Numeros complejos, solucién de ecuaciones polindmicas. Dentro de los nimeros reales no siempre
tienen solucién ecuaciones de la forma a+cz? = b, siendo a, b y ¢ niimeros reales. Por ejemplo, la ecuacion

1+22=0

no tiene solucién, ya que 1+ 22 > 1 cualquiera que sea = € R.

Podemos, sin embargo, definir la unidad imaginaria i como la solucién de esta ecuacién 142 = 0. A partir
de aqui construimos los ntimeros complejos en la forma a + ib, siendo a y b ntimeros reales cualesquiera.

Los nimeros complejos se representan en el plano como el par de nimeros reales (a,b). Es una extension
de la representacion de los ntimeros reales como segmentos en la recta.
Los nameros complejos se pueden sumar, restar, multiplicar y dividir. Para ello basta considerar que
i2 = —1, y que por tanto i~! = i. Usando estas propiedades, podemos multiplicar por ejemplo 2 + 3i y
5 — 44 como sigue:

(2 + 30)(5 — 4i) = 10 — 12i? + 15 — 8i = 22 4 7i,

y también podemos dividir 2 4 37 entre 5 — 4¢ racionalizando como sigue:

243i  (2+430)(5+4) —2+23i 2 23

5—4i  (5—4)(514) 36 36 36"

La representacion de un nimero complejo como z = a + ib, siendo a y b nimeros reales, es llamada forma
bindmica del ntmero. Existe una forma alternativa, llamada forma polar. Para construirla, escribimos

b
z= a—i—ib:r(g +i-)=r(sena+1i cosa),
r r
donde

r=+va?+ b2

es el mddulo de z, también denotado |z| y
a = arctan(b/a)

es el argumento de z, también denotado arg(z). El argumento es el angulo entre la parte positiva del eje
OX y el segmento que une el origen con el nimero z. El argumento no esta definido de forma tnica, ya
que todos los angulos de la forma

arg(z) + 2kw, keZ

1La demostracién de la irracionalidad de la rafz cuadrada de 2 esta atribuida a Hipaso de Metaponto, un discipulo de Pit4agoras
que nacio6 en torno al ano 500 a.C.
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poseen el mismo seno y el mismo coseno.

Es acostumbrado representar z como z = r,, (forma polar del nimero z). Por ejemplo, la forma polar del
nimero 1 es 1 = 19 = 124, y la de la unidad imaginaria es i = 1, 5.

El producto y cociente de nimeros complejos en forma polar es muy simple: Si las formas polares de los
nameros complejos z y 2’ son z = r, y 2’ =1/ ,, entonces las formas polares de su producto y su cociente

a’s

son: . .
2z = (TT,)a+a’7 ; = (F)a—a’-
O sea,
z 2| z
|22'| = |z||7|, arg(zz') = arg(z) + arg(z’), o= |z’|’ arg(;) = arg(z) — arg(z').

De aqui se puede calcular con comodidad la potencia n-ésima de un nimero complejo:

También se pueden calcular las n raices n-simas de un nimero complejo:
%:<W)(a+2kﬂ)/na k=0,1,---,n—1.
Por ejemplo, las raices cuartas de —1 = 1, son

V4 1= 17r/4+k7‘r/27 k= 07 17233'

Un relevante numero complejo asociado a z = a + ib es su conjugado: Z = a — ib. Cumple algunas
propiedades interesantes:

- B 9

21+ 22=71+%2, Zi52 =71 Z2, <Z=|z|".

Ademaés, la forma polar del conjugado viene dada por

Z=T_q4.

Un gran interés de los numéros complejos es que toda ecuacion polindmica (de la forma ag + ayz + agz? +
... + apz™ = 0) tiene exactamente n raices (contando la multiplicidad) en los ntimeros complejos.

Hay, sin embargo, una propiedad de los demés tipos de numeros (sean naturales, enteros, racionales o
reales) que no poseen los ntimeros complejos: La ordenacion. No se puede decidir de forma coherente cuél
es el mayor de dos numeros complejos distintos.

En general, si estamos interesados en resolver ecuaciones de la forma f(z) = 0 (algo que ocurre con cierta
frecuencia en las ciencias aplicadas y también en bioquimica) seré necesario utilizar ntimeros complejos,
aunque en muchas situaciones podemos usar solamente niimeros reales.

1.2 Utiles matematicos elementales

1.2.1 Operaciones elementales

FRACCIONES

Sib;é(),%:c@a:bc x?f1:1@3x:z+1@217:1@x:1/2
a+b:g+9 s+l4 3 :(x+1)(x2+1) 3z :(x+1)(x2+1)+3:17
c c ¢ x2+1 x2+1 x24+1 x2+1
a a a 1 1 1
.4 Por ejemplo, —— = = iguala = + = =2
b+c7éb+c or ejemplo, 7= 5 noesiguala o 47
a w7 +1
5 _8.¢_od vt2 _ o+l
€ T b'd be 3r+1  (z+2)3z+1)
d
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ALGUNAS IGUALDADES IMPORTANTES Y OTRAS QUE SON FALSAS

(a+b)? = a? + 2ab + v?

(a+ b)% # a® + b?

(a—b)? =a® - 2ab + b?

(a —b)% # a® — b?

(a+b)(a—10b)=a>—b?

Vab=/avb

Va+b#Ja+ Vb

Sia,b>0, (Va+vb)(Va—vb) =a-b

POTENCIAS Y EXPONENCIALES

n veces

‘

a"=a-a--a-a, acR nelN a’=1sia#0
at =a,Va € R
—a = (@), (-0 = (-1
/"= a, aeR,neN a'’? = \/a,
{/a no siempre esta definida; por ejemplo no existe la | a'/? = ¥/a
raiz cuadrada de un nimero negativo.
a™™ = Yam, aeR, mneN a*’?2 = at = a2, a®/3 = Vab = aVa?

Va2 = |a| (signo positivo de la raiz)

Si a > 0 también se puede definir
a”® para cualquier nimero z € R

a®*>0, Va>0 VzeR

PROPIEDADES DE LAS POTENCIAS Y EXPONENCIALES

e 1 o1
o= =
a®tY = g% a¥ 2322 = 25 = 32,
aI*y—aIa*y—ami:i 31—2_313—2_3zi _ g
a¥y a¥y - - 32 - 32
(a®)? = a™ (3%)* =3* =81
(ab)® = a®b* (2-3)°=22.32=4.9=236
10\ _ /1\*
Sia>1entonces z<y = a*<a? 22 < 23, <2> > (2)
Si0<a<1lentonces z<y = a®>a¥
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LOGARITMOS

Para z > 0, Inz es la funcién inversa de la exponencial
de base e, es decir:

Para z > 0y a > 0, log, = es la funcién inversa de la
exponencial de base a, es decir:

y=lhzr & e'==z y=log,z & a'=z
hzx=0&2=1 log:rzln—x
log,z=0&2x=1 * Ina

Inz + Iny = In(ay)

Inz —lny=1In (I)
Y

ylnx =Ina¥

eylnz =Y

In(z £ y) no se puede escribir en funcién de Inz y Iny

1.2.2 Igualdades y desigualdades

IGUALDADES Y DESIGUALDADES

Si se suma o resta un niamero a ambos miembros de
una igualdad, se obtiene otra equivalente.

224+1=20—-2 2243=2r  22—-2:+3=0

Si se suma o resta un niimero a ambos miembros de
una desigualdad, se obtiene otra equivalente.

T-2<5& <7

Si se multiplican o dividen ambos miembros de una
igualdad por un namero distinto de cero, se obtiene
otra igualdad equivalente.

E:Qx—léx:4(2x—1):8x—4<:>7;L':4

Si se multiplican o dividen ambos miembros de una
desigualdad por un namero positivo resulta una de-
sigualdad equivalente.

<8 & <4

Si se multiplican o dividen ambos miembros de una
desigualdad por un nimero negativo, la desigualdad
cambia de sentido.

8
—2x<8<:>x>—2:—4

%:0 <— a=0

z—1=0
El producto de dos nimeros es nulo si y sélo si alguno | (z — 1)(z — 2) = 0 < 6 bien &
de ellos es nulo: r—2=
Tr =
a=0 6 bien
a-b=0 <= 6 bien =2

b=0
(Naturalmente, también si ambos son nulos)
Un cociente es nulo si y sélo si es nulo el numerador: 7= 0ex=0

T —
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INTERVALOS

Un intervalo es un subconjunto de la recta real que se
puede identificar con un segmento.
Para describir un intervalo se encierran entre paréntesis

(—5,2) : los paréntesis curvos indican que los extremos
no pertenecen al intervalo. Se dice en este caso que el
intervalo es abierto.

sus extremos ordenados. [1,6] : los paréntesis rectos indican que los extremos
si pertenecen al intervalo. Se dice en este caso que el
intervalo es cerrado.

(0,5] : se dice que es abierto por la izquierda y cerrado

por la derecha (contiene al 5 pero no contiene al 0).

Cuando un intervalo tiene extremos finitos, se dice que
es acotado.

Si alguno de sus extremos es +00 6 —oo, se dice que
es no acotado.

VALOR ABSOLUTO

|x:{ xsiz>0 |f(x)|:{_f(a:)sif(x)20

—xsiz <0

(=5,-2)={z € R : =5 < x < —2} es acotado
[0,10) ={z € R : 0 <z < 10} es acotado
(0,400) ={z € R : 2 > 0} es no acotado

|z| = a <=

|| <a<= —a<zx<a<2x€(—a,a) |z| > a <=

Ejemplo 1.1

Resolver la ecuacion

_ -1
r+1 x—2

Lo primero que hay que hacer es transformar la ecuacion en algebraica (que no contenga la incognita en
ningiun denominador). Para ello se multiplican ambos miembros de la igualdad por (z 4+ 1)(z — 2) (m.c.m. de
los denominadores):

T T 2 2

P =1 & zz-2)—z@z+)=(z+1)(z-2) & z22-2x-2°-z=2°—12-2
Simplificando y reagrupando todos los términos se obtiene una ecuaciéon de segundo grado:
~ —2.7321
2412 —2+2V3 5
& 2?+20-2=0 & z= 8 _ ‘[z—li\/ﬁ & 6 bien
2 2
x~ 0.7321
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Ejemplo 1.2

2x 2
Resolver la ecuaciéon :L i =2

x+2_ 2x

Igual que en el ejemplo anterior, se eliminan los denominadores multiplicando por su m.c.m. 2z(z + 2):

2x :z:+2_
T+ 2 2

2 & 2z 2x—(z+2)-(z+2)=2-2z-(z+2)

Simplificando y reagrupando los términos se tiene:

~ —11.6569
~124 /128 —12+2V/32 x
P +1224+4=0 & z= 8: J =-6tv32 & 6 bien
2 2
r~ —0.3431

Ejemplo 1.3
Resolver la ecuacion (22 — 4z + 3)(2? —x) =0

Hay que tener en cuenta que un producto sélo es nulo si es nulo alguno de sus factores. Por lo tanto:

=3
x2—4x+3:0<:>x:4i\/z<:> 6 bien
2 =1
(22 — 4z +3)(z> —2)=0 <& 6 bien
z=0
P?-z=0&z(z-1)=0& 6 bien
=1

En resumen, la ecuacién tiene tres soluciones: x =0, z =1y = = 3.

Ejemplo 1.4
Resolver la ecuacion z* — 1022 + 9

Las ecuaciones de cuarto grado son, en general, dificiles de resolver. Sin embargo, se puede observar que, en

este caso particular, la ecuacién sélo tiene términos de grado par. Ello permite, denotando por ejemplo z = 2,

escribir la ecuacion (de segundo grado en la variable z):

10 £ /100 — 10 + /64 *
22-10249=0 & z= 0 00 = 36 = 0 6 =5+4 & 6 bien & 6 bien
2 2 _ 1A —
z=1 r=16x=-1
Luego la ecuacion tiene cuatro soluciones: x = -3, x = -1, 2 =1y x = 3.

Matematicas Aplicadas a la Biologia - Grado en Biologia Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla
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Ejemplo 1.5
Resolver la ecuaciéon z — v25 — 22 =1

Para eliminar la raiz cuadrada, en este caso basta con agrupar todos los demés términos a un lado del signo
igual y posteriormente elevar al cuadrado ambos miembros:

z—v25—22=1 & z—1=+/25—1z22
Elevando al cuadrado ambos miembros resulta
(z-12=25-2> & 22-2r+1=25-22

Cuando se hace esto hay que ser cauteloso porque esta ultima ecuacién contiene las soluciones de la original,
pero puede tener mas(*), es decir puede haber soluciones de 22 — 22 + 1 = 25 — 2% que no lo sean de
z — /25 — 22 = 1. Una vez calculadas es preciso comprobar que de verdad son soluciones.

s 2P—z-12=0 <

1+/IF88 147 w =4
xr = 7 = 5 =3 6 bien

r=-3

x = 4 es solucion, ya que 4 — /25 —42 =1
2 = —3 no es solucion ya que —3 — /25 — (=3)2 = -3 — /16 = -7 # 1

(*) Ello se debe a que, al elevar al cuadrado en z—1 = /25 — 22, estamos en realidad anadiendo las soluciones
de la ecuacion correspondiente al signo menos de la rafz cuadrada: x — 1 = —/25 — x2. Es decir, es cierto que

z—1=+25—22 = (z—1)°=25—2>

pero no es cierto que:

t—1=v25-22 <« (r—-1)2=25-2?

Ejemplo 1.6
Resolver la ecuacion v + 36 — /2 = 2

Lo mas facil aqui es separar las raices y elevar al cuadrado ambos miembros. Con ello quedara una expresion
en la que s6lo hay una raiz, como en el ejemplo anterior, que se resuelve de nuevo aislando la raiz y elevando
al cuadrado:

Vi+36-v2=2 & Vi+36=2+v2 = z+36=(2+v7) =4+3+4/7

& R2=4/z & V=8 & =64
x = 64 es, efectivamente, soluciéon, ya que /64 4+ 36 — v/64 =10 —8 = 2, .

Ejemplo 1.7
Resolver la ecuaciéon Inx + In 50 = In 1000

Haciendo uso de las propiedades de los logaritmos, se tiene que Inz + In50 = In(50z).
Luego
Inz+1In50 =In1000 < In(50z) = In 1000

Para transformar esta igualdad en una algebraica basta ahora tomar exponenciales, es decir, hacer uso de la
definicion del logaritmo (Inz = b < 2 = €?)

In(50z) =In1000 < 50z =€"19% =1000 < 2=20

Matematicas Aplicadas a la Biologia - Grado en Biologia Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla
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Ejemplo 1.8
Resolver la ecuacion lnz = 1+ In(22 — z)

Inzr=14+m(22-2z) < her-lh22-z)=1 < ln(22x ) =
—x
Por definicion del logaritmo, lo anterior significa que:

22
223130:61:6 & z=(22—-2z)-e & zt+exr=22e & :U:1+ee

Ejemplo 1.9
Resolver la ecuacion lnz3 =1n6+ 2nz

Recordando que 2Inz = In2? y que In6 + In 2% = In(6 22), se tiene que la ecuacién es equivalente a

z=0
Inz® =In(62?) © 2*°=622 & 2*-622=2%(z—-6)=0 & 6 bien
z=06

Ahora bien, la opcién z = 0 no interesa, ya que el logaritmo no esta definido en x = 0.
En consecuencia la (tnica) solucion es x = 6.

Ejemplo 1.10
Resolver la ecuacion e3*t! =7

Para resolver esta ecuacion basta tomar logaritmos en ambos miembros, es decir, hacer uso de la propiedad
In(e®) = a:

In(7) -1
e3$+1 =7 & lne3$+1 =n7 < 3z+1=In7 & x= % ~ 0.3153

Ejemplo 1.11
Resolver la ecuacion e*~! + e? + ¥+l =2

En primer lugar, utilizando la propiedad e*t? = e®e®, se tiene:

1 1 2
Tl +e"+e" =2 & feltef+efe=2 & ew<—+1+e>:2 o eifete
€ e
o @ _9 e o 1 2e
ef=2—" z=In[—2=
1+6+€2 1+€+€2

Matematicas Aplicadas a la Biologia - Grado en Biologia Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla




1. Resumen de herramientas matematicas conocidas 15

Ejemplo 1.12
Resolver la ecuacion 52 —30-5% + 125 = 0

Utilizando la propiedad a™™ = (a™)™ la ecuacion se puede escribir
(5%)> —30-5% +125 =0
y denotando z = 5% se tiene la siguiente ecuacion de segundo grado en la variable z:
p=0 =5 =5 < a=2

=15+10 < 6 bien
z=b=58"szxr=1

L _ 30400 _ 3020

2
—30 125=0 <«
% % aF 9 5

Luego las soluciones de la ecuaciéon son x =1y x = 2.

Ejemplo 1.13
Resolver la ecuacion 5 =1+ 2.5 - e3¢

Se trata de «aislaryla exponencial para después tomar logaritmos:

4 4
5=1425-€3 & 4=25¢7 o ﬁ:ei”ﬂv & 3x:1n<—> & x:—ln<ﬁ>m0.1567

Ejemplo 1.14

Resolver la ecuaciéon 30 = 10

1+ 39e—2=

Hay que «aislar»la exponencial en un lado del signo igual, para poder asi tomar logaritmos en ambos miembros:

_ 10
~ 1170

40

0=—
1+ 39e—2=

& 30(1439 %) =30+ 1170e >* =40 <« 1170 =10 & e >

Tomando ahora logaritmos:

10 1 10

Ejemplo 1.15
Obtener explicitamente la expresion de y en funciéon de t:

—In(34—y)=2t+5

Puesto que la variable y forma parte del argumento del logaritmo, lo primero que hay que hacer es tomar
exponenciales en ambos miembros. Para mas claridad, cambiamos previamente el signo a todo:

—In(384—y)=2t+5 & In@Bd—y)=—(2t+5) < 3d—y=e & o y=34_ @+
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Ejemplo 1.16
Obtener explicitamente la expresion de y en funcién de t:
—20=1¢t(1—e"%)
Comenzamos por aislar la exponencial para poder tomar logaritmos:

20
-20=t(1-¢e%) & —Tzl—e—@ & —7—1=—e—5y & —+l=eW

20 1 20
& —5y:ln<7—|—1> & y:—gln(7—|—1>

Ejemplo 1.17
Obtener explicitamente la expresion de y en funcién de t:

ln<y> —2t+1
-y

hl(ly >:2t+1 o 12/ =2 o g = (] ) = 2t g2t
-y -y

€2t+1

241 _ 241\ _ _2t+1 _
& y+ye —y(1—|—e )—e & y_l—i—thH

Ejemplo 1.18
Determinar el/los intervalo/s de la recta real en el/los que se verifica la inecuacion:

|z —1] <3

Se tiene:
lr—1<3 & -3<z-1<3 & —2<z<4

Es decir, la inecuacion se verifica para todos los valores de  en el intervalo (—2,4).

Ejemplo 1.19
Determinar el/los intervalo/s de la recta real en el/los que se verifica la inecuacion:

lz+1| >7
En este caso se tiene:
c+1>7 S x>6
[z +1|>7 & o bien
r+1< -7 & rz<-8

Es decir, la inecuacion se verifica para todos los valores de x que pertenezcan a alguno de los intervalos
(—o00, —8] (cerrado por la derecha) o [6, +00) (cerrado por la izquierda).
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Ejemplo 1.20

Analizar el signo de la expresion (z —2)(z — 3)(x + 1):
Analizar el signo de una expresion con una variable consiste en determinar los intervalos en los que la expresion
toma valores positivos y aquéllos en los que toma valores negativos.
En este caso se trata de un producto de tres factores. El signo del producto viene determinado por el signo de
cada uno de los factores. Tenemos que determinar los puntos en los que el producto anterior puede cambiar
de signo (cuando alguno de los factores pasa de positivo a negativo o viceversa) y estudiar el signo de cada
uno de los factores en los intervalos determinados por dichos puntos.
Puesto que todos los factores son funciones continuas, el producto también es continuo, y en consecuencia s6lo
puede cambiar de signo en los puntos en los que alguno de factores se anule, que son:

=% @w=3y y @wm=-=I
Estos puntos dividen la recta real en cuatro subintervalos, que son los que hay que analizar:

(—o0,—1), (=1,2), (2,3) y (3,+)

La tabla siguiente resume los signos de cada uno de los factores y del producto de los tres en cada uno de los
intervalos

(—oo,—1) | (—1,2) | (2,3) | (3,+)

(x—2) — = I A
(x —3) = = = 4
(x+1) = I ar ar
(x —2)(x —3)(x + 1) = I — I

Resumiendo,
{ (x—2)(x—3)(z+1) <0 en(—oo0,—1)yen(2,3)
(x—=2)(x—3)(x+1)>0 en(—1,2)yen (3,+00)

Ejemplo 1.21
Analizar el signo de la expresion:
—z(x +2)
(z+1)

Analizar el signo de una expresion con una variable consiste en determinar los intervalos en los que la expresion
toma valores positivos y aquéllos en los que toma valores negativos.

Comenzamos por determinar los puntos en los que puede cambiar de signo esta expresion, que son los puntos
en los que se anula y los puntos en los que es discontinua.

Por una parte, la expresiéon anterior no es continua en x = —1, que es donde se anula el denominador.

Por otra parte, la expresion dada se anula para z = 0y para 2 = —2 (los puntos donde se anula el denominador).
La tabla siguiente muestra los intervalos a estudiar y los signos de los distintos factores y del producto/division
de ellos

(*007*2) (727*1) (7170) (07+OO)
a = — — +
(2 F2) — I I I
(z + 1) + s + +
—zlz+2) _ 0 i _
(x+1)2
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1.2.3 Polinomios

POLINOMIOS

Un polinomio de grado n en la variable 2 es una suma
de términos cada uno de los cuales es una potencia de
x de exponente < n multiplicada por un coeficiente
(es decir, una suma de monomios).

Se llama grado del polinomio al mayor grado entre
todos sus términos (es decir, a la maxima potencia a
la que esta elevada la variable independiente ).

p(x) = ana”™ + an 12"+ + a1 +ag

p(x) = —2° + 323 — 20 + 8 es un polinomio de
grado 5

Para sumar o restar dos polinomios de suman o restan
los términos del mismo grado.

[

(32% — 2% + 42— 6) + (92° — 522 — 1) =
92° + 32% — 622 — 7

Para multiplicar dos polinomios se multiplica cada tér-
mino de uno de ellos por todos los términos del otro,
se suman y se simplifica

(22 =32+2) (2> —22+2) =
25— 223 + 222 — 32t + 622 — 6z +22° —4dx +4 =
25 — 3% + 822 — 10z + 4

Para dividir dos polinomios,

p(z)
q(z)

procedimiento similar al de la divisién de nameros en-
teros, y se tiene

con grado(p) > grado(q) se puede utilizar un

resto

q(x)

———= = cociente +

En el caso particular de divisién por un binomio,

(=)

, se puede utilizar la Regla de Ruffini

3+ x4 2
22+ 3z 42
2340 - 22+ 242 22 +3x+2
—z3— 32?2z r - 3
0— 322— x+2
+ 3224+92+6
0+8z+8
34z +2 8z + 8
L - = -3)+ 55—
U8 2 31 1 2 (@ )+a:2+396+2
5zt + 23 + 222 + bx
z—1
5 1 2 5 0
1 5 6 8 13
5 6 8 13
Luego
Szt + a3 + 222 +5 13
v —|—1x + x=(5x3+6x2+8$+13)+71
x— x —

Valor de un polinomio en un punto 2 = a es el valor
que se obtiene cuando se sustituye la variable x por el
valor numérico a.

El valor del polinomio p(x) = 2% + x + 2 en el punto
r=2esp(2)=(2°+(2)+2=8+2+2=12

Teorema del resto: para cualquier polinomio p(z), se
p(z)

r—a

tiene que p(a) es igual al resto de la division

Para p(z) = 5z + 23 + 222 + bu,
se tiene p(1) =5+ 14 24 5 = 13, que es el resto de
5zt + 23 + 222 + bz

la divisién
r—1

Se dice que = a es una raiz del polinomio p(z) si se
tiene p(a) = 0.

p(r) =2%—22+1
p(1)=1-241=0 =z =1 es raiz de p(x).
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1.2.4 Expresiones racionales

EXPRESIONES RACIONALES

Consecuencia del Teorema del Resto es que, si a es
una raiz del polinomio p(z), entonces p(x) es divisible
entre x — a, es decir, se puede escribir como producto
de (z — a) por otro polinomio ¢(x) de grado menor:

p() = (@ — a) - cfa)

pr)=2%—z-2

p(2)=22-2-2=0

2
—z—2

r-r—- x2 =r+le=a>—z-2=(x-2)(x+1)
T —

Factorizar un polinomio consiste en expresarlo como
un producto de polinomios irreducibles.

Para ello hay que usar repetidamente la propiedad del
apartado anterior.

p(r) = z* — 22% — 522 + 62 tiene las raices z = 0,
x = -2, =1y x = 3. En consecuencia se puede
expresar también

p(x) = z(x +2)(x - 3)(z — 1)

23 — 322 + 32+ 2 ) 4
=z —-z+1+ ——

darse varios casos, que se explican en los ejem-
plos siguientes.

Expresion racional es la que se puede escribir como | R(z) = 5 = 5
3 L _ p(x) x— x—
cociente de dos polinomios:  R(z) = ﬂ 1 -3 3 9
q(z
Si grado p(x) > grado ¢(z), es posible realizar la 2 2 -2 2
divisién y escribir la expresion en la forma ‘ 1 -1 1
x r(x
p(x) _ o(z) + (z)
q(z) q(x)
c(x): cociente; r(z): resto (grado r(z) < grado ¢(z))
. . . 3x — 2 1/4 11/4
Reduccién a suma de fracciones simples de una ex- v = / /
- . (r—1)(xz+3) x—1 x+3
presién racional es el proceso de expresarla como una
suma de fracciones cuyos denominadores sean polino-
mios irreducibles.
.. 322242
Procedimiento para reducir a suma de fracciones | R(z) = %
simples: e
a)  23-22%40 - z+2 222
a. Reducir al caso en que el numerador tiene grado 234 224 9 r — 1
menor que el denominador como se ha indicado 0— 22+ 2242
antes, y entonces aplicar lo que sigue al cociente + 22— -2
restante. 0+ x40
3 _ 9.2
b. Factorizar el denominador en factores simples R(z) = W =(r—1)+ 5 il
(de grado 1 si se puede; de grado 1y 2 si no). T2 = =2 rs —x—2
2 9 (m .
c. Encontrar los numeradores de las fracciones sim- b) #* —z—2=(z-2)(x +x1)' luego
ples por identificacién de coeficientes. Pueden R(z)=(z—1)+ —(:c "+ 1)
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Ejemplo 1.22

Caso en que ¢(z) tiene sélo raices simples: R(z) = (z — 1) + .

(z—2)(x+1)
La descomposicién en suma de fracciones simples, en este caso seréd de la forma:

T A N B
(z—2)(z+1) z-2 =z+1

Se trata ahora de encontrar los valores de A y de B que hacen que la anterior igualdad sea cierta Va € R.
Multiplicando ambos miembros por (z — 2)(xz + 1), queda z = A(z + 1) + B(z — 2).
Ahora se dan valores a x, para encontrar condiciones sobre A y B:

=2 = 2=34 = A=2/3
xr=-1 = —-1=-3B = B=1/3

Asi pues

(z—2)(z+1) z-2 =z+1 3

x _ 23, 13 1(2 1)

3 rx—2 x+1

y finalmente

- . - 2/3 . 1/3\ _ 1/ 2 1
R(x)—(x_l)+m_<m_l)+(;z:—2+:z:+1)_(x_1)+§ <x—2+x—|—1>

Ejemplo 1.23

Tr—3
Caso en que ¢(z) tiene sdlo raices simples: R(x) = .

2 —1

El grado del numerador ya es menor que el denominador.
El polinomio 22 — 1 tiene las raices = 1 y z = —1, luego la descomposicién en suma de fracciones simples,

en este caso sera de la forma:
Tr —3 A B

(z+1)(z—1) B m+1+x—1
Se trata ahora de encontrar los valores de A y de B que hacen que la anterior igualdad sea cierta Va € R.
Multiplicando ambos miembros por (z + 1)(z — 1), queda 7z —3=A(z— 1)+ B(z +1).
Ahora se dan valores a x, para encontrar condiciones sobre A y B:

r=1 = 4=2B = B=2
r=-1 = -10=-24 = A=5

Luego, finalmente:
Tr—3 ) 2

(z+1)(xz—1) :v—|—1+x—1
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Ejemplo 1.24

1
Caso en que ¢(z) tiene alguna raiz doble: T

x? —4x + 4
El denominador tiene la raiz doble x = 2, luego se factoriza: 2% — 4z + 4 = (z — 2)?
La descomposicién en suma de fracciones simples serd pues de la forma:

z+1 z+1 A B

P —do+d (@-27 z-2 (@-202

Multiplicando ambos miembros por (z — 2)2, queda x+ 1= A(z —2) + B.
Ahora se dan valores a x, para encontrar condiciones sobre A, B y C:

r=2 = 3=B
r=0 = 1=-24+3 = A=1

Se tiene, pues, la igualdad
z+1 1 . 3
(x—2)2 z-2 (r—2)2

Ejemplo 1.25

3
Caso en que ¢(x) tiene alguna raiz doble:

z(z —1)?
El denominador ya esta factorizado.
La descomposicion en suma de fracciones simples en este caso sera de la forma:

z(z—12 =z z-1 (z—1)2

Multiplicando ambos miembros por z(x — 1)?, queda 3 = A(z — 1)? + Bz(z — 1) + Cu.
Ahora se dan valores a x, para encontrar condiciones sobre A, By C:

r=0 = 3=A4A
r=1 = 3=C
r=2 = 3=A+2B+20=3+2B+6 = DB=-3

Asi pues
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Ejemplo 1.26

2z
Caso en que ¢(z) tiene alguna raiz doble: ——
que g() g EETE
3
El denominador ya esta factorizado: tiene la raiz doble z = — o La descomposicion en suma de fracciones
simples en este caso sera de la forma:
2z A B

B120)? 342z (3120

Multiplicando ambos miembros por (3 + 2z)?, queda 2z = A(3 + 2z) + B.
Ahora se dan valores a z, para encontrar condiciones sobre A y B:

r=—=- = -3=8B
r=0 = 0=34A+B=34-3 = A=1
La descomposicion buscada es:
2x 1 3

(3+22)2 3+2z (34 2x)2

Matematicas Aplicadas a la Biologia - Grado en Biologia Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla




1. Resumen de herramientas matematicas conocidas 23

1.3 Funciones

Funcioén real de variable real es una correspondencia del tipo
ftACR—R
que a cada valor z del conjunto de nimeros reales A le asocia un tinico namero real y = f(x)
fixeA—y=f(z) eR

Expresa en términos matematicos la dependencia de la magnitud y con respecto a la magnitud x.

1.3.1 Dominio e imagen de una funcién

Dominio de una funcién es el conjunto A en el que esta definida.

Ejemplo 1.27

flz)=a*+3
El dominio de esta funcién es toda la recta real R, ya que la expresion 2 + 3 esta bien definida para cualquier
valor de .

Ejemplo }.28
f(z) = -

1
El dominio de esta funcion es R \ {0}, es decir, toda la recta real excepto el origen, ya que — esta definida
x

para cualquier valor excepto para = = 0.

Ejemplo 1.29

f(z) =+Vz
La raiz cuadrada de un nimero negativo no esté definida, en consecuencia el dominio de esta funcién es el
conjunto R™ = {z € R : > 0}, es decir, la semi-recta formada por los ntimeros reales no negativos.

Ejemplo 1.30

flz)=+vz -2
Esta funcion sélo esta definida para los valores de x que hagan no negativo el radicando, es decir, para z—2 > 0
0, lo que es lo mismo, para > 2. Luego el dominio de la funciéon es {x € R : z > 2}.
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Ejemplo 1.31_~_\/5

(2) —
/(@) (14 4z)(z —2)

El numerador sé6lo esta definido para x > 0. El denominador esté definido para cualquier valor de x, pero el

cociente no esta definido cuando el denominador sea nulo:

l+4dx=0&2=-1/4
(14+4z)(x —2) =0« < o bien
r—-2=0&x=2

El valor x = —1/4 ya esté excluido por la condicion anterior. Por lo tanto el dominio de definicion de la funcion
sera:

{zeR :z>0}\ {2} =[0,2) U (2,+c0)

Ejemplo 1.?2 ( 1

)= —— In| ——
/(@) z+3 T+ 2
En primer lugar, el logaritmo so6lo esta definido para valores positivos de su argumento. Debe ser por tanto

>0 2+2>0 x> -2

x4+ 2

Ademas el denominador de la otra fraccion debe ser no nulo: =+ 3 # 0 < x # —3. Pero este valor z = —3
va estéa excluido, porque no verifica x > —2. El dominio es, pues,

{zeR:2>-2} =(-2,4+0)

Ejemplo 1.33
f(@) = Vem—3

La raiz cuadrada so6lo esta definida para nimeros no negativos. En consecuencia, debe ser
e"—3>0<=¢e">3

Haciendo uso de que el logaritmo es una funcion monoétona. es decir, que si a < b entonces In(a) < In(b), se
tiene:
e? >3 <= 1In(e”) =z > In(3)

El dominio es, pues,
{z €R : x >1n(3)} = [In(3), +0)

Ejemplo 1.134

En primer lugar se observa que la funcion logaritmo sé6lo esta definida para valores positivos, luego debe ser
x> 0.

Pero ademés, puesto que se trata de un cociente, hay que excluir del dominio los puntos en los que se anule el
denominador: la funcién In(z) s6lo se anula en = = 1.

El dominio es, pues,
D =(0,1)U(1,400)
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Ejemplo 1.35
x
f@) =
Tanto el numerador como el denominador son funciones definidas para cualquier valor de x. Los tinicos puntos
que hay que excluir del dominio son los puntos en que se anule el denominador.
Hay que calcular, pues, las soluciones de e?* + ¢* — 2 = (. Para ello basta observar que, si llamamos z = €7,
lo que nos queda es una ecuaciéon de segundo grado en z:

G =P e == s =

14148 143 [ 1
= 2 T~ T2 T -2

Puesto que e” es siempre positivo, s6lo nos interesa la raiz positiva, z = 1, de donde e® =1 < z = 0.
El dominio de la funcién es, por lo tanto:

D =R\ {0} = (~00,0) U (0, 0)

Ademas de por las condiciones mateméticas, el dominio de una funcién puede venir determinado por el significado
fisico de las magnitudes que representa.

Ejemplo 1.36

La dosis d (en mg) de un cierto medicamento que hay que suministrar a ninos menores de 14 anos viene dada,
en funcion de su edad t (en afios), por la formula siguiente

t . . . .
La funcién * tiene perfecto sentido para cualquier valor de ¢. Sin embargo, puesto que la variable indepen-

diente ¢ representa la edad del nifio, no tiene sentido que sea t < 0. Por otra parte, la férmula so6lo es aplicable
hasta los 14 anos, luego deber ser t < 14.
El dominio de la funcién es, pues,

{teR:0<t<14} = (0,14]

Imagen o recorrido de una funcién es el conjunto de valores que toma la funcion.

Ejemplo 1.37
y=fla)=2"+3
x? es siempre > 0, luego 22 + 3 > 3. La imagen de la funcién es, pues, {y € R : y > 3}.

Ejemplo 1.38
y=f(z) =+va+4
La imagen de esta funcion es
{yeR:y>0}
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1.3.2 Graficas de las funciones elementales

Existen varias formas de representar una funcién: mediante su féormula matemética, mediante una tabla de

valores, ...

Una de las mas frecuentes es mediante su grafica, ya que este medio permite hacerse una idea del comporta-

miento de la funcién con un soélo golpe de vista.

Conocer la grafica (el comportamiento cualitativo) de las funciones mateméticas elementales ayuda mucho en
el analisis y la comprension de otras funciones méas complejas (construidas normalmente a partir de aquéllas) y

de los fenémenos representables mediante funciones.

Se recuerdan a continuacién las principales de ellas.

GRAFICAS DE ALGUNAS FUNCIONES ELEMENTALES

La grafica de una funcién lineal y = mx + b es una linea
recta. (m y b son datos)

Su dominio es toda la recta real R.

m es la pendiente de la recta.

Sim > 0, la recta es creciente.

y=—X+2

y=4x+1

tal en y = 0.

La grafica de la funcién y =

es la misma hipérbola
T—a
desplazada” al punto z = a.

L 14 X

Si m < 0 la recta es decreciente.
La recta corta al eje OY en y = by, si m # 0, corta al eje
OX en el punto z = — —.

m

La grafica de una funcién cuadratica, y = az?+bx+c, es
una parabola (a, by ¢ son datos).
Su dominio es toda la recta real R. yoeicst

Si a > 0 la pardbola es convexa

Si a < 0 la parabola es concava ymctonas
Los puntos de corte con el eje OX son las raices de la ecua- <
cion ax? + bz + ¢ = 0, si existen. El punto de corte con el s b

. Jy==x"-10x- \
eje OY esy =c. : !
Las parabolas y = ax? + bz + c tienen una rama creciente y
otra decreciente.
@ - 1 .
La grafica de la funcién y = — es una hipérbola.
X

Su dominio es toda la recta real exceptuando el origen, |
R\ {0} ={z€R : z #0}. yl/x
Los limites laterales en z = 0 son —oo (por la izquierda) y ',(,ﬂ/(xfz)
+o00 (por la derecha). \
Es decreciente y no tiene puntos de corte con el eje OX. .
Tiene una asintota vertical en = 0 y una asintota horizon- Lope? X
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GRAFICAS DE ALGUNAS FUNCIONES ELEMENTALES

La funcién y = /T es la inversa de y = 22
Su dominio es la semi-recta real positiva, . ,
/
Rt ={zeR : x>0} \ v //y=x2
> a \
Es una funcién creciente. \ L
N i SR)
AN Ve
\\ //
X

Funcién exponencial de base a > 1, y = a”.

Cuando se menciona la funcién exponencial sin referen-
cia a su base, se refiere siempre a la funcién de base el
namero e.

Su dominio es R.

Es una funcién positiva y creciente.

Funcion logaritmo de base a > 1, y = log, ().
Es la inversa de la funcién exponencial con la misma
base. (y = log,(z) < a¥ = x).

. . ) — =

El logaritmo neperiano, con base el namero e, se y=1 7//]/
=l0og, (X
suele denotar In(z). y 24( )

Su dominio es RT = {z € R : = > 0} (para cualquier [t x=e X
base a > 0).
Para a > 1 es una funcién creciente.

La funcién exponencial con base a € (0,1) siempre
se puede escribir como una exponencial de base mayor
que 1 y exponente negativo:

1 1\ " 1\ "
a® = — = () . Luego a® = (> , con
a a a

0 < a < 1, es una funcién positiva y decreciente (ver
grafica). Su dominio es todo R.

Su inversa, la funcién log,(x), si a € (0,1) se puede
escribir

log1(z
log, (z) = longa; =— 1og%(x), que resulta ser una

a
funcién decreciente.
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GRAFICAS DE ALGUNAS FUNCIONES ELEMENTALES

Razones trigonométricas:

b

sen(a) = 2 cos(a) = —, v

C (& P=(cos(o),sen(a))
tan(a) = g = Sen(Oé)’ radio=t sen(a)

b cos(a) o

cos(a) X
X

Funciones seno y coseno Y

sen(z) (arriba)
cos(z) (abajo)
Ambas funciones son periédicas de periodo 2, es decir

sen(x + 27) = sen(x)
Vz € R.

cos(x + 2m) = cos(z)

Su dominio es todo IR.

Funcién tangente

sen(z)

cos(z)

Es una funcién periédica de periodo 7, es decir,
tan(z 4+ m) = tan(z) Vz € R

Tiene una discontinuidad de primera especie en cada
maltiplo impar de /2.

tan(z) =

La funcién arcotangente y = arctan(xz) es la Y
inversa de la tangente:

y = arctan(z) & z = tan(y). | —mmm—————— T2 e

Esta definida y es continua en todo R y es creciente. /

Es una funcién acotada: X
,,,,,,,,,,, S —

— g < arctan(z) < g, Vo € R.

1.3.3 Limites y continuidad

En la base del concepto de derivada estd un concepto abstracto, que nos serd absolutamente necesario: El
concepto de limite de una funcién en un punto. La idea es que los valores de la funcion se acercan al valor limite
cuando la variable independiente se acerca al punto.
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Limite de una funcién en un punto
Sea una funcion f(z) definida en un intervalo (a,b), y consideremos un punto ¢ € (a,b). Se dice que el limite
de f(z) en el punto x = ces L € R si:
Dado un intervalo arbitrariamente pequeno (L — e, L 4 €), podemos encontrar un intervalo en torno al punto
¢, (c—6,c+90), tal que toda la imagen del intervalo (c—d,c+4) (salvo el punto ¢) estd incluida en el intervalo
(L—¢e,L+e¢). O sea,

si0<|z—c| <0, entonces|f(x)—L|<e.

En este caso, se escribe
lim f(x) = L.

T—cC

El concepto anterior de limite se extiende de forma natural a limites por la derecha (cuando = > ¢) y por la
izquierda (cuando = < ¢): Basta pedir que la imagen de (¢, c+9) (en el primer caso) o de (¢— 4, ¢) (en el segundo
caso) esté incluida en el intervalo (L — e, L + ¢). Se denota

lim f(x)=L ¢ lim f(z)=L.

r—ct T—c™
El siguiente cuadro resume los distintos conceptos relacionados con el limite de una funcién en un punto, e
incluye sus definiciones formales.

Se dice que el limite de f(z) cuando x tiende a a es A si cuando tomamos
, valores de x cada vez mas préximos a a, aunque sin llegar a a, los valores de f
H{; flz)=A estan cada vez mas préximos a A.

Ve > 0 existe § > 0 tal que si 0 < |z — a|] < ¢ entonces |f(z) — A| <e¢

Se dice que el limite de f(z) cuando x tiende a a por la izquierda es A si cuando
tomamos valores de x mas pequenos que a y cada vez mas préximos a a,

1}3}}, fl@)=A aunque sin llegar a a, los valores de f estan cada vez mas préximos a A.
Ve > 0 existe § > 0 tal que si z € (a — J,a) entonces |f(z) — A| < e
Se dice que el limite de f(x) cuando « tiende a a por la derecha es A si cuando
; A tomamos valores de x mayores que a y cada vez mas préximos a a, aunque
wkgﬂ flz)= sin llegar a a, los valores de f estan cada vez mas proximos a A.
Ve > 0 existe § > 0 tal que si z € (a,a + J) entonces |f(z) — A| < ¢
Se dice que el limite de f(z) cuando x tiende a a es 400 (—o0) si, cuando
., tomamos valores de x cada vez mas préximos a a, aunque sin llegar a a, los
il_rffl f(z) = +00 (—00) valores de f(z) se hacen mas grandes (pequefios) que cualquier nimero positivo
(negativo).
VM > 0 (M < 0) existe § > 0 tal que 0 < |z — a|] < ¢ implica f(z) > M
(f(z) < M)
h’m+ f(z) = £oo Las definiciones de estos limites resultaran evidentes a partir de las cuatro
T—a .
T f(ac) = Jdso anteriores.
r—a

Una funcién tiene limite en un punto = = a si y sélo si existen los limites laterales y son iguales y finitos.

Ademas del limite de una funcién en un punto, en muchas ocasiones interesa considerar el comportamiento de
una funciéon cuando la variable independiente se hace infinitamente grande (+00 0 —00).
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LIMITES DE FUNCIONES EN +o0

Se dice que el limite de f(x) cuando z tiende a +0o es A si, cuando tomamos

; valores de z: cada vez mas grandes, los valores de f(z) se acercan cada vez mas
lim f(z)=A A

x——+o00 a .

Ve > 0 existe M > 0 tal que x > M implica |f(z) — A] < ¢

Se dice que el limite de f(z) cuando z tiende a +00 es 400 si, cuando tomamos

valores de x cada vez mas grandes, los valores de f(x) se hacen mas grandes

que cualquier nimero positivo.

T—+00
VM > 0 existe N > 0 tal que z > N implica f(z) > M
Se dice que el limite de f(x) cuando z tiende a +00 es —oo si, cuando tomamos
, valores de x cada vez mas grandes, los valores de f(x) se hacen mas pequefios
ZEIEOO (z) = —oo que cualquier nimero negativo.
VM < 0 existe N > 0 tal que > N implica f(z) < M
i f(z) = A Las definiciones analogas cuando z tiende a —oo son faciles de deducir.
lim f(x) =400
r—>—00
lim f(z)=—-00
r—r—00

Los limites verifican una serie de propiedades que permiten calcular nuevos limites a partir de los ya conocidos.
El célculo de limites sencillos se supone, en este curso, materia conocida del bachillerato. Para aquellos que
necesiten repasarlos se incluye, en el Apéndice 7?7, un resumen de métodos de célculo de limites y numerosas
ejemplos ilustrativos.

La mayoria de los limites de funciones sencillas se pueden calcular por estos métodos. En algunos casos es preciso
recurrir directamente a la definicion formal de limite, como en los dos siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.319
lim x sen (f) =0
x—0 aE

«WWM/\ /\

LR v .

En efecto, denotemos f(x) = zsen(1/x), ¢ =0, L = 0. Entonces,
|[f(z) = L| = |f(2)| = |zsen(1/z)| < |z].

Si queremos que |f(z)| < e cuando |z| < J, basta elegir § = €. La imagen por f del intervalo (¢ — &,¢ + €)
(excepto x = 0) esta contenida en el intervalo (L — e, L + ¢).
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Ejemplo 1.40
f(z) = sen (=) no tiene limite en z =0
a

Podemos encontrar valores de z arbitrariamente cercanos a cero tales que sen(1/x) toma cualquier valor a

| H‘

| |

sen(l/z) =a si 1/x = arcsen(a)+ 2kw, VEk € Z.
1

arcsen(a) + 2km
Por tanto, los valores de sen(1/z) no pueden acercarse a ningtn limite L concreto cuando z — 0.

En efecto,

Entonces, si se eligen xp = se tiene sen(1/x) = a.

Funcién continua
En lenguaje impreciso, se dice que una funcién es continua si se puede dibujar sin levantar el lapiz del papel.

Si en algtin punto hay que levantar el lapiz del papel para dibujar la gréafica de una funcién se dice que la
funcion es discontinua en dicho punto.

Matemaéaticamente esto se formaliza pidiendo que el limite de la funcién en cada punto x del dominio de la
funcion coincida con el valor de la funcion f(z):

Supongamos que una funcion f estd definida en un intervalo (a,b) y sea ¢ un punto del intervalo. Diremos
que f es continua en c si

lim /() = /(o).

Tr—rc

Figura 1.1: En el intervalo en que esta representada, Figura 1.2: La grafica de esta funcion esté formada
la gréfica de la funcién se puede trazar sin levantar por dos ramas. Para dibujarlas es preciso levantar el
el lapiz del papel: la funcién es continua en dicho lapiz del papel: la funcién es discontinua en x = 0.
intervalo.
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Es muy importante saber detectar los puntos de discontinuidad de una funcién, ya que, cuando los valores de esa
funcién representan una magnitud «real», dichos puntos siempre indican fenémenos relevantes (una explosion,
un choque, un modelo matemético que deja de ser valido, ...)

Las funciones definidas por expresiones elementales? son continuas en todos los puntos en los que estén definidas.
Para describir y analizar de forma precisa estos fenémenos en otros casos es necesario recurrir al concepto de
limite, ya conocido del bachillerato.

Para el desarrollo de esta asignatura es necesario tener cierta soltura en el manejo de los métodos de calculo de
limites sencillos de funciones de una variable. Para repasarlos, se puede recurrir a los manuales de matematicas
del bachillerato. En el Apéndice 77 de estos apuntes se puede encontrar un resumen y algunos ejercicios de
repaso.

1.3.4 Estudio asintotico

Con frecuencia interesa conocer el comportamiento de una funcién en las proximidades de los puntos en los
que no esté definida, o bien en los extremos de su dominio de definiciéon o cuando x — £oo si la funcién esta
definida en un dominio no acotado. Para ello son necesarios los limites.

Asintotas horizontales

Si, cuando z tiende a 400, los valores de una funcién tienden a acercarse a un valor b sin nunca llegar a él, se
dice que la funcién tiene una asintota horizontal y = b para x — +o00. Graficamente, esto significa que la curva
y = f(x) se comporta, por la derecha, de forma “parecida” a la recta horizontal y = b.

Analogamente, si, cuando x tiende a —oo, los valores de una funcién tienden a acercarse a un valor b sin nunca
llegar a él, se dice que la funcién tiene una asintota horizontal y = b para x — —oo.

Asintota horizontal
Una recta horizontal y = b es una asintota horizontal de la funcion f(x) si

lim f(z) =b o bien lim f(z) =0

Tr—r 400 T—r—00

Ejemplo 1.41

T 9
Estudiar las asintotas horizontales de la funcion f(z) = c

et —1

Esta funcién esta bien definida excepto cuando e” — 1 = 0, es decir, cuando z = 0. Luego su dominio de
definicion, D = R \ {0} = (—00,0) U (0, +00), es no acotado y tiene sentido estudiar la posible existencia de
asintotas horizontales.

Se tiene, cuando z tiende a +oo:

) A
e — 2 L 10

, o
lim =—=Ilim —==—-—-=1
z—+oo e — 1 00 T—+oo 1

Esto significa que la recta y = 1 es asintota horizontal de
f(z) para © — +oo.
Por el otro lado, cuando x tiende a —oc:

i et =20 0 —20 " —2 9
1m = — = — =

z—0 e —1 (0-—1 —1

Esto significa que la recta y = 2 es asintota horizontal de f(x) para z — —oo.

Esta funcion, pues, tiene dos asintotas horizontales: y = 2 para x — —oco e y = 1 para x — +00.

2Expresiones construidas con las operaciones aritméticas aplicadas a las funciones elementales (polinémicas, racionales, trigono-
métricas, exponenciales, etc.) y su composicion.
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Asintotas verticales

Si, cuando x se “acerca” a un valor a (por su derecha o por su izquierda), los valores de una funciéon se hacen cada
vez mas grandes (en valor absoluto; pueden ser positivos o negativos), se dice que tiene una asintota vertical
en z = a. Obviamente, para que esto pase, tiene que ocurrir que f no esté definida en x = a, pero si en puntos
muy cercanos a a.

Asintota vertical
Una recta vertical z = a es una asintota vertical de la funcion f(x) si

lim f(z) =400, 6 lim f(z) = —o0, 6 lim f(z)=+oc0, 6 lim f(z) = —o0,

r—at r—at T—a— T—a—
Ejemplo 1.42 2
Estudiar las asintotas verticales de la funcién f(z) = 1
x
Esta funcion esta bien definida excepto cuando = + 1 = 0, es decir, cuando £ = —1. Luego, la tinica candidata

a ser asintota vertical es x = —1.

yA
Hay que analizar los limites de f(z) cuando z tiende a —1
por la izquierda y por la derecha, ya que f esta definida a
ambos lados de este valor.
e (12
im = = = —00
a—(—1)*+ T+ 1 —1+1 0+
—z? —(—1)2 -1
lim A (=1) = = +00
z—(-1)- x+1 —-1+1 0~
Esta claro, pues, que x = —1 es una asintota vertical y >
que, cuando z tiende a —1 por la izquierda, los valores de - X
la funcién crecen indefinidamente hacia +oo y, cuando x
tiende a —1 por la derecha, los valores de la funciéon decrecen
indefinidamente hacia —oo.

Asintotas oblicuas

Si, cuando z tiende a +o0, una funcion tiende a “parecerse” a la recta y = max + n (para algin valor de m y n),
se dice que y = mx + n es una asintota oblicua de f.

Analogamente cuando x — —o0.

Asintota oblicua
Una recta y = mz + n es una asintota oblicua de la funcion f(x) si

lfim [f(x) —(mx+n)| =0, 06 bien lim |f(z) — (mz+ n)] =0,

r——+00 T—r—00
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Se observa que si se tiene, por ejemplo

lim [f(x) — (mz + n)} =

T—+00

entonces también se tiene:

lim

Iim —==m
y T——+00

T—+00 I

Estas igualdades permiten calcular los valores m y n.

0,

[f(ac) - mm]

n

Ejemplo 1.43 2
Estudiar las asintotas oblicuas de la funcién f(z) =

asintotas oblicuas.

En primer lugar cuando x tiende a +oo; hay que ver si existe el
limite

—Z

.2
z+1l i L lim
z—+oo T + 1

lim = lim — =
z—+oo T z—+o00 x(x + 1)

, —x
= lim —=-1=m
r—+0 I
Para confirmar la existencia de una asintota oblicua, hay que ver

ahora si existe el limite

lim
r—>+o0

2
lim lim [
z—+oo |+ 1

2
z—+00 [x+1

—mx| = +x| =
} ] z+1

T

3

1m =
z—+oo T+ 1

1=n

En consecuencia, y = mx +n = —z + 1 es asintota oblicua de f
para r — +00.
Los mismos resultados se obtienen para xr — —oo.

z+1

—x?+ 2’ +z

Esta funcion esta bien definida en (—oo, —1) U (—1, +00), luego tiene sentido estudiar la posible existencia de
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Ejemplo 1.44 22
Estudiar las asintotas de la funcién f(z) = — T
22—
La funcion esta bien definida excepto cuando 22 —1 = 0, es decir, cuando Y

x = £1. Luego el dominio es D = (—o0,—1) U (—=1,1) U (1, +00)
En consecuencia:

1. Tiene sentido estudiar el comportamiento cuando x — 400, ya que )
f esta definida para esos valores. *

2. Los dos puntos de discontinuidad de f (z = —1 y = 1) propor-
cionan sendas candidatas a asintotas verticales.

Asintotas horizontales (comportamiento de f cuando z — +00):

. § e ) ? . P
lim = lim — =1 y lim = lim —
T—r+00 1,‘2 —1 T—>+00 :p2 I—>—00 $2 = T—r—00 :p2

=1

Es decir, y = 1 es asintota horizontal de f para x — 400 y para x — —oc.

Asintotas verticales: comportamiento de f cuando x se acerca a —1 y a 1:

, x2 , x2
lim  ——— = +o0, lim ———=-00
z—(—1)- x* —1 z—(—1)t % — 1
) z? . z?
lim = —00, 400

1 =
z—=(1)- 22 —1 w—fglw 2 -1

Luego z = —1 y « = 1 son asintotas verticales de f.
Asintotas oblicuas: no hay, ya que hay horizontales, tanto para x — +0o0 como para £ — —oQ.

1.3.5 Concepto de derivada

El concepto de derivada es uno de los méas importantes de la mateméatica actual. En su forma moderna fue
introducido por Newton y Leibnitz a finales del siglo XVII. Newton lo usé, por ejemplo, para calcular la 6rbita
de la Luna y de los planetas a partir de su famosa Ley de Gravitaciéon Universal.

La derivada expresa basicamente la rapidez con la que una funcién varia en cada punto. Consideremos una
funcion f definida en un intervalo (a,b), y un punto ¢ € (a, b). La variacion de f entre ¢ y otro punto z de (a,b)

es f(x) — f(c¢), y su variacién promedio, w
La derivada de f en x = ¢ se define como el limite de la variacion promedio:
f'(c) = lim M (1.1)
T—cC Tr—c

Derivada de una funcién en un punto.
Se llama derivada de f en ¢y se denota f’(c) al limite, si existe

i f@ =) fleth) = (o)
fl)=lim = ===

Si existe dicho limite, se dice que [ es derivable en c.
Si la derivada de f existe en todos los puntos de un intervalo I, entonces se dice que f es derivable en el
intervalo I.

Si la funcion es continua en x = ¢, el numerador de este cociente se anula en & = ¢, por lo que cabe esperar que
este limite exista. Obviamente, no existira si f no es continua en z = c¢. De hecho, se demuestra facilmente que
si f es derivable en ¢, entonces es continua en c.
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f(c+h)

f(c+h)~f(c)

Figura 1.3: La derivada de f en a «mide» el crecimiento de la funcion en el punto a.

Teorema
Si f es derivable en a, entonces f es continua en a.
Demostraciéon Puesto que f es derivable en a se tiene

Fla) = 1im L@FN = Fl@) _ ) @) = F)

h—0 h z—a Tr—a

Para demostrar que f es continua en a hay que probar que lim f(z) = f(a) o, lo que es lo mismo, que
T—ra

lim (f(z) — f(a)) = 0. Ahora bien,

Tr—ra

lim (f(z) — f(a)) = lim

T—a Tz—a T — a

Lo cual termina la demostracion.

El Teorema anterior implica ademés que, si f no es continua en a, entonces f no puede ser derivable en a.

Lo contrario no es cierto: una funcién puede ser continua en un punto y no ser derivable en dicho punto, como
se puede comprobar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.45
La funcién f(z) = |z| es continua en z =0 y no es derivable en dicho punto
Para comprobar que f es derivable habria que verificar que existe y es finito el limite

o JO+ER) O 0+R=j0 _ Al
h—0 h h—0 h h—0 h

La funcion f(z) = |z| esta definida por

|z| = z sz 20 onsecuencia Al 1 sthz20
Tl 2 siz<o E ho | -1 sih<0

lo que pone de manifiesto que no existe el limite por no coincidir los limites por la derecha y por la izquierda
o 1t JOFR) = £(0)

y por tanto que la funcién no es derivable en 0.
h—0 h

Observando la grafica de la funciéon |z| en la Figura (1.4) se comprende de forma intuitiva que esto era de
esperar, ya que en el punto x = 0 el crecimiento de la funcién cambia de forma radical: pasa de tener pendiente
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—1 a tener pendiente 1. En general, las funciones cuyas gréaficas presenten “picos” no van a ser derivables en

esos puntos (véase Figura (1.5)).

A

Figura 1.4: La funciéon f(z) = |z| no es derivable en
z = 0, ya que los limites por la derecha y por la
izquierda del cociente incremental son distintos.

Figura 1.5: Las funciones que, como la de la figura,
aun siendo continuas, presentan “picos” en determi-
nados puntos no son derivables en dichos puntos, por

la misma razoén que la funcion |z|.

Podemos caracterizar la derivada como sigue: La recta secante a la curva y = f(z) en dos puntos (¢, f(c)) y

(d, f(d)) es
f(d) — f()
d—c
de modo que la pendiente a esta recta secante es justamente la variacién promedio de f entre ¢ y d. Si acercamos

d a ¢, la recta secante se acercara progresivamente a una ideal “recta tangente” cuya pendiente sera logicamente
f/(¢). La ecuacion de esta recta serd, pues,

y=plx—c)+ f(c), con p=

y=r() =)+ flo).

Esto ocurrira solamente si existe esta derivada, y entenderemos que la curva y = f(z) admite una recta tangente
en el punto (¢, f(c)) si f es derivable en z = c.

fla+h)
f(a+h)~f(a)

f(a) 5 f(a)

Figura 1.7: Cuando h tiende a 0 el punto ¢ + h se
confunde con el punto c y la recta secante se convierte
en la tangente a la curva en el punto (¢, f(c)), de
ecuacion y = f(c) + f'(¢)(xz — ¢).

Figura 1.6: La recta secante a la curva en los puntos
(¢, f(c))y (c+ h, f(c+ h)) tiene la ecuacion

y:f(c)er(x,c)

Si una funcion es derivable en un conjunto D, se puede definir la funcion derivada: ' : D — R que transforma
cada punto z € D en la derivada de f en ese punto, f'(x). Es un concepto practico, que permite denotar las
derivadas de funciones habituales con comodidad.
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La notacion f’ que estamos usando se debe a Lagrange. Existen otras notaciones para las derivadas. Por ejemplo,
dj .
ar (debida a Leibnitz) 6 f (debida a Newton). Esta ultima es mas utilizada en Fisica.
x

El célculo de derivadas sera fundamental y de uso continuo en este curso. Las reglas para el calculo de derivadas
se suponen bien conocidas de bachillerato, y se asume que los estudiantes estdn suficientemente familiarizados
con ellas. Aquéllos que necesiten repasar estos conceptos pueden acudir a sus textos de bachillerato o bien al
Apéndice 7?7 de estos apuntes, donde encontrardn un resumen de los mismos y un buen niimero de ejercicios.

1.3.6 Crecimiento y decrecimiento

Funciones crecientes y decrecientes
Una funcion, f, definida en un intervalo I, se dice que es creciente en I si f(z1) < f(z2) siempre que 1 < x2
en [.

Analogamente, se dice que f es decreciente en [ si f(z1) > f(z2) siempre que x1 < x5 en I.

Las funciones que son crecientes o decrecientes en todo su dominio de definicién se denominan monétonas.
Por ejemplo, e* es una funcién monétona creciente.

La derivada proporciona un criterio simple para saber cudndo una funcién es creciente o decreciente:

Criterio de crecimiento/decrecimiento
Sea f derivable en (a,b).

a) Si f'(x) >0 Va € (a,b), entonces f es creciente en (a,b)

b) Si f'(z) <0 Vz € (a,b), entonces f es decreciente en (a,b)

El conocimiento de los intervalos donde una funcién es creciente y decreciente proporciona, a su vez, informacién
sobre sus minimos y maximos locales, como se verd mas adelante.

Ejemplo 1.46 22
Estudiar los intervalos de crecimiento/decrecimiento de la funciéon f(z) = =1
& —
Esta funciéon no esta definida para x = £1. Su derivada es
2z(z? — 1) — 2222 -2z
f'(w) = 2 2 = 2 2
(2 —-1) (z2—-1)
que se anula para x = 0. En consecuencia, los puntos en los que f’ puede cambiar de signo son z = —1, 2 =0
yr=1.
(_007 _1) (_17 O) (0, 1) (17 +OO)
=23 + + — —
(2 —1) + + + +
@ |+ |+ [ -1 -
Asi,
f es creciente en (—oo, —1)
f es creciente en (—1,0)
f es decreciente en (0, 1)
f es decreciente en (1, +00)
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Ejemplo 1.47
Estudiar los intervalos de crecimiento/decrecimiento de la funciéon f(z) =

SIE

Esta funcion sélo esta definida para x > 0. Su derivada es

1 ~ In(a) 1
2V nx2\/5_ 1 Inz 1 Inz 2—Inz

f@=——7p 2V s T wvE Taye | ZovE

que se anula para 2 — Inz = 0, es decir, para x = e2. En consecuencia, f’ sélo puede cambiar de signo en

x = e
(0,€?) | (e?, +o0)
2—Inzx + —
2z+/T + +
f'(z) + -
Asi,

f es creciente en (0, e?)
f es decreciente en (€2, +00)

1.3.7 Maximos y minimos relativos

Hablando sin precision, se dice que una funcion tiene un minimo (respectivamente méaximo) relativo en un punto
x = ¢ si el valor que toma en dicho punto f(c) es menor o igual (resp. mayor o igual) que los valores que toma

en los puntos del entorno de c.

c-3 c c+3

a c-5 c c+d b
Figura 1.8: Minimo local o relativo. Si f esta definida Figura 1.9: Maximo local o relativo. Si f esta definida
en (a,b) (abierto) y ¢ € (a,b), se dice que f tiene un en (a,b) (abierto) y ¢ € (a,b), se dice que f tiene un
minimo relativo en ¢ si, para algiun valor § > 0 se méaximo relativo en c¢ si, para algiun valor § > 0 se
tiene tiene
fle) < f(x) Ve € (c—d,c+9) C (a,b). fle) > f(x) Ve € (c—d,c+ ) C (a,b).

Criterio de minimo / maximo local
Sea f una funcién continua en (a,b) y sea ¢ un punto de (a,b).

a) Si f es decreciente en (a,c) y creciente en (c,b), entonces f tiene un minimo relativo en z = c.

b) Si f es creciente en (a,c) y decreciente en (c,b), entonces f tiene un maximo relativo en z = c.

Si f es derivable y su derivada es continua en (a,b), los resultados anteriores se pueden expresar en funcion del

signo de la derivada.
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f decreciente

Figura 1.10: Si f es decreciente a la izquierda de
€ (a,b) y creciente a su derecha, es claro que f
tiene un minimo relativo en el punto z = c.

Figura 1.11: Si f es creciente a la izquierda de
¢ € (a,b) y decreciente a su derecha, es claro que
f tiene un méximo relativo en el punto z = c.

a) Sif'<0en (a,¢)y f'>0en
(tangente horizontal en (¢, f(c))).

(c;b

)

b) Sif'>0en (a,¢)y f' <0en (c
(tangente horizontal en (c, f(c))).

Criterio de minimo / méaximo local utilizando la derivada
Sea f : (a,b) — R derivable y con derivada continua en (a,b), y sea ¢ € (a,b) un punto interior al intervalo.

, entonces f tiene un minimo relativo en z = ¢ y se tiene f’(c) =0
y

,b), entonces f tiene un maximo relativo en & = ¢ y se tiene f'(c) =0

Como consecuencia de lo anterior, se tiene
que los puntos donde se anule la derivada,
f'(xz) =0, son candidatos a ser maximos 6 minimos
relativos de la funcion.

Pero, tras identificarlos, es necesario cerciorarse de
que son efectivamente méximos o minimos, ya que
no todos lo son, como se muestra en el ejemplo de la
Figura (1.12).

Puntos criticos
Los puntos en los que se anula la derivada de una
funcién se llaman puntos criticos de dicha funcién.

Los puntos criticos pueden ser, ademés de méximos
y minimos relativos, puntos de inflexién.
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f creciente

>0

f(c)=0

f' >0
f creciente

a/ c B

Figura 1.12: Esta funcion tiene tangente horizontal
en el punto x = ¢, aunque no tiene en dicho punto ni
un minimo ni un maximo relativos. Lo que tiene es un
punto de inflexion, es decir un punto donde cambia
su concavidad (en este caso, cambia de concava a
convexa).
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No hay que olvidar, no obstante, que una funcién
continua puede tener un extremo relativo (minimo o
méaximo) en un punto en el que no se anule la deri-
vada.

Esto puede suceder en un punto en que la funcion
continua no sea derivable, como es el caso de la fun-
cion de la Figura (1.13).

En la bisqueda de méximos y minimos relativos de
una funciéon hay que analizar, ademés de los pun-
tos criticos, los puntos en los que la funcién no es
derivable, si los hay.

Figura 1.13: Esta funcion tiene un minimo relativo
en el punto z = ¢ aunque no se verifica f'(c) = 0:

de hecho no se puede hablar de f/(c), ya que f no es
derivable en c.

Ejemplo 1.48
Encontrar los extremos relativos de la funcién f(x) = 23 — 122 — 3.

Para determinar los extremos locales se analizan los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(z). Para
ello se comienza por determinar los puntos criticos (los puntos en que se anula la derivada)

fl(@)=322-12=3(2—4) =3z —-2)(z+2) =0 < { 522_2
Estudiando el signo de f’ se tiene que
f'(xz) > 0en (—oo0,—2) f es creciente en (—oo, —2)
f'(x) <0en (—2,2) = ¢ [ es decreciente en (—2,2)
f'(z) > 0en (2,+00) f es creciente en (2, +00)
Esta claro de lo anterior que f tiene un maximo relativo en x = —2 - : -

y un minimo relativo en z = 2.
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Ejemplo 1.49
Encontrar los extremos relativos de la funciéon f(z) = z* — 22% + 22 + 1.
Se trata de una funcién polinémica, en consecuencia esta bien definida y es continua y derivable en todo RR.
Hay que estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x), es decir, puesto que f es derivable en
R, el signo de su derivada:
1 rz=1
f'(z) = 4% — 62° + 2 = 4(x — 1)? <x+§>=0@ 1
z=—=
2
Analizamos el signo de f’:
(_007—1/2) (_1/27 1) (17+OO)
(z—1) + + +
1
8 = 5) - =F +
@) = - -
Se tiene, pues
1 . 1
f'<0en (—o0,—2) f es decreciente en (—oo, — 5)
/ 1 — . 1
n{—5, T es creclente en (— =, +00
f'>0en (= 3,+00) f t 5
de modo que
: . . 1
f tiene un minimo relativo en x = — B

1.3.8 Concavidad y convexidad

Aunque se puede dar una definicion de funcién convexa o concéva méas general que la que sigue, ésta es suficiente
a los efectos de este curso.

Funciones convexas y concavas
Una funcion f(x) derivable es convexa en (a,b) si su derivada, f’(z), es creciente en (a,b).

Si la derivada, f’(x), es decreciente en (a, b), entonces la funcion es concava.

Observacion: en ocasiones se genera cierta confusion porque en algunos ambitos las denominaciones céncava
y convexa estan intercambiadas. En caso de duda, conviene especificar cual es la que se esté usando.

Como se ha visto con anterioridad, el signo de la derivada de una funcion indica si ésta es creciente o decreciente.
En consecuencia se puede utilizar el signo de «la derivada de la derivada» para determinar la convexidad o
concavidad de una funcion.

Derivada segunda
Si la derivada de una funcion f(x) es, a su vez, derivable, se dice que f(z) es dos veces derivable, a la derivada
de la derivada se le llama derivada segunda y se denota [’ (x).

Utilizando la derivada segunda de f, se tiene el siguiente criterio de convexidad/concavidad:
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Figura 1.14: Funcién concava: su derivada es decre- Figura 1.15: Funcién convexa: su derivada es crecien-
ciente. Tiene forma de gorra o de monte. te. Tiene forma de copa o de valle.

Criterio de convexidad / concavidad
Si f(x) es dos veces derivable en (a,b), se tiene:

a) Si f(x) > 0 Vz € (a,b), entonces f(x) es convexa en (a,b).

b) Si f”(x) <0 Vz € (a,b), entonces f(x) es concava en (a,b).

Puntos de inflexién
Los puntos en los que una funcién pasa de concava a convexa o viceversa se denominan puntos de inflexion.
Utilizando el criterio anterior se tiene:

a) Si f"(z) > 0Vx € (a,¢) y f"(z) <0 Vzx € (c,b), entonces f(z) tiene un punto de inflexiéon en z = ¢, en
el que pasa de convexa a concava.

b) Si f"’(z) <0Vz € (a,¢) y f’(x) >0 Vz € (¢,b), entonces f(z) tiene un punto de inflexién en x = ¢, en
el que pasa de concava a convexa.

Ejemplo 1.50
fz) =2

Esta funciéon es polindmica, luego esta bien definida y es continua y derivable en todo R.

Derivadas de f: f'(z) =2z y f"’(z)=2.

Por lo tanto se tiene f”(z) > 0 para todo € R y en consecuencia que f’ es creciente y que f es convexa en
R.

f no tiene puntos de inflexion.

Ejemplo 1.51
fl@)=2°

f esta bien definida y es continua y derivable en todo R.
Derivadas de f:  f/'(z) =3z% y f"(z) = 6u.
Intervalos de convexidad: f” solo se anula para z =0y es

—> f tiene un punto de inflexién en z =0

f”<0en (—00,0) = f es concava en (—oo,0)
/" >0en (0,+00) = f es convexa en (0,+0c0)
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1.3.9 Representacion grafica de funciones

Los elementos basicos descritos en el Tema 1 (dominio, ceros, signo, asintotas), junto con la informacion pro-
porcionada por la derivadas primera y segunda sobre el crecimiento o decrecimiento de la funcién, sus extremos
relativos, su convexidad o concavidad y sus puntos de inflexion, permiten esbozar con mucho detalle la grafica
de la funcion.

Los aspectos a analizar para ello se resumen en el cuadro siguiente:

PROCEDIMIENTO PARA LA REPRESENTACION DE FUNCIONES

Dominio, corte con los ejes y signo de la funcién:

Dominio

Determinar el conjunto D de los valores de x para los que estd definida la
funcion

corte con el eje OY (*)

Calcular, si existe, el punto (0,y) con y = f(0).

cortes con el eje OX (*)

Calcular, si existen, los puntos en que la grafica corta al eje OX, que son los
puntos (z,0) donde x es una solucién de la ecuacién f(x) = 0.

signo de la funcién
(no es imprescindible; sélo si es
«facil»)

Determinar los intervalos en donde la funcién es positiva y negativa
{z € D : f(x) > 0} (la grafica de la funcién esta por encima del eje OX)
{r €D : f(x) <0} (la grafica de la funcién esta por debajo del eje OX)

A sintotas:

asintotas verticales

Analizar la existencia de valores de © = k para los cuales se tenga
lim f(x) = o0 o bien lim f(z) = +o0
z—kt z—k—

asintotas horizontales

Calcular, si existen, lim f(z) y lim f(z). Si alguno de ellos tiene un
r—+00 T—~+00

valor finito, por ejemplo k, entonces la recta y = k es una asintota horizontal.

asintotas oblicuas

Son las rectas y = max + n tales que lim (f(z) —max—n) =0
r—Fo0

Si existen, se pueden calcular m y n mediante

. f2)

yn=_ln_(f(x)~ma)

Monotonia:

intervalos de crecimiento

Calcular los intervalos donde f/(x) > 0: en estos intervalos la funcion es
creciente.

intervalos de decrecimiento

Calcular los intervalos donde f/(x) < 0: en estos intervalos la funcién es
decreciente.

minimos locales de f.

Conociendo los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién es posible determinar los maximos y

extremos relativos

Calcular los puntos = = a tales que f'(a) = 0.
si f"”(a) > 0, x=a es un minimo local
si f"”(a) < 0, x=a es un maximo local

Curvatura:

intervalos de convexidad

Calcular los intervalos donde f”(x) > 0

intervalos de concavidad

Calcular los intervalos donde f”(x) < 0

puntos de inflexién

Calcular los puntos « = a tales que f”(a) = 0.
si f""(a) > 0, x=a cambio céncavo a convexo
si f"(a) < 0, x=a cambio convexo a céncavo
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Ejemplo 1.52 oz
Representar graficamente la funciéon f(z) = 7
x

Dominio de definicién: (0, +00)
Corte con el eje OY: no hay, ya que el punto z = 0 no pertenece al dominio de definicion.
Corte con el eje OX: la ecuacién Inz = 0 sélo tiene la soluciéon x = 1. Luego el tinico punto de corte es
(1,0).
Signo de la funcién: claramente se tiene que f(x) < 0 para € (0,1) y que f(x) > 0 para x € (1,400).
Esto nos permite ya determinar las regiones del plano donde esté la grafica (ver Figuras)
Asintotas horizontales:
1 1 2 2
ST /@ m 2% i

Es decir, f tiene una asintota horizontal para y = 0 cuando = — 400
Asintotas verticales: el tinico punto donde f puede tener una asintota vertical es a la derecha de = = 0.

Calculamos el limite correspondiente

, Inz —o0
Iim —=—=-

z—0t \/E o 0

Es decir, f tiene una asintota horizontal, y = 0, cuando x — 400

Derivada: La derivada de la funcién es:

1 1
f(z) = E\/__ 2z o _2-—Inx
B @ N

Crecimiento y decrecimiento: El denominador, 2x+/x, es positivo en todo el dominio de definicion, luego
el signo de la derivada viene determinado por 2 — Inz, que se anula en & = €2, es positivo en (0, €?) y negativo
en (€2, 400): la funcién es creciente en (0, e?) y decreciente en (2, +00).

Extremos: La funcién cambia de creciente a decreciente
en el punto = = €2, por lo tanto tiene un maximo en dicho

1 2
punto. El valor de la funciéon en z = €2 es f(e?) = ne _

) Ve2 y
= ~0.73.

e
Derivada segunda:

1
—52:1:\/_—(2—1111:)3\/5 —8+3nz e e

4g3 425/2

f(x) =

Convexidad y concavidad: La derivada segunda se anula
cuando 3lnz — 8 = 0, es decir, para x = ¢3/3 ~ 14.4, y se
tiene

f"(x) <0 en (0,e%3) = f es concava en (0, e%/3)
f"(x) >0 en (e%/3,4+00) = f es convexa en (%3, +00)
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Ejemplo 1.53 1 203 11

Representar graficamente la funcién f(z) =2z + — >

Dominio de definicién: (—oo,0) U (0, +00)

Corte con el eje OY: no hay, ya que el punto z = 0 no pertenece al dominio de definicion.
1 1 -1

Corte con el eje OX: la funcién se anula cuando 22+ — =0 & 23 =—~- & 2= — ~ —0.79
2 2 2

Signo de la funcién: claramente se tiene que f(z) > 0 si > 0. Por otro lado,

. =1
1 1 [ es negativa en (—o00, —=)
20 +1<0 = < — = 21<-—= = 1 V2
2 V2 f es positiva en (—=,0) U (0, +00)

V2’
Asintotas horizontales: f no tiene asintotas horizontales:
. 1 . 1
lim 2 + — | = 400, lim 20+ — | = —00
T—>+00 x2 T——00 x2
Asintotas verticales: el tnico punto donde f puede tener asintotas verticales es x = 0. Es obvio que la

funcién tiende a infinito cuando x se acerca a cero y que lo hace a 400, ya que es positiva tanto a la izquierda
como a la derecha de x = 0:

1 1
lim (2:0 + —2> = lim <2:c + —2) = +00
z—0— az z—0t X

Asintotas oblicuas: son, si existen, las rectas y = mx + n tales que 1f1:|1:1 (f(x) — mz —n) = 0. Si existen,
z—+o0
%
se pueden calcular m y n mediante m = lim /(=) y n= lim (f(x)—ma). En este caso:
r—+oo ar r—+o0
1 1
lim ——2° — 1fm (2+—3> —2= lm —2
T——+o00 x T—r+00 x T—>—00 €T
y

1 1 1
lim 2c+ — —2z | = lim — =0= lim 20 + — — 2z
T—+00 {I;2 r—+0o0 I T——00 {L‘2
Es decir, la recta y = 2z es una asintota de la funcién, tanto para  — +0o como para x — —oo.
Derivada: 5
2 2(z° — 1
fay=2- =220

3 3 que s6lo se anula para x = 1
x x
Crecimiento y decrecimiento:
2
Para z < 0 es * < 0. Luego f'(z) =2 — — > 2> 0 en (—00,0).
x

En el intervalo (0,1), 23

2
< 1, luego — > 2, luego f'(z) < 0.
&

2
Finalmente, en (1,+o00), f'(z) > 0, ya que — < 2.
x

Resumiendo:

f es creciente en (—o0, 0)
f es decreciente en (0, 1)
f es creciente en (1,+00)

Extremos: como consecuencia de lo anterior se tiene que f tiene s
un minimo en =z = 1. =2 g
Derivada segunda:

Convexidad y concavidad: La derivada segunda es siempre
positiva, luego f es convexa en sus intervalos de definicion.
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Ejemplo 1.54

1
Representar graficamente la funcion f(z) =

2 +1

Dominio de definicién: (—oo, +00)

Corte con el eje OY: f(0) = 1, luego la grafica corta al eje OY en (0,1).

Corte con el eje OX: no hay, ya que la funciéon no se anula en ningin punto.

Signo de la funcién: claramente se tiene que f(z) > 0 Vz € R. Por otro lado, es facil observar que la funcion
es simétrica, es decir, f(z) = f(—z).

Asintotas horizontales:

0

x—l>r—ir-loo :1:2—|—]_:O7 xgr—noo L172-|-1:
Es decir, y = 0 es una asintota horizontal de f.

Asintotas verticales: no hay.

Asintotas oblicuas: no hay, ya que hay horizontales, tanto para x — 400 como para r — —oo.

Derivada:

s
fi(z) = @12

que solo se anula para z = 0.
Crecimiento y decrecimiento: Puesto que el denominador, (z2+1)? es siempre positivo, es obvio f/(x) > 0
siz <0y f'(z) <0siz>0.Por lo tanto,

f es creciente en (—o0, 0)
f es decreciente en (0, +00)

Extremos: como consecuencia de lo anterior se tiene que f tiene un maximo en z = 0, en el cual f(0) = 1.

Derivada segunda:

—2(x2+1)2+22-2- (22 +1) 22
(z2 4+ 1)*

— (22 +1) —2(z2 4+ 1) + 822 _ 622 — 2

f(x) = (22 + 1)4 (22 +1)3

Convexidad y concavidad: La derivada segunda se anula cuando 6z — 2 = 2(3z% — 1) = 0, esto es, para

(_%a %) y

1 . .
x = +——. Puesto que f tiene un méximo en x = 0, necesariamente ha de ser concava en

V3
(00,2 ) y (=
convexa en (—oo, ——— —,
NEIRAWE

T

—1/\7§ ;/\/E X

+00).

v
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Ejemplo 1.55 2

Representacion grafica de f(z) = —
a8 - 1L

Dominio de definicion: (—oco, —1) U (—1 + o)

Corte con el eje OY: f(0) =0, luego la gréfica corta al eje OY en (0,0).

Corte con el eje OX: el unico es (0, 0).

Signo de la funcién: teniendo en cuenta que el numerador es siempre negativo, claramente se tiene que:

flz)>0siz< -1
flz)<0siz> -1

Asintotas horizontales:

—x? —x?
im = —00 lim =400
z—+oo £+ 1 z——oc0 ¢+ 1
Es decir, la funcién no tiene asintotas horizontales.
Asintotas verticales: es claro que tiene la asintota vertical x = —1. Veamos los signos:
—z? —z?
lim = —00 lim = 400
z—(—1)*t x4+ 1 z—(—1)- x+ 1
Asintotas obli ¢ = (ot1)— L +1 es asftota oblicua de —2
sintotas oblicuas: puesto que = (—z ———,sevequey = —x es asintota oblicua de .
prestoane o 1oAY +1
En efecto:
2
m ZEL o 2 = 1= lim
z—+oo T z—+oo x4+ 1 z——o0 ¢ + 1
.2 _ .2 .2 2
im x — (—z)= lim x +x = lim i i im =1= lim
z—+oo x4+ 1 z—+oco0 x4+ 1 x—+00 x+1 z—+oo x4+ 1 z——oc0  + 1
lo que prueba que, efectivamente y = —x + 1 es asintota oblicua, tanto para £ — 400 como para r — —o0.
Derivada:
I -2z (x+1)—(-2?) —-22-2z —z(z+2)
xTr) = = =
(x +1)2 (x +1)2 (x +1)2
que se anula para x = 0 y para © = —2.

Crecimiento y decrecimiento: Puesto que el denominador de f’, (x + 1)2, es siempre positivo, se tiene que

f'(x) <0en (—o0,—2) f es decreciente en (—oo, —2)
f'(x) >0en (—2,—-1)U(=1,0) y por lo tanto que f es creciente en (—2,—1) U (—1,0)
f'(z) <0 en (0,00) f es decreciente en (0, c0)

A

y
Extremos: como consecuencia de lo anterior se tiene

que f tiene un minimo en xz = —2, en el cual
f(=2) =4, y tiene un maximo en z = 0, en el cual f(0) = 0.
Derivada segunda:

—2
1" .
@)= eroe
Convexidad y concavidad: el numerador es siempre negativo. 0
Es obvio que: -2 x

f(x)” >0siz<—1 (convexa)
f(@)"<0siz>—-1 (comcava)
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Ejemplo 1.56 9

Representar graficamente la funciéon f(z) = 296 T
B —

Dominio de definicién: la funciéon esta bien definida ex-
cepto cuando 22 — 1 = 0, es decir, cuando = = +1. Luego
el dominio es D = (—o0, —1) U (—1,1) U (1, +0c0)

Corte con el eje OY: el corte de la gréfica de la funcion
con el eje OY se produce en el punto (0, f£(0)) = (0,0).
Corte con el eje OX: f(z) = 0 & 2 = 0, es decir
z = 0.

Signo de la funcién: el numerador, z2, es siempre posi-
tivo. Luego el signo de la funcién coincide con el signo del

denominador:

?-1<0 & 22<1 & ze(-1,1).
Es decir,

f(z) > 0en (—o0,—1) U (1,00)

f(z) <0en (—1,1)

Asintotas horizontales:

) 2 ) z?

lim = lim ——=1
T—>+00 $2 —1 T——00 $2 —1

Es decir, y = 1 es asintota horizontal de f para x — 400 y para x — —oc.

Asintotas verticales: las posibles asintotas verticales son x =1y x = —1.
If ” If o
im = +o0, m ———=-00
z—(—1)— 2 —1 z—(—1)+ 2 —1
, z? . w2
lim —00, lim = +00

eo()- 22 —1 a—)t 22 —1

Asintotas oblicuas: no hay, ya que hay horizontales, tanto para x — +0o como para x — —oo.
Derivada:
(=) 2z(z% — 1) — 2z 22 —2z
) = =
(22 — 1) (22 — 1)

que so6lo se anula para x = 0.

Crecimiento y decrecimiento: Claramente se tiene que:

f'(z) > 0 para © < 0 = f es creciente en (co,—1) y en (—1,0).

f'(z) < 0 para x > 0 = f es decreciente en (0,1) y en (1, c0).

Extremos: como consecuencia de lo anterior se tiene que en = 0 (punto en que se anula la derivada) la
funcion tiene un maximo local. No tiene méas extremos, ya que la derivada no se anula en mas puntos y la
funcién es derivable en todos los puntos en los que esta definida.

Derivada segunda:

vy —2-(@? =12 +2z-2(2? - 1)20  —2-(2®—1)+8z>  6z?+2
fie) = (22 —1)* D (TR (2

Convexidad y concavidad: 622 + 2 es siempre positivo; (z2 — 1)3 es positivo cuando |x| > 1 y negativo si
|z| < 1. En consecuencia f” es positiva y por tanto f es convexa (U) en (—oo, —1) y en (1,00) y f” es negativa
y [ es concava (N) en (—1,1)
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Ejemplo 1.57

w7
Representar graficamente la funcion f(z) = c

et —1

Dominio de definicién: la funcién esta bien definida ex-
cepto cuando e® — 1 = 0, es decir, cuando x = 0. Luego el
dominio es D = (—00,0) U (0, +00)

Corte con el eje OY: no hay, ya que la funcién no esta
definida en z = 0.

Corte con el eje OX: f(z) =0 < e® —2 =0, es decir x*
x = In(2).
Signo de la funcién:
= _9
En (—00,0), e < 1 < 2, luego € 1 > 0.
el‘ —
-2
En (0,1n(2)), se tiene 1 < e® < 2, luego € <0
61 —
5 g
En (In(2),00), se tiene 1 < 2 < €%, luego em 1> 0
o —
Asintotas horizontales:
e =2 e =2
Ii =1 Ii =2

Es decir, y = 1 es asintota horizontal de f para x — 400 e y = 2 lo es para x — —o0.
Asintotas verticales: la tunica posible asintota vertical es z = 0, es decir, el eje OY,

et —2 , et —2
= +o0, lim = -0

lim =
z—0t e — 1

z—0— e — 1

Asintotas oblicuas: no hay, ya que hay horizontales, tanto para x — 400 como para x — —oo.

Derivada:
ev(e” —1) —e"(e® — 2) e’

=" — ~@1»

que no se anula en ningtn punto.

Crecimiento y decrecimiento: La derivada es siempre positiva, ya que lo son numerador y denominador.
Por tanto f es creciente en cada uno de sus intervalos de definicion.

Extremos: como consecuencia de lo anterior se tiene que f no tiene extremos locales, puesto que la derivada
no se anula en ningin punto y no hay otros posibles extremos, dado que f es derivable en todos los puntos en
los que esta definida.

Derivada segunda:

(@) = e®(e® —1)% — 2e%(e® — 1)e® _ e®(e®* — 1) — 2e%e” _ 2 — G — PP _ —e2* — e” _ —(e2® + %)
@ 1) (e 17 @-1F  @-18 (@-1F

Convexidad y concavidad: Hay que estudiar el signo de la derivada segunda.
El numerador, —(e?* + ¢%) < 0 Vz € R. El denominador, (e® — 1)? es negativo en (—o0,0) (ya que e® < 1),
y es positivo en (0, 4+00) (ya que e* > 1). En consecuencia

{ f"(z) > 0 en (—o0,0)
f"(z) <0 en (0,+00)

Luego f(x) es convexa (U) en (—o0,0) y concava (N) en (0, +00).
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1.4 Aproximaciéon de funciones por polinomios: polinomio de Taylor

En muchas ocasiones interesa sustituir una funcion (mas o menos complicada o “dificil” de calcular) por otra
funcién maéas sencilla que “se parezca” a ella (en algtn sentido a precisar). Estas funciones méas sencillas con
frecuencia son polinomios, debido a que su evaluacion solo requiere hacer sumas y multiplicaciones.

El “parecido” del polinomio con la funcién se puede buscar de distintas formas: podemos requerir que el polinomio
se parezca mucho a la funciéon cerca de un punto dado o bien que se parezca “en algo” de forma méas global (un
intervalo, por ejemplo). En esta seccién nos interesamos por la primera de estas opciones: un polinomio que se
parezca mucho a una funcion cerca de un punto dado. En el Tema 4 nos interesaremos por la segunda opcion.

Comenzamos por el caso més sencillo: sustitucion de una funcién por una recta.

1.4.1 Aproximacioén lineal

Recordemos el concepto de recta tangente a una curva y = f(x) en un punto dado = = ¢: Es una recta que
“toca” a la curva y = f(x) en el punto (¢, f(c)) con igual pendiente que la curva. La ecuacion de esta recta se
puede obtener facilmente conociendo el valor de f(x) y de su derivada f/(z) en el punto z = ¢:

y=fle)+ f(c)(z—0)

Figura 1.16: Curva y = In(x) y su recta tangente en el punto = 1, de ecuacion y = z — 1.

Como se puede observar, la recta tangente, cerca del punto de tangencia, “se parece” mucho a la funciéon. Por
ejemplo, en el caso de la Figura 1.16, en el punto = 0.95 el valor de f es f(0.95) = —0.0513 y el valor en el
mismo punto de la tangente es 0.95 — 1 = —0.05.

Esto sugiere la idea de que, cerca del punto = = 1, se puede aproximar la funcion y = In(z) por su tangente en
dicho punto y = z — 1. Obviamente, esta aproximacion sélo es valida si x esta cerca de 1, es decir, si |z — 1| es
suficientemente pequefio.

Con caréacter general,

Aproximacion lineal de y = f(z) en z =¢

Si f(x) es derivable en x = ¢, se llama aproximacién lineal de f(z) en x = ¢ a la funciéon

h(z) = f(c) + f'(c)(x —¢)

Esta técnica puede ser tutil para calcular aproximadamente el valor de una funcién en un punto cercano a otro
en el que se conoce el valor de la funciéon y su derivada, como en el Ejemplo 1.58.
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Pero es sobre todo ttil cuando se desea, para calculos ulteriores, sustituir la expresion de una funcion f(z) cerca
de un punto, por la expresiéon de una funcién més “manejable” (su recta tangente), como en el Ejemplo 1.59.

Ejemplo 1.58
Calcular una aproximacion lineal de f(z) = \/z y utilizar dicha aproximacién para calcular el

valor de /50 (sin calcular raices).

1
Puesto que la derivada de f(z) = /7 es f'(z) = —=, la aproximacion lineal de f cerca de un punto a es:

2V
h(z) = f(a) + f'(a)(z — a) = Va +

r—a

2Va

En particular, para x = 49, se tiene v49 =Ty

’ . w=49 xr —49
h(z) = £(49) + f'(49)(z — 49) = V49 + T =74 =

50-49 1

Entonces, se puede aproximar /50 por el valor hA(50) = 7 + 11 7+ 11 ~ 7.0714

Ejemplo 1.59
Calcular una aproximacion lineal de f(z) =senxz cerca de z = 0.

Puesto que la derivada de f(z) =senz es f'(z) = cosz, la aproximacion lineal de f cerca del punto x = 0 es:
h(z) = f(0) + f'(0)(z — 0) = sen0 + (cos0) z = x

Es decir, cerca de x = 0, la funcién sen x se aproxima linealmente por la recta y = x.
De hecho, es ésta una sustitucion frecuente, valida para valores pequenos de x.

1.4.2 Polinomio de Taylor

Ya se ha visto, en la subsecciéon 1.4.1, cémo se puede utilizar la recta tangente para aproximar linealmente una
funcién cerca de un punto.

Podemos pensar que obtendremos una mejor aproximacion si aproximamos f no ya por un polinomio de grado
1, sino por un polinomio de grado 2. Nos planteamos ahora construir el polinomio de grado 2 cuya primera y
segunda derivadas en ¢ coincidan con las de f. Denotemos este polinomio por

to(x) = as(x — ¢)* + a1 (x — ¢) + ag.

Sus derivadas primera y segunda son th(x) = 2as(z — ¢) + a1 y t5(z) = 2as.

Y los valores de ta(x), th(z) y th(z) en z = ¢ son:
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ta(c) = ag, th(c) =a1, t5(c) = 2as.

Lo que deseamos es que to y sus derivadas tomen los mismos valores que f y sus derivadas en z = ¢. Imponiendo
estas condiciones, se tiene:

ta(c) = ao = f(c)
ty(c) = a1 = f'(c) .
th(c) =2as = " (c) = az = if”(c)

Asi pues, el polinomio que buscamos es:
1
ta(w) = 5" ()@ = ¢)* + f'(e)@ = &) + f(0).
Con caracter general, repitiendo este proceso, podemos construir un polinomio de grado n (cualquiera),

tn(z) = an(z — )" + - az(x — ¢)® + as(x — ¢)* + a1 (x — ¢) + ag

cuyas derivadas sucesivas en x = ¢ hasta las de orden n coincidan con las de f.

Las derivadas de t,, y su valor en & = ¢ son

th(x) =an(x —c)"+---az(x —c)® +as(x —c)* +ar(x—c)+ag = tu(c) =ao= f(c)

tn

(x):nan(x_c)n—l+...3a3(x_0)2+2a2(x—c)—|—a1 = t%(C) =ai :fl(c)

t"(x) =n(n —Day(x —c)" 2 +---+6az(x —c) +2az = t'(c)=2as=f"(c)

n

() =n(n—1)(n—2an(z—c)" 3 +---6as = t(c)=6a3=23 2a3=f"(c)

n

En general, la derivada k-ésima de t,, es

th =nn—-1)...(n—k+Dap(z—c)"F+-+Ea = tHe)=k"ar =)

n

Si k es un nimero entero positivo, la expresion k! se lee k factorial y representa el producto de k por todos los
enteros positivos menores que k:

Kl=kx(k-1)x(k—-2)x(k—3)---x3x2x1

Por ejemplo, 7' =7 x 6 x 5 x 4 x 3 x 2 = 5040.

Despejando los valores de ai, as, ...a, de las igualdades anteriores, finalmente se encuentra la expresion de
tn(x):

ta(e) = £(0) + () =€) + () = ) oot () — )"

Polinomio de Taylor de f(x) en torno al punto c

Es el polinomio
ta(®) = O+ F(O@ =) + 3£/ = o+ ) =",

que coincide con f y con todas sus derivadas hasta la de orden n en el punto z = c.

En particular, la recta tangente en x = ¢ es el polinomio de Taylor de orden 1 en x = c.
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Para muchas funciones los sucesivos polinomios de Taylor proporcionan aproximaciones a f que mejoran al
aumentar el grado n. Obviamente deben ser funciones que sean derivables hasta cualquier orden en z = ¢ (se
dice que son indefinidamente derivables).

Ejemplo 1.60
Construir el polinomio de Taylor de orden 4 de la funcién exponencial f(z) = ¢* en x = 0.

Su derivada coincide con ella misma: f/(z) = e”, y por tanto todas sus derivadas de cualquier orden también:
() =e®, Y¥n=0,1,2,---. Por tanto,

f")(())zl’ vn:oa1a27“'a

y su polinomio de Taylor de orden 4 en x = 0 es

1 1 1 1 1 1
t4(x)=1+x+§x2+5x3+zx4:1+m+§x2+6m3+ﬂx4

0l. taylor grado 4

X
25 5 = gl 05 [ 05 1 15 2

1.4.3 Estimacion del error que se comete al aproximar una funcién por su poli-
nomio de Taylor

Es importante poder determinar el error que se comete al aproximar una funcién por su polinomio de Taylor.
En otro caso, la aproximaciéon quedaria en buena medida indeterminada. Este error viene dado por la siguiente
expresion:

1
' FOH (&) (x —¢)™,  para cierto punto ¢ € (min{z, ¢}, max{z, c}). (1.2)

f(x) —tp(x) = m+i)

La expresion € € (min{z, ¢}, méx{x, c}) significa que & esta entre x y ¢, independientemente de cual de los dos
es mayor que el otro.?

La expresion del error es parecida a la expresion del término correspondiente a n+ 1 en la expresion de t,,41(z).
Esto ayuda a recordarla.

La igualdad anterior (1.2) para la expresion del error del polinomio de Taylor presenta una situacién muy
habitual en el analisis matemético: se puede demostrar rigurosamente que existe un punto & entre x y ¢ para
el cual es cierta la igualdad, pero no se sabe cual es ese punto.

Entonces, jpara qué sirve? O —mejor planteado— ;podemos extraer alguna informacion ttil de la igualdad (1.2)
a pesar de no saber cual es el punto £7

La respuesta es: si podemos, siempre que podamos saber cudles son los valores maximos que puede tomar
| f(" (&) entre z y c.

3 La ¢ es la decimocuarta letra del alfabeto griego y se pronuncia [ksil.
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Ejemplo 1.61
Estimar el error que se comete cuando se aproxima el valor de e~2 por el valor del polinomio
de Taylor de grado 4 en z = 0.

El polinomio de Taylor de orden 4 de la funcién e en torno a x = 0 es, como hemos visto antes

1 1 1
ta(z) =1+2x+ 5332 + 81:3—1- ﬁx‘l
2

Segun la formula (1.2), el error que cometemos si lo utilizamos para aproximar e~ 2 es

1 1
e72 —t4(-2) = meg(—Q)‘l+1 - ae£(—2)5 para cierto ¢ entre — 2 y 0.
Normalmente, lo que interesa del error es su valor absoluto, asi que:
le™2 —t4(—2)| = 1 et (=2)41| = i8525 - 265 para cierto £ entre — 2 y 0.
(4+1)! 5! 1207

El punto £ no es conocido, pero si sabemos que esta entre —2 y 0 ( es decir, en el intervalo (—2,0)). Puesto
que €” es creciente, el maximo valor que puede alcanzar e en (—2,0) es ¢” = 1 Por ello, podemos estimar (o
sea, acotar) el error cometido por

2 § < 32

—ti(=2)| = — =~ (0.2666.
le ta(—2)] 1205 = 99 0.2666

Se puede usar la expresion (1.2) para aproximar una funciéon con un error predeterminado mediante su polinomio
de Taylor.

En el caso del ejercicio anterior, si, por ejemplo, queremos aproximar el valor e~2 con 6 cifras decimales exactas,

nuestro objetivo sera determinar n de modo que |e™2 — t,,(z)| < 1075, Segtin la estimacion (1.2), bastara que

B O
(n+1)! -
Ahora bien, e72 < €? = 1, luego
n+1
;6*22(7”1) < £ <1076,
(n+1)! (n+1)! —

Un célculo muestra que si n = 13, el error es 1.88 x 10~7 = 0.000000188 y si n = 12, el error es 1.31 x 1076 =
0.00000131.
2

Tomamos, pues, n = 13, con lo que t13(—2) = 0.1353351175573398 proporciona una aproximacion a e~ = =
0.1353352832366127 con 5 cifras decimales exactas.
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1.5 Optimizacion

La optimizacién matematica trata de resolver problemas en los que interesa maximizar una determinada
cantidad (por ejemplo, un beneficio, una velocidad, la eficiencia de un sistema,. .. ) o por el contrario minimizar
algtn criterio (por ejemplo, un coste, un riesgo, el tiempo empleado en algo, ...).

La cantidad 6 criterio a optimizar suele venir dado por una funcién dependiente de una o varias variables a la
que con frecuecia se llama funcién coste o funcion objetivo. Se trata, pues, de encontrar para qué valores
de las variables se produce el maximo (6 minimo) de la funcion coste.

Con mucha frecuencia, en este tipo de problemas las variables de las que depende la funcién beneficio no son
completamente independientes: deben verificar ciertas condiciones, denominadas restricciones. Normalmente,
a partir de dichas restricciones, se puede encontrar la dependencia de alguna variable respecto de las otras.

Interesa, pues, en estos problemas, hallar el o los puntos del dominio de la funcién objetivo en donde ésta alcanza
su maximo,/minimo valor.

Minimo / maximo global 6 absoluto
Sea f: ACR — R yseace A

a) Se dice que f tiene un minimo global o absoluto en x =csi  f(c) < f(zx) Vze A

b) Se dice que f tiene un maximo global o absolutoen z =csi  f(c) > f(z) Ve e A

Un maéaximo local no necesariamente serd maximo
global. De hecho, una funcioén puede tener varios ma-
ximos locales, tomando distintos valores en cada uno
de ellos. Y puede ocurrir que en ninguno de ellos al-
cance su maximo global.

Lo mismo es valido para los minimos.

En la busqueda de extremos globales de una funciéon
hay que prestar especial atencion a los extremos del
intervalo en que esta definida, ya que, en el caso en

que estén incluidos en el intervalo, pueden ser los que
produzcan los Valores extremos. Figura 1.17: Esta funcién f . [a, b] — ]R tiene dOS

maximos locales en el intervalo [a,b], x = 21 y © =
r3, v dos minimos locales, * = x5 y * = x4. El
minimo global se alcanza en z = x4 y el maximo
global en el punto x = b

En la definicién de extremo global es fundamental
el hecho de que ¢ € A.

La funcién f : R — R de la Figura 1.18 tiene un ma-
ximo en x = 0 pero no tiene minimo, ya que el valor
f = 0 no se alcanza en ningin punto del intervalo
(=00, 0).

° ’

Figura 1.18: Esta funcién tiene un méximo global en
el punto x = 0, pero no tiene minimo.
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Candidatos a extremos globales
En la determinacion de los maximo (resp. minimos) globales de una funcion hay que tener en cuenta que los
puntos que son susceptibles de producirlos son:

a) Los maximos (resp. minimos) locales.

b) Los extremos del intervalo, en el caso de que estén incluidos en el mismo.

La determinacion de los extremos globales o absolutos de una funcién precisa de un analisis detallado, ya que
son muchos los casos distintos que pueden darse: intervalo acotado o no acotado, extremos del intervalo incluidos
0 no en el mismo, comportamiento de la funcién en los extremos. . .

Para este analisis resulta de mucha ayuda poder trazar (aunque no sea de forma detallada) la grafica de la
funcion.

A continuacion se veran, con ayuda de varios ejemplos, algunos de los casos que se pueden dar.

Ejemplo 1.62
Encontrar los extremos de la funcién f(z) = 2* — 223 + 22 + 1 para z € R

Se trata de una funcion polinémica, en consecuencia esta bien definida y es continua y derivable en todo RR.
La funcién tiende a +o0o tanto cuando x — —oco como cuando x — 400, por ser el término dominante (el de
mayor grado) de grado par y tener signo positivo:

lim f(z) =400 y xl{r_noof(x) = +00.

T—+00

De aqui se deduce que f no alcanza su maximo en ningin punto:
No existe ¢ € R tal que f(c) > f(z) Yoz € R

Lo que si tiene f es minimo. Para determinarlo, se estudian los intervalos de crecimiento y decrecimiento de
f(x), es decir, puesto que f es derivable en R, el signo de su derivada:

1 1

1 f'(z) > 0si <x+§>>0<:>x>—§
f'(z) = 423 — 622 + 2 = 4(x — 1)? <x+§> y se tiene . .
f'(z) < 0si <x+§><0<:>x<—§

de modo que

1
f es decreciente en (—oo, — 5)
1
f es creciente en (— > +00)
—> f tiene un minimo en x = — 3
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Ejemplo 1.63
Encontrar los extremos de la funcién f(z) = 22 — 122 — 3 para z € [0, 3]

Esta funcién esté bien definida y es continua y derivable en todo R. Se trata de un polinomio cuyo término
dominante tiene grado impar y signo positivo, luego se tiene

lfm f(z) =400 y lm f(z)=—oo

T——+00
En consecuencia, en R, f no alcanza un méaximo ni un minimo. Ahora bien, se considera f definida solo para
x € [0,3].

En este intervalo, el maximo y el minimo se pueden encontrar entre los maximos y minimos locales (si los
hay). Pero también podrian ser alguno de los extremos del intervalo ya que estan incluidos en él.

Para determinar los extremos locales se analizan los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(z):

f'(z) <0 (f decreciente) en [0, 2)

! _ 2 _ 2 _ _ ien
fi(z) =32 —12=3(z" —4) = 3(x — 2)(x +2) y se tiene { () > 0 (f creciente) en (2,3]

Esta claro que f tiene un minimo local en z = 2 que también es
minimo global en el intervalo [0, 3].

Puesto que f no tiene mas extremos locales, el méaximo sblo se
puede encontrar en alguno de los extremos del intervalo. Como

fO)==3 y [f(3)=-12 . : ;

se tiene que f(z) alcanza su maximo en el intervalo [0,3] en el
punto x = 0.
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Ejemplo 1.64

1
Encontrar los extremos de la funcion f(z) = Tt

—— paraz € R
2+ r+4 P

El denominador z? + x + 4 no se anula en R, ya que la ecuacién 22 + 2 + 4 = 0 no tiene raices reales: En
consecuencia f(x) esta definida y es continua y derivable en todo R.
Derivada de f(z):

22+z+4)—(z+1D2zx+1 —x2 —22+3
f/(sc):( (:c2)+qg+4)2)( ):(x2+x+4)2 que se anula para x = —3 y para x = 1

El signo de f’(x) es el mismo de su numerador, ya que el denominador es siempre positivo, luego:

f tiene un minimo local en x = —3

! : _
Jl@) >0 exsdents) om (€1 f tiene un maximo local en z =1

f'(x) <0 (f decreciente) en (1, +00)

8

f'(z) <0 (f decreciente) en (—oo, —3) {

Para analizar si estos extremos locales son o no extremos globales habra que analizar el comportamiento de f
en el infinito (los extremos de su intervalo de definicién):

z+1 ; r+1
Ilm ———= lim ———— =
zo—c0ox?2+x+4 asotoz?+xz+4

Es decir, f tiene una asintota horizontal en y = 0, tanto para z — —oo como para r — —o0.
En resumen se tiene:

lim, o f(z) =0
lim, 400 f(z) =0
f tiene un (Gnico) minimo local en z = —3

f(=3) = —5 <0

5 x
— f tiene un minimo global en z = —3

lim, o f(z) =0
lim, 400 f(z) =0
f tiene un (tinico) méximo local en z =1

f(l):%>0

— f tiene un maximo global en z =1
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Ejemplo 1.65 3
Encontrar los extremos de la funcién f(z) = (22 + Z)em para z € R

f(z) es continua y derivable en todo R.
Comportamiento de f en el infinito:

3
24 =
x+4

(2): lim 22 (2): lim —— =0

3
i 2 2T g
m (z°+ 4)6 im =

T——00 z——oc0 e %

3
lim (2% + Z—})e”E = 400

r—0o0

Derivada de f(z):
/ T 2 3 T 2 3 T 2 3
() = (22)e” + (z° + Z)e = (z°+ 2z + Z)e que se anula cuando z° + 2z + A= 0

3
2EVATA 9 vaT3 211

2 2 2

Luego la derivada f’ se anula en z = —1/2 y en z = —3/2.
Intervalos de crecimiento y decrecimiento: e” > 0 para todo z € R, luego el signo de f’(z) coincide con el

—

3
signo de z2 + 2x + 276 tiene:

f'(z) > 0 (f creciente) en (—oo, —g)

. . 3
1 f tiene un méaximo local en x = —=

5)

f'(z) <0 (f decreciente) en (_; -5

1 f tiene un minimo local en x = -5
f/(x) >0 (f creciente) en (—5,—1—00)

Ahora bien, x = —3/2 no es maximo global de f ya que y
al ser EIE f(x) = 400, hay puntos de R en los que f

alcanza valores tan grandes como se quiera, en particular
mayores que f(—3/2) = 3e~3/2. En consecuencia f no tiene
méaximo global.

Por otra parte, f(—1/2) = e='/2 > 0 lo que implica que

tampoco & = —1/2 es el minimo global de la funcién f, ya

que al ser lim f(x) = 0, existen puntos en R en los que
T—>—00

X
f toma valores menores que e~ /2.

En resumen: f no tiene maximo ni minimo global.
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Ejemplo 1.66 2311
Encontrar los extremos de la funcion f(z) =

para x € (0,+00)

La funciéon f estd bien definida y es continua y derivable en (0,+00), ya que tanto el numerador como el
denominador lo son y el denominador no se anula en dicho intervalo.

Comportamiento en los extremos:

3 +1 1 2 +1 x3

lim — =400 y lim = lim — = lim z?=+4c
z—0t xT ot r—400 x r—+4o00 I T—+00

La consecuencia inmediata es que f no tiene maximo global.

322 .-z — (23 +1 223 — 1
Derivada de f: f'(z) = S 2(95 1) = = 5 que s6lo se anula para x = 1/V/2.
i 0

Intervalos de crecimiento / decrecimiento: y

f'(x) < 0 (f es decreciente) en (0,1/+/2)
{ f'(x) > 0 (f es creciente) en (1/+/2, +00)

Luego f tiene un minimo local en x = 1/ /2 que, a falta de méas
candidatos, es también minimo global.
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Ejemplo 1.67
Encontrar las dimensiones que debe tener un rectangulo de perimetro igual a 4cm para que
su area sea lo mas grande posible.

Las dimensiones del rectagulo son base, a la que llamaremos xz, y altura, a la que llamaremos y. Ambas son
las variables que intervienen en este problema.

El perimetro de un rectangulo (suma de las longitudes de sus lados) viene dado por P(z,y) = 2z + 2y. Su area
viene dada por A(z,y) = « - y. Obviamente, ambas dimensiones deben ser ntimeros estrictamente positivos.
El problema que se plantea es:

Maximizar A = xy

sujeto a Pz,y) =2z +2y =4
x>0, y>0

A partir de la restriccion 2z 4+ 2y = 4 se puede deducir la dependencia de y con respecto de z (o al contrario,
de z con respecto de y):
4— 2z

2
En consecuencia, puesto que para los rectangulos «admisibles» (aquéllos cuyo perimetro es de 4 ¢cm), la dimen-
si6n y viene dada a partir de la dimensién z, su area se puede escribir

204+2y=4 = y= =2—-=z

A=zy=2(2—-1)

y el problema de optimizacion anterior se escribe ahora, en funcion de una sola variable:

Maximizar A = z(2 — z)
sujeto a > 0

Para resolver este problema hay que hallar el maximo global de la funcion A(z) = z(2 — z) en el intervalo

(0, +00).

La funciéon A es continua y derivable en todo el intervalo (0, +00). Se tiene

A’ >0en (0,1)

/ 9 , _ .
A'(z) =2 — 2z, que sélo se anula para z =1 y se tiene { A" < 0 en (1,400)

Estéa claro, pues, que A tiene un méximo local en z = 1 y éste es el inico candidato a maximo global, ya que
los extremos del intervalo no estan incluidos en el mismo.

Asi pues la dimension z (base) optima es = 1. La altura éptima serd y =2 —z = 1.

Solucion: el rectangulo de perimetro 4cm y area méxima es un cuadrado de lado lcm.
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Ejemplo 1.68

Un conservero debe fabricar botes cilindricos de 1 litro para envasar tomate frito. Determinar
las dimensiones que debe tener el bote para que se fabrique con la menor cantidad posible de
hojalata.

En primer lugar identificamos los datos del problema: las dimensiones de un cilindro son el radio de su base,
que llamaremos r y su altura, que llamaremos y. Utilizaremos como unidades los centimetros.

El volumen del cilindro es igual al &rea de su base (772) multiplicada
por la altura del cilindro (y):

Viry)=mnr’y

Por otro lado, la superficie total de la lata est& formada por la superficie y
cilindrica més las dos tapas circulares.

La superficie cilindrica, desarrollada, es un rectangulo de base igual a
la longitud de la circunferencia de la base (277) y de altura y, luego su
area (longitud de la base por la altura) es 27ry.

El area de cada tapa es mr2.

Finalmente, pues, el drea total de la superficie que rodea la lata es:  A(r,y) = 2wry + 277>
De lo que se trata, pues es de resolver el problema:

Minimizar A(r,y) = 27ry + 2772

2. S 3
— V(r,y) =7nr?y =1000 (1litro = 1000 cm®)
r>0, y>0

De la restriccion V(r,y) = 1000 se puede deducir la relacion que liga r con y:

1000
V(r,y) =mr?y=1000 dedonde y=

mr2

Sustituyendo esta expresion de y en funcion de r en la formula del area total de la superficie nos queda esta
iltima expresada sé6lo en funcion de r:

1000 2000 2000 + 2773
A(r) = 2mry + 27r? = 2mr — + 277 = + 212 = 2UL0 5 27T
wr r r

De lo que se trata, pues, es de encontrar para qué valor de r se consigue que esta area sea minima:

2000 + 2773
Minimizar A(r) = 00+ 2mr
T
sujeto a r > 0

es decir, de calcular el minimo de la funcién A(r) en (0, +00). Esta funcién es continua y derivable en (0, +00)
y se tiene:

2000 + 2713 , 2000 + 2713
llm ——— =+4+o00= lim ———
T——00 T r——+00 r
673 — (2000 + 2713 473 — 2000 2000
La derivada A'(x) = a = | 2 ) I - se anula para r = ¢ e ~ 5.42cm que solo
T

puede ser un minimo debido a que A tiende a +oco en los extremos del intervalo (0, 4+00) y no hay mas puntos
criticos.
En consecuencia, el radio 6ptimo para la base de la lata es de 5.42 cm y la altura correspondiente es

_ 1000 1000

= ~ ~ 10.83
mr2  w-(5.42)2

En resumen, las dimensiones 6ptimas de la lata son:

Radio de la base = 5.42cm y altura = 10.83 cm
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Ejemplo 1.69

Se desea construir una nave industrial de base cuadrada y cubierta plana cuyo volumen sea
V = 100m?. Los costes de construcciéon son de 100 euros por cada m? de pared lateral y de 200
euros por cada m? de cubierta. ;Cémo deben elegirse las dimensiones de la nave para que el
coste de construcciéon sea minimo ?

Las dimensiones de la nave son: la longitud del lado del cuadrado que forma la base, que llamaremos z y la
altura de la nave, que llamaremos y. Utilizaremos como unidad de longitud el metro.
El volumen encerrado dentro de la nave viene dado por el 4rea de la base multiplicada por la altura. El area
de la base es x2, luego

V(z,y) = z°ym®
Por otra parte, la nave tendra 4 paredes iguales, cada una de las cuales tiene un area de xy, luego el area total
de las paredes es 4xy. La cubierta tiene la misma area que la base: 2.
El costo de construccion, por lo tanto vendra dado por:

C(z,y) = 100 4zy 4 200 2% = 400zy + 2002>
El problema que se desea resolver es, en consecuencia:

Minimizar C(z,y) = 400zy + 200z>

2,
sujeto a { Vi) =@y =10t
z,y >0

De la restriccion 2%y = 100, que impone una relacién entre las variables, se puede despejar (por ejemplo) la

variable y en funcién de la variable x:
100
V==
Entonces, sustituyendo esta expresion de y en funcion de x en nuestro problema, éste se reduce a uno de
minimizacién en una variable:

100 40000
Minimizar C(x) = 400xﬁ +2002% = — + 20022
para z € (0, +00)

Se trata, pues, de calcular el méaximo de la funcion C(x) en el intervalo (0, —oc0). Esta funcién es continua y
derivable en (0, +00) y se tiene

40000 40000
lim 420022 =400y lim + 20022 = 400
z—0t X r—+00 X
—40000 —40000 + 400>
Su derivada C'(z) = 2 + 400x = % se anula cuando —40000 + 40022 = 0, es decir, para

4/40000 4 . [ es decreciente en (0, v/100)
=4/ — = V100 t .
* 400 V100 v se tiene f es creciente en (+/100, +o00)
Es claro, por lo tanto, que C(z) tiene un minimo local en x = v/100 que, por lo visto antes, también es minimo
global en el intervalo (0, 400). Asi pues, la solucién al problema es z = v/100 y en consecuencia

100 100 100
y=—5 = 3 = Tomar = 1001 = V100
X ( 3/100) 100

La opcién 6ptima es construir una nave con forma de cubo de lado +/100.
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Ejemplo 1.70
Se estima que el precio de mercado de un cierto producto ganadero durante el ano préximo
vendra dado por la funcion

p(t) = —2(t+1)(¢t —13), te]0,12]

donde la variable ¢ representa el tiempo medido en meses. Por otra parte, el coste de produccion
de dicho producto viene dado por

c(t) =4420In(1 +1t), te[0,12]

Se desea calcular cuil es el momento 6ptimo para poner a la venta el producto obteniendo el
maximo beneficio posible.

El beneficio obtenido al poner a la venta el producto en el instante ¢ vendra dado por la diferencia entre el
precio de venta y el coste de produccion, es decir

f) = —2(t +1)(t —13) —4 — 201In(1 + t) = —2t> + 24¢ 4 22 — 201In(1 + t)

Es preciso, pues, hallar el maximo absoluto de esta funcién en el intervalo [0, 12].
Los candidatos (puntos que hay que estudiar) son:

= los maximos locales
= los extremos del intervalo

La funcion f esta definida y es continua y derivable en el intervalo [0,12], ya que el argumento del logaritmo,
(1+1t), es positivo en dicho intervalo.
En los extremos del intervalo se tiene

f0)=22,  f(12) = —488 + 488 + 22 — 20In(13) ~ —29.3

Veamos en qué puntos se anula la derivada (puntos criticos):

1
Flt)=—4t+24-20—— =0 & (—4t+24)(1+1)=20 & —42+20t+4=0

141¢
o, ~0EVIOTEE _ [ t=t; =~ 52
o —8 B t:t2:%—0.2

Obviamente, s6lo el punto t; pertenece al intervalo [0,12], y para él se tiene
f(t1) = f(5.3) = 56.2

de donde se deduce que el maximo beneficio se obtiene vendiendo tras 5.3 meses.
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1.6 Problemas de determinacién de parametros

En muchas ocasiones ocurre que se sabe que una cierta magnitud y, que depende de otra z, sigue una ley
determinada; por ejemplo, que tiene un comportamiento lineal. Esto significa que se sabe que la funcion y = f(x)
es de la forma f(x) = az + b. Sin embargo no se conocen los valores de los coeficientes a y b que determinan
dicha dependencia.

En ocasiones, los valores de dichos coeficientes se pueden calcular si se conoce el valor de la funcién en un
numero suficiente de puntos, es decir, si se conoce el valor de y correspondiente a un namero suficiente de x.

Ejemplo 1.71

Se sabe que la temperatura de cierto objeto tiene un comportamiento lineal, con respecto del
tiempo. Sabiendo que en un instante inicial, ¢ = 0, la temperatura era de 10°C y que pasados
30 minutos era de 20°C, determinar la funcién que proporciona la temperatura en funciéon del
tiempo, en cualquier instante t. Determinar también el instante ¢ en que la temperatura del
objeto alcanza el valor de 45°C.

Denotaremos por T' a la temperatura y por t al tiempo medido en minutos. Puesto que la temperatura sigue
una ley lineal se tendra: T'(t) = at + b para algunos valores a y b que (de momento) no conocemos. Se
trata, pues, de determinarlos utilizando la informacién dada. Por un lado,

10=T0)=a-0+b=b <= b=10

Por otro lado, y sabiendo ya que b = 10,
20=T30)=a-30+10 <= a-30=20-10=10 <~ a=—=-

Luego se tiene, para la funcion T'(¢):
1
() = 3 t+ 10

Para determinar el instante en que T' = 45, hay que calcular para qué valor de ¢ de tiene

1
T(t):§t+10=45 = t=45-10=35 <= t = 305 minutos.

Wl =
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Ejemplo 1.72

Un incendio comienza en un campo abierto y seco y se extiende en forma de circulo. El
radio de tal circulo aumenta a razén de 0.5 metros por minuto. Determinese el drea de la zona
incendiada como una funcién del tiempo.

Aunque se trata de determinar el area de la zona incendiada, la informacion de la que se dispone es relativa al
radio de dicha zona. Por ello, serda mas facil determinar en primer lugar el radio en funcién del tiempo. Una
vez conocido éste, s6lo hay que calcular el area del circulo con dicho radio.

Denotaremos por r al radio del circulo medido en metros y por t al tiempo medido en minutos. Comenzaremos
a contar el tiempo en el instante en que se inicia el incendio.

Aumentar (o disminuir) a un ritmo constante es una caracteristica de las funciones lineales. Luego la informa-
cion proporcionada nos indica que r(t) es una funcién lineal:

r(t)=at+b
La informacion de la que se dispone para determinar a y b es:
1. 7(0) = 0, ya que inicialmente el radio de la zona incendiada es nulo.
2. r(1) = 0.5, ya que en un minuto dicho radio habra aumentado 0.5 metros.

En consecuencia:
=r0)=a-0+b <= b=0

05=r(1)=a-1=a <= a=05
Luego la funcién que nos da el radio en funcién del tiempo es

1
t)=05t= -t
() :

En consecuencia, el area de la zona incendiada seré el area del circulo de radio r(t):

S(t)=nrt)?=n (%t>2 = %tQ
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Ejemplo 1.73

El niimero de bacterias de un determinado cultivo de laboratorio sigue la ley 1y = !

=
donde t es el tiempo medido en dias, y es el nimero de bacterias medido en millones 1y+7“c}‘13 C
son parametros que hay determinar a partir de datos experimentales. Se sabe que, al inicio del
cultivo habia 5 x 10° bacterias y que, cuando pasa mucho tiempo, la poblacién de bacterias
tiende a estabilizarse en el valor de 40 millones. Determinense los valores de dichos parametros.
Determinese también en qué instante ¢ se alcanzara el nimero de 10 millones de bacterias.

Por comodidad y porque es lo légico, comenzaremos a contar el tiempo en el momento en que se inicia el
cultivo.

1
Por tanto se tiene que  y(0) = 500000 bacterias = — millones de bacterias.

Por otro lado, el valor en el que se estabiliza la poblacion cuando se deja pasar mucho tiempo se obtendra
tomando limite cuando ¢ tiende a +oc:

ule) =40
Utilizando estas dos informaciones se tiene:
r i
li t)=1i = =r =40
M) = e e = Tr o0 "
1 40 40
- =y(0) = = — 1+C=80 <= C=179
2=V =1Tes " T30
Luego finalmente se tiene:
() = 40
Y =1 + 79e—t
Para determinar el instante en que la poblacién llega a 10 millones de bacterias hay que resolver la ecuacion
40 40 3
——— =10 & —=4=14+T7%" & 3=7%"'" & _—~=e
1+ 79¢" 10 e ‘ 9 ¢

de donde, tomando logaritmos en ambos miembros, se tiene

3 3
—t=In|— =—In(— ) ~3.3di
t=1In (79> &t n (79) 3.3 dias
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Ejemplo 1.74
Para cierta poblacién de microorganismos, la densidad en el instante ¢ (medido en minutos),

viene dada por
at

p(t) = Po aF %7
siendo pg, a y k pardmetros por determinar. Se sabe que la densidad inicial era de 2850, y se

ha observado que el valor maximo p,, = 9344 se alcanza en el tiempo t,, = 7.5. Determinar los
valores de pg, a y k.

Tenemos tres parametros que determinar y tres informaciones para hacerlo:
(1) La densidad inicial es de 2850: p(0) = 2850

(2) El valor maximo se obtiene para t,, = 7.5: p’(7.5) =0

(3) El valor maximo es 9344: p(7.5) = 9344

De (1) se obtiene

o) -

De (2) se tiene

1—kt 1
p'(t):%:O & 1—kt=01luego1 - 7.5k =0 < kzﬁ(m0.13333)

Finalmente, de (3) se tiene

7.5 7.5
P(T5) = po+ —p = 2850 + 2= = 9344 & a = (9344 — 2850) = [~ 2353.67
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Ejemplo 1.75
La poblaciéon de cierta especie sigue la siguiente funcion

P(t):a—‘—%, t>0
donde P(t) es el nimero de individuos de la poblacion, ¢ el tiempo (medido en meses) y a es
una constante positiva.
(1) Calcular a sabiendo que inicialmente la poblaciéon constaba de 300 individuos.
(2) ;En qué momento se puede predecir que alcanzara la poblacién su maximo? ;Cuanto es el
valor de dicho maximo?
(3) ;A qué tiende la poblacion a largo plazo?
(4) Si se sabe que esta especie esta en peligro de extincién cuando el namero de sus individuos
es menor que 100, ;puede ocurrir que esta poblaciéon entre de peligro de extinciéon?

(1) Si inicialmente habia 300 individuos, se tiene

P(0) =

(2) Lo que queremos calcular es para qué valor de la variable independiente ¢ se produce el maximo de esta
funcion. Para ello igualamos a cero la derivada.
t/2 _ 1yot/2 1—-—

t
t (1-3) t
2 _ 2/ _ — —
(et/2)2 100 et/2 0 & 1= 9 0 &

Tenemos que asegurarnos de que para t = 2 se produce efectivamente un méximo de la funcién, pero esto es
claro, ya que P’(t) es positiva a la izquierda de ¢ = 2 y negativa a su derecha.
El valor de dicho maximo es el valor de P(t) en t = 2:

P'(t) = 100

100 x 2 200

P(2) =300 + 2z = 300 + - 7 373.57 = 374 = | El valor méximo es 374 |.

(3) Matematicamente, el comportamiento de la poblacién a largo plazo viene dado por el comportamiento de
la funcién cuando t — oo:

100t

t—o0

=300+100xtli>m L:Z’)00+100><0:300.

oo et/2

Es decir, | a largo plazo el tamano de la poblacién se estabiliza en 300 individuos ‘

(4) El tamano de nuestra poblacion no desciende en ningin instante por debajo de 100; de hecho no desciende
por debajo de 300. En efecto, ya hemos visto que el valor maximo es 374 y que asintéticamente tiende a 300.
Si descendiera de 300, para volver a “subir” tendria que tener un minimo relativo, y ya hemos visto que ¢t = 2
es el unico punto critico. Asi pues, | esta poblacion no entrara en peligro de extincion. ‘
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1.7 Matrices

Una matriz es un conjunto de nimeros colocados en una determinada disposicion, ordenados en filas y columnas.
Las lineas horizontales de una matriz se denominan filas y las lineas verticales se denominan columnas. Cuando
una matriz contiene m filas y n columnas se dice que es de orden m x n. Los elementos de una matriz se suelen
encerrar entre paréntesis o corchetes rectos.

Ejemplo 1.76

Las siguientes matrices son, respectivamente, de orden 3 x 3, 3 x 2, 3 x4 y 2 x 3:

123 3 4 3.1 2 0
45 6 |, -6 5 |, 011422,<(1)(5)8).
7 8 9 8 0 1 5 8 7

= Matriz cuadrada es la que tiene el mismo ntumero de filas que de columnas, es decir de orden n X n o
simplemente de orden n.

= Matriz diagonal es una matriz cuadrada cuyos elementos son todos nulos salvo los de la diagonal
principal, es decir la diagonal que va desde la esquina superior izquierda hasta la esquina inferior derecha.

= Vector fila es una matriz de una sola fila y varias columnas. Por ejemplo, una matriz 1 X 7 es un vector
fila de longitud 7.

= Vector columna es una matriz de varias filas y una sola columna. Por ejemplo, una matriz 20 x 1 es un
vector columna de longitud 20.

= Matriz triangular inferior (resp. superior) es una matriz cuyos elementos por encima (resp. debajo)
de la diagonal principal son todos nulos.

= Diagonal principal de una matriz cuadrada es la que va de la esquina superior izquierda a la esquina
inferior derecha. Si la matriz no es cuadrada, se llama diagonal principal a la que comienza en la esquina
superior izquierda.

Ejemplo 1.77

Las siguientes matrices son respectivamente vector fila, vector columna, matriz triangular superior, matriz
triangular inferior y matriz diagonal:

3 3 1 2 100 2 0 0
(1,0,3,4), 8 |, 0 11 4 |, 6 5 0 |, 0 -3 0
2 0 0 7 8 9 9 0 0 1

Ejemplo 1.78
(Diagonal principal de una matriz cuadrada y de una matriz rectangular)

1 1 5

3 1 2 6 5 3 2 0 0 -1 2

1 11 4 |, 8 9 9 |, 5 -3 0 2 4

0 0 7 2 4 7 o 0 1 0 1
0 1 -3

De manera general, una matriz de m filas y n columnas cualquiera se escribe de la forma siguiente:
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a1 a2 ... Qin

a1 az2 ... Q2n . ) )
A= . . , , obien A = (a;;),1<i<m,1<j<n.

am1 Am2 ceo Qmn

Obsérvese que el primer subindice de cada elemento representa el nimero de la fila y el segundo el ntimero de
la columna a la que pertenece dicho elemento. Asi a;; es el elemento que estd en la interseccion de la fila ¢ con
la columna j.

Las siguientes operaciones tienen sentido entre matrices:

= Suma y resta de matrices. Sean A y B dos matrices del mismo orden, m x n. La suma A + B es otra
matriz de orden m X n cuyos elementos son la suma de los elementos homoélogos de las matrices a sumar.
La resta A — B se define de forma analoga.

Ejemplo 1.79

1 3 2 2 5 0 1+2 3+5 240 3 8 2
1 00|+ 16 4|=|[1+1 0+6 0+4 | =2 6 4
2 11 0 5 1 2+0 1+5 1+1 2 6 2

= Producto de una matriz por un niimero. Dada una matriz A de orden m X n y un ndmero c, el
producto cA es una nueva matriz m X n que se calcula multiplicando cada elemento de A por el ntimero c.

Ejemplo 1.80

J[1 8 —3]_[2x1 2x8 2x-3]_[2 16 —6
4 —2 5 | T |2x4 2x-2 2x5 |~ |8 —4 10

= Producto de una matriz por un vector columna. Para poder hacer esta multiplicacion, el ntmero
de columnas de la matriz ha de ser igual al nimero de filas del vector columna, es decir dada una matriz
A de orden m x n y un vector columna b de longitud n , el producto Ab es un nuevo vector columna,
de longitud m, que se calcula como sigue:

apy a2 ... Gip b1 a11b1 + a12b2 + - - + aipby
a1 G2 ... A2y bo a21b1 4 aaba + -+ + aspby,

aGm1 Am2 ... (mn bn amlbl +@m2b2+"'+amnbn
Ejemplo 1.81
0 1 3 ) Ox5+1x0+3x2 6
4 0 -1 0|=]4x54+40x04+—-1x2 | =| 18
3 6 4 2 3XH54+6x0+4x2 23

= Producto de matrices. El producto de dos matrices se puede definir s6lo si el ntimero de columnas de
la matriz izquierda es el mismo que el nimero de filas de la matriz derecha. Si A es una matriz m x n y
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B es una matriz n X k, entonces su producto matricial AB es la matriz m x k (m filas, k columnas) dada

por
a11 a12 Q1n bir b2 bk
asy G2 aon bar  bao ok
A= , B= )
am1 Am2 Amn bnl bn2 bnk
r n n n T
et Dahs Db
p=1 p=1 p=1
D ampbpr Y azby > a2pbp
AB = p=1 p=1 p=1
D mpbpt D Gmpbpe D ampbp
L p=1 p=1 p=1 |
Ejemplo 1.82
0 1 3 5 1 [ 0x54+1x0+3x2 0x1+1x1+3x0
4 0 -1 0 1 = 4x54+0x0+—-1x2 4x1+0x1+(=1)x0
3 6 4 2 0 | 3x5+6x0+4x2 3Xx1+6x1+4x0
6 1
= 18 4
| 23 9

En el producto matricial, el orden es fundamental: Puede tener sentido el producto AB y no tenerlo el
producto BA, como en el ejemplo anterior. Pero, incluso en el caso de matrices cuadradas del mismo
orden, en que tienen sentido ambos productos (AB y BA), en general el resultado no es el mismo. Es
decir, el producto matricial no es conmutativo:

AB # BA.
Ejemplo 1.83
1 0
3 1 2 7T 3
S HDIEEI N
2 1 0 1 9 4 -1
1 0 3 1 2
BA=| 2 -1 [;’ 1 g =4 1 4
1 2 7T 3 2

1.8 Sistemas lineales de ecuaciones

Una ecuacion lineal (sistema de orden 1) es de la forma:
axr = b,

donde a y b son ntimeros dados y x es la incégnita a determinar.
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Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones lineales que comparten las mismas incégnitas.

Un sistema de ecuaciones de orden 2 es de la forma:

ar+by = c
de+ey = f,

donde a, b, ¢, d, e, f son nimeros dados y x e y son las incognitas.

Ejemplo 1.84

. T1+xo+23 = 1
22z =5 (orden 1), 2o 43y = 1 (orden 2), 2x9 — x3 = 3 (orden 3).
dr —2y = 5
1 + 4133 = 6

Cuando hay mas de 3 o 4 ecuaciones y/o incognitas, se suele utilizar una notaciéon con subindices para designar
tanto las incognitas como los coeficientes. Asi, un sistema lineal de m ecuaciones con n incoégnitas se representa,
de forma general:

a1y + aprs + ... 4+ apr, = b
ag1x1 + a92X9 —+ e —+ A2 Tn = bQ (1 3)
Am1X1 + QmaTas + ... + GmnTn = by

Este sistema se puede escribir de forma equivalente utilizando notacién matricial, que es, en general, mas facil
de escribir:

ail ai12 e QA1n T bl
a21 as92 . a9on To b2

= )
Aml  Gm2 - Gmn Tn bim

Llamando A a la matriz m x n de los coeficientes del sistema, x al vector columna de longitud n de las incognitas
y b al vector columna de longitud m del segundo miembro, el sistema de ecuaciones anterior se puede finalmente
escribir en la forma mas resumida:

Az =b. (1.4)

Una solucion del sistema (1.3) es un conjunto de n valores (ordenados) tales que, al sustituir las incognitas por
estos valores, las ecuaciones se convierten en identidades. Colocando estos valores en forma de vector columna,
2 de longitud n, se tiene, obviamente, una solucion del sistema escrito en forma matricial (1.4). Por ello se suele
hablar de vector solucién, tanto de (1.3) como de (1.4).

Los sistemas lineales no siempre tienen solucion. Si un sistema no tiene solucion, se dice que es incompatible.

Ejemplo 1.85

El siguiente sistema es incompatible (no tiene solucion):

|
—

r1 + X2
r1 + X2

I
2

Si un sistema lineal tiene alguna solucion, se dice que es compatible. En este caso, la solucion no tiene porqué
ser Unica.
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Ejemplo 1.86

e El siguiente sistema tiene una tnica solucion:

xry — x2 = 0 A
1 + X9 2 )

e El siguiente sistema tiene infinitas soluciones:
T + x = 1 T . «
{2171 + 21‘2 = 2 ($2>_<1—Oé>’ vacR.

De hecho, en relacion con el niimero de soluciones de un sistema lineal de ecuaciones, s6lo pueden darse los
tres casos siguientes:

Il
7 N\
— =
~_

1. No tener ninguna solucidn: se dice que el sistema es incompatible.
2. Tener una tnica solucion: el sistema es compatible determinado.

3. Tener infinitas soluciones: el sistema es compatible indeterminado.

En el caso particular en que un sistema lineal tiene el mismo ntimero de ecuaciones que de incognitas, la matriz
del sistema es cuadrada,

ai1 ai2 N A1n, X1 b1
a1 a2 . aon T2 b2 (1 5)
Gn1  An2 ceo Opp Tn, bn

Los métodos de reduccion, sustitucion e igualacion que se estudian en la ensenanza secundaria estan disenados
principalmente para sistemas de pocas ecuaciones e incognitas (2 6 3). Por otra parte, la conocida regla de
Cramer proporciona formulas para las soluciones de sistemas compatibles determinados: si en (1.5), la matriz A
es tal que det(A) # 0, entonces el sistema posee una tinica solucion, que es el vector columna x de componentes:

:7det(Al) i=1,...,n

YT det(A)”

donde A; es la matriz obtenida a partir de A reemplazando su i-ésima columna por el vector b.

En la practica, en ocasiones, es necesario resolver sistemas lineales con un nimero elevado de ecuaciones e
incognitas y la resolucion de tales sistemas por la regla de Cramer es inviable, incluso para un ordenador, a
causa de la enorme cantidad de operacionesque exige: aproximadamente 2(n+1)! Por ejemplo, con un ordenador
capaz de realizar 10° operaciones por segundo, se necesitarian en torno a 12 horas para resolver un sistema de
dimension n = 15 (aprox. 4 x 103 operaciones) por este método, y en torno a 3240 afios para un sistema de
dimensién n = 20 (aprox. 10%° operaciones).

Maés adecuados para la resolucién de sistemas lineales son los métodos basados en la construcciéon de un sistema
equivalente al dado, es decir, con la misma solucion (ver la Seccion 1.8.2), pero que sea mas facil de resolver,
concretamente que tenga una matriz triangular (ver la Seccién 1.8.1). Estos métodos, en general, requieren
del orden de 2n3 /3 operaciones para resolver el sistema lineal (1.5), es decir aprox. 2250 operaciones para n = 15
y 5300 para n = 20.

A continuacion presentamos el procedimiento para resolver sistemas lineales con matriz triangular.

4det(A) es el determinante de A, valor numérico que se puede asociar a cada matriz cuadrada y que, entre otras cosas, sirve
para determinar la compatibilidad de un sistema lineal, aunque no se utiliza en este curso.

Matematicas Aplicadas a la Biologia - Grado en Biologia Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla



1. Resumen de herramientas matematicas conocidas 76

1.8.1 Resoluciéon de sistemas triangulares

Cuando la matriz del sistema lineal (1.5) es triangular inferior (resp. superior) dicho sistema se puede resolver
facilmente, ya que las incégnitas se pueden ir despejando de una en una y sustituyendo en las demas ecuaciones,
como se muestra en el siguiente ejemplo de dimensién 3:

a1 0 0 T b1
az az 0 Ty | = | b2 |,
az; azx as3 T3 b3
que se escribe en forma desarrollada:
a1y = by

a21%1 + Ay = by
az121 + azarz + azzrs = bs.

Dada la especial estructura escalonada de este sistema, es facil darse cuenta de que se pueden calcular las
incognitas una a una, comenzando desde arriba, despejando y sustituyendo su valor en la siguiente ecuacion:

r1 = bl/an,
zo = (b —agiz1)/ass,
x3 (bs — azix1 — asax2)/ass .

Ejemplo 1.87
Resolucion de un sistema triangular inferior

4z = 8
r + 2y = 6
=@ 4+ @y = 2z= 12

1. En la primera ecuacion s6lo aparece la incognita x y por lo tanto se puede resolver independientemente:

4dr =8 <— x = 2.

2. Una vez resuelta la primera ecuacion, ya se sabe que, necesariamente, tiene que ser x = 2. Se puede
ahora sustituir su valor en la segunda ecuacion, en la que entonces quedara y como tnica incognita:

T4+2y=6<=2y=6—r=6—2=4<y=2.

3. Conocidas x = 2 e y = 2, se sustituyen en la tercera ecuacion:

—22=1242—-y=124+2-2=12 <= 2z = —6.

4. Resumiendo, la (tinica) solucion del sistema es

Este procedimiento se denomina algoritmo de bajada, ya que las incognitas se van obteniendo por recurrencia,
desde arriba hacia abajo.

En general, si un sistema de dimensiéon n X n con matriz triangular inferior

ail 0 e 0 Iy b1
a1 a922 N 0 i) b2
Anl  Gp2 .. Gpp Ty bn,

tiene todos sus elementos diagonales son no nulos, el proceso anterior siempre puede llevarse a cabo, y se puede
describir de forma general como sigue:
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ALGORITMO DE BAJADA:

b

rKr = —,
an
1 1 i—1

zi = — (b= (a1 + a2+ + a1 Ta-1)) = — | bi — Zaij zj |,
@i i =
parai=2,...,n.

Para un sistema lineal con matriz triangular superior se puede utilizar un procedimiento anélogo, pero comen-
zando desde abajo hacia arriba, por lo cual se denomina algoritmo de subida:

ai;p a2 AT T bl

0 a99 .o Q2 To bQ
= )

0 0 ... apn Ty bn

se puede utilizar un procedimiento analogo, pero comenzando desde abajo hacia arriba, por lo cual se denomina
algoritmo de subida:

ALGORITMO DE SUBIDA:

bn
Tn = ’
ann
n
1
x, = —|b— E ai;z; |, t=n—1,...,1
Qij =
Jj=i+1

Ejemplo 1.88
Resoluciéon de un sistema triangular superior

r + 3y + =z= 6
Yy 2= 1
22— =2
1. En primer lugar se observa que, en la ultima ecuacién s6lo aparece la incognita z y que puede ser
despejada:
Ay = =0 = z==I,
2. Conocida z = —1, se puede sustituir su valor en la anterior ecuacion:
Yy+z=1<=y=1—2z=2.
3. Por dltimo, sustituyendo y = 2 y z = —1 en la primera ecuacién se obtiene
z4+3y+z=6<—zr=6—2—-3y=6+1—-6=1.
Luego la soluciéon (tnica) del sistemaes x=1, y=2, z=-—1.
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1.8.2 Sistemas equivalentes

Dos sistemas se dicen equivalentes si tienen las mismas soluciones. Determinadas operaciones pueden trans-
formar un sistema en otro equivalente, por ejemplo:

1. Cambiar el orden de las ecuaciones de un sistema.
2. Multiplicar los dos miembros de una de las ecuaciones por el mismo ntimero (distinto de cero).
3. Suprimir una ecuacién que sea combinacioén lineal de las demas. °

4. Sustituir una ecuacioén por una combinacion lineal de ella misma y alguna/s otra/s.

El método siguiente hace uso de estas propiedades para transformar un sistema dado en otro equivalente de
matriz triangular superior que, como se ha visto, es “facil” de resolver.

1.8.3 Meétodo de Gauss

Se procede, en etapas sucesivas, como sigue:

= En cada etapa, se trata de “sustituir” por cero uno de los coeficientes por debajo de la diagonal.

= Para ello, y mediante las transformaciones elementales descritas en al apartado anterior, se sustituye la
ecuacion correspondiente por otra que haga el sistema equivalente y que tenga nulo dicho coeficiente.

= Se llega asf a un sistema triangular equivalente, que se resuelve por el algoritmo de subida.

La descripcion de este método en el caso general resulta bastante farragosa de escribir. En lugar de ello, en
el Ejemplo 1.89 se describe con detalle en un caso particular, lo que permite, méas facilmente, comprender el
proceso.

En el Ejemplo 1.89 las transformaciones del método de Gauss se llevan a cabo directamente sobre las ecuaciones
del sistema. Sin embargo, desde el punto de vista practico, es més facil llevar a cabo estas transformaciones
sobre la forma matricial del sistema. Para ello se procede como sigue:

1. Se escribe el sistema en su forma matricial, Az = b, donde A es una matriz, x es el vector de las incognitas
v b es el vector de los términos independientes.

2. Se construye la matriz ampliada correspondiente, que es una matriz que denotamos [A|b] que se forma
anadiendo el vector b como tltima columna de la matriz A.

3. Se aplican las operaciones elementales que se han hecho antes con las ecuaciones del sistema a las filas de
la matriz ampliada.

Para mayor claridad, en el Ejemplo 1.90 se repite el mismo sistema del Ejemplo 1.89, pero esta vez en forma
matricial. Ademas se usa una notacién abreviada para indicar las operaciones efectuadas. Por ejemplo:

F2 — 72F1 + F2

indica que se sustituye la segunda fila de la matriz ampliada (F») por la suma de la primera multiplicada por
—2 mas la segunda (—2F; + Fb).

5Una combinacion lineal de dos ecuaciones es otra ecuacién obtenida multiplicando cada una de ellas por un nimero y luego
sumandolas.

Matematicas Aplicadas a la Biologia - Grado en Biologia Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla



1. Resumen de herramientas matematicas conocidas

79

Ejemplo 1.89
Resolucion por el método de Gauss del sistema:

r — y — 2z = -1
2v — 3y + 4z = 4
5 — y + 3z = 16

. Anular el coeficiente de = en la segunda ecuacién: se observa que, si se suman la primera ecuaciéon
multiplicada por —2 y la segunda, en la ecuacion resultante el coeficiente de la incégnita = es nulo.

—2r + 2y + 4z = +2
+ — O0z—-1y+82 = 6 <= —y+82=6
2c — 3y + 4z = 4

Como la ecuacion —y + 8z = 6 es una combinacién lineal de la primera y la segunda, en el sistema se
puede sustituir la segunda ecuacién por esta nueva, y la solucion seguira siendo la misma. El sistema
quedaré, entonces:

m o= gy = 2z = =l
-y + 8& = 6
5t — y + 3z = 16

. Anular el coeficiente de x en la tercera ecuacion: se puede sustituir la tercera ecuacién por la suma de
ella misma mas la primera multiplicada por —5:

-5 + Sy + 10z = +5
IF — Oz+4y+13z = 21 <= 4y+13z=21
5 — y + 3z = 16

. Tras estas dos etapas, en las que no se ha modificado la primera ecuacién, se ha transformado el
sistema original en el siguiente sistema equivalente:

® = @y = 2z = =l B = gy = 2z = =l
2 — 3y + 4z = 4 = -y + 8 = 6
5z — y + 3z = 16 v + 13z = 21

. Anular el coeficiente de y en la tercera ecuacion: se puede conseguir sustituyendo la tercera ecuaciéon por
la suma de ella misma mas la segunda multiplicada por 4:

{ - 4y + 32 24, Oy445r — 45 = 452—45

4y + 13z = 21

. Finalmente, el sistema original se ha transformado en:

w = @y = 28 = =l @ = @y = 22 = =l
2z — 3y + 4z = 45— -y + 8 = 6
5z — y + 3z = 16 45z = 45

que se resuelve por el algoritmo de subida:
c=y+22—1=2+2—-1=3
y=82—-6=8—-6=2

z=1

lo que, ademéas de proporcionar la solucién, prueba que ésta es tnica.
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Ejemplo 1.90
(Repeticion del anterior en notaciéon matricial)

r — y — 2z = -1
2v — 3y + 4z = 4
5 — y + 3z = 16

1. Se comienza por escribir el sistema en forma matricial Az = b:

1 -1 27« -1 1 -1 —2|-1
2 3 4||yl|=| 4| = [Ap=|2 -3 4| 4
5 -1 3|z 16 5 -1 3|16

2. A continuacién se procede a aplicar las transformaciones adecuadas para anular el elemento as; de la
matriz: se sustituye la segunda fila por la suma de la primera multiplicada por —2 mas la segunda:

1 -1 -2|-1 1 -1 -2|-1
—

2 -8 4| 4| o . |0 -1 8] 6

5 -1 3|16 5 -1 3|16

3. Para anular el elemento ag; se sustituye la fila tercera por ella misma mas la primera multiplicada por

1 -1 -2|-1 1 -1 -2|-1
—

0 -1 8| 6| p Zpip [0 -1 8] 6

5 -1 3|16 0 4 13|21

4. Una vez anulados todos los elementos sub-diagonales de la primera columna, se pasa a hacer lo mismo
con la segunda. (Es preciso a partir de ahora no utilizar la primera fila en las transformaciones, ya que
eso modificaria los ceros ya conseguidos en la primera columna). Para anular el elemento ags se sustituye
la tercera fila por ella misma més la segunda multiplicada por 4:

1 -1 -2| -1 1 -1 -2| -1
—

0 -1 8 6 Fy s 4F, 1 Fy 0 -1 8 6

0 4 13| 21 0 0 45| 45

5. Con esto el sistema ya estd en forma triangular, ya que todos los elementos por debajo de la diagonal
principal son nulos. Se resuelve, pues, despejando las incognitas de abajo hacia arriba:

r — y — 2z = -1 r=y+2z—1=2+2-1=3
-y + 8& = 6 — Yy=82z—-6=8—6=2
45z = 45 z=1

Matematicas Aplicadas a la Biologia - Grado en Biologia Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla



1. Resumen de herramientas matematicas conocidas 81

El procedimiento anterior puede llevarse a cabo siempre y cuando el elemento diagonal de la columna sobre la
que se esta actuando no valga cero, ya que en ese caso no es posible convertir en ceros los elementos de dicha
columna que estan por debajo de él. Lo que hay que hacer en ese caso es permutar la fila del elemento nulo con
otra de mas abajo que no tenga cero en esa columna. Intercambiar dos filas de la matriz ampliada es equivalente
a intercambiar la posicion de dos ecuaciones del sistema, y esto no cambia la soluciéon. El siguiente ejemplo
muestra ese caso. La notaciéon

F;, & Fj
indica que se intercambian la fila ¢ con la fila j.
Ejemplo 1.91
2r—y+3z = 6
dr —2y+6z = 9
r—y+z = 3

1. Se comienza por transformar en ceros los elementos sub-diagonales de la primera columna:

2 -1 3|6 . 2 -1 316
4 -2 6|9 Fy — 2F — F 0 0 013
1 -1 1|3 Fy = 2F — Fy 0O -1 —-1(0

2. Para hacer las transformaciones necesarias en la segunda columna, se necesitaria que ass fuera distinto
de cero. Como no lo es, se permutan las filas 2 y 3:

2 -1 3|6 2 -1 3|6
—

0 0 03| nip |0 -1 1|0

0 -1 -1]0 0 0 03

3. El sistema ya esté en forma triangular, luego no es necesario seguir aplicando transformaciones.

2r — y + 3z = 6
=y = z =0
0z = 3

4. La ultima ecuacion de este sistema es 0 -z = 3, lo que es imposible. En consecuencia el sistema no tiene
solucién: es incompatible.

En el ultimo ejemplo se muestra un caso de sistema que resulta indeterminado, ya que aparece una ecuacion de
la forma 0-z=0 : esta ecuacién se cumple siempre, es decir, para cualquier valor de z.
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Ejemplo 1.92

z — 3y + =z = 4
r — 2y + 3z = 6
2 — 6y + 2z = 8
1 -3 1|4 1 -3 1|4 1 -3 14
— —
1 -2 3|6 Fy s Fy— Iy 0 1 22 Fs — F3 — 2F, 0 1 2|2
2 —6 2|8 2 —6 2|8 0 0 00

El sistema ya esta en forma triangular, por lo que no es necesario continuar el procedimiento.

La dltima ecuacion es 0-z = 0 lo que significa que z puede tomar cualquier valor: z = « para cualquier o € R.
La segunda ecuacion es y + 2z = 2, de donde se deduce y = 2 — 2z = 2 — 2.

Y por ultimo, de la primera ecuacion se deduce t =4 — z+ 3y =4 — a + 3(2 — 2a) = 10 — Ta.

Asi pues, el sistema tiene infinitas soluciones (una para cada valor que tome «), que son de la forma:

z=10—70, y=2—-2a, z=a, paraaclR.

1.8.4 Ejercicios: Igualaciéon de reacciones quimicas
En una reacciéon quimica, un conjunto de reactivos, en las proporciones adecuadas, se transforman en otros
productos diferentes.

En los ejercicios siguientes, se trata de calcular las cantidades de cada producto que participan en la reaccién,

igualando el ntimero de dtomos que intervienen antes y después de la reaccién. Naturalmente, debe ser un
nimero entero de atomos.
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Ejemplo 1.93
Calcular los coeficientes de la siguiente reacciéon quimica

aFeSo+b0Og — cFeyO3+d SO,

El nimero de atomos de Fe, S y O debe ser el mismo a ambos lados de la reaccion:

Fe: a=2¢c Fe : a—2c=0
S :2a=d & S 20 —d =0
O :2b=3c+2d O :20—3¢c—2d=0

Se tiene asi un sistema de 3 ecuaciones con 4 incognitas: a, b, ¢ y d. Un sistema como este, normalmente, tiene
infinitas soluciones, ya que hay menos condiciones que incognitas.

También se puede resolver por el método de Gauss: se procede como en los casos anteriores, convirtiendo en
ceros todos los elmentos que estan por debajo de la diagonal.

1. Se comienza por escribir el sistema en forma matricial Az = b:

10 =2 0 Z 0 10 =2 0]o0
20 0 —1 —lo — [Ap=]|2 0 0 -1]0
0 2 -3 -2 2 0 0 2 -3 210

2. A continuacién se transforman en ceros los elementos sub-diagonales de la primera columna:

1 0 -2 00 10 =2 0|0
—)
2 0 0 —-1}0 Fy — —2F, 4 Fy 00 4 —-110
0 2 -3 —-2|0 0 2 -3 —-210
3. A continuacion se intercambian las filas segunda y tercera:
1 0 =2 00 10 =2 0|0
—)
2 0 0 —-1}0 Fy o F 0 2 -3 —-210
0 2 -3 —-2|0 00 4 —-110

con lo cual el sistema ya esta en forma triangular (por debajo de la diagonal principal s6lo hay ceros)

4. El sistema (equivalente al original) resultante se resuelve también de abajo hacia arriba. En este caso,
las incognitas vendran dadas en funcién de un parametro (infinitas soluciones)

o ¢
aQ=4C= — = —
o=de=0 1 ! 21 3t 11
W—3c—2d=0 - b:2(3c+2d)=2<4+2t>:t
de—d =0 t 8
= o=
9 c 4

5. Asi pues, las soluciones (infinitas) del sistema son de la forma:

t 11 t
(a,b7c,d)—<2,8t,47t) teR

Puesto que solo interesan soluciones con valores enteros y lo més pequenos posible, se elige ¢ = 8 (minimo
comun multiplo de los denominadores), y se tiene asi:

(a,b,c,d) = (4,11,2,8)
de donde, finalmente, se tienen los coeficientes de la reaccion:

4 FeSy + 11 Oy — 2 Fes O3 + 8 SOy
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Ejemplo 1.94
Calcular los coeficientes de la siguiente reacciéon quimica

CLKMHO4+bKCl+CHQSO4—)dMnSO4+6KQSO4+fClg+gHQO

K a+b=2e K : a+b—2e=0
Mn : a=d Mn : a—d=0
O :da+4c=4d+4e+g O :da+4c—4d—4e—g=0
Cl b=2f Cl b—2f=0
H 2c = 2g H 2c—2g =0
S c=d+e S c—d—e=0
1. Se comienza por escribir el sistema en forma matricial Ax = b:
110 0 -2 0 0 a 0 110 0 -2 0 0]0
1 0 0 -1 0 0 O b 0 1 0 0 -1 0 0 0|0
4 0 4 -4 -4 0 -1 c 0 4 0 4 -4 -4 0 —-1]|0
010 0 0 -2 0 d|= o] 2H=106 10 0o 0o -2 oo
002 0 0 0 -2 e 0 002 0 0 0 —-2]0
0 01 -1 -1 0 0 g 0 0 01 -1 -1 0 010
2. A continuacién se transforman en ceros los elementos sub-diagonales de la primera columna:
110 0 -2 0 O0]0 1 1 0 0 -2 0 010
1 0 0 -1 0 0 010 0 1 0 1 -2 0 0|0
4 04 4 -4 0 —-1|0 — 0 4 4 4 —4 0 110
F2 = Fl = F2
010 0 0 -2 0]0 Fy — 4F) — Iy 0 1 0 0 0 -2 010
0 0 2 0 0 0 —-2]0 00 2 0 0 0 —2|0
0 01 -1 -1 0 010 0 0 1 -1 -1 0 010

3. Se prosigue transformando en ceros los elementos sub-diagonales de la segunda, tercera, cuarta y quinta

columnas (en ese orden):

11 0 0 -2 0 0]0 1
01 0 1 -2 0 0|0 0
04 -4 4 -4 0 1|0 — 0
01 0 0 0 -2 olo| BRI o0
00 2 0 0 0 -2|0 0
00 1 -1 -1 0 0|0 0
1100 -20 0]0
0101 -20 00
— 0040 —4 0 —1]0 .
F5 — F3 — 2F3
Fs — F3 — 4Fg 0O 0 0 1 -2 2 010 Fg — 4Fy — Fg
0000 —40 3|0
0004 00 —1]0
1100 -2 0
0101 -2 0
— 0040 -4 0
Fs—2F—F |0 0 0 1 -2 2
0000 —4 0
0000 0 -8

(=) (em) (eo) (@) S

— NN O OO

Coe ool

Trw O~ OO

0 -2 0 0]0]
1 -2 0 0]0
0 -4 0 —1/0
1 -2 2 00
0 00 —2/0
-1 -1 0 0]0
00 20 0]0
01 20 00
40 —4 0 —1/0
01 -2 2 0/0
00 40 30
00 -8 8 10

O O OO ==

O O O O OO

con lo cual el sistema ya esta en forma triangular (por debajo de la diagonal principal s6lo hay ceros)
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.. sigue ...

4. El sistema (equivalente al original) resultante se resuelve también de abajo hacia arriba. En este caso,
las incognitas vendran dadas en funciéon de un parametro (infinitas soluciones)

3 1
=% —b=ot—t=—t
a (& 2 9
p— _3 —
a+b—2e=0 b=2e—d=gi—pi=
b+d—2 =0 1 1
de—4de—g=0 _ c=gletg) =B+ =¢
d—2e+2f=0 _ _ 6 1
de+3g=0 d=2e=2f=gt-gi=7t
—8f+5g =0 _3,_3
Ty
5
=7 = 2
g=t, f=g

Luego la solucién general del sistema es:

1 1
(a,b,c,d,e, f,g) = (—t Lt t, Zt , Zt , gt , t> para cualquier ¢ € R.

2

La solucién formada sélo por nimeros enteros positivos y lo mas pequenos posible se obtiene para t = 8

(minimo comtn multiplo de los denominadores):
(a7 b’ c7 d7 e’ f?g) = (4, 87 87 2’ 67 578)

y la formula correcta de la reaccién quimica sera:

4 KMnOs+8 KCl+8 Hy,SO4 —+2MnSO4+6 KoSO4+5 Cly +8 Hy O

En ocasiones es posible simplificar algo el sistema antes de resolverlo, como en el ejemplo siguiente.

Matematicas Aplicadas a la Biologia - Grado en Biologia

Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla




1. Resumen de herramientas matematicas conocidas 86

Ejemplo 1.95
Calcular los coeficientes de la siguiente reacciéon quimica

a1 HCl+ ao KMn Oy + a3 H3 AsO3 — a4 H3 AsOy4 + a5 Mn Cly + ag KCl + a7y Hy O

El nimero de atomos de cada elemento debe ser el mismo en cada lado de la igualdad, luego:

H : a1+ 3a3 = 3a4 + 2a7 H :a1+3a3—3a4—2a7 =0
Cl : a1 = 2as + ag Cl : a1 — 2a5 — ag =
K as = ag K as — ag =
5) Mn : as = as < Mn : as — as =
O :4das +3a3 = 4a4 + a7 O :4das+3a3—4ays — a7 =
As as = ay As ag—ag =0

Puesto que tres de las incognitas se encuentran trivialmente a partir de las otras (ag = a5 = as y a4 = as),
podemos sustituirlas y reducir el sistema a uno con 4 incognitas (a1, as, az y ay) y 3 ecuaciones:

H : a1 + 3a3 — 3asz — 2ar
Cl: a1—2a2—a2
O :4as + 3as — 4as — ay

a1—2a7:0
a1—3a2:O
4&2—(13—0,7:0

que, en forma matricial se escribe

1 0 0 -2 u 0
1 =3 0 0 Tl=10
0 4 -1 -1 ° 0
az
Vamos a calcular su solucion (si existe) por el método de Gauss:
1 0 0 =210 1 0 0 —-210
— —
A= 1 -3 0 0]0 Fy o Py Iy 0 -3 0 210 Fs s AF, + 3F,
0 4 -1 —-1|0 0 4 -1 -1|0
a; = 2&7
1 0 0 =210 ay —2a7 =0 2
0 -3 0 210 = —3as +2a7 =0 = a2 = g a7
0 0 -3 510 —3az +5ar = 5
ag = g ar

Es decir, a7 puede tomar cualquier valor, pongamos a; =t € R, y todas las demés incognitas vienen dadas en
funcién de ¢t. Son, por lo tanto soluciones del sistema global (S) todas las de la forma

2t2t5t5t2t2tt te R
(al,ag,ag,a4,a5,a6,a7)< v gty gty gty gt 3t ) cont € In.
Ahora bien, en la ecuacion de la reaccién quimica se necesita que los coeficientes sean nimeros enteros, ya
que representan el nimero de moléculas de los diferentes reactivos. Por lo tanto, habra que elegir el valor de
t adecuado que haga que todos los a; sean enteros, que, claramente, es ¢t = 3, minimo comtin multiplo de los
denominadores:

Asi pues, la solucion del ejercicio es:

(a17a27a37 G4, 05, 06, a7) = (63 2,5,5,2,2, 3) ,

y la formula correcta de la reaccion es:

6 HCl+2 KMnOy4 + 5 H3 AsO3 —+ 5 H3AsO4 +2 MnCly, +2 KCl+3 Hy; O
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