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La dinamica de poblaciones es la especialidad cientifica que se ocupa del estudio de las poblaciones biologicas
desde el punto de vista de su tamano, dimensiones fisicas de sus miembros, estructuraciéon en edad y sexo y
otros parametros que las definen. La dindmica de poblaciones modela mediante ecuaciones mateméticas el
comportamiento de las poblaciones, para asi poder predecir los cambios numéricos que sufren, determinar sus
causas, predecir su comportamiento y analizar sus consecuencias ecolégicas.

Es uno de los principales campos de interés de la biologia matematica y ha demostrado su utilidad en diversas
aplicaciones, como la gestion de recursos biologicos (por ejemplo, pesquerias), en la evaluacion de las consecuen-
cias ambientales de las acciones humanas y también en campos de la investigacién médica relacionados con las
infecciones y la dindmica de las poblaciones celulares.

Existen muchos modelos en dinamica de poblaciones. Su desarrollo ha sido paulatino, de menor a mayor difi-
cultad técnica. Dependiendo de la capacidad que muestra un modelo de captar lo que ocurre en la realidad, se
admite dicho modelo o bien se transforma en otro nuevo, generalmente mas complejo, que intente reflejar mejor
lo que se observa.

Los modelos discretos se llaman asi porque soélo consideran el estado del sistema objeto de estudio en un
conjunto discreto de instantes de tiempo, esto es, en un conjunto de instantes espaciados en el tiempo, a
diferencia de los modelos continuos, en los que el estado del sistema se puede considerar en cualquier instante
de tiempo.

Los modelos discretos dinamicos suelen estar basados en ecuaciones recursivas, ecuaciones o férmulas que se
aplican de forma recurrente, para encontrar el estado del sistema en un instante de tiempo dado a partir del
estado en el instante o instantes anteriores. Los modelos continuos estan basados con frecuencia en ecuaciones
diferenciales y se estudiaran méas adelante en este curso.

Aunque aparentemente simples, los modelos discretos han demostrado su utilidad e interés en numerosos campos,
entre ellos la dinamica de poblaciones.

En la primera seccién de este Tema se presentan modelos que se ocupan de la evoluciéon de una tinica poblacién
o grupo homogéneo de seres vivos. Para ello utilizan una tnica variable que representa el ntimero de individuos
de la poblacion en cada instante. El estado del sistema se obtiene a partir de una sola ecuacion. Por esta
razén se denominan modelos unidimensionales.

En las otras dos secciones se consideran modelos que se ocupan de varias poblaciones o grupos de seres vivos
que interactian entre ellos, afectando a su evolucion. Para ello se utilizaran varias variables, representando cada
una de ellas el nimero de individuos de cada una de las poblaciones o grupos. El estado del sistema vendra
dado por un sistema de ecuaciones. Por esta razéon se denominan modelos multidimensionales.

En la seccion 2 se consideran modelos con sistemas de ecuaciones lineales. En la seccion 3 se consideran modelos
mas generales, esto es, sistemas de ecuaciones no lineales.

2.1 Modelos unidimensionales

En esta seccién estudiaremos modelos de crecimiento y decrecimiento de poblaciones de especies que se repro-
ducen en periodos de tiempo dados. En concreto, modelaremos el tamafno de poblaciones de especies que se
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reproducen una tnica vez en un periodo y que después mueren o continian reproduciéndose. Un primer ejemplo
biolégico lo constituyen ciertas poblaciones de plantas que se reproducen una vez al ano y después mueren. Un
segundo ejemplo tipico corresponde al de poblaciones de bacterias donde, de nuevo, hay un periodo de tiempo
en el que la bacteria se divide (se reproduce).

2.1.1 Modelos de crecimiento exponencial: modelo de Malthus

Para introducir este tipo de modelos, consideremos un ejemplo concreto.

Supongamos que tenemos una poblacion de bacterias que se dividen cada 20 minutos. Supongamos también que
cuando iniciamos el experimento tenemos dos bacterias. Queremos analizar como cambia el nimero de bacterias
con respecto al tiempo. Obsérvese que este andlisis no parece muy dificil: si inicialmente (tiempo cero) hay dos
bacterias, a los veinte minutos (una vez el periodo de division) habra 4 bacterias. A los 40 minutos (dos veces
el periodo de division) habra 8 bacterias. A los 60 minutos de inicio del experimento (tres veces el periodo de
divisién) habra 16 bacterias y asi sucesivamente.

Tiempo (minutos) 0 20 40 60 80 100 120 140
No. de bacterias 2 4 8 16 32 64 128 256

Para facilitar el analisis vamos a introducir cierta notacién:

1. Vamos a denotar los periodos de division de la bacteria utilizando la letra k. Asi, k = 0 representa el inicio
del experimento u observacién, k = 1 representa una vez el periodo de reproduccién, es decir, 20 minutos,
k = 2 representa dos veces el periodo de divisién, es decir, 40 minutos. De manera general, un valor k
dado representa que han transcurrido k periodos de division desde que se inici6 el experimento, es decir,
20k minutos.

3 4 5 6 7
16 32 64 128 256

k 0o 1 2
No. de bacterias 2 4 8

2. En segundo lugar utilizaremos la letra x para representar el ntiimero de bacterias. En concreto, usaremos
la notacion x; para designar el nimero de bacterias transcurridos k periodos de division. Asi,

.730:2, l‘1:2$0=4, 332:2331:8,

3 4 5 6 7
16 32 64 128 256

kK 0 1 2
T, 2 4 8

Si fijamos un valor de k& > 0, en este ejemplo concreto, tenemos
T =2xp_1 Vk >0,

lo que produce:
k

T =2Tp_1 =2 2xp_0=220)_ o= =2 To,
es decir,
o =2%20, k=01, 2, .., (2.1)

donde z( es el nimero de individuos de la poblacién de bacterias al inicio del experimento. Obsérvese que
dando valores a k obtenemos una sucesion de valores, xj. Estos valores proporcionan el nimero de bacterias
de nuestro experimento después de cada periodo de divisiéon k. En nuestro caso particular, inicialmente habia
dos bacterias, es decir, xg = 2. Asi,

x9=2-20 = 2
1 =2-21=22= 4
29=2.22=23— 38
z3=2-23=2* =16
x4 =2-2=2° =32
x5 =2-2°=26 =64
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2. Modelos discretos en Biologia 89

Asi, el nimero de bacterias de nuestro experimento después de k periodos de tiempo viene dado por la formula
o =2F.2=20F1" k=0, 1,2, ...

La férmula anterior nos permite deducir el comportamiento de la poblacién cuando el tiempo avanza.

Ejemplo 2.1

Estamos estudiando una poblacién de bacterias que se dividen cada 20 minutos y que al inicio del experimento
se reduce a dos bacterias. {En qué momento el tamano de la poblacion supera las 60 bacterias? ;Qué le ocurre
al tamano de la poblacion en el futuro?

Como hemos visto anteriormente, si xy, es el nimero de bacterias después de k periodos de division (20k minutos),
zy, estd dado por
o =21 k=01, 2, ...

Asi, el objetivo es determinar el valor mas pequeno de k tal que xp > 60. Pero,

|
x> 60 < 2Pt > 60 «— (k4+1)In2>1n60 < k> ;17620 — 1 =14.9069...
n
Podemos concluir que el primer valor de k es k = 5, es decir, a los 100 minutos el ntiimero de bacterias supera
el valor 60. Efectivamente,
14 =25=32<60y x5 = 2x4 = 64 > 60.

Finalmente, de la formula z; = 2*+! deducimos que cuando k se hace grande, el nimero de bacterias se hace
grande y tiende a hacerse infinito.

La funcion que aparece en (2.1) es de tipo exponencial y el crecimiento de este tipo de poblaciones se denomina
crecimiento exponencial en tiempo discreto. La base 2 de la formula refleja el hecho de que la poblacion
de bacterias se dobla cada periodo de tiempo. Obsérvese que el tamano inicial de bacterias podria ser distinto.
Supongamos ahora que inicialmente hay tres bacterias. El analisis anterior nos lleva a la nueva férmula

=32 k=01, 2, ..,

que nos permitirfa calcular la poblacién de bacterias en un periodo de tiempo k dado.

Ejemplo 2.2
Supongamos que tenemos una poblacion de plantas que se reproducen de manera anual produciendo cada planta
tres ejemplares y que las plantas no sobreviven de un ano a otro. Sabemos que inicialmente hay 30 plantas.

1. Utiliza una ecuacion recursiva para escribir un modelo que describa el proceso anterior. Expresa el término
general de la sucesiéon anterior en funcién del tamano inicial de la poblacion.

2. jCuéantas plantas habra pasados cuatro anos? ;Y cuando hayan pasado cuatro anos y medio?

3. (En qué momento el tamano de la poblacién superara las 10000 plantas?

1. Para determinar el nimero de ejemplares, llamamos z; al nimero de plantas en el ano k. Puesto que, por
cada planta, se tienen tres nuevas plantas al ano siguiente, la ecuaciéon recursiva del modelo es:

T =3 Tp_1
Asi, cuando comenzamos el estudio g = 30. De los datos del problema deducimos,
21 =320=3-30=90, zo=3x; =3%-20=270, xz3=3zx,=23%27=2810.
Observando la anterior sucesion de valores, no es dificil darse cuenta de que xj esta dada por

zp =3%20=30-3* £=0,1,2,...
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2. Primero hay que darse cuenta de que nos preguntan el valor de x4. Del célculo anterior deducimos:
x4 =303 =30 81 = 2430.

Por tanto, a los 4 anos habra 2430 ejemplares.

Por otro lado, como se trata un modelo discreto, s6lo nos proporciona informacion sobre el estado del
sistema a los cuatro anos y a los cinco anos: Este modelo no proporciona informacion sobre el estado del
sistema en tiempos intermedios (ver la observacion al final del ejemplo). Por tanto, a partir del modelo,
lo tinico que podemos afirmar es que el nimero de ejemplares de plantas a los cuatro anos y medio sera el
del ultimo tiempo observado, esto es, x4. Asi, a los cuatro anos y medio habra 2430 plantas.

3. Nos estan preguntando el valor de k£ que hace que z; > 10000. Razonamos como en el Ejemplo 2.1:
Queremos determinar el menor valor de k (entero) tal que

1000
x> 10000 < 30-3* > 10000 < 3F > ——

1000 n (190
< kln3>In(— @:k>;i:LZ:5%WL.
3 In3
Ponr tanto, el primer valor de k (entero) que hace que z; > 10000 es k = 6. Efectivamente,
x5 =30 - 3% = 7290 y xg = 35 = 21870.
Observacion: Naturalmente, existen procedimientos para obtener informacién sobre tiempos intermedios a

partir de los valores en tiempos discretos que nos proporciona este modelo. Este procedimiento se llama inter-
polacion y se estudiara en el Tema 4.

Los ejemplos anteriores pueden ser generalizados: Supongamos que cada individuo de cierta especie produce en
cada ciclo vital, de media, R > 0 individuos. Si zy > 0 es el namero de individuos al inicio del estudio y xj es
el ntiimero de individuos de la poblacién transcurridos k ciclos vitales, se tiene

T = Rmk_l, k Z 1. (22)

Aplicando de forma reiterada la férmula anterior, obtenemos,

Zo
1 =R 290 = Rxg

$2:R‘$1:R'R$0:R2(EQ
.%'3=R~:L‘2=R'R2$0=R3ZL'0
.’E4_R'.’L‘3:R-R3.’L‘0:R4LEQ

De esta manera deducimos la siguiente formula general para el crecimiento exponencial en tiempo discreto:
_ pk _
= R°zg, k=0,1, 2, ...
En (2.2) el pardmetro R es una constante positiva que se denomina constante de crecimiento. Esta constante

mide la proporcion entre el niimero de descendientes y de ascendientes:

Tk p>1

R= ,
Tr—1

Por otro lado, zg es también una constante positiva e indica el tamafio de la poblacién en el instante inicial
(k=0).
En los ejemplos anteriores hemos considerado R =2 > 1y R = 3 > 1, lo que proporcionaba sucesiones que

se hacfan grandes cuando k aumentaba y que, de hecho, tienden a +oo. También podemos considerar valores
R € (0,1). Esto nos proporciona valores de xj, que se acercan a cero cuando k se hace grande:
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Ejemplo 2.3

La construcciéon de una fabrica de celulosa en la orilla de un rio ha afectado a la viabilidad de los huevos de una
poblacién de truchas, de tal manera que cada ano la poblacién desciende un 11 %. Sabemos que inicialmente la
poblacién de truchas ascendia a 1000 ejemplares.

1.

Escribe un modelo que describa mediante una ecuaciéon recursiva la dinamica de la poblacion anterior.
;,Qué le ocurre al tamano de la poblaciéon de truchas en el futuro?

Segun el modelo, jcuantas truchas habra pasados 6 anos? ;Y cuando hayan pasado 7 afios y 10 meses?

También segin el modelo, jen qué momento el tamano de la poblacion desciende de 400 ejemplares?

. En este ejemplo los periodos vitales son anuales. Asi, razonamos como antes y consideramos xj como el

nimero de ejemplares de trucha en el ano k. De los datos del problema deducimos que la constante de
reproduccion de las truchas es del 89 %, es decir, R = 0,89. De esta manera el modelo es

xp =089z, k=1,2,3,...
lo que nos proporciona la formula

z, = (0.89)F 2o = 1000 (0.89)" k=0,1,2,...

Como R = 0.89 < 1, se tiene que conforme k avanza xj se acerca a 0, es decir, la poblacién de truchas
desaparece. No es dificil verlo considerando la grafica de la funcién exponencial f(x) = 1000 (0.89)" (ver
Tema 1). También se puede ver tomando valores de k grandes:

T10 = 311.8172, 00 = 97.2300, 30 = 30.3180, w50 = 2.9478,

En este caso, g nos da el nimero de truchas a los 6 anos:
x¢ = 1000 (0.89)6 = 496.9813,

es decir, habra aproximadamente 497 truchas.

El modelo, al ser discreto, no proporciona informacién sobre el nimero de ejemplares entre los instantes de
tiempo considerados. Por ello, segin el modelo s6lo podemos decir que a los 7 anos y 10 meses el ntmero
de truchas es z7:

Ty = 0.89 - Teg — 442.31337

es decir, aproximadamente 442 truchas.
Razonamos como en los ejemplos anteriores. En este caso nos preguntan el menor valor de k que hace

z, < 400. Si tenemos en cuenta la féormula de x;, obtenemos:

In0.4
1000 (0.89)" < 400 <= (0.89)F < 0.4 <= kIn0.89 <In0.4 < k> —

= 7.8629.
~ In0.89 78629

Por tanto tenemos que tomar k£ = 8:
r7 = 442.3133, 2xg = 393.6589.

Importante: En las operaciones hechas mas arriba es importante tener en cuenta que la cantidad In 0.89
es negativa (ver gréfica de la funcién logaritmo f(z) = Inx en el Tema 1). Por tanto, en

In0.4
kln0.89 <In04 <— k> ——
nueT = = 1n0.89’

puesto que dividimos en ambos miembros de la desigualdad por el nimero negativo In 0.89, la desigualdad
cambia de sentido.
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Figura 2.1: Grafica de la funcion R* para distintos valores de R.

Volviendo al modelo (2.2) y a la formula z, = RFzo, podemos deducir cual va a ser el comportamiento de la
poblacion considerada en funcion de los valores de R. Teniendo en cuenta la grafica de la funcion f(z) = R*

(ver la Figura 2.1), deducimos:

1. Si R > 1, entonces los valores z; dados por (2.2) se van haciendo cada vez mas grandes y tienden a 400
(la poblacién crece y tiende a infinito).

2. Si R = 1, entonces los valores x; no cambian: x1 = xg, 2 = xg,

..... (la poblacion permanece estacionaria).

3. Si R € (0,1), entonces los valores z;, van decreciendo y se van acercando a 0 (la poblacion se extingue).

X0 T ) xs Ty Ts Ze
R=20|200 4.00 800 16.00 32.00 64.00 128.00
R=17|200 340 5.78 9.83 16.70 2840 48.28
R=13| 200 260 338 439 571 743 9.65
R=101] 200 200 200 200 2.00 2.00 2.00
R=0.7|200 140 098 0.69 048 034 0.24
R=05|200 100 050 025 013 0.06 0.03

Tabla 2.1: Evolucién de una poblacién segin el modelo exponencial, para distintos valores de R

Ejemplo 2.4

Supongamos que en el Ejemplo 2.3 todos los anos se repuebla el rio introduciendo 100 ejemplares de la misma
especie de trucha. Escribe el nuevo modelo y estudia el comportamiento de la poblacién en el futuro.

Utilizando la misma notacion que en el Ejemplo 2.3, utilizaremos z, para designar el namero de truchas pasados
k anos. En este nuevo modelo tenemos por un lado pérdida de poblacion (un 11 % menos de natalidad, debido
a la contaminacion) y, por otro lado, un aporte de 100 nuevos ejemplares de trucha cada ano, de la repoblacion.

Asi,

z, = 0.89z)_1 +100 k=1,2,3,...
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En este caso no parece facil dar una expresion de x en funcién sélo de k y de xy = 1000.

Para ver qué ocurre con la poblacion de truchas hagamos una tabla de valores de zj (hecha con Excel con-
siderando 3 cifras decimales) (ver la Tabla 2.2). De dicha tabla deducimos que el namero de ejemplares va
disminuyendo y se va acercando al valor 909.

k Tk

1 990.000 10501 1

2 981.100 Tk

3 973.179

4 966.129

5 959.855 1000

6  954.271 .

7 949.301 "

8  944.878 ‘.

9 940.941 950 - ...

10 937.438

48 909.429 e,
49 909.392 s0ok

50  909.359

51 909.329

52 909.303

53 909.280

54 909.259 850"

55 909.241 1 1 1 1 1 1 1
56 909.224 0 10 20 30 40 50 60
57 909.209

58  909.196

Figura 2.2: Evolucién del modelo del Ejemplo 2.4: tabla de valores y representaciéon gréfica.

2.1.2 Modelos discretos unidimensionales con crecimiento restringido

En la Seccién 2.1.1 hemos estudiado un primer modelo discreto de crecimiento de una poblacion (modelo
exponencial) donde calculdbamos el nimero de individuos zj de la generacion k a través de la formula:

T — kafl, k 2 1,

donde zj_; es el nimero de individuos de la generacién anterior y R > 0 es la constante de crecimiento. Cuando
R > 1, vimos que el tamano de la poblacién crece indefinidamente y esto ocurre independientemente del namero
inicial de individuos xg. Desde el punto de vista biologico, esto s6lo es valido en intervalos limitados de tiempo;
pero no es razonable para todo tiempo futuro pues no hay ningin habitat que pueda albergar poblaciones que
crecen indefinidamente.

En esta seccién veremos algunos modelos que se ajustan algo mas a lo que ocurre en la realidad, introduciendo
una reducciéon del crecimiento cuando el tamafio de la poblacién alcanza valores grandes. Si xj es el nimero de
individuos en la generacion k, usaremos la formula recursiva

T = f(l‘k_l), k > 1, (23)

para calcular z en funcion del namero de individuos de la generacion anterior, x;_1. En la expresion (2.3), f
es una funciéon conocida que va a variar en cada modelo discreto considerado. La formula (2.3) se denomina
ecuacion recursiva de primer orden.
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Ejemplo 2.5 (Curva de reclutamiento de Beverton-Holt)
Empezamos viendo un primer modelo que incorpora una limitaciéon de crecimiento cuando el tamano de la
poblacion es grande. Para ello partimos el modelo exponencial (2.2) para R > 1. Este primer modelo puede ser

reescrito de la manera siguiente:
Ly

=R, k>1.
Tk—1
Una forma de limitar el crecimiento es mediante la introducciéon de la llamada capacidad de alojamiento,
que denotaremos por K > (. Desde el punto de vista biologico, esta constante mide la poblacién maxima que
puede albergar el habitat donde vive la especie. El modelo toma la forma:
x R
koo . k> 1. (2.4)

:I,‘k71 1+R—1

Tk—1

Obsérvese que si es cercano a 0, el denominador de la expresién anterior es cercano a 1 y, por tanto,

Lk

~ R, esdecir, xy=~ Rzrp_;.
Tr—1

. . Tp—1 . . P
Por el contrario, si aumenta, entonces el denominador se aleja del valor 1 y asf,

R
R—-1
K

es mucho menor que R,

1+ Tp—1

lo que hace que xy crezca mas lentamente, que es biolégicamente mas razonable.

Operando en (2.4) obtenemos la ecuacion recursiva para este modelo, llamado curva de reclutamiento de
Beverton-Holt:

Ry
T = %, k>1. (2.5)
1+ Th—1
Obsérvese que corresponde a la forma general (2.3) con
R
f(x):%, con = > 0.
1+ s

Véase el comportamiento de este modelo para distintos valores del x( inicial en la Figura 2.3.

Ejemplo 2.6 (Modelo logistico discreto)
Se trata de nuevo de un modelo discreto de crecimiento de una poblaciéon donde también se limita, ahora de
otro modo, el crecimiento del modelo exponencial (2.2) en el caso R > 1. Ahora se toma:

Tk R—-1

=R — _ k>1 2.6
Trh1 K Th—1, = 41, ( )

donde R > 1 es la constante de crecimiento de la poblaciéon y K > 0 es, de nuevo, la capacidad de alojamiento
L oes pequeno (es decir, si la poblacion es

sz g . LTk—
de la poblacion. Como en el caso anterior, observamos que, si

pequena comparada con la capacidad de alojamiento), el segundo sumando de la expresion anterior es cercano

a 0 y, por tanto,
Tp

~ R, esdecir, xp~ Rxj_1.
Tr—1

Esto es, mientras que la poblacién es pequena, su comportamiento es exponencial.
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Figura 2.3: Comportamiento de la Curva de reclutamiento de Beverton-Holt (Ejemplo 2.5) con R = 1.3 y
capacidad de alojamiento K = 50, para distintos valores del xg inicial. Obsérvese coémo, en todos los casos, el
crecimiento de la poblacién se atentia cuando la poblacién aumenta, tendiendo asintéticamente al valor K de
la capacidad de alojamiento del habitat.

Por el contrario, cuando la poblaciéon aumenta de tamano, se aproxima a 1, y

R—-1

R-—%

Trp_1 seaproximaa R—-—R+1=1,

es decir,
Tk = Tk—1,
la poblacién crece cada vez mas lentamente.

Estamos de nuevo limitando el crecimiento de la poblacién mediante la constante K > 0 que mide la poblacién
maxima que el medio puede albergar.

Operando en (2.6) llegamos a la ecuacion recursiva de este modelo:

R-1
K

Tp = Tp—1 (R— iL‘/c_1> , k>1, (2.7)

que de nuevo tiene la estructura de la ecuacion recursiva (2.3) para una nueva funciéon dada por

f(:c)::z:(R—Rlzlx>, con = > 0.

Véase el comportamiento de este modelo para distintos valores del x( inicial en la Figura 2.4

Ejemplo 2.7 (Curva de Ricker)

El modelo logistico que hemos analizado en el Ejemplo 2.6 tiene un inconveniente que lo hace poco realista
desde el punto de vista biologico: Si consideramos un valor inicial de la poblacion zy grande, el valor para x;
que proporciona el modelo (2.7) puede ser negativo:

2R 2R?
0= ——K = 21 = —Rxg=—

1 R—1K<0'
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e Xxinicial=2
O xinicial = 4
4 *  xinicial = 10

Figura 2.4: Comportamiento del modelo logistico discreto (Ejemplo 2.6) con R = 1.3 y capacidad de alojamiento
K = 50, para distintos valores del x inicial. Su aspecto es parecido al de la curva de reclutamiento de Beverton-
Holt.

Recordemos que x; es el nimero de individuos en la primera generacion. Evidentemente, este namero no puede
ser negativo. Para evitar este problema, vamos a introducir un nuevo modelo con buenas propiedades biolégicas
y que proporciona valores positivos de poblacion. Se trata de la curva de Ricker.

Para su introduccion, volvemos al modelo discreto de crecimiento exponencial para un valor de la constante de

crecimiento R > 1:
T

=R k>1.

Tk—1
Como R > 1, podemos escribir R = e" con r > 0 el llamado parametro de crecimiento. De esta manera, la
formula anterior se transforma en:

o5 =e" k>1.

LTk—1
Para limitar el crecimiento hacemos

T Tk—1
k :e’r(l— 174 )

k> 1, 2.8
P > (2.8)

donde, de nuevo, K > 0 es la capacidad de alojamiento. De nuevo, si z;_; es pequeno en comparacién con K,
Tr—1 .
es cercano a 0 y se tiene:

Tk °
~e =R, esdecir, zp~ Rrg_ 1.
Tk—1
Tp—1
Cuando z;_; aumenta y se acerca a K, J ©S cercano a 1 y entonces
T _ 2kl
=e'l-"F ) x 1,
Tr—1

que, de nuevo, limita el crecimiento de la poblacién.

Operando en (2.8) obtenemos la denominada curva de Ricker:

Tp = Th_1 e’"(l_%g1 ) k> 1. (2.9)
En este caso la funcién que proporciona el modelo esta dada por:
f(x) = 2e"@=2/%) con 2 > 0.

Véase el comportamiento de este modelo para distintos valores del x( inicial en la Figura 2.5.
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¢ xinicial =2
O xinicial = 4

4 *  xinicial = 10
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Figura 2.5: Curva de Ricker (2.7) con R = 1.3 y capacidad de alojamiento K = 50, para distintos valores del
z( inicial. Su aspecto es también parecido al de la curva de reclutamiento de Beverton-Holt.

2.1.3 Puntos de equilibrio de modelos discretos unidimensionales

En el estudio de la evoluciéon de una poblaciéon respecto del tiempo, muchas veces interesa saber cual es el
comportamiento a largo plazo (cuando el tiempo se hace grande). En ese estudio, hay ciertos valores de la
variable x que son fundamentales: Se trata de los llamados puntos de equilibrio o puntos fijos de la funcion f.

Definicién 2.8 (Puntos fijos o de equilibrio)
Se dice que x* es un punto fijo o de equilibrio de f si x* estd en el dominio de f y x* es solucién de la ecuacion

= jf(@),

es decir, se tiene f(x*) = x*.

Observaciéon 2.9
Los puntos fijos de la funcion f, al ser las raices de la ecuacion x = f(z), son las abscisas de los puntos de corte
de la recta y = x con la curva y = f(z).

-

Y

Esta funcién, como se puede observar, tiene tres puntos fijos.
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Observacion 2.10
Si a es un punto de equilibrio de la funcion f y tomamos zp = a (nimero de individuos en el instante 0),
entonces, la formula (2.3) nos proporciona:

es decir, el tamano de la poblaciéon no cambia y se mantiene en equilibrio.

Ejemplo 2.11 (Puntos de equilibrio del modelo Exponencial)
Calculemos en este ejemplo los posibles puntos de equilibrio en el modelo exponencial xp, = Rxj_1 con R > 0 la
constante de crecimiento. Excluiremos el caso R = 1 que corresponde a una poblacién que permanece constante
a lo largo del tiempo. Asi, la funcion que da el método es f(x) = Rz. Sus puntos de equilibrio corresponden a
las soluciones de

r=Rxr x>0.

Como R # 1, la tinica solucién de la anterior ecuacion es x* = 0.

Ejemplo 2.12 (Puntos de equilibrio del modelo del Ejemplo 2.4)
En este caso la formula recursiva es
xr =089, 1+100 k>1

y la funcién que describe el modelo es f(z) = 0.89z + 100. Sus puntos de equilibrio son las soluciones de

z = 0.897 + 100,

es decir * = 100/0.11 = 909.090909.... este es precisamente el valor al que se acerca z cuando k se hace
grande.

Ejemplo 2.13 (Puntos de equilibrio de la curva de reclutamiento de Beverton-Holt)
Vamos a calcular los puntos de equilibrio de este modelo, es decir, las raices de la ecuacion

Rz
—R-1 *=20
14+ T

—

Hay una primera raiz (punto de equilibrio) que es * = 0. Esta claro que si comenzamos con xo = 0 (el nimero
de individuos en el instante inicial es cero), entonces xy = 0 para cualquier k.

Si z # 0, entonces podemos dividir por z, obteniéndose:

-1
IZL <~ 1+R

R—-1
1+ x

r=R < (R-1)z=K(R-1) < z=K.
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De nuevo, se tiene que si inicialmente la poblacién es zg = K, es decir, si inicialmente la poblacién es la maxima
que el habitat puede alojar, entonces la poblacién permanece en equilibrio:

=K Vk>0.

Por tanto, existen dos puntos de equilibrio: £* = 0, que corresponde a la ausencia de poblacién, y 2* = K, que
corresponde a la capacidad maxima.

Ver, en la Figura 2.3, la evolucion de este modelo para distintos valores del x inicial.

Ejemplo 2.14 (Puntos de equilibrio del modelo logistico discreto)
Calculemos ahora los puntos fijos o de equilibrio de este modelo, es decir, las raices de

R—-1
mzm(R— % x), x> 0.

De nuevo, z* = 0 es un punto fijo. Por otro lado, si z # 0, la ecuaciéon anterior equivale a

R—1 R—-1

r=R-1<+<— z=K.

De nuevo, existen dos puntos de equilibrio. El primero es z* = 0, que biol6gicamente corresponde a la ausencia
de poblacién en el instante inicial (y por tanto ausencia de poblacion en las generaciones siguientes). El segundo
equilibrio es el valor z* = K. Como en el modelo previo, corresponde al caso en que la poblacion parte del
tamano maximo que el habitat soporta, y permanecera en ese estado en los instantes futuros:

=K Vk>0.

Ver, en la Figura 2.4, la evoluciéon de este modelo para distintos valores del x inicial.

Ejemplo 2.15 (Puntos de equilibrio de la curva de Ricker)
Calculemos los puntos fijos o puntos de equilibrio del modelo, es decir, las soluciones de

Como con anterioridad, z* = 0 es un primer punto de equilibrio (corresponde a ausencia de poblacion). Para
hallar los puntos de equilibrio no nulos, dividimos la ecuacién anterior por x obteniendo:

1= 0-2/K) — 7’(1—%)20 — =K.

Hay dos puntos de equilibrio. El primero es z* = 0, que corresponde a la ausencia de poblacién. El segundo
equilibrio corresponde al valor z* = K. Como en los modelos previos, si inicialmente tomamos 2y = K, entonces
la poblacién se mantiene constante en las generaciones siguientes:

z, =K Vk>0.

Ver, en la Figura 2.5, la evolucion de este modelo para distintos valores del x inicial.
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2.1.4 Estabilidad de modelos discretos unidimensionales

Al estudiar modelos discretos de poblaciones, frecuentemente, el interés esta en analizar el comportamiento de
esa poblacion a largo plazo (cuando el tiempo se va hacia infinito, es decir, cuando k tiende a infinito). En
general, veremos que, cuando el tiempo avanza, la poblacion tiende a acercarse o a alejarse a valores que son
puntos de equilibrio o puntos fijos de la funciéon que describe la férmula recursiva:

T = f(l‘kfl), k Z 1.
Recordemos que xj, proporciona el nimero de individuos de la poblacion en la generacion k (de manera equiva-
lente, pasados k ciclos vitales de la especie).

Si z* es un punto de equilibrio o punto fijo de f, es decir, si f(z*) = z*, entonces si tomamos xg = z*, se tiene
x,=a" Vk>1,

y, por tanto, la poblacién no varia. ;Qué ocurre si tomamos xg # x* pero cercano a z*? Calculemos los valores
x, mediante la formula (2.3). De manera general (y poco precisa), podemos decir

1. Si, para cualquier xg # x* pero cercano a z*, sucede que los valores xj se acercan a x* cuando k se va
haciendo cada vez mas grande, diremos que el equilibrio x* es estable.

Desde el punto de vista biolégico, esto significa que, si la poblacion inicial es xq “cercano” (aunque distinto)
al punto de equilibrio, cuando el tiempo avanza, la poblacién se va acercando a la situacién de equilibrio.

2. Si, atn tomando z( tan cerca como se quiera de xz* (pero distinto), los valores zj; no se acercan a z*
cuando k se va haciendo cada vez mas grande, diremos que el equilibrio z* es inestable.

Desde el punto de vista biolégico, esto significa que aunque se comience con una poblacién inicial zy muy
proxima (pero distinta) del equilibrio, la poblacién evolucionara sin acercarse al equilibrio.

Para estudiar la estabilidad® de los puntos de equilibrio de la ecuacion recursiva (2.3) usaremos el siguiente
criterio:

Teorema 2.16
Supongamos que x* es un punto fijo de f, siendo f una funcién derivable en x*. Se tiene,

1. Si|f'(z*)| < 1, entonces el punto de equilibrio z* es estable.

2. Si|f'(z*)| > 1, entonces el punto de equilibrio z* es inestable.

Ejemplo 2.17 (Estabilidad del punto de equilibrio del modelo exponencial)
Como se vi6 en el Ejemplo 2.11, el tinico punto de equilibrio de este modelos es z* = 0. En este modelo, dado
por la ecuaciéon xy = Rzp_1, la funciéon f es:

f(x)=Rx, x>0 cuyaderivadaes f'(x)=R,
es decir, la derivada es constante = R. La aplicacion del Teorema 2.16 en este caso nos dice que:

e SiR>1,|f(0))]=R>1. Asi,si R> 1, z* =0 es un punto de equilibrio inestable.
e Si R<1,|f'(0)] =R <1, de donde deducimos que, si R < 1, 2* = 0 es un punto de equilibrio estable.
Obsérvese que esto es coherente con lo que ya sabemos del modelo exponencial: si R > 1 la poblacion crece

indefinidamente, alejandose del equilibrio; si R < 1 la poblacién decrece a cero, acercandose asintéticamente al
equilibrio.

1En realidad, el concepto matemaético de estabilidad es mucho mas amplio, admite muchas matizaciones y su estudio tiene
interés en diversos ambitos. En un contexto matematico riguroso habria que llamar “atractivo” o “repulsivo” a lo que hemos definido
como estable o inestable. Hemos usado estas denominaciones por simplicidad.
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Ejemplo 2.18 (Estabilidad del punto de equilibrio del modelo del Ejemplo 2.4)
En este modelo la funcion f es:

f(x)=089x+100 x>0 ysuderivadaes f'(z)=0.89,

es decir, la derivada es constante = 0.89. El unico punto de equilibrio era z* = 100/0.11 ~ 909.1.

La aplicaciéon del Teorema 2.16 en este caso nos dice que:

I/ (z*)] = 0.89 < 1

de donde deducimos que z* ~ 909.1 es un punto de equilibrio estable.

Ejemplo 2.19 (Estabilidad de la curva de reclutamiento de Beverton-Holt)
Comenzamos analizando la estabilidad de los puntos de equilibrio asociados al modelo discreto de Beverton-Holt,
calculados en el Ejemplo 2.13. Este modelo viene dado por la formula:

Rxp_q
4 B2 7
— T
K k—1

donde R > 1 es la constante de crecimiento y K > 0 es la capacidad de alojamiento. La funcién que proporciona
el modelo viene dada por

T = kE>1

)

R
f(x):% con z > 0,

1+ x

con dos puntos de equilibrio: 27 = 0 (ausencia de poblacion) y x5 = K (capacidad del habitat). Para estudiar
su estabilidad, aplicaremos el criterio dado en el Teorema 2.16.

La derivada de f viene dada por:

R-1 R-1
R(1 — Re———
o) = <+ K 0 K R
L BT ? L Bl 2
K " K "
luego:
o |f'(7)|=|f'(0)] = R > 1. Asi, 2 = 0 es un punto de equilibrio inestable.
o |f'(z3)] =|f(K)| = R/R? =1/R < 1. Como consecuencia del Teorema 2.16 deducimos que el equilibrio
x5 = K es estable.

Ejemplo 2.20 (Estabilidad del modelo logistico discreto)
Como segundo ejemplo analicemos la estabilidad de los puntos de equilibrio del modelo logistico discreto (Ejem-
plo (2.6)), calculados en el Ejemplo 2.14. En este caso la funcion f que proporciona el método esta dada por

f(x):x(R—szlx>, con = > 0,

donde R > 1 es la constante de crecimiento de la poblacién y K es la capacidad de alojamiento. Vimos en el
Ejemplo 2.14 que los puntos de equilibrio asociados a este modelo son 7 =0y x5 = K.
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Estudiemos su estabilidad aplicando el Teorema 2.16. Para ello, calculemos la derivada de la funcion f:

2(R —1)

flla) =R~ ==

z, x2>0.
Asi,
o |f (1) =|f'(0)] = R > 1. Asi, f = 0 es un punto de equilibrio inestable.
o |f(x3)] = |f'(K)| = |2 — R|. En este caso no podemos concluir que el equilibrio z3 sea estable, ya que
depende de los valores de R (constante de crecimiento).
Podemos hacer un analisis mas detallado:

>Si|2—R| <1,esdecir,si -1<2-R<1 < -3<-R< -1 < ,entonces

[f'(z3)| = |f(K)| = |2 — R| < 1. Como consecuencia del Teorema 2.16 deducimos que el equilibrio
x5 = K es estable.

> Si|2 — R| > 1, es decir, si R > 3, entonces |f'(x3)| = |f/(K)| = |2 — R| > 1. Aplicando de nuevo el
Teorema 2.16 deducimos que el equilibrio 5 = K es inestable.

Ejemplo 2.21 (Estabilidad de la curva de Ricker)
En este tercer ejemplo analizaremos la estabilidad de los puntos de equilibrio de la curva de Ricker del Ejem-
plo (2.7), calculados en el Ejemplo 2.15. La funcién que describe el modelo esta dada por:

f(x) = 2e"=2/%) con 2 >0,

donde r =In R € (0,00) es el parametro de crecimiento de la poblacion (R > 1 es la constante de crecimiento)
y K > 0 es la capacidad de alojamiento. Los puntos de equilibrio fueron calculados en el Ejemplo ?? y estaban
dados por

x] = 0 (ausencia de poblacion) y x5 = K (capacidad de alojamiento).

La derivada de f esta dada por

f'(z) = er—=/K) (1 — %) con z > 0.

Asi,
o |f'(z3) =|f'(0)] = |e"| = R > 1. Por tanto, aplicando el Teorema 2.16 deducimos que zj = 0 es un punto
de equilibrio inestable.
o |f/(x3)| = |f(K)| = |1 — r|. Tampoco en este caso podemos concluir que el equilibrio a3 sea estable ya
que también depende de los valores de r (parametro de crecimiento). Haremos de nuevo un analisis méas
detallado:

>Si|l—r <1l,esdecir,si —-1<1—-r<1 < -2< —1r<0 < 7entonces

|/ (z3)] = |f(K)| = |1 —r| < 1. Del Teorema 2.16 deducimos que el equilibrio 23 = K es estable.

> Si|1—7| > 1, es decir, si r > 2, entonces |f'(z3)| = |f'(K)| = |1 — R| > 1. De nuevo el Teorema 2.16
implica que el equilibrio x5 = K es inestable.
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2.2 Modelos multidimensionales lineales

En esta seccién vamos a considerar modelos en los que la poblacién no queda representada por un sélo valor
numeérico, sino que esta dividida en varios grupos,/bloques/estratos, en funcion de circunstancias diversas, como
pueden ser edades, capacidad reproductiva, caracteristicas vitales, etc. Por tanto, se utiliza una variable diferente
para cada grupo, que representa el nimero de individuos que hay en dicho grupo en cada instante de tiempo.

La evolucién de cada grupo vendréa, pues, descrita mediante una ecuacién recursiva que proporciona el nimero
de individuos de dicho grupo en el instante k& a partir del nimero de individuos de cada uno de los grupos
en el instante anterior £ — 1. Tendremos asi una ecuacién recursiva para cada grupo, es decir, un sistema de
ecuaciones recursivas. Matematicamente hablando, el modelo tendra mas de una dimension.

En particular, en esta secciéon consideraremos modelos multidimensionales de un tipo particular, el méas simple
posible, esto es, modelos en que las ecuaciones recursivas tienen forma lineal. Se trata del modelo de la dinamica
de poblaciones mas famoso y ampliamente utilizado, denominado modelo de Leslie en honor de su autor, el
fisiologo Patrick Holt Leslie (1900-1974).

2.2.1 Un primer ejemplo simple

Ejemplo 2.22

Un determinado insecto tiene 3 etapas vitales: huevo, larva y adulto. Este insecto progresa de huevo a larva en
un determinado periodo de tiempo, de larva a adulto en otro periodo de tiempo y, finalmente, el adulto pone
huevos y muere en el periodo de tiempo siguiente. Pongamos:

H; = namero de Huevos en el instante de tiempo k
L; = namero de Larvas en el instante de tiempo k
A, = namero de Adultos en el instante de tiempo k.

Se sabe que so6lo un 4% de los huevos llegan a larva, sélo un 39 % de las larvas llegan a adultos y que cada
adulto pone una media de 73 huevos. Esto se puede expresar mediante las siguientes relaciones:

H, = 734 (cada adulto pone 73 huevos),
Ly = 0.04Hg_1 (4% de huevos pasan a larvas), (2.10)
A = 039Lg_1 (39% de larvas pasan a adulto),
k—1 k
Hj,_1 huevos 73 - Aj_1 huevos
L1 larvas 4 9%Hj,_ larvas
\
Ay 1 adultos 39 %Ly, _1 adultos

Las ecuaciones (2.10) constituyen un sistema lineal de ecuaciones, que se puede escribir también de forma
matricial:

Hy, H 0o o0 T][H
Ly |=| L | =004 0 0 L . (2.11)
Ay, A, 0 039 0 Al
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En el caso unidimensional, el modelo de Malthus decia que
xp = Rag_q1 (con R >0), k>0.

(Obsérvese que esta ecuacion es lineal: solo aparece xy_; multiplicada por un namero R).

En este caso, para describir la situacién de la poblaciéon en el instante k& necesitamos un vector de variables
(una para cada grupo de poblacién), como en el Ejemplo 2.22. Denotaremos este vector Py. En el caso del
Ejemplo 2.22 seria

El sistema de ecuaciones recursivas se escribird en forma matricial (como en (2.11)):
P,=MPy_;, k>1

donde M es una matriz cuadrada de tamano n x n, siendo n el nimero de grupos en que dividimos la poblacién
(en el caso del Ejemplo 2.22 seria n = 3).

Este modelo permitira, si se conoce el niimero de individuos de los distintos grupos de edad en el instante inicial
k = 0 de la observacion, calcular el nimero de los mismos que habra en cualquier instante posterior £ > 1, sin
mas que multiplicar sucesivamente por la matriz M:

Py conocido
P.=MPy
P,=MP,=MMPy=M?P,
P;=MPy=MM?*Py=M3P,

De estas formulas se deduce la expresion general
P, = M*P, (2.12)

analoga a la formula general x;, = R* z del caso unidimensional. Esta férmula, en realidad, tiene poco interés
practico, ya que las potencias sucesivas de una matriz M* no son faciles de calcular. Sin embargo, utilizando
algiin programa informatico, por ejemplo EXCEL, es facil construir tablas de valores que muestren la evolucion
de la poblacion.

Ejemplo 2.23 (sigue del Ejemplo 2.22)
Supongamos que en el instante incial £ = 0, la poblaciéon de insectos de Ejemplo 2.22 se compone de

Hy = 1000 huevos
Ly = 100 larvas
Ay = 10 adultos.

Utilizando las ecuaciones recursivas del modelo, (2.11), se tendra:

H 0 0 73 H 0 0 73 1000 730
L =1004 O 0 L =004 O 0 100 | =] 40 |,
A1, 0 039 0 A4 1, 0 039 0 10 39

lo que indica que, en el instante de tiempo k& = 1, la poblacién se compone de:

H; = 730 huevos
Ly = 40 larvas
A1 = 39 adultos.

Se pueden utilizar de nuevo las ecuaciones recursivas para calcular la composiciéon de la poblacion en el instante
de tiempo k = 2, a partir de la composiciéon en k = 1:

H 0 0 73 H 0 0 73 730 2847
L =004 O 0 L =(004 O 0 40 | = 29.2 |,
A, 0 039 0 4 1, 0 039 0 39 15.6
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es decir, que en el instante de tiempo k = 2, la poblacién se compone de:

H; = 2847 huevos
Lo = 29.2larvas
As = 15.6 adultos.

y asi sucesivamente. Utilizando EXCEL es facil construir la siguiente tabla.

Hy, Ly, Ak
100.00 100.00 10.00
730.00 4.00 39.00
2847.00  29.20  1.56
113.88 113.88 11.39
831.32 4.56 44.41
3242.16 33.25 1.78
129.69 129.69 12.97
946.71 5.19  50.58
3692.18 37.87 2.02
9 147.69 147.69 14.77
10 1078.12 5.91 57.60
11 4204.65 43.12 2.30
12 168.19 168.19 16.82
13 1227.76 6.73 65.59
14  4788.26 49.11 2.62
15 191.53 191.53 19.15
16 1398.17 7.66 74.70
17 5452.87  55.93  2.99
18 218.11 218.11 21.81

0O Tt W~ O

2.2.2 Matrices de Leslie: caso general

Estas matrices aparecen en el modelo del mismo nombre. En este modelo se considera la evoluciéon de una
poblacién dividiéndola en grupos en funcién de su edad.? Asi, se realiza una subdivisién en n subintervalos de
igual longitud de la esperanza de vida V' de la especie, y se clasifica la poblacion en n grupos:

> EM: individuos cuya edad esta incluida en el primer subintervalo, es decir, de edad entre 0 y V/n.

> E®): individuos cuya edad esta en el segundo subintervalo, es decir, de edad entre Viny 2V/n.

> E(M): individuos cuya edad esta en el tltimo subintervalo, es decir, de edad entre (n — 1)V/ny V
Por ejemplo, en el caso de considerar 4 grupos de edad, se tendria:
0 V/4 2V /4 3V/4 %
I I

| ]
pv | p®» | p®» | pa

Después se cuantifican la supervivencia de una etapa a la siguiente (i.e. el tanto por ciento de individuos de
cada grupo de edad que consiguen llegar vivos a la etapa siguiente) asi como la procreacion, es decir, el niimero
de hijos que tienen en promedio los individuos de cada clase.

2Histéricamente, Leslie presenté su modelo basado s6lo en en el nimero de hembras de la poblacién, teniendo en cuenta las
proporciones entre machos y hembras de la misma.
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En el esquema siguiente estan representadas las interrelaciones entre los distintos grupos de edad: Por un lado,
la supervivencia en cada grupo de edad (es decir, la proporcion de individuos de un determinado grupo de edad
que sobreviven hasta el siguiente periodo vital). Por otro lado, la “contribucién” de cada grupo fértil al primer
grupo de edad por la procreacion.

E1) E2) EG) E@)

ag X

as X

aq X

Por ejemplo, si la supervivencia del primer grupo de edad es del 45% (i.e. si solo 45 de cada 100 individuos
del grupo de edad E™) logran sobrevivir, formando parte del grupo E(?) en el siguiente periodo vital), sera
by = 45/100 = 0.45. Asimismo, si, por ejemplo, cada individuo del grupo de edad E®) procrea, en media y en
cada periodo vital, 4 individuos nuevos, se tendra az = 4.

Con esta informacién se puede escribir el sistema de ecuaciones recursivas del modelo:

E,(cl) =a E;(Cl,)l + az E;Ei)l + a3 E;(i)l +ay E,(:i)l

B =i el
B el
B =5,

En forma matricial este sistema se escribe:

1 1
E](g) a1 ag as a4 E](le
EX| | 0 0o o] B,

3| = 3
ro) Lo o o)\
B, s B2y

Para simplificar la notaciéon podemos poner

Eé; a1 az az ag

B | B o0 0 o
Pk = APk,1 con Pk = E](CS) , A= 0 bg 0 0 (2.13)

B 0 0 by 0

Las matrices como la de (2.13) se denominan matrices de Leslie. Obsérvese su especial estructura: Los
nameros de la primera fila de A (aj, ag, ...) son los que contienen la informacion relativa a la procreacion,
mientras que los nameros de la subdiagonal (b1, bs,...) contienen la informacion relativa a la supervivencia de
los indidividuos.

Ejemplo 2.24
Para estudiar una poblacién de determinada especie, cuya edad méxima es de 20 anos, se consideran periodos
vitales de 5 anos y se divide la poblacién en 4 grupos de edad.

De la observacion se deduce que sélo una cuarta parte de los individuos del primer grupo (1-5 afos) sobrevive
hasta el siguiente periodo de tiempo; que solo la mitad de los del segundo grupo (6-10 afios) sobreviven hasta
los (11-15 anos) y sélo una décima parte de los de éste alcanzan el dltimo grupo (16-20 afnos). Asimismo se
observa que, en promedio, cada individuo del segundo grupo procrea un nuevo individuo, mientras que los de
los grupos 3 y 4 procrean 3 y 2 nuevos individuos, respectivamente.

1. Escribe el modelo de Leslie para estos datos en forma matricial.
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2. Si inicialmente la distribucion de la poblacion por grupos es de 100, 70, 70 y 40 individuos respectivamente,
determina la distribucién que habra dentro de 10 afios (recuérdese que los periodos son de 5 afios).

1. Escribimos las ecuaciones recursivas con los datos proporcionados. Denotamos:

> E,(Cl): individuos con edad entre 0 y 5, en el periodo de tiempo k.
> E,(f): individuos con edad entre 6 y 10, en el periodo de tiempo k
> E,(f): individuos con edad entre 11 y 15, en el periodo de tiempo k

> E,(€4): individuos con edad entre 16 y 20, en el periodo de tiempo k

Las relaciones entre el numero de individuos en el periodo de tiempo k y en el periodo de tiempo k — 1
vienen dadas por:

El(cl) = El(cZ—)l + 3E/(cg—)1 + 2El(c4—)1

E® —025E",

E® =05E2,

BN i s

y en forma matricial, se escribe

E® 0 1 3 2\ /EW
E@]1 (o025 0 0 of|E®
E®&1 ~ 1 0o 05 0 0of[|E®
EW) 0 0 01 0/ \EW/ |

O bien, con una notacién més comoda:

Py = APy

2. La distribucién por edades en el instante inicial (k = 0) es:

40

Para calcular la distribucién por edades pasados 10 anos hay que utilizar el modelo dos veces: Una para
calcular la distribucién en k =1 (5 afios) y otra para calcular la distribucion en k = 2 (10 anos).

0 1 3 2\ /100 360 144
025 0 0 0 70 25 90

Pi=APo=|"0" o5 0o o 0| =3 |0 P2=4Pi=1]195];
0 0 01 0 40 7 3.5

Utilizando una hoja de calculo (por ejemplo EXCEL), es facil calcular la distribucion de la poblacion en
los distintos grupos para valores grandes del tiempo (presentamos sélo los valores correspondientes a k
impar, por simplicidad:
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r BY E» E® EY Ty,

0 100.000 70.000 70.000 40.000 280.000
1 360.000 25.000 35.000 7.000 427.000
3
5
7

134.500 36.000 45.000 1.250 216.750
96.625 43.375 16.813  1.800 158.613
92.581 24.353 12.078 2.169 131.181

9 62.091 16.231 11573 1.218 91.112
11 42184 13.346  7.761 0.812  64.103
13 32.117  9.563 5273  0.667  47.621
15 23429 6.679 4.015 0478  34.601
17 16.679 4920 2929 0.334  24.862
19 12135 3.593  2.085  0.246  18.060

De los niimeros de esta tabla, parece claro que la poblacion tiende a la extincién, ya que el ntimero total
de individuos (columna T') es cada vez menor.

Como acabamos de ver, calculando los sucesivos valores de las variables del modelo para tiempos grandes, se
puede observar su comportamiento a largo plazo.

Sin embargo, seria muy deseable poder extraer conclusiones directamente a partir de su formula general, (2.13),
sin necesidad de calcular etapa tras etapa, como ya hicimos en el caso unidimensional.

Para ello necesitaremos introducir algunas herramientas matemaéticas adicionales.

2.2.3 Numeros complejos

Existe un ntimero especial de gran importancia en matematicas, que se denomina nimero ¢ o unidad imagi-
naria, y que se define como:
1=+v-1

(va sabemos que v/—1 no esta definido como nimero real). Esta definicion da lugar a un nuevo conjunto de
nimeros que amplia y complementa el conjunto de los ntimeros reales.

Definicion 2.25 (Numeros complejos)
Un niimero complejo es una niimero de la forma

a+bi, con abeR

En particular, todos los niimeros reales son complejos: a + 0.

La definicion de este nimero especial permite dar un sentido a las raices cuadradas de ntimeros negativos. Si

a > 0, entonces se puede poner
Vo= a (D =va-vI=vai

Asimismo, la introduccién de estos ntimeros da un nuevo sentido al nimero de soluciones que puede tener una
ecuaciéon polindémica de grado n. Por ejemplo, la ecuacion de segundo grado

24+1=0
no tiene ninguna solucién real. Sin embargo, tiene dos soluciones complejas:
P 41=0 = ’=-1 < z=+V/-1=+V1-vV/—1==i,

esto es, tiene las soluciones complejas
Ty =41 y x2=—i.
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Ejemplo 2.26
Consideremos la ecuaciéon de segundo grado

22— 4z +13=0

Para hallar las soluciones de esta ecuacion escribimos:

x_4j:\/16—52 _4++/-36
- 2 B 2

lo que indica que la ecuacién no tiene solucién real.

Sin embargo, considerando soluciones complejas se tiene:

oo 4EV=36 4++/36v/-1 4+6i
== . =

5 =234

Es decir, la ecuacion tiene dos soluciones complejas: 2 + 3¢ y 2 — 3i.

Definicién 2.27 (Médulo de un nimero complejo)
Se denomina médulo del niimero complejo a + bi al niimero real:

la+bi| = Va2 + b2

EI médulo coincide con el valor absoluto en el caso de que el niimero sea real, es decir, de que b = 0.

2.2.4 Autovalores y autovectores de una matriz

Ya es sabido que el producto de una matriz A n X n por un vector v de dimensién n es otro vector Av de
dimension también igual a n.

Para cada matriz A, hay algunos vectores “privilegiados” en esta operacion: Existen vectores v tales que, al
multiplicarlos por la matriz A, se obtiene otro vector multiplo del original , esto es, Av es un vector Av con la
misma direccién que v aunque generalmente con distinta “longitud”. Estos vectores se denominan autovectores
o vectores propios de la matriz A.

Definicién 2.28
Sea A una matriz n X n de niimeros reales. Si existen un vector v diferente de cero y un nimero \ tales que

Av =M\,

entonces se dice que v es un autovector o vector propio de la matriz A y que X\ es su autovalor o valor
propio asociado.

Calcular los auvalores y autovectores de una matriz no es, en general, sencillo, salvo en los casos de matrices de
dimensiénes 2 o 3.
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Definicion 2.29
Si A una matriz n X n de nimeros reales, entonces los autovalores A\ de A son las soluciones de la ecuacion:

det(A — AI) =0

donde I es la matriz identidad (unos en la diagonal, y ceros en el resto) de dimensién n X n.
Aqui, det denota el determinante de una matriz cuadrada.

Observacion: Una matriz de niimeros reales puede tener autovalores complejos.

Recordamos que el determinante de una matriz cuadrada A de nimeros reales es un namero real, denotado
det(A) o también |A|, que se asocia a dicha matriz y cuyo interés principal esta relacionado con el estudio del
ntmero de soluciones de un sistema lineal de ecuaciones.

El calculo del determinante es facil para matrices cuadradas de dimensiones 2 y 3, pero se complica para
dimensiones superiores:

a1l a2
det = a11 G22 — 12 (21
a21  G22

ailp a2 ais
det | az1 @22 a3 | = ai11a22a33 + 12023031 + G13G21G32 — A31A22013 — (32023011 — 433021012
az1 asz2 ass

Los diagramas siguientes (llamados Regla de Sarrus) ayudan a recordar la formula del determinante de una
matriz 3 x 3: Los productos sefialados en color azul (izquierda) son los que aparecen con signo + y los marcados
en color rojo (derecha) aparecen con signo —.

ail a 3

a 3

3 2 3
Ejemplo 2.30 5 1
Calcular el determinante de la matriz 2 x 2: A= <3 B 2)

Ejemplo 2.31 5
Calcular el determinante de la matriz 3 x 3: A=1|3 -2 1
1

det(A)=5Xx (—2) x 24+ (—1)x1x1+3x0x0—-0x(—2)x1—-3x(=1)x2-5x1x0

=-20-1+0-0+6-0=|-15]
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Ejemplo 2.32 5 1
Calcular los autovalores de la matriz A= ( 6 0 ) .

Segtn la Definicion 2.29, los autovalores son las soluciones de la ecuacion det(A — AI) = 0:

5 —1 1 0 5 -1 A0 5—-X -1 5—X -1
AM((; 0)’\<0 1)(6 0)(0 /\>< 6 O—)\)< 6 —/\>
luego su determinante es

5—x -1

det(A—)\I):det( 60—\

):(5—)\)(—)\)—(—1)-6:)\2—5)\+6.

Por tanto, los autovalores de A son las soluciones de la ecuacion A2 — 5\ +6 =0, que son | A\; =3y Ao = 2|,

Ejemplo 2.33 0 —4
Calcular los autovalores de la matriz: A= (1 0 ) .

Los autovalores son las soluciones de la ecuacion det(A — AI) = 0:

a-a=(1 )= 3)=(3 )

luego
det(A — AI) = det Y =(-A)"—(-4)- 1=\ +14
Por tanto, los autovalores de A son las soluciones de la ecuacién A% + 4 = 0, es decir, de \> = —4, que no tiene

solucién real, pero si tiene soluciones complejas:

A=+42i y A=—2q
|

Observaciéon 2.34 (Calculo de autovalores con MATLAB)

Para matrices A de dimensiéon mayor que 2 no es facil calcular las soluciones de det(A — AI) = 0, pero se puede
recurrir a la ayuda de algin programa informético. Para calcular los autovalores de A con MATLAB, se usa la
orden

>> eig(A)

Por ejemplo, para calcular los autovalores de la matriz M escribirfamos

Il
= W Ut
|
[N
N = O

> M =[5, -1, 0; 3, -2, 1; 1, 0, 2];
>> eig(M)
ans =
-1.5869
4.4742
2.1127
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Una vez que sabemos calcular los autovalores de una matriz, veamos cémo se puede calcular un autovector
asociado.

Segun la definicién 2.28, si A es un autovalor de A, entonces un autovector asociado verifica la ecuacion:
Av=2XAv esdecir, (A—A)v=0,
que es un sistema lineal de ecuaciones cuyas incégnitas son las componentes de v. Asi pues, conocido un

autovalor, para calcular un autovector hay que resolver un sistema lineal de ecuaciones.

En el caso en que la dimensiéon de A sea 2 x 2, es facil calcular un autovector asociado a un autovalor dado,
como en el ejemplo siguiente.

Calcular los autovectores asociados a los autovalores de la matriz 6 0

En el Ejemplo 2.32 ya vimos que los autovalores de esta matriz son A\; = 3 y Ay = 2. Vamos ahora a calcular
un autovector asociado a cada uno de ellos.

Ejemplo 2.35 (Autovectores de la matriz del Ejemplo 2.32) 5 1
= )

1. Autovalor \; = 3: Para calcular un autovector asociado v = <zl> hay que calcular una solucién del
2

s () =0 = (3 9)-( ) ()0 (¢ 3) ()

Este sistema se escribe en forma desarrollada:

sistema

200 — 2 =0 <= vy =21
6’01—3’1}220

Como podemos ver, la segunda ecuacion es proporcional a la primera, luego en realidad el sistema anterior
es un sistema compatible indeterminado, esto es, con infinitas soluciones, que podemos expresar en funciéon

de un parametro:
<“1) = (“) Va e R
Vg 2a

.. . 1 .
Eligiendo, por ejemplo, o = 1, obtenemos el autovector |v = (2) asociado a A\; = 3.

2. Autovalor Ay = 2: Para calcular un autovector asociado w = (Zl> hay que calcular una solucién del
2

sistema

- ()=0 = (6 3)-( D))= = G D))

Este sistema se escribe en forma desarrollada:

3wy —ws =0 <= wy =31,
6w1—2w2:0

De nuevo la segunda ecuaciéon es proporcional a la primera, luego en realidad el sistema anterior es un
sistema compatible indeterminado, esto es, con infinitas soluciones, que podemos expresar en funcion de

un parametro:
<w1> = (a) Vo e R
Wo 3o

.. . 1 .
Eligiendo, por ejemplo, & = 1, obtenemos el autovector |w = <3> asociado a Aoy = 2.

Observacion Esta claro en este ejemplo, y asi sucede en general, que hay infinitos autovectores asociados a
un autovalor .
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Observacién 2.36 (Calculo de autovectores con MATLAB)

Para matrices A de dimensiéon mayor que 2 se complica grandemente el calculo de los autovectores, pero igual-
mente se puede recurrir a la ayuda de algin programa informético. Para calcular los autovalores y autovectores
de A con MATLAB, se usa la orden

>> [V, D] = eig(A)

5 -1 0
Por ejemplo, para calcular los autovalores y autovectores de la matriz M = | 3 —2 1 |escribiriamos
1 0 2

> M=[5, -1, 0; 3, -2, 1; 1, 0, 2];
>> [V, D] = eig(M)

y obtendriamos la siguiente respuesta:

vV =
-0.1500 -0.8334 0.1065
-0.9878  -0.4382 0.3076

0.0418 -0.3368 0.9455

D =

-1.5869 0 0
0 4.4742 0
0 0 2.1127

que significa lo siguiente:

> Los niimeros de la diagonal de D son los autovalores de M: Ay = —1.5869, Ay = 4.4742 y A3 = 2.1127.

> Las columnas de la matriz V son autovectores asociados a los correspondientes autovalores (la primera
columna corresponde a A1, etc.). Es decir

—0.1500
v, = | —0.9878 es un autovector asociado a A = —1.5869,
0.0418
—0.8334 0.1065
vg = | —0.4382 loesa Ay =14.4742, y wv3=|0.3076 loes a A3 =2.1127.
—0.3368 0.9455

2.2.5 Comportamiento a largo plazo en un caso simple: modelo discreto lineal
bidimensional

Consideremos una determinada especie, que estructuramos en dos clases:

> La de los individuos jovenes, que atin no tienen capacidad reproductiva. Denotaremos Ji al namero de
individuos jovenes en el instante de tiempo k.

> La de los individuos maduros, con capacidad reproductiva. Denotaremos M} al ntimero de individuos
maduros en el instante de tiempo k.

Supongamos que cada individuo maduro produce de media 3 individuos nuevos (jovenes) en cada periodo de
tiempo.

Supongamos asimismo que, de una etapa de tiempo a la siguiente, sélo un 40 % de los jovenes sobrevive y se
convierte en maduro, y que un 50 % de los individuos maduros sobrevive de una etapa de tiempo a la siguiente.
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50 %

40 %

X3

Esta situacion se representa matematicamente mediante el sistema de ecuaciones recursivas:

J =3 M
My = 0.40 J5_1 + 0.50 Mj,_1,

que en forma matricial se escribe:

Ji ) _ -1 (0 3
(Mk> =A (Mk—l) con A= (0'4 0.5) (2.14)

Veamos la evolucion de este modelo durante unos cuantos periodos de tiempo, partiendo, por ejemplo, de la

configuracion inicial
Jo\ (2
My)  \4

A partir de aqui calculamos, utilizando las ecuaciones recursivas (2.14), la configuracién en los periodos siguien-

() =(3)- Ge)=(2)- ()= (). =

Este calculo puede hacerse facilmente con ayuda de un programa informético. Por ejemplo, utilizando EXCEL,
se ha construido la tabla 2.2, que muestra la evolucion de la poblacion segun el modelo (2.14) (de nuevo, por
simplicidad, hemos incluido s6lo los periodos impares). La tabla muestra con claridad que la poblaciéon total
aumenta indefinidamente de tamafio (columna T}).

En la tabla 2.2 también se ha incluido también el cociente entre jovenes y maduros en cada etapa (columna
Ji /My), del que se observa que tiende a la constante 2.184. Esto significa que la proporcion entre individuos
jovenes e individuos maduros, en este modelo, se mantiene asintéticamente constante.

También se observa en la tabla 2.2 que el cociente entre el nimero total de individuos de una etapa y el de la
etapa anterior tiende a la constante 1.374, lo que significa que la poblacién total aumenta, a largo plazo, un
37.4% cada etapa. Esto indica un crecimiento exponencial: a largo plazo, la poblacion total se multiplica por
1.374 en cada etapa (véase la Figura 2.6).

Este comportamiento no es casual y su explicacion matematica requiere la utilizacion de ciertas propiedades de
los autovalores y autovectores. La justificacion se muestra en la subseccion siguiente, aunque no es imprescindible
para este curso.

2.2.6 Justificacién del comportamiento asintotico del modelo 2.14 (prescindible)

Presentamos aqui la explicacion matematica del fendomeno, observado en la tabla 2.2, que indica que la proporciéon
de la poblacién total de una etapa a la anterior tiende a ser constante.

Los autovalores de la matriz A, que son A} = 1.3736 y Ay = —0.8736, con autovectores respectivos
S 0.9092 o — 0.9601
1= \o4163) ¥ 27 \—0.2796)"
Una propiedad importante de los autovalores y autovectores de una matriz en ciertos casos (entre los que se

encuentra este) es que sus autovectores forman una base del espacio R2, es decir, que cualquier otro vector se
puede escribir como combinacién lineal de los autovectores.
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k Jk M, Th Jk/Mk Tk/Tk,1
0 2.00 4.00 6.00 0.500

1 12.00 2.80 14.80 4.286 2.467
3 18.60 6.46 25.06 2.879 1.716
) 32.01 13.09 45.10 2.446 1.501
7 58.04 25.38 83.42 2.287 1.423
9 107.72 48.41 156.13 2.225 1.393
11 201.87 91.73 293.61 2.201 1.382
13 379.85 173.39 553.23 2.191 1.377
15 715.90 327.38 1043.28 2.187 1.375
17 1350.15 617.88 1968.03 2.185 1.374
19 2547.01 1165.96 3712.97 2.184 1.374
21 4805.35  2200.05  7005.40 2.184 1.374
23 9066.49 4151.14  13217.62 2.184 1.374
25 17106.49 7832.44  24938.93 2.184 1.374
27 32276.45 14778.34 47054.79 2.184 1.374

Tabla 2.2: Evolucion del modelo (2.14). Por simplicidad se muestran solo los instantes de
tiempo impares. La columna senalada con J; muestra el numero de individuos jévenes en
cada instante de tiempo, mientras que la senalada M} muestra el nimero de maduros. La
columna senala con T} muestra el total de individuos de la poblacion, es decir, la suma de
los dos anteriores. La columna senalada con Ji /M) muestra la proporcion de individuos
jovenes frente a maduros y la columna senalada con Ty /Ty_1 muestra la proporcion de la
poblacion total de una etapa frente a la poblacion total en la etapa anterior.
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Figura 2.6: Representacion gréfica de la evolucion de la poblacion total del modelo (2.14),
en la que se observa claramente el perfil exponencial.
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En particular esto significa que el vector con las poblaciones iniciales, ( ]WO ) se puede escribir
0

Ji .
<MO > = c1v1 + covg, para ciertos c1,co € R.
0

Ahora, si calculamos la configuracion de jovenes y maduros en el tiempo & = 1 se tiene, haciendo uso de que
Av1 = )\17}1 y A’U2 = )\2’02

J Ji
(]\411> =A <]\4(,)0) = A(Cﬂ}l + CQUQ) = 1 Avy + cgAvg = 1 A\1V1 + CaAaUs

. J1 o),
A partir de ( M1> calculemos ahora ( M2>.

J. J
<]W22) =A <]\411> = A(Cl>\1’l)1 + CQ/\QUQ) = 1A\ Avy + ca o Avy = 81>\%Ul + CQ)\%’UQ

Asi sucesivamente, podemos encontrar que:

(;\Z;) =A (](\ng__ll) = A(Cl)\lfil”l}l + 62)\571’02) = Cl)\lfilA’Ul + 62)\]2671141}2 = cl)\’fvl + CQ}\SUQ

En esta tltima expresion, se puede sacar factor comiin \¥ y se obtiene:

Ao\ Kk
(ﬁk) = Cl>\]1€1}1 + CQA%'UQ = )\]f (Cl’Ul + (f) ’UQ).

Observamos que
. A2 iy A2\ F
[A2] < |A1| v, en consecuencia ’)\—‘ <1 y también ()\—> — 0 cuando k — oo.
1 1

Esto implica que, para valores de k grandes,

J Az k 0.9092
(Mi) =M (C“’l + (AT) ”2) ~ X = e (63 ) -

Entonces, se tiene, para la poblaciéon total Ty con k grande
Ty = Ji + My = 0.9092 c; \F 4 0.4163 c; \F = (0.9092 + 0.4163) c; \F = 1.3255 ¢ \F.
De aqui ya es inmediato ver que

T 13255 1A}
Tp1  1.3255 e, AVt

=\ = 1.3736,

como se observaba en la tabla 2.2 (alli, los nimeros estan redondeados a tres decimales).

También se obtiene de lo anterior que:

Je _ 0.9092 ¢; Af 0.9092

SN - =2.184
M.~ 0.4163 c;AF — 0.4163

: : . A2 :
El razonamiento anterior se basa de manera esencial en el hecho de que " < 1 y que, en consecuencia,
1

(i—?)k — 0 cuando k — oco.

En realidad, esto es cierto para cualquier matriz del tipo de la que nos ocupa:

A:(g Z), con a>0y bce(0,1],
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ya que los autovalores de tal matriz, las soluciones de:

det(A — \I) = det <‘bA CfA> =-Ac—AN)—ab=X—cA—ab=0,
son
5= c++/c? 4+ 4ab

2
¥y, puesto que v/¢2 + 4ab > ¢ (por ser a,b > 0), se obtienen dos soluciones, \; positiva y As negativa. Ademas

c— V2 +4dab c+ V2 + dab
Ao = | ——F—| < |Ml=|—F
2 2
luego
A2
—| <1
|

2.2.7 Comportamiento a largo plazo del modelo de Leslie

Las matrices de Leslie tienen ciertas propiedades que nos van a permitir deducir consecuencias similares a las
obtenidas para el modelo (2.14).

Definicion 2.37
Si A\ es un autovalor de una matriz A y su valor absoluto es mayor que el valor absoluto o el médulo de cualquier
otro autovalor (incluidos los complejos):

|A| > |Ai|], para todo autovalor \; # A,

entonces se dice que A es un autovalor dominante de la matriz A.

El resultado principal es el siguiente.

Teorema 2.38
Si la matriz A tiene un autovalor positivo dominante A\, y un autovector asociado v' que tenga todas sus
componentes positivas, entonces, en el modelo P, = AP _1 se verifica:

1. Para valores grandes de k, Py, tiende a un miiltiplo de v'. Esto significa que, para valores grandes de k,
las proporciones entre los distintos grupos de la poblacién tienden a ser las mismas que las proporciones
entre las componentes del vector v':

E® 1
= Yi paracada j =1,2,...,n

lim ¢
kﬁooEﬁk)_*_Eék)_’_u__’_E?(lk) ol ol 4+l

2. También se verifica que, para valores grandes de k, la proporciéon entre la poblacion total en la etapa k y
la poblacién total en la etapa k — 1 tiende al autovalor dominante:
Ty

lim = A1
k—oo Tp_1

3. Ademés, si A\ > 1, la poblacion crece hacia infinito (manteniendo las proporciones antes mencionadas), si
A1 = 1, la poblacién se estabiliza, y, si \y < 1, la poblacién tiende a extinguirse (en ambos casos también
manteniendo las proporciones).
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El teorema siguiente garantiza que, bajo ciertas condiciones, las matrices de Leslie siempre cumplen las hipotesis
del teorema anterior.

Teorema 2.39

Si la matriz A es una matriz de Leslie (como la de (2.13)) y tiene (en la primera fila) al menos dos elementos
consecutivos a; y a;+1 positivos, entonces A tiene un autovalor positivo A\ que es dominante y un autovector
asociado v, que tiene todas sus componentes positivas.

Vamos a comprobar estos resultados con el modelo del Ejemplo 2.24.

Ejemplo 2.40 (Aplicacién de los Teoremas 2.38 y 2.39 al modelo del Ejemplo 2.24)
El modelo desarrollado antes para este ejemplo era:

P,=AP,_1 con A=

o
=
Ut

= o

O O O N

Como vemos, esta es una matriz de Leslie, como la de (2.13). Observamos ademéas que cumple la hipotesis del
teorema 2.39: en la primera fila tiene al menos dos elementos consecutivos no nulos (de hecho, tiene tres). El
teorema 2.39 afirma que, en estas condiciones, A tiene un autovalor positivo que es dominante y que tiene un
autovector con todos sus elementos positivos.

Utilizando, por ejemplo, MATLAB, podemos calcular los autovalores y autovectores de la matriz A:

> A=A = [0,1,3,2; 0.25, 0, O, O; O, 0.5, 0, O ; O, O, 0.1, O];
>> [V, D] = eig(A)

vV =
-0.9465 + 0.0000i -0.8983 + 0.0000i -0.8983 + 0.0000i -0.0223 + 0.0000i
-0.2779 + 0.00001i 0.2088 + 0.2764i 0.2088 - 0.2764i 0.0797 + 0.00001
-0.1632 + 0.00001 0.0730 - 0.2570i 0.0730 + 0.2570i -0.5707 + 0.00001i
-0.0192 + 0.0000i -0.0384 + 0.0149i -0.0384 - 0.0149i 0.8170 + 0.0000i

D =

0.8514 + 0.00001i 0.0000 + 0.0000i 0.0000 + 0.0000i 0.0000 + 0.0000i
0.0000 + 0.0000i -0.3908 + 0.5173i 0.0000 + 0.0000i  0.0000 + 0.0000i
0.0000 + 0.00001 0.0000 + 0.0000i -0.3908 - 0.5173i 0.0000 + 0.0000i
0.0000 + 0.0000i 0.0000 + 0.0000i 0.0000 + 0.0000i -0.0699 + 0.0000i

Observacion: los nimeros como 0.8514 + 0.0000i que aparecen como complejos, pero con la unidad imagi-
naria ¢ multiplicada por 0, “aparecen” como nimeros complejos, pero son en realidad ntimeros reales:
0.8514 + 0.0000i = 0.8514.

Recordemos que los autovalores son los elementos diagonales de la matriz D, es decir,
A1 =0.8514, Ao = —0.3908 + 0.5173z, A3 = —0.3908 — 0.51737, Ay = —0.0699,

Observamos, pues que A tiene dos autovalores reales (uno de ellos positivo) y dos complejos. Podemos usar
también MATLAB para calcular los modulos de los autovalores complejos:

>> abs(-0.3908 + 0.51731i)
ans =
0.6483

y encontraremos:

|A1| = 0.8514, |Xo| =0.6483, |As|=0.6483, |A4| = 0.0699,
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es decir, que el autovalor \; es dominante.

Ahora, comprobemos la parte relativa a su autovector asociado. El autovector asociado que nos ha proporcionado
MATLAB es la primera columna de la matriz V:

-0.9465 + 0.00001i = -0.9465
-0.2779 + 0.00001i = -0.2779
-0.1632 + 0.00001i = -0.1632
-0.0192 + 0.0000i = -0.0192

Observacion: si v es un autovector de una matriz, también lo es si lo multiplicamos por cualquier ntimero real.
En particular, si v es autovector, también lo es —wv.

Concluimos, pues, que el autovalor dominante A\; = 0.8514 tiene, efectivamente, un autovector asociado con
todas sus componentes positivas:

0.9465

0.2779

0.1632

0.0192

v =

Asi pues, dado que se verifican las hipotesis del teorema, también se cumplen sus conclusiones. Vamos a com-
probarlo.

Apartado 1. Comprobemos ahora que, para tiempos grandes, las proporciones de los distintos grupos de la
poblacion frente al total tienden a coincidir con las proporciones de los elementos del autovector frente a la
suma de sus componentes. Calculamos estas tultimas:

S = 0.9465 + 0.2779 4 0.1632 + 0.0192 = 1.4068

0.9465 0.2779 0.1632 0.0192
1.4068 0.6728, 1.4068 0.1975, 1.4068 0.1160, 1.4068

= 0.0136

El teorema 2.38 afirma pues, para este caso, que, para tiempos grandes, el 67.28% de la poblacion estara en
el primer grupo (1-5 anos), que el 19.75 % estara en el segundo (6-10 afios), que el 11.60 % estara en el tercero
(11-15 anos) y el 1.36 % estara en el cuarto (16-20 anos).

Con ayuda de una hoja de calculo (por ejemplo EXCEL), hemos construido la siguiente tabla, que refleja la
evolucién del modelo:

EM E®@) E®) E@ T EW/T E@/T E®/T E®/T | T:/Th
100.000  70.000 70.000 40.000 | 280.000 0.357 0.250 0.250 0.143
360.000 25.000 35.000  7.000 | 427.000 0.843 0.059 0.082 0.016 1.525
144.000 90.000 12.500  3.500 | 250.000 0.576 0.360 0.050 0.014 0.585
134.500 36.000 45.000  1.250 | 216.750 0.621 0.166 0.208 0.006 0.867
173.500 33.625 18.000  4.500 | 229.625 0.756 0.146 0.078 0.020 1.059

96.625 43.375 16.813  1.800 | 158.613 0.609 0.273 0.106 0.011 0.691
97.413 24.156 21.688  1.681 | 144.938 0.672 0.167 0.150 0.012 0.914
92.581 24.353 12.078  2.169 | 131.181 0.706 0.186 0.092 0.017 0.905
64.925 23.145 12.177  1.208 | 101.455 0.640 0.228 0.120 0.012 0.773
62.091 16.231 11.573  1.218 | 91.112 0.681 0.178 0.127 0.013 0.898
53.385 15.523 8116  1.157 | 78.180 0.683 0.199 0.104 0.015 0.858
42.184 13.346  7.761  0.812 | 64.103 0.658 0.208 0.121 0.013 0.820
38.253 10.546  6.673  0.776 | 56.248 0.680 0.187 0.119 0.014 0.877
32.117  9.563 5273  0.667 | 47.621 0.674 0.201 0.111 0.014 0.847
26.717  8.029  4.782  0.527 | 40.055 0.667 0.200 0.119 0.013 0.841
23.429  6.679  4.015  0.478 | 34.601 0.677 0.193 0.116 0.014 0.864
19.680  5.857  3.340  0.401 | 29.278 0.672 0.200 0.114 0.014 0.846
16.679  4.920  2.929  0.334 | 24.862 0.671 0.198 0.118 0.013 0.849
14.374 4170  2.460  0.293 | 21.296 0.675 0.196 0.116 0.014 0.857
12.135  3.593  2.085  0.246 | 18.060 0.672 0.199 0.115 0.014 0.848
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Podemos comprobar que, efectivamente, los valores de las columnas E(1) /T ... E@W /T tienden a los valores de
las proporciones antes calculadas.

Apartado 2. También podemos comprobar que los valores de la columna Ty, /T)—; tienden al valor del autovalor
dominante A\; = 0.8514.

Apartado 3. Por ultimo, también confirmamos que la poblacién tiende a la extinciéon, como afirma el teore-
ma 2.38 que sucede en el caso en que el autovalor dominante es menor que 1.

Ejemplo 2.41
En un modelo con tres clases de edad, la matriz de Leslie tiene el autovalor dominante A\; = 1.3 con el autovector
asociado v = (0.9,0.3,0.18).

;,Cual seré el comportamiento asintotico de la poblacion?

Denotemos por Ay, Bi y Ci las clases de edad en el instante k y por T} la poblacion total, es decir, Ty =
A + By + C,..

Puesto que existe un autovalor dominante positivo y un autovector asociado con todas sus componentes positivas,
se cumplen las hipoétesis del teorema 2.38. Por lo tanto, se cumplen sus conclusiones:

— Se verifica
. Ty . .
Iim = A1 = 1.3, es decir, para valores grandes de k se tiene T ~ 1.3T}_1
k—oo Tk_1

lo que significa que, asintoticamente, la poblacion total se comporta segiin un modelo exponencial con constante
de crecimiento 1.3. En consecuencia, crece indefinidamente.

— Kl autovector asociado v nos indica las proporciones que guardaran, asintéticamente, las clases de edad con
respecto al total de la poblacién. Concretamente, se tendra:

Ay 0.9 0.9 B, 03 Cv  0.18
lim 2k — = 27 065 lim =2F = 2 ~022; lim —F = > ~0.13.
koo T, 0.9+ 03+0.18 1.38 ' gSeo Ty 1.38 ke T, 1.38

Es decir, que, a largo plazo, el grupo de edad A sera el 65 % de la poblacion total, el grupo B sera el 22 % y el
grupo C sera el 13 %.
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2.3 Modelos multidimensionales no lineales

En esta seccién vamos a estudiar la dindmica de dos poblaciones que se relacionan. Vamos a describir, concre-
tamente, v a modo de ejemplos, dos modelos de huésped-parasitoide® que permitan realizar simulaciones sobre
el namero de individuos de cada especie que hay en cada instante de tiempo k.

También veremos de qué manera se pueden sacar conclusiones, en este tipo de modelos, sobre el ntimero de
individuos de cada especie para valores grandes del tiempo, como ya hemos hecho en los modelos anteriores
presentados en este tema.

Figura 2.7: Trichogramma achaeae parasitando un huevo de Tuta Absoluta (Polilla del tomate)

2.3.1 Modelo de Nicholson-Bailey

Hay muchos casos de insectos parasitos que ayudan al control de plagas en los cultivos.

Este es el caso de las avispas del género Trichogramma, que depositan los huevos en el interior de los huevos del
huésped, impidiendo asi su desarrollo. Asi se consigue disminuir la poblacion de insectos perjudiciales para los
cultivos (en este caso, los huéspedes).

Un entomologo, Nicholson, y un fisico, Bailey, en los anos 30, desarrollaron un modelo matemaético discreto
huésped-parasitoide.

Denotemos:

> xp : el nimero de huéspedes en el instante de tiempo k.

> i : el namero de parasitoides, en el instante de tiempo k.

La poblacion de huéspedes tendra una cierta constante de crecimiento, pongamos R, de manera que, en ausencia
de parasitoides, la poblacion de huéspedes se comportaria de forma exponencial:

Tp = Rxp_y

El caso interesante aqui es cuando R > 1, ya que, para R < 1 encontramos que la poblacién de huéspedes se
extingue de manera natural. En el caso R > 1 la poblacion de huéspedes creceria de forma exponencial. Para
controlar esta plaga se introducen los parasitoides.

Para tener en cuenta el efecto de la ocupacion por parasitoides, que reduce la natalidad de los huéspedes al
aniquilar sus huevos, Nicholson y Bailey propusieron esta nueva ecuacion:

Tp = Ray_qe 4Yr-1 (2.15)

3El parasitoide es un insecto parasitico que, en su estado inmaduro, se alimenta y desarrolla dentro o sobre el cuerpo de un solo
insecto huésped, al cual mata lentamente o bien se desarrolla dentro de los huevecillos de éste, impidiendo su maduraciéon. Cada
parasitoide utiliza un s6lo huésped durante su ciclo de vida.
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donde a > 0 es un nuevo parametro que mide la eficiencia de los parasitoides en su busqueda de huéspedes,
y que habra que deducir a partir de datos experimentales. Observemos que, puesto que y,_1 es un nimero
positivo, e~ *Y*-1 serd un ntimero entre 0 y 1

0<e k-t <1 (valdra 1 cuando no haya parasitoides, es decir, cuando yx_1 = 0),

y representa la fraccion de huéspedes no parasitados (en consecuencia, con huevos viables) en el tiempo k — 1.

Por otra parte, la natalidad de los parasitoides dependera de cuantos huéspedes hayan conseguido infectar en
el periodo de tiempo anterior. Puesto que e~ *Y*-1 es la fraccion de huéspedes no parasitados, 1 — e~ *¥*-1 gera
la fraccion de huéspedes parasitados en dicho instante de tiempo. Si lo multiplicamos por zj_; obtenemos el
nimero de huéspedes parasitados.

Nicholson y Bailey propusieron la siguiente ecuacién para la poblacién de parasitoides:

Yp = Sap_1 (1 — e Wr1), (2.16)
S es un parametro que indica el promedio de huevos viables de los parasitoides por cada huesped infectado.
Reuniendo las dos ecuaciones (2.15) y (2.16), obtenemos el sistema de ecuaciones recursivas del modelo

de Nicholson-Bailey:

_ —ayk—1
{ o = Ry e para k > 0. (2.17)

Yk = Swp_q1 (1 —e 1)

Este sistema también lo podemos escribir, de forma similar a como haciamos en el caso unidimensional:

= f(Tp—1,Y6-1) . f(z,y) = Rxe ¥
ara k >0, siendo —a 2.18

{ Yk = 9(Th—1,Yr—1) P { g(z,y) =Sx (1l —e W) ( )
Podemos ahora utilizar el sistema (2.17) para hacer una simulacion del modelo.

Para concretar tomaremos, para los parametros, los siguientes valores:
R = 1.5, S=1, a = 0.023.

Con ayuda de una hoja de célculo, es facil construir tablas que muestren la evolucién de las dos especies, a
partir de unos numeros iniciales zg, yo dados y con los datos de la tabla construir graficas que nos permitan
observar dicho comportamiento (véase la Figura 2.8).

El modelo de Nicholson-Bailey es inestable: ligeros cambios en las condiciones iniciales se transforman en grandes
diferencias de comportamiento posterior. Ademés, al parecer, no concuerda bien con los resultados obtenidos
empiricamente. Por esta razon se han propuesto diversas modificaciones del mismo. Una de ellas es el modelo
siguiente.

2.3.2 Modelo binomial negativo (Griffiths-May)

El modelo binomial negativo es una modificacion del modelo de Nicholson-Bailey, que busca estabilizar el
comportamiento a largo plazo.

Con la misma notacién que antes, las ecuaciones de este modelo son:

Tk = R.’L’k_l (1 + ayk_l)i
m a —m para k > 0. (2.19)
Yk—1
k= S Tp_1 <1 (1+7m ) )

La diferencia con el modelo anterior esta en que se ha sustituido el término e~*¥*-1 por el término

(1 + %)7 con m > 0 a elegir,
m

para representar la fraccién de huéspedes no parasitados. Los parametros R, S y a siguen teniendo aqui el
mismo significado que en el modelo de Nicholson-Bailey.
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—e— Huéspedes —e— Huéspedes
—e— Parasitoides —e— Parasitoides
700 700+
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500 500~
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300 300+
200 200+
100~ 100
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k
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ A ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ A A
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
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—e— Huéspedes —e— Huéspedes
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(¢) zo = 10, yo = 10 (d) zo = 20, yo = 20

Figura 2.8: Representacion grafica de la evolucion de las dos poblaciones (huésped y para-
sitoide) del modelo de Nicholson-Bailey 2.17, para los valores de los parametros R = 1.5,
S =1, a = 0.023, partiendo de poblaciones iniciales diversas. Se observa que ambas pobla-
ciones oscilan considerablemente hasta que, o bien se extingue el parasitoide y entonces el
huésped crece exponencialmente, o bien se extingue el huesped y en consecuencia también
el parasitoide.
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Observacién 2.42 2, =
Para valores de z positivos, la funcion p(z) = (1 + —) con a > 0 presenta un comportamiento muy parecido
m

al de g(z) = e~ %, tanto més cuanto mayor sea m, y es p(z) > q(2).

Tgual que en el caso anterior, este sistema también lo podemos escribir, de forma similar a como haciamos en el
caso unidimensional:

—m

flz,y) =Rz <1+ %)
g(z,y) =Sz <1 — <1+ C;i/)_m)

En la Figura 2.9 estan representados los diferentes comportamientos que presenta este modelo, para distintos
valores de las poblaciones iniciales. En este modelo, se observa, en todos los casos, una evoluciéon similar a
largo plazo, independientemente de las situaciones de partida: Las poblaciones no se extinguen, sino que se
van adaptando a una situacién de equilibrio que permite la coexistencia. Este comportamiento parece mas
compatible con la realidad que el del modelo de Nicholson-Bailey.

para k > 0, siendo

{ Tk = f(Tr-1,Yr-1) (2.20)

Y = 9(Th—1,Yr—1)

2.3.3 Puntos de equilibrio de sistemas discretos multidimensionales

Como hemos visto, las simulaciones numéricas realizadas para diversos casos nos permiten vislumbrar el com-
portamiento de las poblaciones en el futuro. Observamos asi que hay diferencias entre los modelos. En el caso
binomial negativo, ambas poblaciones evolucionan hacia un comportamiento que, a largo plazo, es similar, aun-
que se parta de condiciones iniciales distintas. En el caso de Nicholson-Bailey, la evolucion a largo plazo es dificil
de predecir, porque es muy sensible a los datos iniciales.

Esto nos lleva a estudiar, como ya lo hicimos en el caso unidimensional, los llamados puntos de equilibrio y su
estabilidad, lo que nos permitiré extraer conclusiones sobre el comportamiento a largo plazo de las poblaciones.

De forma general, un modelo bidimensional se escribe:

= f(@r—1,Yr—-1)
{ Yk = 9(Th—1,Yk—1)- (2.21)

La forma particular de las funciones f y g para el modelo de Nicholson-Bailey es la de (2.18), y para el modelo
binomial negativo es la de (2.20).
Recordemos que, en el caso unidimensional, los puntos de equilibrio eran las soluciones de la ecuacion = = f(x).

Lo analogo en el caso bidimensional es:

Definicion 2.43 (Puntos de equilibrio del modelo bidimensional)
Se dice que (x*,y*) es un punto de equilibrio del sistema

= f(®r-1,Yr—1)
Yk = 9(Th—1,Yr—1)

si se verifica

De forma analoga a lo que sucedia en el modelo unidimensional (ver la observacion 2.10), los puntos de equilibrio
son puntos “especiales” para el sistema 2.21:
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Figura 2.9: Representacion grafica de la evolucion de las dos poblaciones (huésped y parasi-
toide) del modelo binomial negativo 2.18, para los valores de los parametros R = 1.5, S =1,
a = 0.023, m = 0.5 partiendo de poblaciones iniciales diversas. Se observa en todos los casos
un comportamiento semejante. Las poblaciones de huéspedes y parasitoides se equilibran y
no se extinguen, se dice que hay coexistencia.
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Observacion 2.44
Si (z*,y*) es un punto de equilibrio del sistema (2.21) y tomamos 2o = z* e yp = y* (namero de individuos de
cada poblacion en el instante 0), entonces, se tiene:

{ T = f(x()ay()) = f(:lf*,y*) =z*
y1 = g(xo,y0) = g(z*,y*) = y*

{ zy = f(x1,91) = f(z*,y") = "
Y2 = g(z1,91) = g(=*, ") = y*

etc. Es decir, ambas poblaciones se mantienen constantes para todo tiempo futuro, esto es, en equilibrio.

Vamos a calcular los puntos de equilibrio de los modelos considerados antes.

Ejemplo 2.45 (Puntos de equilibrio del modelo de Nicholson-Bailey)
Las funciones f y g para este modelo son:

{ f(z,y) = Rxe™®
g(z,y) =Sz (l—e )

Los puntos de equilibrio del sistema 2.17 son los puntos que verifican el sistema de ecuaciones (no lineales!):

r=0
f@y)=Rre =z < z(1-Re ™) =0 < o bien
_ InR
(1—R€ ay):O <— y:T

g(z,y) =Sz (1-e ) =y
Para x = 0 se tiene, de la segunda ecuacion, y = 0. Es decir, (0,0) es un punto de equilibrio.

InR . ‘e
Para y = —— se tiene, de la segunda ecuacion:
a

a 1 InR RInR
RInR InR e
Luego (m, T) es otro punto de equilibrio.

Resumiendo, los puntos de equilibrio son:

00 v (GE=5e)

Observemos que, si R < 1, entonces In R < 0 y también @ < 0. En consecuencia, el punto de equilibrio no
trivial “
RInR InR
(aS (R—1)’ T)
carece de interés para nuestro modelo si R < 1, ya que no tiene sentido considerar una poblacién negativa.
Este caso (R < 1) corresponderia a una poblacion de huéspedes que se extinguiria por si misma, incluso sin
colaboracion de los parasitoides.
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Ejemplo 2.46 (Puntos de equilibrio del modelo binomial negativo)
En este modelo, las funciones f y g eran:

flz,y) =Rz (1+ %)‘m
glz,y)=Sx (1 - (1+ ?j)m)

Los puntos de equilibrio del sistema 2.19 son los puntos que verifican el sistema de ecuaciones:

flz,y) :Rm(l—l—a—?j)_m:x = x[l—R(l—i—%)_m] =0
g9(x,y) :S’x(l— <1+%)7m) =y

La primera ecuacion se verifica si

z=0
o bien
—m —m 1 m Rl/m —1
{1—R(1+%) } =0 < (1+%) == — (1+%) =R < y:u
m m R m a
Para x = 0 se tiene, de la segunda ecuacion, y = 0. Es decir, (0,0) es un punto de equilibrio.
1/m _ 1
Para y = M se tiene, de la segunda ecuacién:
ay\—m 1 R—-1 mR(RY™ — 1)
S(l—(l —) )z = Sz(l-=)=S =y = x =
* i Y w(1-g) =Se(=x-) =v YT TSR
R(RY™ —1 RYm —1
Luego (maé(R ) ) , il P )) es otro punto de equilibrio.

Luego, los puntos de equilibrio son:

mR(RY™ —1) m(RY™ —1)
0.0y ( aS(R—-1) ~’ a )

m(RY™ — 1)
a

De nuevo vemos aqui que, si R < 1, entonces RY/™ — 1 < 0 y también < 0. En consecuencia, de

nuevo, el punto de equilibrio no trivial

mR(RY™ —1) m(RY™ —1)
< aS(R—1) a >

carece de interés biolégico si R < 1. También aqui, R < 1 corresponderia a una poblaciéon de huéspedes que se
extinguiria por si misma, incluso sin colaboraciéon de los parasitoides.

Una vez conocidos los puntos de equilibrio, nos interesa estudiar su estabilidad. Sabemos que, si partimos de
una situacion inicial de equilibrio, el sistema se mantendra en esa situaciéon para todo tiempo futuro. Pero, ;qué
ocurriré si partimos de una situacion inicial ligeramente distinta? ; Tenderé el sistema a acercarse a la situacion
de equilibrio o tender4 a alejarse de ella?

Para contestar a esta pregunta, en el caso unidimensional, haciamos uso de la derivada de la funciéon que define
el modelo (cf. teorema 2.16).

La situacion aqui es diferente porque, en lugar de una funcién, tenemos dos funciones (f y g) y, en lugar de una
variable, ahora tenemos dos variables (z e y). De nuevo necesitamos méas herramientas matematicas.
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2.3.4 Funciones de dos variables. Derivadas parciales

Consideramos aqui funciones de dos variables, definidas para pares de ntumeros reales (z,y), con x € R ey € R.
Se denomina también a estos pares puntos y se suele escribir

(z,y) € R?

para indicar que ambas componentes pertenecen a R. Se identifican con los puntos del plano. A cada par (z,y)
de su dominio, la funcién asocia un ntmero real z = f(z,y).

(m,y)GDCRzﬁz:f(x,y)G]R

Igual que para funciones de una variable, el dominio de una funcién es el subconjunto D de R? sobre el que
consideramos la funciéon o sobre el que esta bien definida, y el recorrido es el conjunto de valores z que se
obtienen al evaluar f en todos los puntos de su dominio.

En la expresion
z = f(z,9),

z e y son las variables independientes y z es la variable dependiente.

La representacion grafica de una funciéon de dos variables es algo mas complicada que la de una funcién de una
variable. Una forma habitual de hacerlo es poner

Z:f<$7y)

e interpretar que, a cada punto (z,y) del plano OXY la funcion f le hace corresponder una “altura” dada por
z = f(x,y). La representacion, en el espacio tridimensional, de los puntos

{(m,y,z) : (.’E,y) EDa Z:f(x,y)}

constituye una superficie. Hoy en dia, normalmente, se utiliza algiin programa informatico para su realizacion.

Figura 2.10: Representacion gréfica de la funcion f(z,y) = 222 — 2.
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En el caso de una funcién de una variable, su derivada nos proporciona informacién sobre el modo en que varia
la funcion. El equivalente para funciones de dos variables son las derivadas parciales. Al igual que ocurre con
las funciones de una variable, las derivadas de una funcién de varias variables permiten obtener informacion
valiosa sobre ésta.

La idea en que se basan las derivadas parciales de una funcion es la siguiente: Para saber como varia una funcion
f(z,y) en un punto cuando cambian z e y, en vez de hacer variar las dos variables a la vez, se hace variar sélo
una de ellas cada vez, manteniendo la otra constante.

La definicién formal de derivada parcial es la siguiente:

Definicion 2.47 (Derivadas parciales de una funcién de dos variables)
Sea f una funcioén de dos variables independientes x e y.

Se define la derivada parcial de f con respecto a x:

0 h» B ’
0 (o ) = i TE TRV S

Anéalogamente, se define la derivada parcial de f con respecto a y:

of @yt = f@y)
Jy h—0 h

El calculo practico de las derivadas parciales de una funcién de dos variables no presenta ninguna dificultad
adicional: Para obtener la derivada parcial de f con respecto de x (por ejemplo) sélo hay que derivar de la forma
habitual la expresiéon de f(x,y) considerando la x como variable independiente y tratando la y como si fuera
una constante. Reciprocamente, para obtener la derivada parcial de f con respecto de y hay que derivar de la
forma habitual la expresion de f(x,y) considerando la y como variable independiente y tratando la x como si
fuera una constante.

Para indicar que se trata de una derivada parcial en lugar de una derivada ordinaria (la de funciones de una
variable) se utiliza el simbolo d en lugar de la d habitual. También son usuales las notaciones siguientes, que

tienen el mismo significado:
of of (xy) _ _
5 (& Y) 5y = Oaf(@,y) = fa(z,y)

(y analogamente para la derivada parcial con respecto de y).

Ejemplo 2.48
Calcular las derivadas parciales de la funcion

f(z,y) = zy + 4z + 5y

Para calcular la derivada parcial de f con respecto de x, derivamos respecto de x en su expresion, tratando la
y como si fuera una constante:

of

—(z,y) =y +4

5 &Y =Y

Anélogamente, para calcular la derivada parcial de f con respecto de y, se deriva con respecto de y en su
expresion, tratando la z como si fuera una constante:

of

ay(x,y) =z +5.
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Ejemplo 2.49
Calcular las derivadas parciales de la funcion

flz,y) = T iny
of oy +a?) —ay(2r)  y+ya® -2 y—ya®  y(l-a?)
e R G C Q) Rl o)
af _ T
a*y(%l/) = m

Ejemplo 2.50
Calcular las derivadas parciales de la funcion

f(@,y) =ye ™

Para calcular la derivada parcial con respecto de x, consideramos y como si fuera una constante y derivamos la
funcién con respecto de a:

of

B
ax(w7y)—ax(ye ) ye " (~y) ye

Ahora, para calcular la derivada parcial con respecto de y, consideramos x como si fuera una constante y
derivamos la funcion con respecto de y:

g _2 —TY) — o TY _ —TY _ _ -y
5y (™) = 5, (v ™) =y (e = (1 m)e

Ejemplo 2.51
Calcular las derivadas parciales de la funcion

f(x,y) = zsen(zy)

Consideramos y como si fuera una constante y derivamos la funciéon con respecto de z:

af

D (z,y) = % (ac sen(xy)) = sen(zy) + x cos(zy)y = sen(zy) + xy cos(zy)

Ahora calculamos la derivada parcial con respecto de y, considerando x como si fuera una constante y derivando
la funcién con respecto de y:

of 2

S @1) = 5 (wsen(an)) = weos(ay) o = o cos(ay)

Matematicas Aplicadas a la Biologia - Grado en Biologia Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla




2. Modelos discretos en Biologia 131

2.3.5 Estabilidad de los puntos de equilibrio del modelo discreto bidimensional

Volvemos ahora a nuestro objetivo que es la obtencién de informacion sobre la estabilidad de los puntos de
equilibrio del modelo discreto bidimensional no lineal

zp = f(Tr-1,Yr-1)
{ Yk = 9(Th—1,Yr-1) (2.22)

Definicion 2.52 (Matriz jacobiana asociada al sistema 2.22)
Llamaremos matriz jacobiana asociada al sistema 2.22, a la matriz siguiente, cuyas componentes son las
derivadas parciales de las funciones f y g:

% ) Lz
) = | 9 o
%(x’y) @(x’y)

Ejemplo 2.53
Se considera el sistema 2.22 con

La matriz jacobiana asociada a este sistema es:

0 0
J(z,y) = @(m | @(m | :(1/2 1—2y)
aw 7y 8y 7y

El siguiente teorema nos da el resultado sobre la estabilidad de los puntos de equilibrio que buscidbamos, a
través de los autovalores de la matriz jacobiana en el punto de equilibrio.

Teorema 2.54
Sea (z*,y*) un punto de equilibrio del modelo 2.22, y sea

o (e Ee
R P P
oz’ oy’

la matriz jacobiana asociada, en el punto (x*,y*).

Sean también \1 y Ay los autovalores de J(z*,y*) (reales o complejos). Se verifica:

> Si los médulos de los dos autovalores son menores que 1, [A\1]| < 1y |\2| < 1, entonces el punto de equilibrio
(z*,y*) es estable.

> Si el médulo de alguno de los autovalores es mayor que 1, |[\1| > 1 o |\2| > 1 entonces el punto de equilibrio
(z*,y*) es inestable.
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Ejemplo 2.55
Se considera el modelo discreto bidimensional

Tk = Yk—1
1 2
Yk = 551%71 + Yr—1 — Y1

Analizar la estabilidad de sus puntos de equilibrio.

Este modelo corresponde a la forma general

{ op = f@r-ny-1) { f(zy) :3{

Yk = 9(Tr—1,Yr-1) g(z,y) = §x+y—y2

Comenzamos por calcular sus puntos de equilibrio, es decir las soluciones del sistema (no lineal) de ecuaciones:

r=Yy
1 2
y=5r+ty—y

2
De la primera ecuacion se deduce que x e y deben ser iguales. Sustituyendo en la segunda se tiene

y=0=2x=0
1 2 1 2 1 o bien
= - = — 0=-y—y =ylzs ~y) <=
y=gyty-y 59—y =y(5 -y IR
V=97 T
Asi pues, este sistema tiene dos puntos de equilibrio:
(z1,91) =(0,0) vy (23,45) = (5, 5)

Para analizar su estabilidad tenemos que calcular los autovalores de la matriz jacobiana en cada uno de los
puntos de equilibrio. La matriz jacobiana ya se calcul6 en el ejemplo 2.53:

0 1
T@,y) = (1/2 1- 2y>
1. Punto de equilibrio (z7,y;) = (0,0)
0 1
o= (2 1)

Sus autovalores son las raices de

Y 1 _ 1 AL = > >1
det(l/2 1_)\>_>\ A §—O<:> \ 1-V3
2:

Puesto que |A\1| > 1, podemos afirmar que ’el punto de equilibrio (0,0) es inestable ‘

11
2. Punto de equilibrio (z3,y3) = (5, 5)

+1

_ 1 =75
det<>\ 1):)\2—2:O<:> ‘_/%
do= 2

T V2

11
Puesto que |A\| < 1y |A2] < 1, podemos afirmar que | el punto de equilibrio (5, 5) es estable |.
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La aplicaciéon del teorema 2.54 a los modelos generales de Nicholson-Bailey es de escritura mas engorrosa, y se
hace aqui como ejercicio en un caso particular, con valores concretos de los pardmetros.

Ejemplo 2.56
Se considera el modelo huésped—parasitoide de Nicholson—Bailey:

T = 2xp_1e” 01 YE—1
Y = 3xk,1(1 — e’o'ly’ﬁl).

Calcular todos sus puntos de equilibrio biologicamente relevantes y analizar su estabilidad.

Este modelo corresponde a la forma general

k= f(Th—1,Yr-1) con flz,y) = 2pe—01y
Yk = 9(Tk—1, Yk—1) g(z,y) = 335(1 _ e—O.ly)

Comenzamos por calcular sus puntos de equilibrio, es decir las soluciones del sistema (no lineal) de ecuaciones:

{ x = 2xe 01y

y=3z(1—e ) (2.23)

De la primera ecuacion de (2.23) se tiene

z=0

2 = 2pe— 01y x(l . 26—0.1;;) -0 o bien

< y=10In(2)

2e 01 =1 <= e 0V = 1
2

En el primer caso (x = 0) se tiene, sustituyendo en la segunda ecuacion de (2.23), y = 0. Luego (0,0) es un
punto de equilibrio.

En el segundo caso (y = 101n(2)) se tiene, sustituyendo en la segunda ecuacion:

10In(2) = 3z(1 — %) = gx = @m= % In(2).

)
Luego (30 In(2), 10 ln(2)) ~ (4.62,6.93) es otro punto de equilibrio.

Asi pues, este sistema tiene dos puntos de equilibrio:

(505) = (0,0) v (@5u8) = (% (), 10m(2))

Para analizar su estabilidad tenemos que calcular los autovalores de la matriz jacobiana en cada uno de los
puntos de equilibrio. La matriz jacobiana es:

2e 01y —0.2ze 01y
J(l’,y) = 3(1 _ e—O.ly) 0.3$6_0'1y

2 0
0= (2 9)
Sus autovalores son las raices de

det (272 O o x@-n)=0 e { 170
(5" 5)=ae-n=0 {112

1. Punto de equilibrio (z7,y7) = (0,0)

0 —A

Puesto que |A2| > 1, podemos afirmar que ’el punto de equilibrio (0,0) es inestable |.
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2
2. Punto de equilibrio (z3,y3) = (50 In(2), 10 ln(2)>

2

1 —-1In(2

J(@ In(2), 10ln(2)) —|; 3 @

3
- In(2)
2
Sus autovalores son las raices de
1-X — %111(2) )
det 3 =1 -MNIn(2) = A) +In(2) = A* — (In(2) + H)A +2In(2) =0

= In(2) — A

Puesto que 2In(2) > 1, aplicando la propiedad (a) de la Observacion 2.57 se llega a la conclu-
sion de que alguna de las raices es, en modulo, mayor que 1. En consecuencia podemos afirmar que

20
el punto de equilibrio (? In(2), 101n(2)> es inestable |.

Observaciéon 2.57
Sean 1 y o las raices (reales o complejas) de la ecuacion de segundo grado

az® + bz + ¢ = 0.

. c
Se verifica que z1 - xo = —. En efecto:
a

—b+ Vb? —4ac>(—b— Vb2 —4a0) b — (b —4dac)  dac ¢

1. :( ¢
LA 2a 2a

4a? 402 o
Como consecuencia de lo anterior se tiene:

(a) Si

tuvieran modulo menor que 1 (Jz1] < 1y |z2| < 1), se tendria

@
f‘ > 1, entonces alguna de las raices debe tener moédulo mayor que 1. En efecto, si las dos raices
a

c
2] = lo1 - el = o - foal < 1,
a
lo cual es una contradiccién.
(b) Sizq y x4 son complejas conjugadas (en cuyo caso es |x1| = |x3]), se tiene
= Si ’E‘ < 1, entonces |z1| = |x2| < 1.
a
= Si ’E‘ > 1, entonces |x1| = |x2| > 1.
a
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