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Tema 1

Revision de imstrumentos basicos

Version: 1 de octubre de 2019

1.1 El lenguaje basico de las matematicas

Las matematicas se expresan mediante un lenguaje propio, que es una extension del lenguaje comiin, en nuestro
caso el espanol. La sintaxis es la misma, con la diferencia de que aparecen nuevos simbolos, ademés de las letras
del abecedario. Tales simbolos pueden ser totalmente diferentes de las letras del abecedario: +, x, >, —, etc.,
pero también las propias letras: z, t, m, que toman significados diferentes (normalmente, se trata de “variables”
o “incognitas”). Los simbolos pueden representar ntimeros o cantidades fisicas, pueden formular operaciones o
relaciones del tipo “igual a” 6 “mayor que”.

Simbolos y algebra pueden ser usados para expresar magnitudes fisicas, quimicas, etc.. Por ejemplo, F puede
representar la energia total de un trozo de materia, m su masa y c la velocidad de la luz. Combinando estos
junto con el simbolo matematico para “igual a”, Einstein escribi6 su famosa férmula,

E =md.
En lenguaje comin, esta ecuacién se expresaria como “La energia total de un cuerpo es igual al producto de
su masa por el cuadrado de la velocidad de la luz”, lo que resulta, ademés de més largo, mucho mas dificil de
manejar conceptualmente. De aqui el gran interés en usar el lenguaje matematico cuando se trata de analizar
de forma cuantitativa el comportamiento del mundo real.

Habitualmente, el camino se recorre en sentido contrario: Es necesario expresar en términos mateméticos una
relaciéon cuantitativa. Por ejemplo, podemos expresar “Juan es treinta centimetros mas alto que Roberto” como

J=R+30

siendo J la altura de Juan, y R la altura de Roberto, medidas ambas en centimetros. Observemos que al leer
esta ecuacion, el verbo esta representado por el signo =. De forma mas sofisticada, podemos usar una notaciéon
con subindices:

H;=Hr+30

donde ahora H; y Hp denotan, respectivamente, las alturas de Juan y Roberto (en cm). Obviamente, es un
esfuerzo excesivo el expresar una frase tan sencilla en términos matemaéticos. Sin embargo, cuando las relaciones
se vuelven méas y mas complejas, la expresion de relaciones cuantitativas mediante el lenguaje comtn es enorme-
mente complicada. Esto condujo de forma natural a introducir la notacién matematica, mucho més simplificada
y compacta. A cambio, es necesario efectuar un esfuerzo de conceptualizacion para entender correctamente el
significado de los diferentes simbolos y relaciones.

1.2 Cantidades fisicas, valores numéricos y unidades

Cuando se usan en ciencias aplicadas, los simbolos matemaéticos no representan niimeros, sino magnitudes fisicas.
Cada simbolo representa la combinacion de un valor numérico y de una unidad fisica. No tiene sentido decir
que una linea mide 75, sino que mide 75 cm o 75 m. Este hecho tiene varias consecuencias:
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= Las ecuaciones que relacionan magnitudes fisicas expresan identidades, tanto de los valores numeéricos
como de las unidades fisicas de los dos términos de la igualdad. Por ejemplo, en la ecuacion de Einstein

E =md?,
E es una energia, cuya magnitud es M L?T~2 (o sea, masa x longitud al cuadrado / tiempo al cuadrado),
m es una masa, cuya magnitud es M, y ¢ es una velocidad, cuya magnitud es L2T~2. Esto se expresa
por [E] = ML?*T~2, [m] = M, [¢] = L?®T~2. Observamos c6mo, efectivamente, las unidades de los dos
términos de la ecuacion (izquierda y derecha) son iguales a M L*T~2:

[E] = [mc?] = ML?*T—2.

Este principio de que los dos términos de la ecuacién deben tener las mismas unidades se extiende a la
suma y resta: solo se pueden restar o sumar magnitudes fisicas con las mismas unidades.

Un ejemplo de relevancia en Bioquimica es la ecuacion que describe el nimero de receptores ocupados
en una reaccién quimica en la que unas moléculas de una determinada sustancia, disuelta en el medio
celular, se enlazan con grandes moléculas (proteinas, por ejemplo), los “receptores”. Si denotamos por N,
el namero de receptores ocupados por unidad de masa de tejido circundante, este varia en funciéon de la
concentracion de la sustancia ¢, del nimero total de receptores por unidad de masa de tejido Np y de la
constante de afinidad quimica para el enlace Kj:

o KQCNT

b= 1+ K,c

La magnitud més clara aqui es la de la concentracion, [¢] = ML™3 (o sea, masa/volumen). Para que la
suma 1 + K,c tenga sentido, las unidades de 1 y de K,c deben ser iguales, segin hemos comentado més
arriba. Por tanto, las unidades de K, deben ser las inversas de las de ¢: [K,] = M ~1L3. Las unidades de
Ny vy Nt son [Ny] = [Ny] = MM~ = 1 (Masa/Masa, ya que se trata de la masa de los receptores por
unidad de masa del tejido circundante).

= El cambio de unidades implica el cambio de los valores numéricos asociados. Para cambiar las unidades,
se usa el principio de que si se multiplican los dos términos de una ecuacién por un mismo ntmero la
identidad sigue siendo cierta. Esto se aplica a realizar el cambio de unidades, si multiplicamos habilmente

por 1. Por ejemplo,

Km 1000m 1h Km 1000 m m
108 — =108 —— — =108 ——— = .
08 h 08 1Km 3600s h 08 3600 s 30 S

= La representacion grafica de una funcion donde las variables dependiente e independiente son magnitudes
fisicas requiere incluir las unidades en que estas variables se expresan. De otro modo seria imposible
interpretar la grafica.

1.3 Numeros, aritmética y resolucion de ecuaciones

Repasamos aqui algunas reglas basicas de las operaciones aritméticas con nimeros, y los tipos de estos.

= Numeros enteros, suma y resta. Los nimeros naturales (0, 1, 2, ...) son los que empleamos para
contar, y con ellos podemos sumar sin salirnos de los propios niimeros naturales. Si pretendemos restar,
es necesario pasar a los nameros enteros (..., -2, -1, 0, 1, 2, ...): La diferencia de dos nimeros enteros es
siempre un namero entero, y no siempre es asi con los nimeros naturales.

La solucién de ecuaciones de la forma
a+x=0b,

siendo a y b niimeros enteros, siempre es un nimero entero r = b — a.

= Numeros racionales, producto y divisién. Podemos multiplicar nimeros enteros y el resultado sera
siempre un namero entero. Sin embargo, no siempre el cociente de dos niimeros enteros es un ntmero
entero. Esta propiedad si es cierta, sin embargo, en los nimeros racionales ¢ fraccionarios: El cociente de
dos nameros racionales siempre es un nimero racional. Para un cientifico es de enorme importancia realizar
con soltura las cuatro operaciones basicas con niimeros racionales: Suma, resta, producto y cociente.
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La solucién ecuaciones de la forma
a+cxr=b,

. . . . . . a .

siendo a, b y ¢ # 0 ntmeros racionales, siempre es un ntumero racional, x = b — —. Estas ecuaciones se
c

llaman lineales, porque su grafica es una linea recta.

Esta propiedad también es cierta cuando se trata de varias ecuaciones lineales simultaneas con coeficientes
racionales: Por ejemplo, la solucion (si existe) (x,y, z) del sistema lineal

2043y —4z =
—3rx+2y+3z=
Tr—3y+8z=—4

pertenece a los niimeros racionales, segtn la regla de Cramer.

= Ntmeros reales, completitud. Podemos representar los ntimeros racionales sobre una recta como
segmentos (a cada namero le asignamos un segmento de origen el cero, cuya longitud es el ntimero). A pesar
de existir una infinidad de ntumeros racionales entre dos nimeros racionales cualesquiera (por ejemplo,
calculando el promedio, repetido sucesivamente), la recta asi construida esta trufada de “agujeros”. O sea,
que hay “muchos” segmentos cuya longitud no es un namero racional. Uno de tales agujeros es v/2, un
nimero del que ya en la Grecia clasica se demostrd que no es racional’.

Una forma intuitiva de construir los nimeros reales es mediante una representacion decimal infinita: v/2 =
1.4142135623730950488 . .. Este niimero se puede construir de forma aproximada mediante la sucesiéon de
nameros 1, = 1.4, 7o = 1.41, r3 = 1.414, r4 = 1.4142, ... Se demuestra que esta sucesion converge a v/2, 6
que V2 es el limite de esta sucesion. Esto significa que todos los términos de la sucesion a partir de uno
dado estan tan cerca de v/2 como queramos. Se demuestra que la recta asi construida es completa en el
sentido de que no tiene agujeros, o, dicho de otro modo, en el sentido de que el limite de una sucesion de
nimeros reales siempre es un ntmero real.

Los nimeros reales se pueden sumar, restar, multiplicar y dividir, obteniéndose siempre un niimero real.
Por ello, al igual que con los ntimeros racionales, la solucion ecuaciones de la forma
a+cr=0,

. - . - a
siendo a, by ¢ # 0 nimeros reales, siempre es un namero real, z = b — —.
c
El calculo diferencial e integral, que son dos de los instrumentos fundamentales de la matemaética aplicada,
se basan de forma extensiva en el concepto de limite, por lo que el conjunto de nimeros adecuado para
construir estos dos tipos de célculo es el de los reales.

= Nameros complejos, solucién de ecuaciones polindmicas. Dentro de los nimeros reales no siempre
tienen solucién ecuaciones de la forma a+cx? = b, siendo a, b y ¢ nimeros reales. Por ejemplo, la ecuacién

1+22=0

no tiene solucién, ya que 1 + x2 > 1 cualquiera que sea = € R.

Podemos, sin embargo, definir la unidad imaginaria i como la solucién de esta ecuaciéon 142 = 0. A partir
de aqui construimos los ntimeros complejos en la forma a + b, siendo a y b ntimeros reales cualesquiera.

Los nimeros complejos se representan en el plano como el par de ntimeros reales (a,b). Es una extension
de la representacion de los ntimeros reales como segmentos en la recta.
Los ntmeros complejos se pueden sumar, restar, multiplicar y dividir. Para ello basta considerar que
i2 = —1, y que por tanto i~! = i. Usando estas propiedades, podemos multiplicar por ejemplo 2 + 3i y
5 — 44 como sigue:

(2 + 30)(5 — 4i) = 10 — 12i® + 15 — 8i = 22 4 7i,

y también podemos dividir 2 4 37 entre 5 — 4¢ racionalizando como sigue:

243i  (2+3i)(5+4i) —2+23i 2 23

54 (540514 36 36 36"

1La demostracion de la irracionalidad de la raiz cuadrada de 2 esta atribuida a Hipaso de Metaponto, un discipulo de Pitagoras
que nacio6 en torno al ano 500 a.C.
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La representacion de un nimero complejo como z = a + ib, siendo a y b ntimeros reales, es llamada forma
bindmica del numero. Existe una forma alternativa, llamada forma polar. Para construirla, escribimos

b
z:a—l—ib:r(g—l—if) =r(sena +1i cosa),
r r

donde

r=+va?+ b2

es el mddulo de z, también denotado |z| y
a = arctan(b/a)

es el argumento de z, también denotado arg(z). El argumento es el angulo entre la parte positiva del eje
OX vy el segmento que une el origen con el namero z. El argumento no esté definido de forma tnica, ya
que todos los angulos de la forma

arg(z) +2kw, keZ

poseen el mismo seno y el mismo coseno.

Es acostumbrado representar z como z = r,, (forma polar del nimero z). Por ejemplo, la forma polar del
nimero 1 es 1 = 19 = 124, y la de la unidad imaginaria es i = 1, 5.

El producto y cociente de niimeros complejos en forma polar es muy simple: Si las formas polares de los
nameros complejos z y 2’ son z =r, y 2/ =1/, entonces las formas polares de su producto y su cociente
son:

z r
22" = () atars o= (

p)afa“

O sea,

4 z
= oy are(5) = ang(z) - ars(),

2 = [elle),  arg(=+') = arg(=) +arg(z)), |5

De aqui se puede calcular con comodidad la potencia n-ésima de un nimero complejo:

También se pueden calcular las n raices n-simas de un niimero complejo:

nZZ(W)(a«FW@W)/n) k:Oalv ,'fl—l.

Por ejemplo, las raices cuartas de —1 = 1, son

V—1= 17r/4+k7r/2, k= 0,1,2,3.

Un relevante ntimero complejo asociado a z = a + ib es su conjugado: Z = a — ib. Cumple algunas
propiedades interesantes:

- _ 9

21+ 22=71+%2, Zi%2 =71 Z2, 2Z=|z|".

Ademés, la forma polar del conjugado viene dada por

Z=T_q.

Un gran interés de los numéros complejos es que toda ecuacién polindomica (de la forma ag + aix + agz? +
... + anx™ = 0) tiene exactamente n raices (contando la multiplicidad) en los ntimeros complejos.

Hay, sin embargo, una propiedad de los demas tipos de nimeros (sean naturales, enteros, racionales o
reales) que no poseen los ntimeros complejos: La ordenacion. No se puede decidir de forma coherente cual
es el mayor de dos numeros complejos distintos.

En general, si estamos interesados en resolver ecuaciones de la forma f(z) = 0 (algo que ocurre con cierta
frecuencia en las ciencias aplicadas y también en bioquimica) sera necesario utilizar nimeros complejos,
aunque en muchas situaciones podemos usar solamente niimeros reales.

Matematicas Generales Aplicadas a la Bioquimica - Grado en Bioquimica Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla
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1.4 Errores. Truncamiento y redondeo. Sistemas de numeracién

Podemos efectuar calculos tedricos con niameros reales y complejos, pero en los calculos efectivos tinicamente se
usan numeros racionales. De este modo se introducen errores, que es necesario reconocer y limitar en la medida
de lo posible.

Un error habitual es el de truncamiento: Los dos nimeros a = 3.3456 y b = 3.3412 resultan ser ¢ = 3.34 si los
truncamos a la segunda cifra decimal. Los errores cometidos son a —c¢ = 0.0056 y b— ¢ = 0.0012. Sin embargo, si
aproximamos a por d = 3.35, el error cometido es a — d = —0.0044, que es menor (en valor absoluto) que a — c.
Por tanto, aproximar a por d resulta una mejor aproximacion que aproximarlo por c. Esto sugiere la técnica de
aproximacién llamada “redondeo™ La tultima cifra decimal retenida se deja igual si la primera cifra despreciada
es menor o igual que 5, y por la siguiente si la primera cifra despreciada es mayor que 5.

La necesidad de redondeo ocurre en particular con el manejo de ntimeros por los ordenadores, que debido a su
capacidad limitada trabajan solamente con un nimero finito de cifras decimales.

Los ordenadores, sin embargo, almacenan la informacion en sistema binario. Recordemos que en sistema decimal
la expresion 123 representa al nimero 3 x 10° +2 x 10! +1 x 102, donde utilizamos las sucesivas potencias de 10.
En sistema binario Gnicamente se usan las sucesivas potencias de 2 para representar un nimero. Por ejemplo,
el niimero 123 en base 2 se representara por 1111011, ya que

123 =1x2941x2'+0x22+1x 22 +1x22+1x2°+1x25=14+2+8+ 16+ 32 + 64.

El ordenador almacena solamente ceros y unos.

Las cifras de la representacion binaria (resp., decimal) de un namero se obtienen dividiendo sucesivamente por
2 (resp., por 10) y reteniendo los restos, que se escriben en orden inverso para construir la representacion.
Por ello, solo aparecen ceros y unos (resp., los 10 digitos 0,1,2,3,4,5,6,7,8 y 9). El valor de cada cifra en la
representacion depende de la posicién que ocupa, ya que la tltima cifra se multiplica por 1, la peniltima por 2
(resp., por 10), la antepentltima por 22 = 4 (resp., por 10? = 100), etc.

Anélogamente, para representar un nimero menor que 1 en sistema binario, es necesario multiplicarlo sucesi-
vamente por 2 y retener las cifras a a izquierda de la coma (que seran solamente ceros o unos). Si una de estas
cifras es un 1, se resta y retiene el resto para continuar el proceso. Por ejemplo, para escribir 0.8125 en sistema
binario, consideramos que

0.8125 x 2 = 1.625 : restamos 1 y lo retenemos
0.625 x 2 = 1.25 : restamos 1 y lo retenemos
0.25 x 2 =0.5 : retenemos el cero
0.5 x2=1 : retenemos el 1 y terminamos

De este modo, en sistema binario, 0.8125 se representa por 0.1101, lo que significa que

1 1 0 1 1 1 1
0.8125—2+22+23+24—2+4+16.
Este proceso puede no tener fin, en el sentido de que la representacion binaria (o decimal) de un nimero
puede tener infinitas cifras no nulas. Mas atun, puede ocurrir que la representaciéon decimal contenga un ntmero
finito de cifras y la binaria un nimero infinito (pero no al revés, ya que 10 es divisible por 2). Por ejemplo, la
representacion binaria de 1/5 = 0.2 es 0.000101000101000101000101.... (formada por la concatenacién indefinida
del grupo “000101").

Otros sistemas de numeracion de cierta relevancia por sus conexiones con el codigo genético son el cuaternario
(con base 4, utiliza los digitos 0, 1, 2, 3), el octodecimal (con base 8, utiliza los digitos 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7) y el
hexadecimal (con base 16, utiliza 16 digitos, para lo que son necesarios simbolos especiales a partir del 9).

Recordemos que el valor de cada digito en la representacién de un niimero depende de la posicién que ocupa. Es
una situacion anéloga a la descripcion del ADN mediante las letras A, T,C y G, que corresponden a las bases
nitrogenadas Adenina, Tiamina, Citosina y Guanina, respectivamente. La disposicion secuencial de estas cuatro
bases a lo largo de la cadena es la que codifica la informacién genética: por ejemplo, una secuencia de ADN
puede ser ATGCTAGATCGC. En este sentido, cada cadena de ADN se corresponde con un tinico ntmero en
sistema, cuaternario.
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1.5 Resoluciéon de ecuaciones

Una ecuacién es una igualdad entre dos expresiones matematicas, en la que alguna de las cantidades no es
conocida. Las cantidades desconocidas se llaman incdgnitas. Cada una de las dos expresiones que se igualan se
llama miembro. Una ecuacion proporciona informacion sobre la o las incognitas. Resolver la ecuacion es calcular
la incognita en funcion de cantidades conocidas, de forma que se satisfaga la ecuacion si la incognita se reemplaza
por el valor calculado. Si se trata de varias ecuaciones que deben satisfacerse al mismo tiempo, el conjunto de
todas ellas se llama sistema de ecuaciones. Resolver el sistema de ecuaciones es calcular las incognitas en funcion
de cantidades conocidas, de forma que se satisfaga cada ecuacion del sistema si las incégnitas se reemplazan
por los valores calculados. La solucion de una ecuacion (o sistema de ecuaciones) puede no existir, puede existir
solo una, o varias, o una infinidad. Por ejemplo,

3r—2=17
es una ecuacion lineal, siendo x la incdgnita. Su solucion es z = 3, ya que 3 x 3 — 2 = 7. También

2 —2-6=0

es una ecuaciéon cuadratica 6 de segundo orden, que admite dos soluciones, x1 = —2 y x2 = 3. La ecuacion
z—1y = 1 admite una infinidad de soluciones, en la forma = € R cualquiera, y = x—1. Por ejemplo, z = 0,y = —1
son soluciones, pero también z = 1,y = 0 6 = = 1000,y = 999, etc.
El sistema

20 -3y = 3,

—r+2y = =2
es un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas (z e y) que admite solucion tnica, =0, y = —1.

En una ecuacién intervienen expresiones, que son combinaciones de simbolos, por ejemplo 1 + 4, 2x — 3az 6
(z + 2)(x — 3). Cada una de las partes de una expresion es una sub-expresion. Por ejemplo, 2z y 3az son
subexpresiones de la expresion 2x — 3az. Si dos o mas subexpresiones se suman, cada una de ellas se denomina
término 6 sumando. Si dos o més subexpresiones se multiplican, cada una de ellas se llama factor. Por ejemplo,
en la expresion (z + 2)(x — 3), x + 2 y = — 3 son factores.

Las reglas de la aritmética se usan para expandir o simplificar expresiones que aparecen en las ecuaciones. Por
ejemplo,

= La propiedad distributiva del producto respecto de la suma permite expandir el producto (z + 2)(z — 3)
€omo
(x+2)(x—3)=a2>+2r 32 —6=2"—z—6.

+1 xz-1

= Reduciendo a factor comun, podemos simplifica la expresion como sigue:
x

1 1 x—1 x+1 (x—=1)—(x+1) -2

41 -1 (+0)x-1 (@-DE+1) (@+)x-1)  22-1

= Calculando las raices de los polinomios, podemos simplificar la expresién %:
22 + 52 +6 = (v +2)(x + 3);
234322 + 2z = z(x 4+ 1)(z 4+ 2);
de donde si x # 0, —1, 2,

22 +5x+6 (x+2)(x+3)  (x+3)  x+3

3 +322+22 a2+ 1)(z+2) x@+1) 2242’

Observemos que si = —2 la expresion inicial no esta definida, pero si la final.
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1.5.1 Manipulaciones béasicas con ecuaciones

Para resolver una ecuaciéon o sistema de ecuaciones usualmente se efecttian una serie de manipulaciones que
transforman los términos de la ecuacion, pero mantienen la identidad. El objetivo es aislar la incognita (o
las incognitas), igualandola a una expresion conocida. Estas manipulaciones deben respetar las leyes de la
aritmética. Las mas basicas son las siguientes:

» Sumar la misma cantidad a los dos miembros de la ecuacién. Para resolver
3z —1=5, (1.1)
sumamos 1 a los dos miembros de la ecuacioén, obteniendo

3r = 6.

» Multiplicar o dividir los dos miembros de la ecuacién por el mismo niimero, si este no es nulo. Para resolver
la ecuacion anterior, dividimos los dos miembros de la ecuacion por 3, obteniendo

3x/3=6/3 =ax=2.

= Elevar los dos miembros de la ecuacién a un mismo ntimero. Esta manipulacién puede introducir soluciones
falsas cuando se eleva a potencias mayores que 1, si no se consideran los signos. Por ejemplo, si elevamos
los dos miembros de la “ecuacion”

r=1
al cuadrado, obtenemos
z? = 1,
que admite la soluciéon x = 1, pero también la soluciéon z = —1. Hay, pues, que eliminar las soluciones

falsas. Por otra parte, se pueden eliminar soluciones verdaderas si se eleva a potencias menores que uno,
si no se considera la multiplicidad de los radicales. Por ejemplo, podemos sacar la raiz cuadrada de los
dos miembros de la ecuacion

(x —1)* =4,
obteniendo

z—1=+/4.
Si consideramos que v/4 = 2, obtenemos la solucién z = 3. Pero también puede ser V4 = —2 lo que
proporciona la solucion z = —1.

Usando estas tres reglas, podemos por ejemplo resolver la clasica ecuacion de segundo grado. Consideremos el
ejemplo
4o? — 20+ 8 =9. (1.2)

En primer lugar, por reducirnos a un problema canénico, restamos 9 a los dos miembros de la ecuacién, obte-
niendo
4o — 20 —1=0. (1.3)

A continuacién, buscamos un cuadrado perfecto de la forma (axz + b)? que englobe los téminos en x? y en z.
Para ello, consideramos que
(az + b)? = a*2? + 2abz + b,

-1
e igualamos a?z? = 42, 2abx = —2x. La primera igualdad se cumple si a = v4 = 2, y la segunda si b = — =

a

-1 1
Eh Para obtener el cuadrado perfecto en la ecuacion (1.3) sumamos b? = 12 los dos miembros:

1 1 1
4x2—2x+1—1:1, o sea, (21‘—5)2—1:1.

En segundo lugar dejamos el cuadrado perfecto en el miembro de la izquierda, sumando 1 a los dos miembros:

(20— 1) =

1=
5 +

1 )
4 4

Matematicas Generales Aplicadas a la Bioquimica - Grado en Bioquimica Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla



https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

1. Revisién de instrumentos basicos 10

En tercer lugar sacamos la raiz cuadrada de los dos términos de la ecuacién:
1
2z — 3= ++/5/4.

Por tltimo, despejamos x sumando % y dividiendo por 2 los dos miembros de la ecuacion:

1
2 4

T =Ty (1.4)

1.5.2 Sistemas lineales

La resolucién de sistemas lineales es de especial utilidad en ciencias aplicadas, ya que por una parte se dan con
mucha frecuencia en la préctica para determinar el funcionamiento de diversos procesos y sistemas, y por otra
se saben resolver bien. Esto hace que la resolucion de sistemas de ecuaciones mas complejos se reduzcan por
diversos procedimientos a la resolucion de sistemas lineales.

Existen diversas técnicas de resolucion de sistemas lineales. Si son de talla pequefia se puede abordar su resoluciéon
a mano. Sin embargo, para sistemas de mediana y gran talla (el nimero de ecuaciones) es preferible el uso del
ordenador. Es posible la resolucion simbolica de sistemas de talla mediana en ordenador (hasta una decena de
ecuaciones), que sin embargo resulta inabordable en cuanto la talla supera la decena. Por ello, en estos casos se
usa la resolucion numérica, que permite resolver sistemas de talla muy grande (varios millones de ecuaciones),
aunque es necesario resolver cada sistema con valores numéricos concretos de forma aislada.

Como hemos comentado méas arriba, un sistema lineal puede o no tener solucion (si la tiene, se dice que es
compatible, y si no, incompatible). De tener solucion, esta puede ser unica (se dice que el sistema es determinado),
o puede haber infinitas soluciones (se dice que el sistema es indeterminado).

Habitualmente, se escriben los sistemas lineales en notaciéon compacta, en la forma
AX = B, (L.5)

donde A es la matriz del sistema, X es un vector columna (la incognita) y B es otro vector columna (el dato).
Por ejemplo, para el sistema

r+2y+3z = 14,
r—y+z = 2, (1.6)
3z +2y+2 = 10
la matriz A y los vectores X y B vienen dados por
1 2 3 T 14
A=|(1 -1 1|, X=|y |,B=| 2 |. (L.7)
3 2 1 z 10

Resumimos a continuacion la Teoria de Rouché-Frobenius (data de 1875) sobre la existencia y unicidad de
soluciones de sistemas lineales. Se llama menor de orden r de la matriz A al determinante de cualquier sub-
matriz cuadrada de orden r (con ntimero de filas y de columnas igual a r). Se define el rango de la matriz A
como el orden del mayor menor de A no nulo.

El sistema lineal (1.5) es compatible (o sea, admite solucién) si el rango de la matriz A coincide con el rango
de la matriz ampliada, M = [A|B]. Esto garantiza que todas las ecuaciones se pueden satisfacer a la vez, o
dicho de otro modo, que no son incompatibles entre si. Ademaés, la soluciéon sera unica (o sea, el sistema sera
determinado) si este rango coincide con el namero de incognitas. Esto garantiza que todas las incognitas se
pueden despejar de forma tnica en funcién de los datos. En caso contrario, existird una infinidad de soluciones,
que se obtienen despejando las incognitas correspondientes a la mayor sub-matriz con determinante no nulo, en
funcién de las demas.

En el caso del sistema lineal cuadrado (1.7) hay solucién tinica si la matriz A tiene determinante no nulo, ya que
entonces el rango de A y de la matriz ampliada son iguales a 3, y ademés este nimero coincide con el ntimero
de incognitas.

Para efectuar la resoluciéon a mano de un sistema lineal existen diversas técnicas. Segin el Teorema de Rouché-
Frobenius, si el sistema es compatible lo que es necesario resolver de forma efectiva para calcular la solucion (o
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las soluciones) es un sistema cuadrado. Existen formulas cerradas para resolver sistemas cuadrados. Sin embargo,
son dificiles de recordar, por lo que es preferible el uso de otras técnicas méas sencillas e intuitivas. Recordemos
aqui la técnica de Gauss o de eliminacion. La idea es reducir por etapas el sistema a otro en que cada incognita
se exprese en funciéon de las anteriores, hasta que solo quede una ecuacién con una incognita. Calculada esta
incognita, se calculan sucesivamente las demas. Por ejemplo, en el sistema (1.6),

= Comenzamos eliminando la incognita = en la segunda y tercera ecuaciones. Para ello a la segunda ecuacion
le restamos la primera, y a la tercera le restamos la primera multiplicada por 3. Esto reduce el sistema a

r+2y+3z = 14,
—3y—2z = -—12 (1.8)
-4y -8z = -=-32.

= Nos centramos ahora en la resolucion del sub-sistema

-3y —2z = -12,
{ —4y—8z = =32, (1.9)

que tiene solo dos ecuaciones con dos incégnitas. Eliminamos la variable y en la tercera ecuacién restando
a esta ecuacion la segunda multiplicada por —4/3. Esto reduce la tultima ecuacion del sub-sistema (1.9) a

- 5z=-16. (1.10)

= El sistema de partida ha quedado reducido al sistema triangular

r+2y+3z = 14,
-3y —2z = -—12,
16 y (1.11)
——z = -—16.
3

Resolvemos este sistema como sigue: La tltima ecuacién proporciona z = 3. Sustituimos este valor en la
segunda ecuacion y obtenemos y = 2, y por ultimo sustituimos estos dos valores en la primera ecuacion
para obtener z = 1.

Observemos que la matriz C' del sistema reducido (1.9) es triangular superior,

1 2 3
c=|0 -3 -2 |,
0 0 -—16/3

con lo que su determinante es trivialmente el producto de los elementos diagonales. Si alguno de estos elementos
diagonales fuera cero, el sistema seria bien incompatible, bien compatible indeterminado, ya que la matriz seria
singular. Esta informacién se obtiene de forma automatica aplicando el método de Gauss.

1.6 Resoluciéon de inecuaciones

Otro de los problemas que se presentan con frecuencia en las ciencias aplicadas es el obtener valores de ciertas
variables que satisfacen no ya una igualdad, sino una desigualdad. Esto ocurre, por ejemplo, cuando se pretende
mantener las variables dentro de rangos admisibles (estos valores pueden ser concentraciones, temperaturas,
precios,...). Podemos pedir, por ejemplo, en lugar de la ecuaciéon (1.1), la inecuacion

30-1<5 (1.12)

O, en lugar de (1.2),
4a® — 22 +8 > 0. (1.13)

Es frecuente encontrar inecuaciones en que aparezca el valor absoluto de alguna expresion. Recordemos que el
valor absoluto de un namero se define por

|z| = méx{—=x,x}.
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La solucién de una inecuacién, en general, no es uno o varios valores aislados de la incognita, sino un con-
junto completo, frecuentemente determinado por una o varias desigualdades. Puede ser, sin embargo, que una
inecuacion (o un sistema de inecuaciones) no posea solucion. Para resolver inecuaciones, es necesario seguir
estrategias que transformen la inecuacion en inecuaciones equivalentes, con el propoésito de dejar aislada la (o
las) incognitas. Para ello, usamos una extension de las reglas que hemos introducido para resolver ecuaciones:

= Sumar la misma cantidad a los dos miembros de la ecuacién mantiene la desigualdad. Para resolver (1.12)
sumamos 1 a los dos miembros de la ecuacioén, obteniendo

3z < 6. (1.14)

= Multiplicar o dividir los dos miembros de la ecuaciéon por el mismo ntmero, si este es positivo mantiene
la desigualdad. Para resolver la ecuacion anterior, dividimos los dos miembros de la ecuacién por 3,
obteniendo la solucion de (1.12):
r < 2.

En cambio, multiplicar o dividir los dos miembros de la ecuaciéon por el mismo nimero, si este es negativo
cambia el sentido de la desigualdad. Por ejemplo, si queremos resolver

-3z <6,
dividimos los dos miembros de la inecuacién por —3, obteniendo
x> —2.
= Elevar los dos miembros de la inecuacién al cuadrado mantiene la desigualdad, solo si ambos miembros
son positivos.

= Para extraer raices cuadradas, el uso del valor absoluto puede resultar de utilidad. Por ejemplo, podemos
sacar la raiz cuadrada de los dos miembros de la inecuacién

(x—1)2 <4, (1.15)

obteniendo

‘1*1|§\/‘L

lo cual se reescribe como
—2<zr—-1<2.

Sumando 1 ahora a cada término de la cadena de desigualdades, obtenemos la solucién de la inecuacion
(1.15):
—1<x<3.

Para ejercitar estas reglas, podemos resolver la inecuacion (1.13). En primer lugar, transformamos la inecuacion
a forma homogénea restando 9 a cada miembro:

4a* — 20 —1>0. (1.16)

Como hemos obtenido las raices z_ y x4 del polinomio 422 — 2z — 1 en (1.4), tenemos el polinomio factorizado
como
42 22 —1=4(x —z_) (v —xy).

Por tanto, dividiendo por 4, la inecuacion (1.16) se transforma en
(r—2z2_)(xr—24)>0.

Para que el producto de dos ntimeros sea positivo, ambos ntimeros deben ser bien positivos, bien negativos a la
vez. Por tanto, la soluciéon de nuestra inecuacion es el conjunto de los nimeros = € R que satisface

Obien z—2z_ >0, yz—2y >0, obien z—2_<0, yzr—zy <0.

O sea,
Obien z>z_,yr>xzy, oblen z<zx_,yz<az,i.

Pero como z_ < x4, las desigualdades anteriores proporcionan la solucion de la inecuacion (1.16):

O bien z>zy, obien z<ux_.
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1.7 Funciones polinémicas

Pasamos a continuacion al repaso de las funciones mas sencillas, que aparecen frecuentemente en aplicaciones de
las matematicas y, especialmente, en Bioquimica. Nuestro objetivo sera conocer la definicion y las propiedades
bésicas de las funciones consideradas. Estudiaremos especialmente los ceros, el crecimiento y decrecimiento,
las posibles sigularidades y el comportamiento en el infinito. Estudiaremos también algunos aspectos de la
representacion gréafica de funciones: Su interpretacién, y cémo usarla para resolver ecuaciones e inecuaciones.

Recordemos en primer lugar que una funcion es una regla que transforma ntmeros reales en nimeros reales
(también se habla de funciones de variable compleja, que no consideraremos aqui). Puede estar definida en todo
o en parte de R. Por ejemplo, la funcion

T+ 2
f@)= 251
esté definida en todo R, mientras que la funcion
z+2
g(l‘) - 1,2 -1
esta definida en todo R, excepto en £ = —1 y en x = 1, que son los puntos donde se anula el denominador. Se

llama dominio de la funciéon al conjunto de puntos en que esté definida. El dominio de f es todo R, mientras
que el dominio de g es R\ {—1,1}.

La funciones maés sencillas de calcular son las que se construyen usando sumas y productos. Estas son las
funciones polinémicas, que por esta simplicidad aparecen con frecuencia en aplicaciones de las mateméticas, y
ademaés se usan para aproximar funciones més complejas. La estructura de una funcién polinémica es

fl@) =ana™ + An12" 4 a1z + ag,

donde los coeficientes an, an—1,- - ,a1 y ag son numeros reales dados. Es importante conocer el comportamiento
de las funciones polinémicas de grado bajo, asi como sus gréficas. Esto ayuda a utilizarlas de forma préctica
con soltura. El caso mas sencillo (aparte de las funciones constantes) son las funciones polindmicas de grado 1,
o lineales. Se llaman asi porque su gréfica es una linea recta. Su estructura es

f(z) = a12 + aop.

Recta y=éx+1
Recta y=3/2-x
25
2
1.5
> 1
05
0
-0.5 -
-1 .
-1 0.5 0 0.5 1 15 2
X

Figura 1.1: Graficas de rectas

Los coeficientes a1 y ag pueden ser interpretados geométricamente en la gréafica de la funcién: ag es la altura del
corte con el eje OY (O sea, f(0)), y a1 es la pendiente de la recta. La pendiente se puede calcular conociendo
dos puntos de la recta:

f(b) — f(a)

b—a

ay =
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Un par de puntos notables para ello son los cortes con los ejes coordenados (correspondientes a a = 0, f(b) = 0):

(0, £(0)) y (b,0). En este caso,
—f(0)

ayp = b )

con lo que la ecuacion de la recta es

sy =100 1 s,

En la Figura 1.1 se representa una recta con pendiente positiva y otra con pendiente negativa. Una recta corta

. P ag . . . . L.
al eje OX en un tnico punto z = —— si su pendiente es no nula. Se dice que tiene un tnico cero.

ay
La funcion polinémica de segundo grado

f(x) = as2® + a1z + ag, con as #0

se representa graficamente como una parabola. Buscando un cuadrado perfecto, escribimos

f@)=ay(z—a)®+B, com a=-1 B=ay—
2&2

aga%
— -
4a3

De aqui deducimos que la grafica de la curva es simétrica respecto al punto x = « (O sea, que f(a—t) = f(a+t),

para cualquier namero real t).

Deducimos ademas que si as > 0 la curva alcanza su minimo en = a:

fla) < f(x), VzeR.

Ademas, en este caso los valores de f aumentan indefinidamente si x aumenta indefinidamente. Se dice que

o 1ip f(7) = Hoo

También tenemos, debido a la simetria de la funcion,

lim f(x) = +oo.

Tr—r—00

Si as < 0, el punto x = o es un méximo:

fla) > f(x), VzeR.

Parabola y; -

(x-1)
Parabola y=-2(x+1

)

5
+1
2.7

10

Figura 1.2: Graficas de parabolas

Por otra parte, si az < 0, los valores de f disminuyen indefinidamente si x aumenta indefinidamente:

lim f(z) =—-00, lim f(z)=—c0.

r—+o0 rT—r—00
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Podemos ver estas propiedades en la Figura 1.2 en que hemos representado los dos tipos de parabolas.

Una funcion polinomica de grado dos puede no anularse nunca (es el caso de la curva azul en la Figura 1.2). Sin
embargo, si se anula necesariamente tiene dos ceros (caso de la curva roja). Ello ocurre porque si un polinomio
tiene un cero complejo, entonces el conjugado de este también es cero del polinomio. En efecto, supongamos
factorizado el polinomio como

(@) = an(a —21)(@ —22) - (2 — ),

donde a, € Ry x1,%2,- - ,x, € C son las raices de f. Entonces, tomando conjugados,

f@) = f(2) = an(z — 1) (& — 72) -+ (x — Tn).

Por tanto las raices de f son T1,%3, - ,Tp,.

Esta propiedad puede usarse también para clasificar las funciones polindémicas de grado 3, 6 cubicas: Deben
tener al menos un cero real, ya que de tener todos los ceros complejos, estos serfan al menos 4 (cada cero y su
conjugado). Entonces, o bien tienen exactamente un cero real, o bien tienen 3. En el primer caso admiten la
factorizacion

f(@) = as(z — 21) Pa(2);

donde z; es el cero real, y P> es un polinomio de grado 2 con dos ceros complejos conjugados, y en el segundo,
admiten la factorizacién

f(x) = as(@ — 21)(x — x2)(x — x3),
donde x1, x2 y 3 son los ceros reales de f. En la Figura 1.3 hemos representado una curva de cada una de

estas clases. Podemos ver como ambas tienden a infinito (con el signo dado por as y por z) cuando z tiende a
infinito.

burva y=x(x2+2) —

10 b Curva y=-x(x"-1) —— |
5 L

0

>
_5 L
-10 +
4 -2 2 4

X

Figura 1.3: Graficas de funciones polinomicas de tercer grado

En general, el comportamiento de una funcién polinémica viene determinado conociendo sus ceros. Si conocemos
todos los ceros 1,22, - ,x, de f(x), esta se factoriza por

f@)=an(x —x1)(x —22) -+ (T — p).

Esto permite determinar el signo de f(z) y su comportamiento en el infinito. Si, por ejemplo, a,, > 0, entonces
fl@)>0siz >, f() <08l x,-1 <z < x,, etc: f mantiene signo constante entre dos raices, y el signo va
cambiando alternativamente al incrementarse (o decrementarse) x. Por otra parte, si a,, > 0,
I =
P f(®) = Hoo

si n es par, y

i f(7) = 00

si m es impar. Si a, < 0, entonces todos los signos se cambian por los opuestos.
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1.8 Funciones racionales

Las funciones racionales son cocientes de funciones polindmicas. Se construyen, pues, afiadiendo la divisiéon a la
suma y el producto como operaciones para construir funciones. La estructura general de una funcion racional
es

donde p(z) y g(x) son polinomios. El comportamiento de una funcién racional viene marcado por los ceros de
Py q,y por los grados de estos:

= Dominio: En general, el dominio de una funcién racional no es todo R, ya que no estd definida en
los puntos en que se anula el denominador. Sin embargo, puede ser que numerador y denominador se
anulen en un mismo punto. Para evitar esta ambigiiedad, hay que factorizar p y ¢ eliminando los factores
correspondientes a ceros comunes. Por ejemplo, si

p(x) =23 — 622 + 112 — 6, q(z) = 2* — 52® + 8% — 4z,

factorizamos

p(z) = (x—1)(z—2)(z —3), qz)=2z(x—1)(z—2)>2%
El dominio de f es entonces Dom(f) = R\{0,1,2}. La Figura 1.4 representa esta funcion, donde podemos
observar su comportamiento general.

10

-

ncion Racional f(x)=(x-8)/(x*(x-2)) ——

X

Figura 1.4: Funcién racional

= Ceros: En principio, los ceros de f son los de su numerador p, aunque hay que considerar la posibilidad
de que el denominador ¢ se anule a su vez en algin cero de p. Una vez factorizados p y ¢, los ceros de f
son los de p. En el ejemplo anterior, el tinico cero de f es x = 3.

= Asintotas verticales. En los ceros del denominador, f no esta definida. Sin embargo, si lo esté en puntos
arbitrariamente cercanos. Una vez simplificada f, en el entorno de un cero de ¢, el numerador p toma
valores no nulos, por lo que f(z) va a hacerse cada vez mayor (en valor absoluto) cuando z se acerque al
cero. El signo de f dependeré de los signos de p y ¢, pero sera constante entre dos ceros consecutivos de
py q. En definitiva, si a es un cero de ¢, y nos acercamos por la derecha a a, tenemos

lim f(z) =400 6 lim f(z) = —o0,
z—at z—at

donde el signo + 6 — dependera de los signos de p y q a la derecha de a. Igualmente, si nos acercamos por
la izquierda a a, tenemos
lim f(z)=—-0c0 6 lim f(x)= 400,

Tr—a = Tr—a

donde ahora el signo de co es el opuesto al limite anterior, ya que f a la izquierda de a tiene el signo
opuesto que a la derecha.

En el ejemplo anterior, los ceros del denominador (una vez simplificada f) son 2 = 0 y = 2. Vemos que
f(z) < 0si2<a< 3. Por tanto,
lim f(z) = —o0,

r—21
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y entonces
lim f(z) = +oo.
T2~
= Comportamiento en el infinito. En el infinito, tanto p como ¢ crecen indefinidamente, pero el compor-
tamiento preponderante es del que tenga mayor crecimiento, que viene dado por su grado. Para determinar
el limite, lo més facil es aplicar la regla que dice que el limite en el infinito(+ o —) de un cociente de dos
polinomios coincide con el limite del cociente de sus términos dominantes respectivos:

, , 23 —6x®+ 11z —6 , z3 ,
lim f(z) = lim — . = lim —= lim —=0
z—+o0 z—+oo x4 — 53 + 822 — 4  z—toox T—+00 I
Si tuviéramos la fraccion inversa:
. 2t — 52?4822 — 4z oxt oz
lim = lim —= lim — =+

z—+oo 73 — 622+ 1l — 6  a—+oox3  z—o+oo 1

Si numerador y denominador tuvieran el mismo grado, obtendriamos un limite finito. Por ejemplo:

, 3zt + 23 — 622+ 112 — 6
im = im — = im — =3
z—+oo gt —5r3 +8x2 — 4z z+too T z=+oo 1

1.9 Funciones trigonométricas

Una gran cantidad de procesos naturales tienen naturaleza ondulatoria. Esto ocurre, por ejemplo, con las mareas
oceanicas, la rotacién de la Tierra o la oscilacién de un péndulo. Pero es también el caso de ciertos fenémenos
especificos de la Bioquimica, como es por ejemplo la transmision de la senal eléctrica a través del axon de la
neurona.

Las funciones més utilizadas para representar matemaéaticamente los procesos ondulatorios son las funciones
trigonométricas. Esto se debe a dos razones: Son relativamente faciles de calcular, y tienen caracter periodico.
Podemos usar el seno, por ejemplo, para representar una oscilacion de un péndulo, de periodo 7. Ponemos

f(t) = Asen(2nt/T),

donde A es la amplitud de la oscilacion. Esta ecuacion corresponde a un oscilador armoénico simple. Como la
funcién seno es periddica de periodo 27, la funcion f(t) es periddica de periodo T

Ft+T)=f(t), VteR.

El nombre de amplitud se debe a que f varia entre —A y A, dado que el seno varia entre —1 y 1.

Recordemos la definicion y las propiedades mas importantes de las funciones seno y coseno. Ambas se construyen
a partir de tridngulos rectangulos (Figura 1.5):

(67

a
Figura 1.5: Tridngulo rectdngulo

Longitud cateto opuesto b Longitud cateto adyacente a
sen o = - - =-, cosa= - - =—.
Longitud hipotenusa c Longitud hipotenusa c

Entonces

a b
sen 3 = o cos B = -
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De modo que, como «a + = 7/2, deducimos
sen(m/2 — a) = cos(a), cos(m/2 — a) = sen(a). (1.17)
Por el Teorema de Pitagoras, a® + b? = 2, y de aqui la relacién fundamental

sen? o + cos® a = 1.

! \ ‘ ‘ /TN X Funcion seno / 15 - ' Funcion arcoseno
/ Funcion coseno
/ \
\ / \ / 1
05 \\ “/ \ /
\ / \ / 05
=
> 0 E’ 0
©
‘\\ 05 |
05 \
\ .|
\\
4L AN ‘ 1.5 ‘ ‘
-6 0 2 6 -1 -0.5 0 0.5 1
X X
(a) Seno y coseno (b) Arcoseno

Figura 1.6: Graficas de funciones seno, coseno y arcoseno

Ambas funciones se definen de forma natural para dngulos menores o iguales que 7/2. Para «a € [—7/2,0], se
orientan los ejes horizontal y vertical, de modo que

sen(a) = —sen(—a), cos(a) =cos(—a), si «€[-n/2,0]. (1.18)

Tenemos asi definidas seno y coseno en [—7/2,7/2]. Usando ahora la relacion (1.17), las definimos en [0, 71]. Por
tltimo, usando (1.18) las definimos en [—, 0].

De su definicion, el seno se anula si @« = 0 0 si @ = 7, y el coseno se anula si @« = —7/2 6 a = /2. Ambas
funciones se extienden de forma natural para dngulos mayores que m, o menores que —m, de forma periodica,

sen(2km + a) = sen(a), cos(2km + o) = cos(e), Vk€Z, si «€[-m ]

De este modo, seno y coseno se definen sobre todo R como funciones periodicas de periodo 2. Basta conocerlas
en cualquier intervalo de longitud 27 para tenerlas determinadas en todo R.

Las funciones seno y coseno satisfacen una serie de relaciones que resultan de utilidad, que mencionamos sin
demostracion:
sen(a + 8) = senacos 5 + sen f cos ¢

cos(a + ) = cosacos B — sen asen f3;

sen(a)sen(3) = % [cos(a — B) — cos(a+ B)];
cos(a) cos(B) = % [cos(a + B) + cos(a — B)] ;

La funcién seno es biyectiva y creciente de [—7/2,7/2] en [—1, 1]. Se puede definir su funcion inversa, llamada
arcoseno, de [—1,1] en [—7/2,7/2], como sigue:

arcsen(z) =y si  sen(y) = x.

Notemos que la funcién arcoseno no esta bien definida de [—1,1] en [—m, 7], ya que a cada valor de z le
corresponderian dos valores de y. Podemos observar la grafica de la funcioén arcoseno en la Figura 1.6b. Vemos
que, al igual que el seno es creciente en [—7/2, /2], el arcoseno es una funcion creciente en [—1, 1].
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uncion arcotangente

Funcion tangente

05

3
- 0 S o0
S
05|
5|
a4l
o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 15 | : ‘ ‘ ]
-6 -4 2 0 2 4 6 -60 -40 -20 0 20 40 60
X X
(a) Tangente (b) Arcotangente

Figura 1.7: Graficas de funciones tangente y arcotangente

En realidad, si una funcion es creciente y admite inversa, esta es creciente. En efecto, supongamos que f es
creciente:
Si x1 <xy, con x1,T2 € Dom(f), entonces f(x1)< f(x2).

Para probar que su inversa (que denotamos por f~!) es creciente, supongamos que y; < Y2, CON Y1,Ys €
Dom(f~1). Esto significa que existen x1,z2 € Dom(f) tales que y; = f(z1), y2 = f(z2). De ser 2o < 71, al
ser f creciente deberiamos tener yo = f(z2) < y1 = f(x1), lo cual es falso. Por tanto, o bien 1 = x2, o bien
21 < x3. Pero en el primer caso, seria y; = f(r1) = y2 = f(x2), lo cual también es falso. Concluimos que
F Y1) =21 < f~H(y2) = z2. O sea, que f~! es creciente.

Tgualmente, si la funcion es decreciente, su inversa es decreciente.

De forma analoga se define la funcién inversa del coseno, el arcocoseno, que es decreciente de [—1,1] en [0, 7].

Son también de relevancia varias funciones construidas a partir del seno y del coseno. Por ejemplo, la funcion

tangente,
sen o
tana =

. definida si a¢(2k+1)g, keZ,

cos o
donde los puntos (2k +1)%, & € Z son los ceros del coseno. La funciéon tangente es periodica de perfodo 7, y
tiene asintotas verticales en las rectas x = (2k 4- 1) (Ver Figura 1.7a). Es biyectiva de (—7/2,7/2) en R, por
lo que su funcion inversa, llamada arcotangente, es biyectiva de R en (—n/2,7/2). Al igual que la tangente, el
arcotangente es una funcion estrictamente creciente (Ver Figura 1.7b). Ademas, tiende a la asintota y = m/2
cuando © — +o00, y a la asintota y = —7/2 cuando x — —oo: Las asintotas verticales de la tangente se

transforman en asintotas horizontales del arcotangente.

1.10 Funcién exponencial

Es posible elevar un ntimero racional positivo a un ntimero racional cualquiera:
p/m = (/p)", con p>0 racional y n,m enteros.

Para ello es necesario saber calcular la raiz m-sima de un nimero racional, lo cual es posible con un procedimiento
iterativo especialmente disenado, o con algoritmos especificos como el habitual para calcular la raiz cuadrada.

Este procedimiento puede ser extendido para elevar un niimero real positivo a a un nimero real x. Para ello,
aproximamos a y x por ntmeros racionales ay, ag, a3 - -, 1, 2,23+ (por ejemplo, sus desarrollos decimales),
y aproximamos a” por aj',a5?,a3®,---. Esto proporciona una sucesioén convergente cuyo limite es a”.

La funcién exponencial siempre es positiva. Sin embargo, sus caracteristicas dependen de si la base a es mayor o
menor que 1. Obviamente, si @ = 1 obtenemos la funcién constante igual a 1. En la Figura 1.8 podemos observar
las graficas en las dos situaciones: Si a > 1, la funcion es creciente, tiende a 400 cuando x — 400, y tiende a la
asintota horizontal y = 0 cuando x — —oo. Cuando a < 1, los comportamientos en +0o y —oo son los opuestos
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respecto al caso anterior. En realidad este segundo caso es una consecuencia del primero, ya que

@ = (@) =

y si a < 1, entonces a=' > 1.

Funcion exponencial y=28 ——
\ Funcion exponencial y=(1/2)" ——

Figura 1.8: Funcién exponencial

La funcion exponencial tiene la notable propiedad de transformar suma en producto:
a®tV =a"a. (1.19)

Existe una base natural, que es el ntimero e. Para definirlo, denotemos f,(z) = a®. Entonces, el nimero e esta
caracterizado por

fé(x) = fe(I),

donde f! denota la funcion derivada de f. (que estudiaremos en el Tema 3). Se demuestra que existe un
unico namero e > 0 que cumple esta propiedad. Se trata de un ntmero irracional, que se aproxima por e =~
2,7182818284590452354. Fue introducido por el matematico escocés John Napier (Neper) en 1614. Por convenio,
el logaritmo con base e (también llamado neperiano 6 natural) se denota por In.

El logaritmo con base 10, por abreviar, se denota a veces log, omitiendo la base. Sin embargo es necesario
prestar atencion, ya que en ciertos libros y programas de calculo cientifico, la notacion log se usa para el
logaritmo neperiano.

1.11 Funcion logaritmica

La funcion logaritmica es la funcion inversa de la funcion exponencial:
loge(z)=y si a¥y =z, Vz>D0.

La exponencial es biyectiva de R en (0, +00), por lo que su inversa es biyectiva de (0, +00) en R.

Para representar la grafica de la funcion logaritmica, observemos que si un punto (z,y) esta en la grafica de
una funcién, entonces el punto (y,z) esta en la grafica de su funcion inversa (si esta existe). En efecto, si (z,y)
estd en la grafica de f, entonces y = f(z). De aqui z = f~1(y), y por tanto (y,z) esté en la grafica de f=1. O
sea, que las graficas de f y f~! son simétricas respecto de la recta y = z. Podemos observar la aplicaciéon de
este hecho a la gréafica de la funcién logaritmo en la Figura 1.9.

Una propiedad notable de la funcion logaritmica es
log, b = clog, b.
Esta propiedad se demuestra como sigue:

al98b = p = ¢°1%8ab = p¢ 1o que significa que log, b¢ = clog, b.
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Funcign exponencial con base 2 ——
Funcjon logaritmica con base 2 ——
y=X

Figura 1.9: Funcién logaritmica como funcion inversa de la exponencial

De aqui, se puede calcular el logaritmo en cualquier base a partir del logaritmo neperiano. En efecto, si

Inz
y =log,z, entonces a’ =z, dedonde ylna=Inx, yportanto y=Ilog,z = na
na

Otra interesante propiedad de la funciéon logaritmica es que transforma producto en suma:

log, (zy) = log, () +log,(y). (1.20)
Esta propiedad se deriva de la propiedad (1.19) de la funcién exponencial.

Los logaritmos y la funcién logaritmica se usan con frecuencia en Biologia y Bioquimica. Por ejemplo, el pH de
una solucién es el logaritmo decimal de la concentraciéon molar de iones H T, con signo opuesto.

Una aplicacién en Bioquimica de las funciones exponencial y logaritmica corresponde a la desintegracion de
is6topos radiactivos. Los is6topos radiactivos son usados por ejemplo para datar muestras de vida fosil, y son
de utilidad en investigaciéon biomédica como trazadores de ciertos tipos de tejidos. El decaimiento del nimero
de atomos radiactivos presentes en un instante dado N(t) viene dado por la ley

N(t) = Nge ™,

100

100

Decaimiento del Carbono 14 ——— Decaimiento del Carbono 14 ———

80

60

40

Porcentaje de radiactividad original
Porcentaje de radiactividad original

20

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Numero de vidas medias Numero de vidas medias
(a) Escala normal (b) Escala logaritmica en y

Figura 1.10: Decaimiento del Carbono 14

donde Ny es el nimero inicial de dtomos, y A es la tasa de desintegracion del is6topo (fraccion del nimero de
is6topos que se desintegran por unidad de tiempo, que es constante para cada elemento).

Un tiempo caracteristico de la desintegracion de isdtopos es la llamada vida media, que es el tiempo que tarda
una determinada cantidad de 4&tomos en reducirse a la mitad. Para calcularla, escribimos

1 1
N(tij2) = 3 No. Osea, Nye Mz = 5 No.
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De aqui, tomando logaritmo neperiano,
In2
t1/2 == T

Por ejemplo, el Carbono 14 C'* tiene una tasa de desintegracion A = 1.216 x 10~%/afio. Su vida media es

entonces
In2

= 1216 x 10-1 anos ~ 5.700 afios.

12

1.11.1 Graficas en escala logaritmica
La propiedad (1.20) permite transformar funciones potenciales en funciones lineales. En efecto, si
f@)=ba® con b,a>0,
entonces
Inf(z) =lnb+ z Ina,

por lo que la funcion In f(z) es lineal en x.

Esto sugiere utilizar escalas logaritmicas para representar graficamente funciones que tienen un crecimiento
exponencial. Observemos que el decaimiento de isétopos radiactivos obedece la ley
N(t) = e~ @/t
por lo que
In2
InN(t) = ——t.
t1)2

En la Figura 1.10 podemos observar las graficas de N(¢) en escala normal, y logaritmica en y (llamada semilo-
garitmica). Observamos en el primer lugar una exponencial decreciente, y en el segundo una recta decreciente.
El segundo caso permite distinguir mejor la evolucién de la cantidad de is6topo cuando esta es pequena.
Se puede usar una escala totalmente logaritmica (en z y en y) para representar funciones potenciales. Conside-
remos, por ejemplo, la funcién

Y= 1002723 para x>0

Tomando logaritmos la funcién se transforma en
2 .
Y =log100 — §X’ siendo Y =logy, X =logx,
que es una funcion lineal. De nuevo, podemos observar mejor la variacion de la funcién cuando sus valores son

pequeiios (Figura 1.11). Las divisiones de los ejes en la escala logaritmica se corresponden de forma directa con
la escala lineal, pero no deben confundirse (comparar la segunda y tercera figuras en la Figura 1.11).

1000 1000
y=100x2%

y=100x2%, escala logar tmica
Eje x=1 ——

Y=log(100)2/3 X ——
Eje X=0 ——
200 Eey-1

5 Ele Y=0

100 2

y
@
g
8
y
3
Y=logy

B
0 1 2 3 4 5 6 0.1 1 10 100 1000 10000 -1 0 1 2 3 4
x X X=log x

(a) Escala normal (b) Escala logaritmica (c¢) Funcién lineal equivalente

Figura 1.11: Funcion potencial decreciente

La escala logaritmica permite determinar el comportamiento de ciertos procesos. Por ejemplo, en la Figura 1.12
se representa el crecimiento del namero de células en un plato de Petri. Cuando las bacteras son cultivadas en
un nutriente de agar en un plato de Petri, el nimero de células inicialmente crece exponencialmente, doblandose
a intervalos regulares. Sin embargo, eventualmente este nimero se acerca a un limite debido a la limitada
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disponibilidad de nutrientes. A partir de la grafica con escala lineal estandar, es dificil determinar cuanto dura
el crecimiento exponencial, e incluso si este crecimiento es exponencial en los primeros momentos. Si la grafica
se representa en escala logaritmica, el crecimiento exponencial puede ser observado como crecimiento lineal. Es
posible determinar con cierta precision el tiempo que tarda el nimero de células en multiplicarse por 10, ya que
la escala es logaritmica con base 10. Determinamos que este crecimiento tiene lugar desde el primer momento,
y dura aproximadamente hasta el instante ¢ = 15k, en que el ntiimero de células se estabiliza.

10 ; 10 T
plato de Petri Nro. de ¢ S en un plato de Petri
9l
8 1
7r =)
8 8
= =
s 6 £ 0.1
3 °a
=% e
s 5 c
c @
o &
8 4t E 0.01
2 [0}
o) o
S 4| E
2+ 0.001
1t
0 0.0001
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Tiempo (h) Tiempo (h)
(a) Escala normal (b) Escala logaritmica

Figura 1.12: Crecimiento del namero de células en un plato de Petri

1.12 Funciones hiperbélicas

Algunas combinaciones de funciones exponenciales merecen un nombre propio y son estudiadas como ejemplos
de nuevas funciones. Presentamos el seno hiperbdlico, el coseno hiperbdlico, la tangente hiperbdlica, etc,

et —e " e* +e’ " senhx e* —e™®
senhx = ————, coshx = ——, tghx = = ,
2 2 & coshx e*+e "
1
cosechex = ———, sechz = , cotghx = .
senh x cosh x & tghx

El calificativo de hiperbdlico se debe a que del mismo modo que las funciones trigonométricas habituales se pueden
relacionar con una circunferencia, las hiperbolicas se pueden relacionar con otra cénica llamada hipérbola (una
figura geométrica “parecida’ a la circunferencia).

Las funciones hiperbolicas tienen propiedades similares a las de las funciones trigonomeétricas, por ejemplo:

2 2
cosh” z — senh“x = 1.

El coseno hiperbolico se usa para determinar la posicion de los puntos de un cable suspendido por sus extremos,
sometido a su propio peso (curva catenaria) como pueden ser los cables del tendido eléctrico. La velocidad de
las olas en el mar, v, puede describirse mediante la tangente hiperbélica, relacionando su longitud de onda
(distancia entre cresta y cresta), A, y la profundidad del agua en la que viajan las olas, h. Concretamente,

2. 2mh
= — h _—
Y 2m te ( A )

donde g es la gravedad.

1.13 Representacion grafica de funciones

La grafica de una funciéon proporciona mucha informacion cualitativa sobre el proceso que representa. Es por
ello muy importante saber por una parte representar correctamente la grafica de una funcién cuyos valores
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numéricos son conocidos, para transmitir esta informaciéon a otras personas. Por otra parte, es también muy
importante saber interpretar el comportamiento del proceso a partir de la gréfica que lo representa. Por ejemplo,
la Figura 1.13 representa la diversidad de especies (es decir, el nimero de especies) en funcion de la productividad
primaria (la velocidad con que los autotrofos convierten la luz o la energia quimica inorganica en energfa quimica
orgénica). Vemos como para pequetias productividades la diversidad es pequenia, pero va aumentando hasta un
valor méximo, a partir del cual de nuevo decrece. Existe, pues, un valor 6ptimo de productividad primaria al que
esta asociado un maximo de diversidad de especies. Vemos también como la diversidad decrece progresivamente
al aumentar la productividad.

700

Diversidad

Productividad Primaria

Figura 1.13: Diversidad de especies en funcién de la productividad primaria
La correcta interpretacion de la representacion grafica de curvas requiere conocer los siguientes elementos:

= Dominio. Es el conjunto de puntos x donde la funcién esta definida. En el caso de la Figura 1.13, el
dominio es D = [0, +00). En efecto, solo tiene sentido considerar productividades positivas (o nulas).

= Recorrido. Es el conjunto de valores y que alcanza la funcién. Esto nos da una idea de la magnitud de la
funcion que estamos considerando. En el caso de la Figura 1.13, el recorrido es, aproximadamente, [0, 600].
O sea, que en la zona de estudio el 6ptimo de la productividad primaria genera unas 600 especies.

= Zonas de crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos. Proporcionan informacion sobre
como varfa la funcion considerada al aumentar o disminuir la variable independiente, y de cuéles son
sus maximos o minimos. La identificaciéon de estos es importante en muchos procesos. En el caso de la
Figura 1.13, ya hemos comentado que la diversidad aumenta para pequenos valores de la productividad,
y disminuye para grandes valores de la misma, existiendo un tnico valor maximo.

= Asintotas verticales. Algunos procesos tienen comportamientos “explosivos”. Por ejemplo, magnitudes
que crecen de forma incontrolada en tiempo finito (imaginemos la presién generada por una explosion).
Es el caso del comportamiento cuando z — 07 6  — 0~ en la Figura 1.4.

= Asintotas horizontales. Determinan el comportamiento de la funcion considerada cuando la variable in-
dependiente tiende a +00 6 —co. En el caso de la Figura 1.13, la diversidad tiende a cero si la productividad
tiende a +oo.

= Asintotas oblicuas. También determinan el comportamiento de la funcién en el infinito. En este caso,
la funcién se acerca progresivamente a una recta que no es horizontal. Se caracteriza por

lim [f(z)— (ax + )] =0,

T—+00

siendo y = ax + b la ecuacion de la asintota. De aqui, a y b se obtienen por

lim M:a, y lm [f(z)—az]=0.

r—+oo I T—400
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700

Productividad
Asintota

Figura 1.14: Curva con asintota oblicua cuando x — +00

1.14 Resolucién grafica de ecuaciones e inecuaciones

Podemos usar las facilidades que nos proporcionan los programas de dibujo de gréficas para resolver ecuaciones
e inecuaciones. Estos procedimientos son relativamente rudimentarios frente a técnicas analiticas y numeéricas,
pero los usaremos aqui dada la escasez de tiempo de curso de que disponemos. Basicamente, se trata de hacer
un zoom en el entorno de los ceros de la funcién considerada.

Supongamos que queremos resolver la ecuacion f(x) = 0, siendo f una funciéon conocida. Representando su
grafica, o usando informacién sobre la funcién de la que disponemos previamente, podemos identificar un
intervalo en el que se encuentra un cero xy. Denotamos por [a1, b1] este intervalo. Si denotamos por ¢; al centro
de este intervalo, entonces la distancia entre ¢y y el cero queda acotada por

b1 — a1
72 .

Observando la grafica de la funcion en este intervalo, podemos determinar un intervalo méas pequeno en el que
se encuentre el cero: [ag, bo]. Podemos suponer sin dificultad que la longitud de este intervalo es, como mucho,
la mitad de la del primero. Si denotamos por cs el centro de este intervalo, tendremos

|zg — 1] <

bg—ag bl—al
2 4

IN

|zg — ca| <

A su vez, representando la grafica en este intervalo, podemos determinar un intervalo [as3, bs] que contiene al
cero, y cuya longitud es, como mucho, la mitad de la longitud de [ag, bo]. Tendremos entonces

bs—as _br—az bi—a
2 4 — 8
Consideramos los centros de los intervalos como aproximaciones al cero de la funcién que pretendemos obtener.

Determinamos asi una sucesion de numeros {cy,co,cs, -+ } cada vez mas proximos al cero, ya que de hecho
satisfacen

IA

|zg — 3| <

by —ax

2n
En la préactica podemos mejorar la precision, si conseguimos por ejemplo dividir por diez la longitud de los
intervalos en cada etapa. Esto proporciona la estimacion

|x0 - Cn‘ <

by —ay

10m 7
lo que significa que conseguimos una cifra decimal exacta més en cada iteracion. En el caso anterior, conseguimos
una cifra binaria exacta méas en cada iteracion. Detendremos el procedimiento cuando calculemos el cero con la
precision requerida por la aplicacion concreta con la que trabajemos.

|zg —cn| <

Este procedimiento esté ilustrado en la Figura 1.15. La funcién representada es

Jz

—1.
3 +1

flx) =5
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Esta funcion posee dos ceros, que denotamos por xg y x1. En la cuarta iteracion, el segundo cero es aproxima-
damente x1 ~ 1.785.

B 08 015,
1 o 1 2 3 4 [ ) 2 22 24 17 172 174 176 178 18 182 184 185 18 19 178 1785 78 1795 8

(a) Iteracion 1 (b) Iteracién 2 (c) Tteracion 3 (d) Tteracion 4

Figura 1.15: Aproximacion grafica del cero de una funciéon

Por otra parte, para resolver inecuaciones en la forma

fz) <0,

nos apoyamos en el procedimiento anterior para calcular los ceros: A la vista de la grafica podemos determinar
cualitativamente los intervalos en que la funcion es positiva y negativa. Entonces, basta determinar los extremos
de estos intervalos para localizar los conjuntos de puntos z en que f(z) < 0. Por ejemplo, la funcién de la Figura
1.15 es menor o igual que cero si, o bien z > x1, o bien 0 < z < zy (la funciéon solo esta definida para x > 0).
Ya que tenemos aproximado x; =~ 1.785, nos basta aproximar xy. Usando el mismo procedimiento, obtenemos
2o =~ 0.04, por lo que la inecuaciéon f(x) < 0 se resuelve aproximadamente por

O bien 0<x<0.04, obien =z > 1.785.

Estos procedimientos pueden también aplicarse a resolver ecuaciones de la forma

o inecuaciones de la forma
h(z) < g(z),

utilizando la funcién diferencia f(z) = h(x) — g(x). También se puede utilizar directamente la representacion
grafica de las dos funciones, aproximando los puntos de corte mediante zooms progresivos, en lugar de los ceros

de f.

1.15 Determinaciéon de parametros

En muchas ocasiones ocurre que se sabe que una cierta magnitud y, que depende de otra z, sigue una ley
determinada; por ejemplo, que tiene un comportamiento lineal. Esto significa que se sabe que la funcion y = f(x)
es de la forma f(x) = az + b. Sin embargo no se conocen los valores de los coeficientes a y b que determinan
dicha dependencia.

En ocasiones, los valores de dichos coeficientes se pueden calcular si se conoce el valor de la funcién en un
numero suficiente de puntos, es decir, si se conoce el valor de y correspondiente a un namero suficiente de x.
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Ejemplo 1.1

Se sabe que la temperatura de cierto objeto tiene un comportamiento lineal, con respecto del
tiempo. Sabiendo que en un instante inicial, ¢ = 0, la temperatura era de 10°C y que pasados
30 minutos era de 20°C, determinar la funcién que proporciona la temperatura en funciéon del
tiempo, en cualquier instante t. Determinar también el instante ¢ en que la temperatura del
objeto alcanza el valor de 45°C.

Denotaremos por T' a la temperatura y por t al tiempo medido en minutos. Puesto que la temperatura sigue
una ley lineal se tendra: T'(t) = at + b para algunos valores a y b que (de momento) no conocemos. Se
trata, pues, de determinarlos utilizando la informacién dada. Por un lado,

10=T0)=a-0+b=b < b=10

Por otro lado, y sabiendo ya que b = 10,
20=T030)=a-30+10 <= a-30=20-10=10 <~ a=—=-

Luego se tiene, para la funcion T'(¢):

1
T(t) = 3t+10

Para determinar el instante en que 7' = 45, hay que calcular para qué valor de ¢ de tiene

1
T(t):§t+10=45 = t=45-10=35 <= t = 305 minutos.

Wl =
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Ejemplo 1.2

Un incendio comienza en un campo abierto y seco y se extiende en forma de circulo. El
radio de tal circulo aumenta a razén de 0.5 metros por minuto. Determinese el area de la zona
incendiada como una funcién del tiempo.

Aunque se trata de determinar el drea de la zona incendiada, la informacion de la que se dispone es relativa al
radio de dicha zona. Por ello, serda mas facil determinar en primer lugar el radio en funcion del tiempo. Una
vez conocido este, solo hay que calcular el area del circulo con dicho radio.

Denotaremos por r al radio del circulo medido en metros y por t al tiempo medido en minutos. Comenzaremos
a contar el tiempo en el instante en que se inicia el incendio.

Aumentar (o disminuir) a un ritmo constante es una caracteristica de las funciones lineales. Luego la informa-
cion proporcionada nos indica que r(t) es una funcién lineal:

r(t)=at+b
La informacion de la que se dispone para determinar a y b es:
1. 7(0) = 0, ya que inicialmente el radio de la zona incendiada es nulo.
2. r(1) = 0.5, ya que en un minuto dicho radio habra aumentado 0.5 metros.

En consecuencia:
=r(0)=a-0+b <= b=0

05=r(l)=a-1=a <= a=05
Luego la funciéon que nos da el radio en funcién del tiempo es

1
t)=05t= -t
() ;

En consecuencia, el area de la zona incendiada sera el area del circulo de radio r(t):

Si)=nrt)?=n (;)2 - %tQ
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Ejemplo 1.3

El niimero de bacterias de un determinado cultivo de laboratorio sigue la ley y = !

=
donde t es el tiempo medido en dias, y es el nimero de bacterias medido en millones 1y+TC; C
son parametros que hay determinar a partir de datos experimentales. Se sabe que, al inicio del
cultivo habia 5 x 10° bacterias y que, cuando pasa mucho tiempo, la poblacién de bacterias
tiende a estabilizarse en el valor de 40 millones. Determinense los valores de dichos parametros.
Determinese también en qué instante ¢ se alcanzara el nimero de 10 millones de bacterias.

Por comodidad y porque es lo l6gico, comenzaremos a contar el tiempo en el momento en que se inicia el
cultivo.

1
Por tanto se tiene que  y(0) = 500000 bacterias = — millones de bacterias.

Por otro lado, el valor en el que se estabiliza la poblacién cuando se deja pasar mucho tiempo se obtendra
tomando limite cuando ¢ tiende a 4oc:

a.ule) =40
Utilizando estas dos informaciones se tiene:
r 0
i t)=1i = =r =40
Ay = e e = Tr o0 "
1 40 40
- =y(0) = = —= 1+C=80 <= C=179
2=V =T er " 170
Luego finalmente se tiene:
(1) = 40
=1 + 79e—t
Para determinar el instante en que la poblacién llega a 10 millones de bacterias hay que resolver la ecuacion
40 40 3
——— =10 & —=4=14+T7%" & 3=7%"'" & _—~=e
1+ 79¢ " 10 e ¢ 9 ¢

de donde, tomando logaritmos en ambos miembros, se tiene

3 3
—t=In|— =—In{— ) ~3.3di
t=1In (79> &t n (79) 3.3 dias
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Tema 2

Funciones: continuidad y derivabilidad

Version: 1 de octubre de 2019

La vida como la conocemos seria imposible sin cambios. Cambios en la concentracién de sustancias en pequenas
distancias son muy importantes en Bioquimica. Por ejemplo, dos tercios del ATP producido en las neuronas
es consumido por proteinas que envian cationes a través de la membrana celular al medio extracelular, dis-
minuyendo la concentraciéon de potasio y aumentando la de sodio. El gradiente de concentraciéon a través de
la membrana celular proporciona la fuerza conductora para la entrada en la célula de agua, glucosa y otros
nutrientes. Otro ejemplo es la diferencia de temperatura entre los animales de sangre caliente y su entorno,
que limita las caracteristicas de sus cuerpos. Por ejemplo, las focas suavizan las transferencias de calor entre su
cuerpo y el entorno envolviéndose en capas de grasa y pelo.

Este tema esta dedicado a la diferenciacion o derivacion, que es la rama de las matematicas que predice como
cambios en una cantidad determinaran cambios en otra. Estudiaremos como analizar y esbozar los grafos
de diferentes curvas, como hacer aproximaciones polinémicas y como manejar pequenos errores en medidas
experimentales.

2.1 Funciones

Funciéon real de variable real es una correspondencia del tipo
f:ACR—R
que a cada valor = del conjunto de nimeros reales A le asocia un tinico namero real y = f(x)
firxeA—y=f(x) eR

Expresa en términos matematicos la dependencia de la magnitud y con respecto a la magnitud x.

Dominio de una funcién es el conjunto A en el que esta definida.

Ejemplo 2.1

f@) =2 +3
El dominio de esta funcién es toda la recta real R, ya que la expresion 2 + 3 esta bien definida para cualquier
valor de .

30
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Ejemplo ?.2
f(z) = -

1
El dominio de esta funcion es R\ {0}, es decir, toda la recta real excepto el origen, ya que — esté definida
x

para cualquier valor excepto para x = 0.

Ejemplo 2.3

f(z) = +@
La raiz cuadrada de un namero negativo no esté definida, en consecuencia el dominio de esta funcion es el
conjunto RT = {z € R : x > 0}, es decir, la semi-recta formada por los niimeros reales no negativos.

Ejemplo 2.4

fla) =+ —2
Esta funcion solo esta definida para los valores de x que hagan no negativo el radicando, es decir, para z—2 > 0
o, lo que es lo mismo, para x > 2. Luego el dominio de la funcién es {x € R : z > 2}.

EJJ?ZI;;)]_O 2.5 4+ /F

 (1+4z)(z—2)
El numerador solo esta definido para > 0. El denominador esta definido para cualquier valor de z, pero el
cociente no esta definido cuando el denominador sea nulo:

l4+dz=0cz=—1/4
(14+4z)(x —2) =0« < o bien
r—2=02=2

El valor x = —1/4 ya esté excluido por la condicion anterior. Por lo tanto el dominio de definiciéon de la funcion
sera:

{reR :z>0}\{2} =[0,2) U (2,+0)

Ejemplo 2.{3 ( 1

f@)=—zn(—>
z+3 T+ 2
En primer lugar, el logaritmo solo esta definido para valores positivos de su argumento. Debe ser por tanto

>0 2+2>0 2> -2

T+ 2

Ademés el denominador de la otra fraccion debe ser no nulo: x + 3 # 0 & x # —3. Pero este valor z = —3
va esta excluido, porque no verifica x > —2. El dominio es, pues,

{zeR :x>-2}=(-2,+0)
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Ejemplo 2.7
f(z) = Vem =3
La raiz cuadrada solo esta definida para nimeros no negativos. En consecuencia, debe ser

" —3>0<=¢e*>3

Haciendo uso de que el logaritmo es una funcién monoétona. es decir, que si a < b entonces In(a) < In(b), se
tiene:
e® >3 <= 1In(e”) =z > In(3)

El dominio es, pues,
{z €R : x >1n(3)} = [In(3), +c0)

Ejemplo 2.?

En primer lugar se observa que la funcion logaritmo solo esta definida para valores positivos, luego debe ser
x> 0.

Pero ademés, puesto que se trata de un cociente, hay que excluir del dominio los puntos en los que se anule el
denominador: la funcién In(z) solo se anula en z = 1.

El dominio es, pues,

D =(0,1)U(1,+00)

Ejemplo 2.9

1@ = a3
Tanto el numerador como el denominador son funciones definidas para cualquier valor de x. Los tinicos puntos
que hay que excluir del dominio son los puntos en que se anule el denominador.
Hay que calcular, pues, las soluciones de e?* + ¢* — 2 = (. Para ello basta observar que, si llamamos z = €7,
lo que nos queda es una ecuacion de segundo grado en z:

e +e®—2=(e")2+e"-2=22+2-2=0

Z_—li\/1+8_—113_{ 1

2 2 =2

Puesto que e” es siempre positivo, solo nos interesa la raiz positiva, z = 1, de donde e” =1 < = = 0.
El dominio de la funcion es, por lo tanto:

D =R\ {0} = (—00,0) U (0, 00)

Ademaés de por las condiciones matemaéticas, el dominio de una funcién puede venir determinado por el significado
fisico de las magnitudes que representa.
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Ejemplo 2.10

La dosis d (en mg) de un cierto medicamento que hay que suministrar a nifios menores de 14 afios viene dada,
en funcion de su edad t (en anos), por la formula siguiente

_t+1

d=J(t) ==

Lo t+1 . . . . . .
La funcién tiene perfecto sentido para cualquier valor de ¢. Sin embargo, puesto que la variable indepen-

diente t representa la edad del nino, no tiene sentido que sea t < 0. Por otra parte, la férmula solo es aplicable
hasta los 14 anos, luego deber ser t < 14.
El dominio de la funcién es, pues,

{teR :0<t<14} = (0,14]

Imagen o recorrido de una funcién es el conjunto de valores que toma la funcion.

Ejemplo 2.11
y=f(z)=2%+3

22 es siempre > 0, luego 22 + 3 > 3. La imagen de la funcion es, pues, {y € R : y > 3}.

Ejemplo 2.12
y=1@)=+/oF1
La imagen de esta funcién es
{yeR:y>0}

2.2 Limites y continuidad de funciones

En la base del concepto de derivada estd un concepto abstracto, que nos serd absolutamente necesario: El
concepto de limite de una funcién en un punto. La idea es que los valores de la funcion se acercan al valor limite
cuando la variable independiente se acerca al punto.

Limite de una funcién en un punto
Sea una funcion f(z) definida en un intervalo (a,b), y consideremos un punto ¢ € (a,b). Se dice que el limite
de f(z) en el punto x = ces L € R si:
Dado un intervalo arbitrariamente pequeno (L — e, L + €), podemos encontrar un intervalo en torno al punto
¢, (c—96,c+0), tal que toda la imagen del intervalo (¢ —d,c+4) (salvo el punto c) estd incluida en el intervalo
(L—¢e,L+¢). O sea,

si0<|r—c| <6, entonces|f(x)—L|<e.

En este caso, se escribe
lim f(z) = L.

T—rC
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Ejemplo 2.13
f(z) = sen (=) no tiene limite en z =0

Podemos encontrar valores de z arbitrariamente cercanos a cero tales que sen(1/x) toma cualquier valor a

A

sen(l/z) =a si 1/x = arcsen(a) + 2kw, VEk € Z.
1

arcsen(a) + 2km
Por tanto, los valores de sen(1/z) no pueden acercarse a ningtn limite L concreto cuando z — 0.

En efecto,

Entonces, si se eligen xy = se tiene sen(1/x) = a.

Ejemplo 2.]14

glcig})msen (;) =0

En efecto, denotemos f(x) = zsen(1/x), ¢ =0, L = 0. Entonces,

|[f(z) = L] = |f(z)] = zsen(1/2)| < |z].

Si queremos que |f(x)| < e cuando |x| < §, basta elegir § = . La imagen por f del intervalo (¢ — e,c + ¢)
(excepto x = 0) esta contenida en el intervalo (L — e, L + ¢).

El concepto anterior de limite se extiende de forma natural a limites por la derecha (cuando z > ¢) y por la
izquierda (cuando x < ¢): Basta pedir que la imagen de (¢, c+6) (en el primer caso) o de (¢—4d, ¢) (en el segundo
caso) esté incluida en el intervalo (L — e, L + ¢). Se denota

lim f(z)=L o6 lim f(z)=L.

r—ct T—c~

Los limites verifican un algebra que permite calcular nuevos limites a partir de los ya conocidos. Véase el
Apéndice A y los ejemplos que alli se incluyen.
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LIMITES DE FUNCIONES EN UN PUNTO

Se dice que el limite de f(z) cuando x tiende a a es A si cuando tomamos
valores de x cada vez mas préximos a a, aunque sin llegar a a, los valores de f

il_r,r}l flz)=A estan cada vez mas préximos a A.

Ve > 0 existe § > 0 tal que si 0 < |z —a| < 0 entonces |f(z) — Al <¢

Se dice que el limite de f(z) cuando z tiende a a por la izquierda es A si cuando

tomamos valores de x mas pequenos que a y cada vez mas préximos a a,
xl_lgl_ flz)=A aunque sin llegar a a, los valores de f estan cada vez mas proximos a A.

Ve > 0 existe § > 0 tal que si z € (a — J,a) entonces |f(z) — A| <&

Se dice que el limite de f(z) cuando x tiende a a por la derecha es A si cuando

) tomamos valores de x mayores que a y cada vez mas préximos a a, aunque

Zligﬂ flz)=A4 sin llegar a a, los valores de f estan cada vez mas préximos a A.

Ve > 0 existe § > 0 tal que si z € (a,a + 0) entonces |f(z) — Al <¢

Se dice que el limite de f(z) cuando x tiende a a es 400 (—o0) si, cuando
tomamos valores de 2 cada vez mas préximos a a, aunque sin llegar a a, los
valores de f(z) se hacen mas grandes (pequefios) que cualquier nimero positivo
(negativo).

VM > 0 (M < 0) existe § > 0 tal que 0 < |z — a|] < ¢ implica f(z) > M
(f(z) < M)

lim f(z)

+o00
r—at

lim f(z) = £o0

r—a—

Las definiciones de estos limites resultaran evidentes a partir de las cuatro
anteriores.

Una funcién tiene limite en un punto z = a si y solo si existen los limites laterales y son iguales y finitos.

lim f(z)=A

T—+00

LIMITES DE FUNCIONES EN 4+

Se dice que el limite de f(x) cuando z tiende a +00 es A si, cuando tomamos
valores de  cada vez mas grandes, los valores de f(z) se acercan cada vez mas
a A

Ve > 0 existe M > 0 tal que z > M implica |f(z) — A| < e

Se dice que el limite de f(z) cuando z tiende a +00 es 400 si, cuando tomamos
valores de x cada vez mas grandes, los valores de f(x) se hacen mas grandes
que cualquier nimero positivo.

VM > 0 existe N > 0 tal que x > N implica f(z) > M

Se dice que el limite de f(x) cuando z tiende a +00 es —oo si, cuando tomamos
valores de x cada vez mas grandes, los valores de f(x) se hacen mas pequefios

mkffm (z) = —oo que cualquier nimero negativo.
VM < 0 existe N > 0 tal que z > N implica f(z) < M
xll;r_noo flx)=A Las definiciones analogas cuando x tiende a —oo son faciles de deducir.
lim f(x) =400
r—r—00
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Funcién continua
En lenguaje impreciso, se dice que una funciéon es continua si se puede dibujar sin levantar el lapiz del papel.

Si en algin punto hay que levantar el lapiz del papel para dibujar la grafica de una funciéon se dice que la
funcion es discontinua en dicho punto.

Matematicamente esto se formaliza pidiendo que el limite de la funcién en cada punto z del dominio de la
funcién coincida con el valor de la funcion f(z):

Supongamos que una funcion f estd definida en un intervalo (a,b) y sea ¢ un punto del intervalo. Diremos
que f es continua en c si

lim f(z) = f(0).

r—c

Figura 2.1: En el intervalo en que esta representada, Figura 2.2: La grafica de esta funcion esté formada
la gréfica de la funcién se puede trazar sin levantar por dos ramas. Para dibujarlas es preciso levantar el
el lapiz del papel: la funcién es continua en dicho lapiz del papel: la funcion es discontinua en x = 0.
intervalo.

Ejemplo 2.15

1
La funcién f(z) = xsen (7) no esta, en principio, definida en & = 0:
x
Sin embargo, se ha visto en el Ejemplo 2.2, que lin%J f(z)=0.
T—r

Se puede entonces definir f(0) = 0, con lo que la funcién asi definida es continua en 2 = 0:

f(x):{ xsen(é) six#0
0 siz=0

Las funciones definidas por expresiones elementales' son continuas en todos los puntos en los que estén definidas.

I Expresiones construidas con las operaciones aritméticas aplicadas a las funciones elementales (polinémicas, racionales, trigono-
métricas, exponenciales, etc.) y su composicion.
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Ejemplo 2.16
Probar que la funcién logaritmica f(z) = In(x) es continua en todo punto ¢ > 0

Para ello estudiamos si la diferencia |f(x) — f(c)| es menor que € cuando x y ¢ estan suficientemente cerca:
5 7 . B .
|f(a:)—f(c)|=|ln(z)|<5<:>—€<ln(z)<5<:>e < <e

xr—cC

T
Ponemos — = + 1, y entonces
c

C
|f(x)—f(c)|:|1n(%)|<e<:>e—6—1<%<e€-1<:)c(e—€—1)<x—c<c(es_1).

Basta tomar entonces § = min{|c(e ¢ — 1)|,c(e® — 1)} para tener |f(z) — f(c)| < e si |z —c| <§.

De forma anéloga a los conceptos de limite por la derecha y por la izquierda, se definen los conceptos de
continuidad por la derecha y por la izquierda. Por ejemplo, la funcién f es continua por la derecha en x = ¢ si

lim_f(z) = f(e).

z—ct
YA YA
> X‘
X
Figura 2.3: Gréfica de la funcion f(x) = +/z. Figura 2.4: La funcion definida por f(z) =0siz <0
El lim f(z) no existe, ya que la funcién no esta y por f(x) = 22 + 1siz > 0 tiene limite a am-
z—0~

bos lados del punto x = 0, pero son distintos:

definid < 0. Si b 1t =0.
efinida para x in embargo, lim flx) i, oo f@) =0 y  lim, - fz) =1

Operaciones con funciones continuas.
Si f y g son continuas en a, entonces f + g, f — g, f-g vy f9 son también continuas en a.

Si g(a) # 0, entonces también = es continua en a.

Si g en continua e a y f es continua en g(a), entonces f(g(z)) es continua en z = a.

En la practica, esta ultima propiedad significa que la composicion de las funciones que ya hemos estudiado es
continua, ya que cada una de ellas lo es, siempre y cuando permanezcamos en el dominio de definicién de cada
funcion. Por ejemplo, si pg es un polinomio de grado k, la funcién

f(@) = In(px(z))

es continua en los puntos en que p; > 0, ya que de otro modo f no esta definida. A su vez, la funcion

g(x) = /pr(z)
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1 . . Py .. .
Figura 2.5: Gréfica de la funcion f(x) = —: Flgl}r‘? 2.6: Grafica de lfl funcpn flz) = lnx i
) x? . El limite cuando # — 0~ no existe (la funcién no esta
Cuando nos aproximamos a * = 0 (tanto por la iz- definida para = < 0). Cuando z — 0+ la funcién

quie.zrfia como por la derecha) la funci/()n toma valores toma valores negativos indefinidamente grandes en
positivos indefinidamente grandes: ili% f(z) = +o0 valor absoluto: lim+ f(z) = —o00
z—0

es también continua en los puntos en que py > 0. En los puntos en que pi(z) = 0 sera continua bien por la
derecha, bien por la izquierda, o incluso por los dos lados, dependiendo del signo de p; a la derecha y a la
izquierda de z.

Ejemplo 2.17
el
fla) ==

—1
. -1 . : P
La funcion f(z) = T 1o estd definida en x = 1. Sin embargo, existe hm1
T — T—
Este tipo de discontinuidades se llaman evitables, ya que basta con re-definir la funcién f(z) en el punto
x =1 (en este caso, poner f(1) = 2), dandole el valor del limite, para obtener una funciéon continua.

T vale 2.

EJefT%lg 1§2 six#0
=11 siz=0

En este caso existen los limites laterales de f(z) cuando 2 — 0 y son iguales. Pero no coinciden con el valor

de f(0):
lim f(z) =0, lim f(z) =0, f(0)y=1

z—0~ z—0t

En consecuencia, f(x) tiene en 2 = 0 una discontinuidad (evitable, igual que en el ejemplo anterior).

Ejemplo 18 sixz <0
flz) = r+1 six>0

En este caso existen los limites laterales de f(z) cuando  — 0 pero son distintos:

lim f(z) =0, lim f(z) =1,

z—0— z—0t

En consecuencia, f(z) tiene en x = 0 una discontinuidad.
Este tipo de discontinuidades, en la que existen los limites laterales pero son distintos, se denominan de salto.
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Ejemplo 2.20
@)= o
x2—1
Esta funcion tiene dos discontinuidades (en realidad dos puntos en los que no esta definida): x = -1y z = 1.

En ambos casos, los limites laterales de f(z) no existen (son infinitos):

= lim f(z) = +oo, ya que, a la izquierda de z = —1, se tiene 22 > 0y 2> — 1 >0

z—(—1)—

] lgm)Jr f(x) = —o0, ya que, a la derecha de z = —1, se tiene 22 >0y 22 -1 < 0
z—(—1

» lim f(z) = —o0, ya que, a la izquierda de z = 1, se tiene 2> > 0y 22 — 1 <0
r—1—

] ll’m+ f(x) = 400, ya que, a la derecha de = 1, se tiene 2> >0y 22 —1 >0
z—1
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2.3 Concepto de derivada

El concepto de derivada es uno de los mas importantes de la matemaética actual. En su forma moderna fue
introducido por Newton y Leibnitz a finales del siglo XVII. Newton lo usé, por ejemplo, para calcular la 6rbita
de la Luna y de los planetas a partir de su famosa Ley de Gravitaciéon Universal.
La derivada expresa béasicamente la rapidez con la que una funcién varia en cada punto. Consideremos una
funcién f definida en un intervalo (a, b), y un punto ¢ € (a,b). La variacion de f entre ¢ y otro punto z de (a,b)
f(@) = flo)

T—c
La derivada de f en x = ¢ se define como el limite de la variacion promedio:

es f(x) — f(c¢), y su variacion promedio,

f(e) = tim 1D =1 (2.1)

Tr—cC r — C

Derivada de una funcién en un punto.
Se llama derivada de f en ¢y se denota f/(c¢) al limite, si existe

f'(c) = lim i) = ile _ Tan fleth) = flo)

T—C Tr—C h—0 h

Si existe dicho limite, se dice que f es derivable en c.
Si la derivada de f existe en todos los puntos de un intervalo I, entonces se dice que f es derivable en el
intervalo I.

Si la funcion es continua en x = ¢, el numerador de este cociente se anula en = = ¢, por lo que cabe esperar que
este limite exista. Obviamente, no existira si f no es continua en z = ¢. De hecho, se demuestra facilmente que
si f es derivable en ¢, entonces es continua en c.

y

f(c+h)

f(c+h)~f(c)

f(c) h

c c+h

Figura 2.7: La derivada de f en a «mide» el crecimiento de la funcion en el punto a.

Teorema
Si f es derivable en a, entonces f es continua en a.
Demostracion Puesto que f es derivable en a se tiene

f'(a) = lim M = lim M

h—0 h T—a Tr—a

Para demostrar que f es continua en a hay que probar que lim f(z) = f(a) o, lo que es lo mismo, que
T—ra

lim (f(z) — f(a)) = 0. Ahora bien,

Tr—ra

lim (F(z) = f(a)) = lim 28 =5 (o (h’m f(””)_f(“)) (h'm (z — a)) = f'(a)-0=0

z—a z—a Tr—a z—a Tr—a T—a

Lo cual termina la demostracion.
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El Teorema anterior implica ademés que, si f no es continua en a, entonces f no puede ser derivable en a.

Lo contrario no es cierto: una funcién puede ser continua en un punto y no ser derivable en dicho punto, como
se puede comprobar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.21
La funcién f(z) = |z| es continua en z =0 y no es derivable en dicho punto
Para comprobar que f es derivable habria que verificar que existe y es finito el limite

o JOER) = F©) _0+R =0 _ Al
h—0 h h—0 h h—0 h

La funcion f(z) = |z| esta definida por

|x| = v siz=20 en consecuencia Il _ L sihz0
Sl —z siz <0 h | -1 sih<O0

lo que pone de manifiesto que no existe el limite por no coincidir los limites por la derecha y por la izquierda
o o JOFR) = £(0)

y por tanto que la funcién no es derivable en 0.
h—0 h

Observando la grafica de la funcion |z| en la Figura (2.8) se comprende de forma intuitiva que esto era de
esperar, ya que en el punto x = 0 el crecimiento de la funcién cambia de forma radical: pasa de tener pendiente
—1 a tener pendiente 1. En general, las funciones cuyas gréficas presenten “picos” no van a ser derivables en
esos puntos (véase Figura (2.9)).

N

y y

X X
Figura 2.8: La funciéon f(x) = |z| no es derivable en Figura 2.9: Las funciones que, como la de la figura,
z = 0, ya que los limites por la derecha y por la aun siendo continuas, presentan “picos” en determi-
izquierda del cociente incremental son distintos. nados puntos no son derivables en dichos puntos, por

la misma razon que la funcion |x|.

Podemos caracterizar la derivada como sigue: La recta secante a la curva y = f(z) en dos puntos (¢, f(c)) y

(d, f(d)) es
f(d) = f(o)
d—c
de modo que la pendiente a esta recta secante es justamente la variacién promedio de f entre ¢ y d. Si acercamos
d a ¢, la recta secante se acercara progresivamente a una ideal “recta tangente ”"cuya pendiente sera loégicamente

y=p(x—c)+ f(c), con p=
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f/(¢). La ecuacion de esta recta sera, pues,

y =) —c)+ fle).

Esto ocurrira solamente si existe esta derivada, y entenderemos que la curva y = f(z) admite una recta tangente

en el punto (¢, f(c)) si f es derivable en z = c.

f(c+h)

f(c+h)—f(c)

c c+h

Figura 2.10: La recta secante a la curva en los puntos
(¢, f(e)) y (c+ h, f(c+ h)) tiene la ecuacion

f(c)

[

Figura 2.11: Cuando h tiende a 0 el punto ¢ + h se
confunde con el punto ¢y la recta secante se convierte
en la tangente a la curva en el punto (¢, f(c)), de

y:f(c)+w(x_c)

h ecuacion y = f(c) + f'(c)(z — ¢).

Si una funcion es derivable en un conjunto D, se puede definir la funcién derivada: f': D — R que transforma
cada punto € D en la derivada de f en ese punto, f'(x). Es un concepto practico, que permite denotar las
derivadas de funciones habituales con comodidad.

La notacion f’ que estamos usando se debe a Lagrange. Existen otras notaciones para las derivadas. Por ejemplo,
daf

— (debida a Leibnitz) 6 f (debida a Newton). Esta tltima es més utilizada en Fisica.
x

2.4 CaAlculo de derivadas

2.4.1 Derivadas de las funciones elementales

La derivada de las funciones elementales se calcula recurriendo directamente a la definicion, como en los si-
guientes ejemplos, aunque en algunos casos los limites indeterminados que aparecen pueden ser complicados de
calcular.

Ejemplo 2.22

Derivada de una funcién constante f(z) =k

) = k—k
fla) = tim LEEN=I@ o Eok 0 O 0o
z—0 h h—0 h—0 h—0

Ejemplo 2.23

Derivada de f(z) = 22

2 _ .2 2,9 2 _ .2 9 2
fla) = tim EER 2T g B Wh AR ma G BRER e k) =2
h—0 h—0 h h—0 h h—0
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Ejemplo 2.24
Derivada de f(z) = /x

f(x) = lim —w_‘_h_ﬁ—hm (\/m_ﬁ)(\/m"‘ﬁ)_ﬁm (x+h)—z
) h T o0 h(\/.’E-i-h-i-\/E) _h_)oh(\/m—i—ﬁ)_

3 1 1

h 1
:1/ 1/ = =
W0 h(Va+htvz) h0 vVathtyvi VELVE  2/E

2.4.2 Algebra de derivadas

Conocidas las derivadas de las funciones elementales, un conjunto de propiedades conocidas como algebra
de derivadas, permiten calcular la derivada de otras funciones construidas combinando aquellas mediante
operaciones aritméticas y composicién de funciones.

ALGEBRA DE DERIVADAS

f(x) = g(z) + h(z) f'(x) = g'(x) £ W(x)
f(x) =g(z) - h(z) f'(x) = g'(x) - h(z) + g(x) - W'(z)
_ 9(=) oy 9@) @) —g(x) - W(x)
f(z) = 6 f(z) = ABE . si h(z) # 0.
f(z) = g(h(x)) f'(x) =g (h(z)) - W' (z) (Regla de la CADENA)

TABLA DE DERIVADAS DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES
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Funciones elementales ‘ Funciones compuestas (usando la Regla de la Cadena)
fl@)=a f(xz)=0
fl) ==z flx)=1
flz)=ax f'(x) =a f(z) = ag(z) f'(x) = ag'(x)
flz)=ax+b f'(z) =a f(z) =ag(x)+b f'(x) = ag'(x)
f(z) = 2? f'z) =22 f(z) = g(2)? f'(x) =29(x) g' ()

"(z) = 1 x) = x "(z) = L "(z
flz) = f'(x) NG f(@) = g(x) f'(x) 2g(x)()
f(z)=2" (n#0) f'(@) =na"! f(z) = g(x)" f'(x) =ng(z)" "' g'(x)
flz) =e f'z) = e flx) =es® f'(x) = e g'(2)

f() = a* (a>0) f'(x) = a* In(a) f(z) = 9@ /(@) = a9 In(a)g/ ()
£(z) = n(z) flla) =~ f@) =mlg@) | @)= @

/ 1 _ / _ 1 /
() = logy ) @)= @) = ogfa(@) | 1'e) =~ @)
f(z) = sen(z) f'(x) = cos() f(x) = sen(g(x)) f'(x) = cos(g(x)) ¢'(x)
f(zx) = cos() f'(x) = —sen(z) f(z) = cos(g(x)) f'(z) = —sen(g(z))g'(x)

!/ _ 1 _ ! _ 1 /
(z) = tanz) F@)= fla) = tanlg(@) | F@) = g (o)

(@) = —— = arcsen(g(x ’x:;’m
f(z) = arcsen(z) f'(@) = i fz) = (9(=)) | f'(=) e g'(x)

() = —— = arccos(g(z 'x:_il'x
f(x) = arccos(z) f'(x) = i f(z) = arccos(g(x)) | f'(x) Ty g'(x)

!/ _ 1 _ ! _ 1 /

f(z) = arctan(z) P =10 fz) = arctan(g(z)) | f'(z) = 5 @) g'(x)

2.4.3 Ejemplos de calculo de derivadas

Ejemplo 2.25
Derivada de f(z) = (523 + 2)*
Aplicando la férmula de derivacion de la potencia de una funcion, g(z)", se tiene

fl(x) =4 (523 +2)%- (5-3-2%) = 60 (523 + 2)3 22

Ejemplo 2.26

Derivada de f(x) = V7 — 23
Aplicando la formula de derivacion de la raiz cuadrada de una funcion, +/g(z), se tiene
—322

PAVA

1
AV

f'(e) = H(=32%) =
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Ejemplo 2.27 ,
Derivada de f(z) = 3"
Hay que aplicar la derivada de la exponencial de una funcion, e9(*),

fla)=€e¥ (3-2-2) =6z

Ejemplo 2.28 B
Derivada d ) = o
erivada de f(x) 212

Aplicando la féormula de derivacion de un cociente:

_ 322(2®+2)— (23— 1)2¢ _ (3z* +622) — (2z* —2z) z*+622+2z

/ —
f (a:) ($2 + 2)2 - (:EQ 4 2)2 - (xQ + 2)2
Ejemplo 2.29 4
Derivada de f(z) = sen (1

Hay que aplicar en primer lugar la formula de derivacion del seno de una funcién, sen(g(x)), y después la de
la derivada de un cociente:

o) =oon (214 (ER ) - = (211)

Ejemplo 2.30
Derivada de f(x) = 2va? —3

Hay que aplicar la derivada de un producto y la derivada de la raiz cuadrada de una funcion:

T 5 1 B — 132\/1‘2737 —
fi(z)=va 3+x72m(2x)—\/1: 3+7(332—3) —\/ﬁ(l—k

72

)

x2

Ejemplo 2.31
Derivada de f(z) = {/ln(x? + 1)

Hay que escribir la raiz como una potencia de exponente fraccionario, f(z) = (ln(z2 + 1))1/ 3, y aplicar la
formula de derivacion de g(z)™ y luego la del logaritmo:

f(z) = % (n(2? + 1)) */*

1 2x
3(z2 + 1) {/In (22 + 1)

Ejemplo 2.32 In 2
Derivada de f(z) = —

Hay que aplicar la regla de derivacién de un cociente de dos funciones:

1\/> 1 ! 1 1 | 2—Inzx

~Vz———=hr —-——lhe ———

Flz) = ; 2\/x _ VT 2z _2J/z _2-Inz
7 i x 2x+/T
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Ejemplo 2.33
Derivada de f(x) = arctg(vVa? + 1)

Ejemplo 2.34
Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva de ecuacién y = 22 + 3z — 1 en el punto x = 2.

La ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto z = a viene dada por
y=f(a)+ f'(a)(z - a)
En este caso, f(x)=22+3z—1 ysuderivadaes f/'(z)=2x+3

Sus valoresen z =2son  f(2)=4+6—-1=9 y f(2)=4+3=7

Luego la ecuaciéon de la tangente es:
y=9+"7(z—2)

Ejemplo 2.35
Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva de ecuaciéon y = In(z? + 3) en el punto z = 1.

La ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto x = a viene dada por

y=f(a)+ f'(a)(z - a)

2
En este caso, f(z) =In(2?+3) ysuderivadaes f/(z)= . _T_ 3
Sus valores en z = 1 son  f(1) =1In(1 + 3) = In(4) 1) = 2 2 1
Y 1+3 4 2

Luego la ecuacion de la tangente es:
1
y=In(4) + 5(33 —1)
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Ejemplo 2.36 1
Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva de ecuacion y = arctg — en el punto x = 1.
%

La ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto z = a viene dada por
y = f(a) + f'(a)(z — a)
1 .
En este caso, f(z)=arctg — y su derivada es
x

1 -1 -1 -1

o=y ) e

=1 1
~0784 y fl)=—-=-=

Sus valores en  =1son f(1) =arctgl = T 5

T
4

Luego la ecuacion de la tangente es:

2.4.4 Derivada de la funcién inversa

Para calcular la derivada de la funcién inversa, se usa la regla de la cadena: Observamos que f y su inversa f~*
(caso de existir), vienen relacionadas por

f(f =) ==, Va € Dominio(f™ ")

Derivando en los dos miembros de esta igualdad y utilizando la Regla de la Cadena para derivar el primer
miembro se tiene

F (@) - (£ (@) =1, Vo € Dominio(f )

y por lo tanto
(ffl)/(x) _ f’(f—ll(x)) Vo € DominiO(fil)

Ejemplo 2.37
Calcular la derivada de la funciéon f(z) = In(z) utilizando la derivada de la funcién inversa.

Derivando en la identidad  e™®) =z se tiene

2 di;(ln(x)) =1 < —m(ln(x)) = ——= 1

como es bien sabido.

Ejemplo 2.38
Calcular la derivada de la funcién f(x) = arcsen(z) utilizando la derivada de la funcién inversa.

d
Derivando en la identidad ~ sen(arcsen(z)) =z  se tiene  cos(arcsen(z)) - — (arcsen(z)) = 1 de donde,

dx
1 1 1

cos(arcsen(z)) /1 — sen?(arcsen(z)) T Vi-z2

despejando,

e (arcsen(z)) =
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2.4.5 Derivada logaritmica

En ocasiones, resulta comodo derivar el logaritmo de una funcién para calcular su derivada. Segun la regla de
la cadena, si f es derivable en z y f(z) > 0,

y de aqui se puede despejar f(x).

Ejemplo 2.39
Utilizar la derivacién logaritmica para calcular la derivada de la funcién f(z) = a*.

Tomando logaritmos en ambos miembros se tiene
In (f(z)) =In(a*) = z In(a)

y derivando ahora:

Ejemplo 2.40
Utilizando la derivacién logaritmica, deducir la férmula de la derivada de un producto de dos
funciones.

Sea h(z) = f(z) - g(x). Tomando logaritmos se tiene In h(z) = In f(x) + ln g(z).
Derivando en ambos miembros:

de donde, depejando ahora h'(z):

H@ = (55 + 55 o = (5

Ejemplo 2.41

Calcular la derivada de la funcion f(z) = (scn(x))cos(m).

Tomando logaritmos en ambos miembros se tiene

In (f(z)) =In ((sen(x))cos(x)> = cos(z) Insen(x)
y derivando ahora:

cos?(z)

sen(z)

cos(z)
sen(z)

= —sen(z) Insen(z) + cos(x) = —sen(z) Insen(z) +

de donde

f’(l‘) = ( — sen(x) In (Sen(q;)) + Cos2(1')> (Sen(x))cos(:c)

sen(x)
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Ejemplo 2.42
Calcular la derivada de la funcién f(z) = (2% + 1

Tomando logaritmos en ambos miembros se tiene In f(x) = (22 — 3) In(z2 + 1) y derivando ahora:

F@) _ om(a? + 1) + (20 — 3) =22

f(z) 22 +1
de donde
fl(x) = (2 In(z? +1) + %)f(x) = (2 In(z? + 1) + %) (z® + 1)%73

2.4.6 Derivacion implicita

En ocasiones la relacién entre dos variables no viene expresada explicitamente, es decir, con una de ellas
“despejada”, como en y = z In(2? + 1), sino que viene dada mediante una relacién entre ambas (una ecuacion),
como en 2y + 3% = 1. Se dice en estos casos que y viene implicitamente definida por dicha ecuacion.

Sin embargo, es posible, utilizando la Regla de la Cadena, derivar con respecto de = directamente en la ecuacion.
Para ello se deriva con respecto de x en ambos miembros de la ecuacion, teniendo en cuenta que y es una funciéon

de z: y = y(x).
Por ejemplo, en la ecuacién anterior 22y + y> = 1 se tendria

d d
Py+yP=1= %(ﬁy—ky‘“’) = @(1) =0
& (@) + 4 (07) = (2ey+ %) + (39%) =0
dx dx
Agrupando los términos que contienen 3y’ y despejando se tiene:
20y + 2%y +3y%y =22y + (2* +3y%) Y =0 & ¢y =
Es decir: en un punto (z,y) que verifique la ecuacion 22y + y* = 1, la derivada de y con respecto de = es

—2zy

[
(e Wk

Ejemplo 2.43
Derivar implicitamente en el ecuacién zIn(y?> + 1) + y = 1 y despejar la derivada de y con
respecto de z.

d d ) d
2y +1) +y=1= — (s’ + ) +y) = — (2l +1)) + —(y) =0
o In(y? +1) ( +1)+i = In(y® +1) + o ny/)Jr’—o
y n(y ——y=In(y 1)ty =
2xy 22y + 4% + 1
In(y? + 1 ( 1) —In(y? + 1 (7) =
< In(y®+1)+ 2+1+ n(y+1)+ 7+ 1 y =0
o g @+ D@ +1)
Y= oy + 2+ 1 22y + 1y + 1

y?+1
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Ejemplo 2.44
Los puntos del plano que verifican la ecuacién 2%y + zy? = 3 forman una curva con varias

ramas. El punto (1,1.3028) pertenece a una de ellas. Calcular la ecuacion de la recta tangente a
la curva en dicho punto.

AN 5
N\
AN
N .
N N\,
\, N\
AN h Y
AN N
N\, \
\\ i\
1 028)
1 ANE
J A
- e —
5 5 0 75 10 -
N
P \\
[/ ~N N
/ N
\\
\\ N
5 N\, \,
N\
NG TN
AN
N

Calculamos, implitamente, la derivada de y con respecto de x:

2 2 _ 2.7 2 ;o 2 2 ;_ ,_ —(2zy +¢°)
y+ary’ =3=2zy+2y +y +x-2yy =0 & ry+y?)+(z°+22y)y =0 & |y s v

Sustituyendo ahora (x,y) = (1, 1.3028) obtendremos la derivada de y con respecto a z en dicho punto, es decir,
la pendiente de la recta tangente en dicho punto:

, —(zy+9?) ~ —(2x1.3028 + (1.3028)%) _ G
 2zy+ a2 le=1,y=1.3028 2 % 1.3028 + 1 o
Escribimos ahora la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1,1.3028) con pendiente p = —1.1934:

y = 1.3028 — 1.1934(x — 1) = —1.1934x + 2.4962

2.5 Crecimiento y decrecimiento

Funciones crecientes y decrecientes

Una funcion, f, definida en un intervalo I, se dice que es creciente en [ si f(x1) < f(z2) siempre que 21 < X
en I.

Anélogamente, se dice que f es decreciente en I si f(x1) > f(z2) siempre que 1 < z2 en I.

Las funciones que son crecientes o decrecientes en todo su dominio de definicién se denominan mondétonas.
Por ejemplo, e* es una funcién monétona creciente.

La derivada proporciona un criterio simple para saber cuando una funcién es creciente o decreciente:
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Criterio de crecimiento/decrecimiento

Sea f derivable en (a,b).
a) Si f/(x) >0 Va € (a,b), entonces f es creciente en (a,b)

b) Si f(z) <0 Vz € (a,b), entonces f es decreciente en (a,b)

El conocimiento de los intervalos donde una funcién es creciente y decreciente proporciona, a su vez, informacion
sobre sus minimos y maximos locales, como se vera mas adelante.

Ejemplo 2.45 72
Estudiar los intervalos de crecimiento/decrecimiento de la funcion f(z) = —- 7
-
Esta funcién no esta definida para x = £1. Su derivada es
() 2z(z? — 1) — 222z —2x
€Tr) = =
(z2 —1)2 (z? —1)2
que se anula para z = 0. En consecuencia, los puntos en los que f’ puede cambiar de signo son z = —1, z =0
yz=1.
(700,*1) (7170) (031) (17+OO)
9 I e — —
(2 —1) + + + +

7@ T T = =

Asi,

f es creciente en (—oo
f es creciente en (—1,
f es decreciente en (0, 1)
f es decreciente en (1

Ejemplo 2.46
Estudiar los intervalos de crecimiento/decrecimiento de la funciéon f(z) =

SE

Esta funcion solo esta definida para x > 0. Su derivada es

1

1

~VE—In(a);
, oz \/E_i o lnx: 1 _lnx:2—lnx
fl(x)= ()2 _xzf 2z\/r  x/T 22\/T 2z+\/x

que se anula para 2 — Inz = 0, es decir, para x = €. En consecuencia, f’ solo puede cambiar de signo en
2
x =e”°.

(0,€2) | (€2, +00)
2 — lm 72 4k =
2x+/T + I
F@o |+ | -

f es creciente en (0, e?)
f es decreciente en (€2, +00)
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2.6 Maximos y minimos relativos

Hablando sin precision, se dice que una funcién tiene un minimo (respectivamente maximo) relativo en un punto
2 = ¢ si el valor que toma en dicho punto f(c) es menor o igual (resp. mayor o igual) que los valores que toma
en los puntos del entorno de c.

c-3 c c+d
a 5 © o b
Figura 2.12: Minimo local o relativo. Si f esté defini- Figura 2.13: Maximo local o relativo. Si f esta de-
da en (a,b) (abierto) y ¢ € (a,b), se dice que f tiene finida en (a,b) (abierto) y ¢ € (a,b), se dice que f
un minimo relativo en c¢ si, para algtn valor § > 0 se tiene un maximo relativo en c¢ si, para algin valor
tiene 0 > 0 se tiene
fle) < flx) Ve € (c—d,c+9) C (a,b). fle) > f(x) Ve € (c—d,c+9) C (a,b).

é c Vb

Figura 2.14: Si f es decreciente a la izquierda de Figura 2.15: Si f es creciente a la izquierda de
¢ € (a,b) y creciente a su derecha, es claro que f ¢ € (a,b) y decreciente a su derecha, es claro que
tiene un minimo relativo en el punto =z = c. f tiene un méximo relativo en el punto z = c.

Criterio de minimo / maximo local
Sea f una funcion continua en (a,b) y sea ¢ un punto de (a,b).

a) Si f es decreciente en (a,c) y creciente en (c,b), entonces f tiene un minimo relativo en z = c.

b) Si f es creciente en (a,c) y decreciente en (c, b), entonces f tiene un méaximo relativo en z = c.

Si f es derivable y su derivada es continua en (a,b), los resultados anteriores se pueden expresar en funciéon del
signo de la derivada.
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Criterio de minimo / maximo local utilizando la derivada
Sea f : (a,b) — R derivable y con derivada continua en (a,b), y sea ¢ € (a,b) un punto interior al intervalo.

a) Sif'<0en (a,¢)y f'>0en
(tangente horizontal en (¢, f(c))).

(¢,

)

b) Sif'>0en (a,¢)y f'<0en (
(tangente horizontal en (c, f(c))

)-

b), entonces f tiene un minimo relativo en = ¢ y se tiene f'(c) =0

,b), entonces f tiene un maximo relativo en & = ¢ y se tiene f'(¢) =0

Como consecuencia de lo anterior, se tiene
que los puntos donde se anule la derivada,
f'(z) = 0, son candidatos a ser maximos 6 minimos
relativos de la funcion.

Pero, tras identificarlos, es necesario cerciorarse de
que son efectivamente méximos o minimos, ya que
no todos lo son, como se muestra en el ejemplo de la
Figura (2.16).

Puntos criticos
Los puntos en los que se anula la derivada de una
funcién se llaman puntos criticos de dicha funcién.

Los puntos criticos pueden ser, ademéas de méaximos
y minimos relativos, puntos de inflexion.

Figura 2.17: Esta funcién tiene un minimo relativo
en el punto £ = ¢ aunque no se verifica f'(c) = 0:
de hecho no se puede hablar de f'(c), ya que f no es
derivable en c.

Matematicas Generales Aplicadas a la Bioquimica - Grado en Bioquimica

f creciente

>0

f(c)=0

>0
f creciente

a/ c D

Figura 2.16: Esta funciéon tiene tangente horizontal
en el punto x = ¢, aunque no tiene en dicho punto ni
un minimo ni un maximo relativos. Lo que tiene es un
punto de inflexion, es decir un punto donde cambia
su concavidad (en este caso, cambia de concava a
convexa).

No hay que olvidar, no obstante, que una funcién
continua puede tener un extremo relativo (minimo o
maximo) en un punto en el que no se anule la deri-
vada.

Esto puede suceder en un punto en que la funcién
continua no sea derivable, como es el caso de la fun-
cion de la Figura (2.17).

En la bisqueda de maximos y minimos relativos de
una funciéon hay que analizar, ademés de los pun-
tos criticos, los puntos en los que la funcién no es
derivable, si los hay.
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Ejemplo 2.47
Encontrar los extremos relativos de la funcién f(z) = 23 — 12z — 3.

Para determinar los extremos locales se analizan los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x). Para
ello se comienza por determinar los puntos criticos (los puntos en que se anula la derivada)

flx) =32 -12=3a>-4)=3z—-2)(z+2) =0 { iif
Estudiando el signo de f’ se tiene que
f'(z) >0 en (—o0,—2) f es creciente en (—oo, —2) y
f'(xz) <0en (-2,2) = ¢ [ es decreciente en (—2,2)
() > 0en (2,+00) f es creciente en (2, +00)
0 2

2 . . P . ;2 : X
Esté claro de lo anterior que f tiene un méaximo relativo en x = —2 :
y un minimo relativo en x = 2. i

Ejemplo 2.48
Encontrar los extremos relativos de la funciéon f(z) = z* — 22% + 22 + 1.

Se trata de una funcién polinémica, en consecuencia esta bien definida y es continua y derivable en todo R.
Hay que estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x), es decir, puesto que f es derivable en
R, el signo de su derivada:

2

=1
f'(z) = 42 — 622 + 2 = 4(z — 1)? <x+;>=0 & { x_ 1

Analizamos el signo de f':

(z00,-1/2) | (=1/2,1) | (1,+00)
(z —1)? + + +
1
8 = § - = +
f'(x) - + +
Se tiene, pues
1 . 1
f'<0en (—o0,—3) f es decreciente en (—oo, — 5)
, 1 = 1
f'>0en (- 57‘1'00) f es creciente en (— 3 +00)
de modo que
1
f tiene un minimo relativo en x = — 3
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Ejemplo 2.49
La poblaciéon de cierta especie sigue la siguiente funciéon

P(t)za—k%, t>0
donde P(t) es el namero de individuos de la poblacién (medida en miles), ¢ el tiempo (medido
en meses) y a es una constante positiva.
(1) Calcular a sabiendo que inicialmente la poblaciéon constaba de 300 individuos.
(2) ;En qué momento se puede predecir que alcanzara la poblacion su maximo? ;Cuanto es el
valor de dicho maximo?
(3) ;A qué tiende la poblacion a largo plazo?
(4) Si se sabe que esta especie esta en peligro de extincién cuando el namero de sus individuos
es menor que 100, ;puede ocurrir que esta poblaciéon entre de peligro de extinciéon?

(1) Si inicialmente habia 300 individuos, se tiene

P(0) =

(2) Lo que queremos calcular es para qué valor de la variable independiente ¢ se produce el maximo de esta
funcion. Para ello igualamos a cero la derivada.

t
et/2 _ Llyot/2 (1——) +
Foy 2 _ 2/ _ _ _
P'(t) =100 @) =100-—725 =0 « 1—5_0@

Tenemos que asegurarnos de que para t = 2 se produce efectivamente un méximo de la funcién, pero esto es
claro, ya que P’(t) es positiva a la izquierda de ¢ = 2 y negativa a su derecha.
El valor de dicho méximo es el valor de P(t) en t = 2:

100 x 2 200

P(2) =300 + a2z = 300 + -~ 373.57 = 374 = | El valor méximo es 374 |.

(3) Matematicamente, el comportamiento de la poblacion a largo plazo viene dado por el comportamiento de
la funcién cuando t — oo:

100t

t—o0

=300+100><tli'>m L:Z’)O(H—100><0:300.

oo et/2

Es decir, | a largo plazo el tamano de la poblacién se estabiliza en 300 individuos ‘

(4) El tamafio de nuestra poblacion no desciende en ningun instante por debajo de 100; de hecho no desciende
por debajo de 300. En efecto, ya hemos visto que el valor maximo es 374 y que asintoticamente tiende a 300.
Si descendiera de 300, para volver a “subir” tendria que tener un minimo relativo, y ya hemos visto que ¢t = 2
es el unico punto critico. Asi pues, | esta poblacion no entrara en peligro de extincion. ‘
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Ejemplo 2.50
Para cierta poblacién de microorganismos, la densidad en el instante ¢t (medido en minutos),

viene dada por
at

p(t) = Po aF E7
siendo py, a y k pardmetros por determinar. Se sabe que la densidad inicial era de 2850, y se

ha observado que el valor maximo p,, = 9344 se alcanza en el tiempo t¢,, = 7.5. Determinar los
valores de pg, a y k.

Tenemos tres parametros que determinar y tres informaciones para hacerlo:
(1) La densidad inicial es de 2850: p(0) = 2850

(2) El valor méaximo se obtiene para t,,, = 7.5: p/(7.5) =0

(3) El valor méaximo es 9344: p(7.5) = 9344

De (1) se obtiene

o) =

De (2) se tiene

1—kt 1
p'(t)z%zo & 1—kt=01luego1 - 7.5k =0 < k:ﬁ(%0.13333)

Finalmente, de (3) se tiene

7.5a 7.5a e
p(7.5) = po + pa i 2850 + = 9344 & a = E(%M — 2850) = | a =~ 2353.67

2.7 Concavidad y convexidad

Aunque se puede dar una definicion de funcion convexa o concéva mas general que la que sigue, esta es suficiente
a los efectos de este curso.

Funciones convexas y céncavas
Una funcion f(x) derivable es convexa en (a,b) si su derivada, f’(z), es creciente en (a,b).

Si la derivada, f’(z), es decreciente en (a,b), entonces la funcion es concava.

Observacion: en ocasiones se genera cierta confusiéon porque en algunos ambitos las denominaciones céncava
y convexa estan intercambiadas. En caso de duda, conviene especificar cuél es la que se esté usando.

ATRY

Figura 2.18: Funcién céncava: su derivada es decre- Figura 2.19: Funcién convexa: su derivada es crecien-
ciente. Tiene forma de gorra o de monte. te. Tiene forma de copa o de valle.
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Como se ha visto con anterioridad, el signo de la derivada de una funcion indica si esta es creciente o decreciente.
En consecuencia se puede utilizar el signo de «la derivada de la derivada» para determinar la convexidad o
concavidad de una funcion.

Derivada segunda
Si la derivada de una funcion f(x) es, a su vez, derivable, se dice que f(z) es dos veces derivable, a la derivada
de la derivada se le llama derivada segunda y se denota [’ (x).

Utilizando la derivada segunda de f, se tiene el siguiente criterio de convexidad/concavidad:

Criterio de convexidad / concavidad
Si f(x) es dos veces derivable en (a,b), se tiene:

a) Si f’(x) >0 Va € (a,b), entonces f(z) es convexa en (a,b).

b) Si f”(x) <0 Vz € (a,b), entonces f(z) es concava en (a,b).

Puntos de inflexiéon
Los puntos en los que una funcion pasa de concava a convexa o viceversa se denominan puntos de inflexion.
Utilizando el criterio anterior se tiene:

a) Si f’(z) > 0Vz € (a,c) y f’"(z) <0V € (¢,b), entonces f(x) tiene un punto de inflexion en z = ¢, en
el que pasa de convexa a concava.

b) Si f"’(z) <0Vz € (a,¢) y f’(z) > 0 Vz € (¢,b), entonces f(z) tiene un punto de inflexién en x = ¢, en
el que pasa de concava a convexa.

Ejemplo 2.51
fla) = a?

Esta funciéon es polindémica, luego esté bien definida y es continua y derivable en todo R.

Derivadas de f: f'(z) =2z y f"’(z)=2.

Por lo tanto se tiene f”(z) > 0 para todo x € R y en consecuencia que f’ es creciente y que f es convexa en
R.

f no tiene puntos de inflexion.

Ejemplo 2.52
fle) =2

f esta bien definida y es continua y derivable en todo R.
Derivadas de f: f'(z) =32? y f"’(z) = 6z.
Intervalos de convexidad: f” solo se anula para x = 0y es

{ /" <0en (—00,0) = f es concava en (—oo,0

) . o
> 0 em (0 eo) = f & comvem @ (0 Jes) = f tiene un punto de inflexién en z =0
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2.8 Representacion grafica de funciones

Los elementos basicos descritos en el Tema 1 (dominio, ceros, signo, asintotas), junto con la informacién pro-
porcionada por la derivadas primera y segunda sobre el crecimiento o decrecimiento de la funciéon, sus extremos
relativos, su convexidad o concavidad y sus puntos de inflexion, permiten esbozar con mucho detalle la grafica
de la funcion.

Estos aspectos se resumen en el cuadro siguiente:

PROCEDIMIENTO PARA LA REPRESENTACION DE FUNCIONES

Dominio, corte con los ejes y signo de la funcién:

Dominio

Determinar el conjunto D de los valores de x para los que estd definida la
funcion

corte con el eje OY (*)

Calcular, si existe, el punto (0,y) con y = f(0).

cortes con el eje OX (*)

Calcular, si existen, los puntos en que la grafica corta al eje OX, que son los
puntos (z,0) donde x es una solucién de la ecuacién f(x) = 0.

signo de la funcién (*)

Determinar los intervalos en donde la funcién es positiva y negativa
{z € D : f(x) > 0} (la grafica de la funcién esta por encima del eje OX)
{r €D : f(z) <0} (la grafica de la funcién esta por debajo del eje OX)

(*)No es imprescindible. Sélo si es «facil».

A sintotas:

asintotas verticales

Analizar la existencia de valores de © = k para los cuales se tenga

lim f(x) = 400 0 bien lim f(z) = +o0
z—k+ z—k—

asintotas horizontales

Calcular, si existen, lim f(z)y lim f(z). Si alguno de ellos tiene un
r—+o0 r—+00

valor finito, por ejemplo k, entonces la recta y = k es una asintota horizontal.

asintotas oblicuas

Son las rectas y = mx + n tales que lim (f(z) —mx—n) =0
r—+o0
Si existen, se pueden calcular m y n mediante

f(z) lim (f(z) — mz)

lim —~yn=
r—+o0o x T—+

m =

‘

Monotonia:

intervalos de crecimiento

Calcular los intervalos donde f/(z) > 0: en estos intervalos la funcién es
creciente.

intervalos de decrecimiento

Calcular los intervalos donde f/(z) < 0: en estos intervalos la funcién es
decreciente.

minimos locales de f.

Conociendo los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién es posible determinar los maximos y

extremos relativos

Calcular los puntos x = a tales que f/(a) = 0.
si f"(a) > 0, x=a es un minimo local
si f"(a) < 0, x=a es un maximo local

Curvatura:

intervalos de convexidad

Calcular los intervalos donde f”(x) > 0

intervalos de concavidad

Calcular los intervalos donde f”(x) < 0

puntos de inflexién

Calcular los puntos « = a tales que f”(a) = 0.
si f""(a) > 0, x=a cambio céncavo a convexo
si f""(a) < 0, x=a cambio convexo a céncavo
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Ejemplo 2.53 oz
Representar graficamente la funcion f(z) = Wi
%

Dominio de definicién: (0, +00)
Corte con el eje OY: no hay, ya que el punto z = 0 no pertenece al dominio de definicion.
Corte con el eje OX: la ecuacién Inz = 0 solo tiene la solucion x = 1. Luego el tinico punto de corte es
(1,0).
Signo de la funcién: claramente se tiene que f(z) < 0 para z € (0,1) y que f(z) > 0 para = € (1, +00).
Esto nos permite ya determinar las regiones del plano donde esté la grafica (ver Figuras)
Asintotas horizontales:

| 1 2

nzr i / z ; VI I

I — = = Ve _

Es decir, f tiene una asintota horizontal para y = 0 cuando = — 400
Asintotas verticales: el tnico punto donde f puede tener una asintota vertical es a la derecha de x = 0.

Calculamos el limite correspondiente

B Inx —o0
Im —=—=-00

z—0t1 \/E - 0

Es decir, f tiene una asintota horizontal, y = 0, cuando x — 400

Derivada: La derivada de la funcién es:

1 1
E\/E72\/Elnx 2—Inz

f'(x) = . = ava

Crecimiento y decrecimiento: El denominador, 2x+/x, es positivo en todo el dominio de definicion, luego
el signo de la derivada viene determinado por 2 —Inx, que se anula en z = €2, es positivo en (0, €?) y negativo
en (€2, 400): la funcién es creciente en (0, e?) y decreciente en (2, +00).

Extremos: La funcién cambia de creciente a decreciente
en el punto = = €2, por lo tanto tiene un maximo en dicho

1 2
punto. El valor de la funcién en z = €2 es f(e?) = ne _

Ve2 y

2
- =~ 0.73.

e
Derivada segunda:

1
—;2[17\/»—(2—111.’17)3\/5 —8—|—3lnx e e

43 425/2

f'(@) =

Convexidad y concavidad: La derivada segunda se anula
cuando 3Inz — 8 = 0, es decir, para z = €%/3 ~ 14.4, y se
tiene

f"(x) <0 en (0,e%3) = f es concava en (0, e%/3)
f"(x) >0 en (e%/3,4+00) = f es convexa en (%3, 4+00)
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Ejemplo 2.54 1 23 11

Representar graficamente la funcién f(z) =2z + — >

Dominio de definiciéon: (—oo,0) U (0, +00)

Corte con el eje OY: no hay, ya que el punto z = 0 no pertenece al dominio de definicion.
1 1 -1

Corte con el eje OX: la funcién se anula cuando 22+ — =0 & 23 =—~- & 2= — ~ —0.79
2 2 /2

Signo de la funcién: claramente se tiene que f(z) > 0 si > 0. Por otro lado,

. —1
1 1 [ es negativa en (—oo, —=)
20 +1<0 = < — = 21<-—= = 1 V2
2 V2 f es positiva en (—=,0) U (0, +00)

V2’
Asintotas horizontales: f no tiene asintotas horizontales:
) 1 ) 1
lim 20 + — | = o0, lim 20+ — | = —o0
T—r 400 x2 T——00 x2
Asintotas verticales: el tnico punto donde f puede tener asintotas verticales es x = 0. Es obvio que la

funcién tiende a infinito cuando x se acerca a cero y que lo hace a 400, ya que es positiva tanto a la izquierda
como a la derecha de x = 0:

1 1
lim (Qx + 2> = lim <2x + 2) = +00
xz—0— xT z—0t T

Asintotas oblicuas: son, si existen, las rectas y = maz + n tales que lim (f(z) — ma —n) = 0. Si existen,

r—+o0
7
se pueden calcular m y n mediante m = lim f@) y n= lim (f(xz)—mx). En este caso:
r—+oo e T—+o0
1
2z + — 1 2z + =
lim ——* = 1im <2+3> =2= lim — %
T—>~+00 X T—+00 X T——00 X

1 1 1
lim 2r+ — —2x )= lim — =0= lim 20+ — — 2z
T—r+00 {I;2 T—>+00 xz T—>—00 5(,‘2
Es decir, la recta y = 2z es una asintota de la funcién, tanto para  — +0o como para x — —oo.

Derivada: 5
fllz)=2— El — M

que solo se anula para x = 1
a5 a5

Crecimiento y decrecimiento:
2
Para z < 0 es ° < 0. Luego f'(z) =2 — — > 2> 0 en (—00,0).
i
2
En el intervalo (0,1), 2* < 1, luego — > 2, luego f'(x) < 0.
x

2
Finalmente, en (1,+o00), f'(z) > 0, ya que — < 2.
x

Resumiendo:

f es creciente en (—o0, 0)
f es decreciente en (0, 1)
f es creciente en (1,+00)

Extremos: como consecuencia de lo anterior se tiene que f tiene s
un minimo en z = 1. =2 g
Derivada segunda:

Convexidad y concavidad: La derivada segunda es siempre
positiva, luego f es convexa en sus intervalos de definicion.
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Ejemplo 2.55

1
Representar graficamente la funciéon f(z) =

2+ 1

Dominio de definicién: (—oo, +00)

Corte con el eje OY: f(0) = 1, luego la grafica corta al eje OY en (0,1).

Corte con el eje OX: no hay, ya que la funciéon no se anula en ningin punto.

Signo de la funcién: claramente se tiene que f(z) > 0 Vz € R. Por otro lado, es facil observar que la funcion
es simétrica, es decir, f(z) = f(—z).

Asintotas horizontales:

0

1 _ 1 _
x—1>r—iI-1<>o 2 +1 0, x—yzloo 241

Es decir, y = 0 es una asintota horizontal de f.

Asintotas verticales: no hay.

Asintotas oblicuas: no hay, ya que hay horizontales, tanto para x — 400 como para x — —oo.

Derivada:

s
fi(z) = @112

que solo se anula para z = 0.
Crecimiento y decrecimiento: Puesto que el denominador, (z2+1)? es siempre positivo, es obvio f/(x) > 0
siz <0y f'(z) <0siz>0.Por lo tanto,

f es creciente en (—o0, 0)
f es decreciente en (0, +00)

Extremos: como consecuencia de lo anterior se tiene que f tiene un maximo en x = 0, en el cual f(0) = 1.

Derivada segunda:

—2(x2+1)2+22-2- (22 +1)- 22
(x2 4+ 1)*

— (2 +1) —2(z2 4+ 1) + 822 _ 622 — 2

f(x) = (22 + 1)4 (22 +1)3

Convexidad y concavidad: La derivada segunda se anula cuando 6z — 2 = 2(3z% — 1) = 0, esto es, para

(_%a %) y

1 . .
x = +——. Puesto que f tiene un méximo en x = 0, necesariamente ha de ser concava en

V3
(00,2 ) y (=
convexa en (—oo, ——— —,
NEIRAWE

T

—1/\7§ ;/\/E X

+00).

v
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Ejemplo 2.56 2

Representacion grafica de f(z) = —°
a8 - 1L

Dominio de definicién: (—oo, —1) U (=1 + c0)

Corte con el eje OY: f(0) =0, luego la gréfica corta al eje OY en (0,0).

Corte con el eje OX: el tnico es (0, 0).

Signo de la funcidn: teniendo en cuenta que el numerador es siempre negativo, claramente se tiene que:

{f(x)>Osix<—1

flz)<0siz> -1

Asintotas horizontales:

2 2
, =aF , —aF
lim =—00 lim = 400
z—+oo £+ 1 z——oc0 ¢+ 1
Es decir, la funcién no tiene asintotas horizontales.
Asintotas verticales: es claro que tiene la asintota vertical x = —1. Veamos los signos:
—x? —x?
lim = —00 lim = 400
z—(—-1)*t x+ 1 z—(-1)- x+ 1

2 2

Asintotas oblicuas: puesto que =(—x+1)— ——,seve que y = —x+ 1 es asintota oblicua de .
pu que —= (—x+1) T e veauey x4+ in icu i
En efecto:
—g?
m ZEL o 2 = 1= lim
z—+oo T z—too x4+ 1 z——o0 x4+ 1
2 2 2 2
im x — (—z) = lim x + 2z = lim i e im =1= lim
z—+oo x4+ 1 z—+o00 x4+ 1 z—+00 x+1 z—+oo x4+ 1 z——oc0 T+ 1
lo que prueba que, efectivamente y = —x + 1 es asintota oblicua, tanto para x — 400 como para T — —o0.
Derivada:
(@) —2z-(x+1)—(-2?) —-22-2z —z(z+2)
xTr) = = =
(x+1)2 (x+1)2 (x+1)2

que se anula para x = 0 y para © = —2.

Crecimiento y decrecimiento: Puesto que el denominador de f’, (x + 1)2, es siempre positivo, se tiene que

f'(x) <0en (—o0,—2) f es decreciente en (—oo, —2)
f'(x) >0en (—2,—-1)U(=1,0) y por lo tanto que f es creciente en (—2,—1) U (—1,0)
f'(z) <0en (0,00) f es decreciente en (0, 00)

A

y
Extremos: como consecuencia de lo anterior se tiene

que f tiene un minimo en z = —2, en el cual
f(=2) =4, y tiene un méximo en x = 0, en el cual f(0) = 0.
Derivada segunda:

—2
1/
)= ———=
(@) (x +1)3
Convexidad y concavidad: el numerador es siempre negativo. 0
Es obvio que: 2 1 X

f(x)” >0siz<—1 (convexa)
f(@)"<0siz>—-1 (comcava)
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Ejemplo 2.57 2

Representar graficamente la funcién f(z) = 296 T
2 —

Dominio de definicién: la funciéon esta bien definida ex-
cepto cuando 22 — 1 = 0, es decir, cuando = = +1. Luego
el dominio es D = (—o0, —1) U (—1,1) U (1, +0c0)

Corte con el eje OY: el corte de la gréfica de la funcion
con el eje OY se produce en el punto (0, f£(0)) = (0,0).
Corte con el eje OX: f(z) = 0 & 2 = 0, es decir
xz=0.

Signo de la funcién: el numerador, z2, es siempre posi-
tivo. Luego el signo de la funcién coincide con el signo del

denominador:

?-1<0 & 22<1 & ze(-1,1).
Es decir,

f(z) > 0en (—o0,—1) U (1,00)

f(z) <0en (—1,1)

Asintotas horizontales:

7. 2 7. x2

lim = lim ——=1
T—>+00 $2 —1 T—>—00 $2 —1

Es decir, y = 1 es asintota horizontal de f para x — 400 y para x — —oc.

Asintotas verticales: las posibles asintotas verticales son x =1y x = —1.
If © If o
fm = +o00, m ———=-00
z—(—1)— 2 —1 z—(—1)+ 2 —1
. e . o
lim —00, lim —— =40

eo()- 22— 1 e—)t 22 —1

Asintotas oblicuas: no hay, ya que hay horizontales, tanto para x — +0o como para x — —o0.
Derivada:
(=) 2z(z% — 1) — 2z 22 —2z
T) = =
(22 — 1) (2% — 1)

que solo se anula para x = 0.

Crecimiento y decrecimiento: Claramente se tiene que:

f'(z) > 0 para © < 0 = f es creciente en (co,—1) y en (—1,0).

f/(z) < 0 para x > 0 = f es decreciente en (0,1) y en (1, 00).

Extremos: como consecuencia de lo anterior se tiene que en x = 0 (punto en que se anula la derivada) la
funcion tiene un maximo local. No tiene méas extremos, ya que la derivada no se anula en mas puntos y la
funcién es derivable en todos los puntos en los que esta definida.

Derivada segunda:

won —2-(2®2=12+42z-22?-1)2z -2-(2>—-1)+8z> 622 +2
fie) = (22 —1)* D (TR (2

Convexidad y concavidad: 622 + 2 es siempre positivo; (z2 — 1)3 es positivo cuando |x| > 1 y negativo si
|z| < 1. En consecuencia f” es positiva y por tanto f es convexa (U) en (—oo, —1) y en (1,00) y f” es negativa
y [ es concava (N) en (—1,1)
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Ejemplo 2.58

T _ 9
Representar graficamente la funcion f(z) = c

et — 1

Dominio de definicién: la funciéon esta bien definida ex-
cepto cuando e® — 1 = 0, es decir, cuando x = 0. Luego el
dominio es D = (—00,0) U (0, +00)

Corte con el eje OY: no hay, ya que la funcién no esta
definida en z = 0.

Corte con el eje OX: f(z) =0 & e® —2 =0, es decir x*
xz = In(2).
Signo de la funcién:
r—2
En (—00,0), ¥ <1 < 2, luego € 1 > 0.
el‘ —
£ -2
En (0,1n(2)), se tiene 1 < e* < 2, luego € <0
61 —
5 g
En (In(2),00), se tiene 1 < 2 < €%, luego em 1> 0
& —
Asintotas horizontales:
, e’ —2 , r—2
Ii =1 Ii =2

Es decir, y = 1 es asintota horizontal de f para x — 400 e y = 2 lo es para * — —o0.
Asintotas verticales: la tunica posible asintota vertical es © = 0, es decir, el eje OY,
=2 et —2

+00 lim = —0
’ z—0t+ et —1

lim =
z—0— e — 1

Asintotas oblicuas: no hay, ya que hay horizontales, tanto para x — +00 como para £ — —o0.

Derivada:
ev(e” —1) —e"(e® — 2) e’

o= — ~@1»

que no se anula en ningtn punto.

Crecimiento y decrecimiento: La derivada es siempre positiva, ya que lo son numerador y denominador.
Por tanto f es creciente en cada uno de sus intervalos de definicion.

Extremos: como consecuencia de lo anterior se tiene que f no tiene extremos locales, puesto que la derivada
no se anula en ningin punto y no hay otros posibles extremos, dado que f es derivable en todos los puntos en
los que esta definida.

Derivada segunda:

Fi(a) = e®(e® —1)%2 — 2e%(e® — 1)e® _ e®(e* — 1) — 2e%e” _ 2 — = 9Pe _ —e?* — e” _ —(e2® + %)
(=17 (17 @-1F @-1°  (@-1F

Convexidad y concavidad: Hay que estudiar el signo de la derivada segunda.
El numerador, —(e?* + ¢%) < 0 Vz € R. El denominador, (e® — 1)? es negativo en (—o0,0) (ya que e® < 1),
y es positivo en (0,400) (ya que e* > 1). En consecuencia

{ f"(z) > 0en (—o0,0)
f"(z) < 0en (0,+00)

Luego f(x) es convexa (U) en (—o0,0) y concava (N) en (0, +00).
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2.9 Aproximacién de funciones por polinomios: polinomio de Taylor

En muchas ocasiones interesa sustituir una funcion (més o menos complicada o “dificil” de calcular) por otra
funcién maéas sencilla que “se parezca” a ella (en algtn sentido a precisar). Estas funciones méas sencillas con
frecuencia son polinomios, debido a que su evaluacion solo requiere hacer sumas y multiplicaciones.

El “parecido” del polinomio con la funcién se puede buscar de distintas formas: podemos requerir que el polinomio
se parezca mucho a la funciéon cerca de un punto dado o bien que se parezca “en algo” de forma més global (un
intervalo, por ejemplo). En esta seccién nos interesamos por la primera de estas opciones: un polinomio que se
parezca mucho a una funcion cerca de un punto dado.

Comenzamos por el caso més sencillo: sustitucion de una funcién por una recta.

2.9.1 Aproximacion lineal

Recordemos el concepto de recta tangente a una curva y = f(x) en un punto dado = = ¢: Es una recta que
“toca” a la curva y = f(x) en el punto (¢, f(c)) con igual pendiente que la curva. La ecuacion de esta recta se
puede obtener facilmente conociendo el valor de f(x) y de su derivada f/(z) en el punto z = ¢:

y=fle)+ f(c)(z—0)

Figura 2.20: Curva y = In(x) y su recta tangente en el punto = 1, de ecuacion y = x — 1.

Como se puede observar, la recta tangente, cerca del punto de tangencia, “se parece” mucho a la funcién. Por
ejemplo, en el caso de la Figura 2.20, en el punto = 0.95 el valor de f es f(0.95) = —0.0513 y el valor en el
mismo punto de la tangente es 0.95 — 1 = —0.05.

Esto sugiere la idea de que, cerca del punto z = 1, se puede aproximar la funcion y = In(z) por su tangente en
dicho punto y = x — 1. Obviamente, esta aproximacion solo es valida si x esta cerca de 1, es decir, si |z — 1| es
suficientemente pequeno.

Con caracter general,

Aproximacion lineal de y = f(z) en z = ¢

Si f(x) es derivable en 2 = ¢, se llama aproximacion lineal de f(z) en z = ¢ a la funcién

h(z) = f(c) + f'(c)(z — ¢)

Esta técnica puede ser util para calcular aproximadamente el valor de una funcién en un punto cercano a otro
en el que se conoce el valor de la funcion y su derivada, como en el Ejemplo 2.59.
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Pero es sobre todo ttil cuando se desea, para calculos ulteriores, sustituir la expresion de una funcion f(z) cerca
de un punto, por la expresion de una funcion méas “manejable” (su recta tangente), como en el Ejemplo 2.60.

Ejemplo 2.59
Calcular una aproximacion lineal de f(z) = \/z y utilizar dicha aproximacién para calcular el

valor de /50 (sin calcular raices).

1
Puesto que la derivada de f(z) = /z es f/(x) = —=, la aproximacion lineal de f cerca de un punto a es:

2v/z
hu%=ﬂ®+fﬁmx—ﬁzvg+%§§

En particular, para x = 49, se tiene v49 =Ty

’ . w=49 xr —49
h(z) = f(49) + f'(49)(z — 49) = V49 + e =74 =

5049 1

Entonces, se puede aproximar /50 por el valor A(50) = 7 + 11 7+ 1 ~ 7.0714

Ejemplo 2.60
Calcular una aproximacion lineal de f(z) =senxz cerca de = = 0.

Puesto que la derivada de f(z) =senz es f'(z) = cosz, la aproximacion lineal de f cerca del punto x = 0 es:
h(z) = f(0) + f'(0)(z — 0) = sen0 + (cos0) z = x

Es decir, cerca de x = 0, la funcién sen x se aproxima linealmente por la recta y = x.
De hecho, es esta una sustitucion frecuente, valida para valores pequenos de x.

2.9.2 Polinomio de Taylor

Ya se ha visto, en la subseccion 2.9.1, cémo se puede utilizar la recta tangente para aproximar linealmente una
funcién cerca de un punto.

Podemos pensar que obtendremos una mejor aproximacion si aproximamos f no ya por un polinomio de grado
1, sino por un polinomio de grado 2. Nos planteamos ahora construir el polinomio de grado 2 cuya primera y
segunda derivadas en ¢ coincidan con las de f. Denotemos este polinomio por

to(x) = as(x — ¢)* + a1 (x — ¢) + ap.

Sus derivadas primera y segunda son th(x) = 2az(z — ¢) + a1 y t5(z) = 2as.

Y los valores de ta(x), th(z) y th(z) en z = ¢ son:
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ta(c) = ag, th(c) =a1, t5(c) = 2as.

Lo que deseamos es que to y sus derivadas tomen los mismos valores que f y sus derivadas en z = ¢. Imponiendo
estas condiciones, se tiene:

ta(c) = ao = f(c)
ty(c) = a1 = f'(c) .
th(c) =2as = " (c) = az = if”(c)

Asi pues, el polinomio que buscamos es:
1
ta(w) = 5" ()@ = ¢)* + f'(e) @ = ) + f(0).
Con caracter general, repitiendo este proceso, podemos construir un polinomio de grado n (cualquiera),

tn(z) = an(z — )" + -+ az(x — ¢)® + as(x — ¢)* + a1 (x — ¢) + ag

cuyas derivadas sucesivas en x = ¢ hasta las de orden n coincidan con las de f.

Las derivadas de t,, y su valor en & = ¢ son

th(z) = an(x — )" +-az(x —c)® +ag(x —c)* +ar(x —c) +ag = tu(c)=ao= flc)
t(2) =nay(x —c)" ' +---3az(z — ) + 2a2(x —c)+a; = th(c)=a = f(c)

t//

n

() =n(n—Da,(x —c)" 2 +---+6az(x —c) +2a2 = t'(c)=2as=f"(c)
t"(x) =n(n —1)(n —2)an(x —c)" > +---6az = t(c) =6az =3 2a3 = f"(c)

En general, la derivada k-ésima de t,, es

t =nn-1)...(n—k+Dap(z—c)"F+-+Ka = tHe)=k" ar =)

n

Si k es un nimero entero positivo, la expresion k! se lee k factorial y representa el producto de k por todos los
enteros positivos menores que k:

Kl=kx(k-1)x(k—-2)x(k—=3)---x3x2x1

Por ejemplo, 7' =7 x 6 x 5 x 4 x 3 x 2 = 5040.

Despejando los valores de ai, as, ...a, de las igualdades anteriores, finalmente se encuentra la expresion de
tn(x):

() = F@) + F(@)(@ — ) + 57w — o)+ + (e — )"

Polinomio de Taylor de f(x) en torno al punto c

Es el polinomio

ta(®) = O+ F(O@ =) + 3£/ =+ + ) =",

que coincide con f y con todas sus derivadas hasta la de orden n en el punto z = c.

En particular, la recta tangente en x = ¢ es el polinomio de Taylor de orden 1 en x = c.
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Para muchas funciones los sucesivos polinomios de Taylor proporcionan aproximaciones a f que mejoran al
aumentar el grado n. Obviamente deben ser funciones que sean derivables hasta cualquier orden en z = ¢ (se
dice que son indefinidamente derivables).

Ejemplo 2.61
Construir el polinomio de Taylor de orden 4 de la funcién exponencial f(z) = ¢* en x = 0.

Su derivada coincide con ella misma: f/(z) = e, y por tanto todas sus derivadas de cualquier orden también:
fM(x) =e*, Vn=0,1,2,---. Por tanto,

f")(())zl’ vn:oa1a27“'a

y su polinomio de Taylor de orden 4 en x = 0 es

1 1 1 1 1 1
t4(x):1+x+ax2+§x3+jx4:1+m+§x2+6m3+ﬂx4

0l. taylor grado 4

X
25 5 = gl 05 0 05 1 15 2

2.9.3 Estimacion del error que se comete al aproximar una funcién por su poli-
nomio de Taylor

Es importante poder determinar el error que se comete al aproximar una funcién por su polinomio de Taylor.
En otro caso, la aproximacién quedaria en buena medida indeterminada. Este error viene dado por la siguiente
expresion:

1
' FOH (&) (x —¢)™,  para cierto punto ¢ € (min{z, ¢}, max{z, c}). (2.2)

f(x) —tp(x) = m+i)

La expresion € € (min{z, ¢}, méx{x, c}) significa que & esta entre x y ¢, independientemente de cual de los dos
es mayor que el otro.?

La expresion del error es parecida a la expresion del término correspondiente a n+ 1 en la expresion de t,,41(z).
Esto ayuda a recordarla.

La igualdad anterior (2.2) para la expresion del error del polinomio de Taylor presenta una situacién muy
habitual en el analisis mateméatico: se puede demostrar rigurosamente que existe un punto ¢ entre x y ¢ para
el cual es cierta la igualdad, pero no se sabe cual es ese punto.

Entonces, para qué sirve? O —mejor planteado— ;podemos extraer alguna informacion ttil de la igualdad (2.2)
a pesar de no saber cual es el punto £7

La respuesta es: si podemos, siempre que podamos saber cudles son los valores maximos que puede tomar
| f(" V(&) entre z y c.

2 La ¢ es la decimocuarta letra del alfabeto griego y se pronuncia [ksil.

Matematicas Generales Aplicadas a la Bioquimica - Grado en Bioquimica Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla



https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

2. Funciones: continuidad y derivabilidad 69

Ejemplo 2.62
Estimar el error que se comete cuando se aproxima el valor de e~2 por el valor del polinomio
de Taylor de grado 4 en z = 0.

El polinomio de Taylor de orden 4 de la funcién e en torno a x = 0 es, como hemos visto antes

1 1 1
ta(z) =1+z+ 5172 + 6:173+ ﬂx4
2

Segun la formula (2.2), el error que cometemos si lo utilizamos para aproximar e~ 2 es

1 1
ot G2 = meg(—Z)4+1 = ae£(—2)5 para cierto £ entre — 2 y 0.
Normalmente, lo que interesa del error es su valor absoluto, asi que:
le™2 —t4(—2)| = 1 et (—2)41| = l6525 — ge§ para cierto £ entre — 2 y 0.
(44 1)! 5! 1207

El punto £ no es conocido, pero si sabemos que esta entre —2 y 0 ( es decir, en el intervalo (—2,0)). Puesto
que €” es creciente, el maximo valor que puede alcanzar e en (—2,0) es ¢° = 1 Por ello, podemos estimar (o
sea, acotar) el error cometido por

2 § < 32

—2
oty (=2) = 22~ 0.2666.
e (=2 = 755 < 19

Se puede usar la expresion (2.2) para aproximar una funciéon con un error predeterminado mediante su polinomio
de Taylor.

En el caso del ejercicio anterior, si, por ejemplo, queremos aproximar el valor e~2 con 6 cifras decimales exactas,

nuestro objetivo sera determinar n de modo que |e™2 — t,,(z)] < 1075. Segtin la estimacion (2.2), bastara que

1 2gein < g0,
(n+1)! -
Ahora bien, e72 < €? = 1, luego
n+1
;6*22(7”1) < £ <1076,
(n+1)! (n+1)! —

Un célculo muestra que si n = 13, el error es 1.88 x 10~7 = 0.000000188 y si n = 12, el error es 1.31 x 1076 =
0.00000131.
2

Tomamos, pues, n = 13, con lo que t13(—2) = 0.1353351175573398 proporciona una aproximacion a e < =
0.1353352832366127 con, al menos, 5 cifras decimales exactas.
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2.10 Optimizaciéon

La optimizacién matematica trata de resolver problemas en los que interesa maximizar una determinada
cantidad (por ejemplo, un beneficio, una velocidad, la eficiencia de un sistema,. .. ) o por el contrario minimizar
algtn criterio (por ejemplo, un coste, un riesgo, el tiempo empleado en algo, ...).

La cantidad 6 criterio a optimizar suele venir dado por una funcién dependiente de una o varias variables a la
que con frecuecia se llama funcién coste o funcion objetivo. Se trata, pues, de encontrar para qué valores
de las variables se produce el maximo (6 minimo) de la funcion coste.

Con mucha frecuencia, en este tipo de problemas las variables de las que depende la funcién beneficio no son
completamente independientes: deben verificar ciertas condiciones, denominadas restricciones. Normalmente,
a partir de dichas restricciones, se puede encontrar la dependencia de alguna variable respecto de las otras.

Ejemplo 2.63
Encontrar las dimensiones que debe tener un rectangulo de perimetro igual a 4cm para que
su area sea lo mas grande posible.

Las dimensiones del rectagulo son base, a la que llamaremos z, y altura, a la que llamaremos y. Ambas son
las variables que intervienen en este problema.

El perimetro de un rectangulo (suma de las longitudes de sus lados) viene dado por P(z,y) = 2z + 2y. Su area
viene dada por A(z,y) = z - y. Obviamente, ambas dimensiones deben ser nameros estrictamente positivos.
El problema que se plantea es:

Maximizar A = xy

sujeto a Pz,y) =2z +2y =4
x>0, y>0

A partir de la restriccion 2z 4+ 2y = 4 se puede deducir la dependencia de y con respecto de z (o al contrario,
de x con respecto de y):

42z
2
En consecuencia, puesto que para los rectangulos «admisibles» (aquéllos cuyo perimetro es de 4 ¢cm), la dimen-
sion y viene dada a partir de la dimensién z, su area se puede escribir

20 +2y =4 <= y =A=a

A=zy=2(2—-1x)

y el problema de optimizacion anterior se escribe ahora, en funcién de una sola variable:

Maximizar A = z(2 — z)
sujeto a x > 0

Para resolver este problema hay que hallar el maximo global de la funcion A(z) = (2 — z) en el intervalo

(0, +00).

La funcién A es continua y derivable en todo el intervalo (0, +00). Se tiene

A’ > 0en (0,1)

/ _ o — i
A'(z) =2 — 2z, que solo se anula para z =1 y se tiene { A" < 0 en (1,400)

Estéa claro, pues, que A tiene un méximo local en z = 1 y este es el tnico candidato a maximo global, ya que
los extremos del intervalo no estan incluidos en el mismo.

Asi pues la dimension z (base) optima es = 1. La altura éptima serd y =2 —z = 1.

Solucion: el rectangulo de perimetro 4cm y drea méxima es un cuadrado de lado lcm.
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Ejemplo 2.64

Un conservero debe fabricar botes cilindricos de 1 litro para envasar tomate frito. Determinar
las dimensiones que debe tener el bote para que se fabrique con la menor cantidad posible de
hojalata.

En primer lugar identificamos los datos del problema: las dimensiones de un cilindro son el radio de su base,
que llamaremos r y su altura, que llamaremos y. Utilizaremos como unidades los centimetros.

El volumen del cilindro es igual al &rea de su base (772) multiplicada
por la altura del cilindro (y):

Viry)=nrly

Por otro lado, la superficie total de la lata esta formada por la superficie y
cilindrica més las dos tapas circulares.

La superficie cilindrica, desarrollada, es un rectangulo de base igual a
la longitud de la circunferencia de la base (277) y de altura y, luego su
area (longitud de la base por la altura) es 27ry.

El area de cada tapa es mr2.

Finalmente, pues, el drea total de la superficie que rodea la lata es:  A(r,y) = 2mry + 2772
De lo que se trata, pues es de resolver el problema:

Minimizar A(r,y) = 27ry + 2772

2. T 3
sueo V(r,y) =7r?y =1000 (1litro = 1000 cm®)
r>0, y>0

De la restriccion V(r,y) = 1000 se puede deducir la relacion que liga r con y:

1000
V(r,y) =mr?y=1000 dedonde y=

mr2

Sustituyendo esta expresion de y en funcion de r en la formula del area total de la superficie nos queda esta
iltima expresada solo en funciéon de r:

1000 2000 2000 + 2773
A(r) = 2mry + 2mr? = 2mr —— + 277 = + 22 = 200 5 2
wr r r

De lo que se trata, pues, es de encontrar para qué valor de r se consigue que esta area sea minima:

2000 + 2773
Minimizar A(r) = 00+ 2mr
T
sujeto a r > 0

es decir, de calcular el minimo de la funcién A(r) en (0, +00). Esta funcién es continua y derivable en (0, +00)
y se tiene:

2000 + 2713 3 2000 + 2713
lIlm ——— =+4+o00= lim ———
T—>—00 T r——+00 r
6mr3 — (2000 + 2713 473 — 2000 2000
La derivada A'(x) = il 2 ) I - se anula para r = ¢ e ~ 5.42 cm que solo
T

puede ser un minimo debido a que A tiende a +o0o en los extremos del intervalo (0, 4+00) y no hay mas puntos
criticos.
En consecuencia, el radio 6ptimo para la base de la lata es de 5.42 cm y la altura correspondiente es

_ 1000 1000

= ~ ~ 10.83
mr2  w-(5.42)2

En resumen, las dimensiones 6ptimas de la lata son:

Radio de la base = 5.42cm y altura = 10.83 cm
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Ejemplo 2.65

Se desea construir una nave industrial de base cuadrada y cubierta plana cuyo volumen sea
V = 100m?. Los costes de construcciéon son de 100 euros por cada m? de pared lateral y de 200
euros por cada m? de cubierta. ;Cémo deben elegirse las dimensiones de la nave para que el
coste de construccién sea minimo ?

Las dimensiones de la nave son: la longitud del lado del cuadrado que forma la base, que llamaremos z y la
altura de la nave, que llamaremos y. Utilizaremos como unidad de longitud el metro.
El volumen encerrado dentro de la nave viene dado por el 4rea de la base multiplicada por la altura. El area
de la base es x2, luego

V(z,y) = z°ym®
Por otra parte, la nave tendra 4 paredes iguales, cada una de las cuales tiene un area de xy, luego el area total
de las paredes es 4zy. La cubierta tiene la misma area que la base: 2.
El costo de construccion, por lo tanto vendra dado por:

C(z,y) = 100 4zy 4 200 2% = 400zy + 2002>
El problema que se desea resolver es, en consecuencia:

Minimizar C(z,y) = 400zy + 200z>

2,
sujeto a { Vi) =@y =100
z,y >0

De la restriccion 2%y = 100, que impone una relacién entre las variables, se puede despejar (por ejemplo) la

variable y en funcién de la variable x:
100
V==
Entonces, sustituyendo esta expresion de y en funcion de x en nuestro problema, este se reduce a uno de
minimizacién en una variable:

100 40000
{ Minimizar C(v) = 4000~ + 20002 = == + 200z

para z € (0, +00)

Se trata, pues, de calcular el maximo de la funcion C(z) en el intervalo (0, —oo). Esta funcion es continua y
derivable en (0, +00) y se tiene

40000 40000
lim 420022 =400y lim + 20022 = 400
z—0t X r—+00 x
—40000 —40000 + 400>
Su derivada C’(z) = = +400x = % se anula cuando —40000 + 40022 = 0, es decir, para

4140000 4 . [ es decreciente en (0, v/100)
=4/——— = V100 t 2
o 400 V100 y se tiene f es creciente en (+/100, +o00)
Es claro, por lo tanto, que C(z) tiene un minimo local en x = v/100 que, por lo visto antes, también es minimo
global en el intervalo (0, 400). Asi pues, la solucién al problema es z = v/100 y en consecuencia

100 100 100
y=—5 = 7 = 7o = 1001 = V100
x ( 3/100) 100

La opcién 6ptima es construir una nave con forma de cubo de lado +/100.
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Ejemplo 2.66
Se estima que el precio de mercado de un cierto producto ganadero durante el ano préximo
vendra dado por la funcién

p(t) = —2(t +1)(t — 13), t € [0,12]

donde la variable t representa el tiempo medido en meses. Por otra parte, el coste de producciéon
de dicho producto viene dado por

c(t) =4+20In(1+1t), tel0,12]

Se desea calcular cuil es el momento 6ptimo para poner a la venta el producto obteniendo el
maximo beneficio posible.

El beneficio obtenido al poner a la venta el producto en el instante ¢ vendra dado por la diferencia entre el
precio de venta y el coste de produccion, es decir

f@t)=—2(t+1)(t—13) —4—201In(1 +t) = —2¢* + 24t + 22 — 20In(1 + ¢)

Es preciso, pues, hallar el maximo absoluto de esta funcion en el intervalo [0, 12].
Los candidatos (puntos que hay que estudiar) son:

= los maximos locales
= los extremos del intervalo

La funcion f esta definida y es continua y derivable en el intervalo [0, 12], ya que el argumento del logaritmo,
(1+1), es positivo en dicho intervalo.
En los extremos del intervalo se tiene

f0)=22,  f(12) = —488 + 488 + 22 — 20In(13) ~ —29.3

Veamos en qué puntos se anula la derivada (puntos criticos):

1
Flt)=—4t+24-20—— =0 & (—4t+24)(1+1)=20 & —42+20t+4=0

1+1¢
o, “0EVIOTEE _ [ 1=t =~52
o —8 B t:t2:%—0.2

Obviamente, solo el punto ¢; pertenece al intervalo [0, 12], y para él se tiene
f(t1) = f(5.3) =56.2

de donde se deduce que el maximo beneficio se obtiene vendiendo tras 5.3 meses.
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Tema 3

Integracion

Version: 1 de octubre de 2019

3.1 La integral indefinida: calculo de primitivas

La integral indefinida 6 calculo de primitivas es, en cierto modo, un proceso “ inverso” al de calcular la derivada
de una funcién. Dada una funcion f(x) nos planteamos jes f la derivada de alguna funcion? Y, si lo es, jcomo
podemos calcularla?

Primitiva de una funcién
Sea f : (a,b) = R una funcién. Si F : (a,b) — R verifica que F’ = f, se dice que F' es una primitiva de [y
se escribe

[ 1@ do=F )

Esta definicion lleva implicito el hecho de que F' es derivable en (a,b).

Ejemplo 3.1

1. Sea f(x) =0, Va. Es obvio que F(z) = 1 es una primitiva de f, ya que F'(z) =0 = f(x). Pero también
F(xz) =9 es una primitiva de f.

2. Sea f(z) = 2x. Es obvio que F(x) = 22 verifica F'(z) = 2z = f(x) y que, por lo tanto, F es una
primitiva de f. Pero también F(z) = 2% + 3 es una primitiva de f. De hecho, cualquier funcién de la
forma F(x) = 22 + C, con C € R cualquiera, lo es.

3. Es obvio, asimismo, que F'(z) = senz es una primitiva de f(z) = cosx y que, también, cualquier funcién
de la forma F'(z) = senx + C, con C € R cualquiera, lo es.
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Diferencia de dos primitivas
Si Fy y F5 son dos primitivas de la misma funcioén, f, entonces su diferencia es una funcién constante:

B -FK=C

Dicho de otro modo, si F' es una primitiva de f, cualquier otra primitiva es de la forma F(z) + C, siendo

C' € R una constante arbitraria:

/f(m)dx:F(m)+C, CeR

Ejemplo 3.2

1./4xda::2x2+0 3./e4mdx:ie4m+0

1
& p— w 4_ —_— p—
2./e dz = e® +C /Qﬁdx VT +C

Ejemplo 3.3
—dx
1
La funcion — tiene la primitiva obvia Inz, definida en (0, +00).
x

Sin embargo, veremos que tiene otra primitiva definida en el mismo dominio en que esta definida —. Sea:
o

_ _f In(—z) siz<0
f(:c)—ln|x|—{ In(x) siz>0

Esta funcion es continua y derivable en (—o0,0) U (0,400), y su derivada viene dada por:

— sizx <0 1 1
fllx)=9 1% =— Vze(-00,0)U(0,+0) = /;dm:ln|x|+0

— siz>0 L

3.1.1 Integrales inmediatas

A partir de la tabla de derivadas de las funciones elementales, sin méas que consultarla en sentido inverso,
podemos deducir cual es la primitiva de unas cuantas funciones sencillas, que se exponen en la tabla de inte-
grales inmediatas que se incluye més abajo. También figuran en la tabla las integrales, consideradas también
inmediatas, que se resuelven utilizando en sentido inverso la Regla de la Cadena.
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Funciones compuestas Supongamos que F es una primitiva de f, es decir, que F'(z) = f(x).
Sea h(z) = F(g(x)). Se tiene, por la Regla de la Cadena,

W(z) = F'(g(z)) ¢'(x) = f(g(2)) g’ ()
luego

[ 6@ g @ o= [ Flg@)g(@)dn = [ ()ds = ha) + € = Fgla)) + €
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PROPIEDADES ‘

SikeR, /k‘f(x)dx:k/f(x)dw

Cambio de variable

Integracién por partes

TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS

Funciones elementales ‘ Funciones compuestas

1

H o @ _ a+1 . _ o ./ _ a+1
Si o # 1,/x dx ari” +C Si o # 1,/g(x) g'(x)dx Oé_'_lg(ac) +C
[ ir=mplrc L g(@)de =Tngw)| + C
v g(x)
/ez do=c"+C 9@ ¢ (z) da = 9@ + C

1
/a’”dm:—aw—i—C
Ina

1
a?@® ¢ (z)dx = — a9® 4+ C
Ina

/senmdm =—cosz+C

sen(g(x)) ¢'(z) dz = — cos(g(x)) + C

/cosxda::senaH—C’

cos(g(z)) ¢'(x) dx = sen(g(x)) + C

— | — [ —

/ COiZ x do=tgo+C 6082(19(58)) g’(x) = tg(g(m)) +C

/ seiQ " dr = —ctgz + C senz(lg(a:)) g (z)dx = —ctg(g(z)) + C

/;dx =arctgz + C L g (z)dz = arctg(g(z)) + C
1+ 22 1+ g(z)?

/ L dx = arcsenz + C 1 g (z) dx = arcsen(g(z)) + C
V1—a? 1— g(x)?
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Ejemplo 3.4
["(3962 —z+ 4) dx

Se trata de una suma de integrales inmediatas, ya que cada sumando es una potencia de x:

1
/(3x2—:c—|—4) dx:/3x2d:r—/xd:c+4/dx:m3—§x2+4x+0

EJ7.T.L910 ?’ﬁ

3

Desarrollando la fraccién, se convierte en una suma de potencias de x:

2 _ 2
/I\/EdiE:/ xf—@ d:rz/ l—af‘r’/Q dx:/ld:r—/:zfsmdx
ik 3 3 T -

FH L O lnfo| - L 22 p o= 2 1
;5+1z2 +C =n|z| _3/2x +C’—ln|x|+3\/ﬁ+0

2

=1In|z| —

1
/(36_2”” + =+ xQ\f) dr = / (36_2”” +a7? +4$_5/2) dr = 3/6_290 dac—l—/ﬂﬂ_2 dx+4/x_5/2 dx

El segundo y tercer sumando son integrales de potencias de . En la primera integral, multiplicando y dividiendo
por —2 se tiene la derivada de e=2%:

=2 3 3
—2 —_ =2 — —9 —2 — _ T, 2
3/6 dx 3/_26 dx _2/ e dx 26

Luego se tiene

1 3 1 1 -5
3 —2x d _ _ = —2x —241 4 T+1 C
/(e T+ = +x2\f> 1 26 +7(_2+1)m 4 7_25+1x +
3 -2 3 1 8 1
= e _ gl " 0=—ZeT____ _—_4C

2 3 2 X 3 \/x?’
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Ejemplo 3.7
fZen rcosx dx
Se observa que cos z es la derivada de senx y que se trata de una integral del tipo / g(z)* ¢'(z) dx para o = 1

y g(z) = sen(x), para la cual se tiene

En consecuencia,

1
/senxcosxdx = 5 SGHQZC—FC

Ejemplo 3.8
/T:‘L'\/ 1+ 522 dx

Se observa que la derivada del radicando 1 + 522 es 102 y que si en la integral multiplicamos y dividimos por

10 tenemos:
10 1
/x\/1—|—5z2d1::/E$\/l+5x2d$:E/le\/l—FE/)deCE

Es decir, para g(z) = 1 + 522, tenemos:

1 1/2 1 1 i+ 12 3/2
— de = — C=—- C
19 | 9@ g (@) dr = 15 e 9(@)*" +C = 75 59(@)"" +
Luego, finalmente
12 1
/x\/l +5u2dr = 5 = (1+ 5z2)3/2 4 C = = V(1 +522)3 +C

Eje plo 3.9
/‘T‘ dx
J z—1
Observando que la derivada de © — 1 es 1 se ve que tenemos una integral del tipo

/ﬁg’(x) dx =1In|g(z)| + C

luego

1
/ de=ln|z -1+ C
z—1

3.1.2 Cambio de variable

En muchas ocasiones, para calcular integrales suele ser tutil utilizar la técnica del cambio de variable. Esta
técnica consiste en elegir como nueva variable una cierta funcion de la actual y sustituirla en la integral, buscando,
naturalmente, encontrar asi una integral mas fécil de calcular. Para ello, conviene conocer una notacion diferente
para la derivada de una funcién:
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Observacién: notaciéon de la derivada
Sea y = f(z). Todas las notaciones siguientes representan la derivada de f:

d d d
= pa)= Y- T

d
= %f(m)

d
dy se lee «diferencial de y» y dx se lee «diferencial de z». d—y se lee «derivada de y con respecto de x».
x
dx dx
con funciones que dependen de més de una variable, en cuyo caso es necesario especificar respecto de qué
variable se esta derivando.

d
=7 f(x) se leen « derivada de f con respecto de x” y cobran pleno sentido cuando se trata
oz

Cambio de variable

dt
Si llamamos t = g(x), con la notacion — = ¢'(x), y tratando dx y dt como si fueran cualesquiera variables,

dx
se puede escribir dt = ¢'(x) dx.

Entonces se tiene, sustituyendo en la integral g(z) por ¢t y ¢'(x)dx por dt:
[ e )da= [ seyar

Luego, si F' es una primitiva de f, se tendra /f(t) dt = F(t) + C, y por lo tanto

/ Floe)) g/ (@) do = / f(t)dt = F(t) + C = F(g(x)) + C

Eje p].g) 3.10
dx
J 2x+1

1
Eligiendo t = 2z 4 1 se tiene dt = 2dx o lo que es lo mismo idt = dzx, luego

3 1 11 3
/2x+1dac 3/2x+1dx 3/t2dt 5 njt|+C=tP?+C=h/|t3P+C=|ln\/[2z+13+C

Eje plci 3.11
/ﬂ dx
(z —2)?

Eligiendo t = x — 2 se tiene dt = dx, luego

1 I S U IR B
/($72)2dx—/t2dt—/t dt=—t"1+C=--+C= +C
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Eje pl(i 3.12
e 12
(x + 3)4
Eligiendo t = x + 3 se tiene dt = dx, luego
1 1 1 —1 —1
—— _de= | Sdt= [ ttdt=—t3+C=—+C=|— - +C
/kx+$4x 4 / L T 3@+3p T
Eje p1013.13
——dx
/T‘(2x + 3)2

1
Eligiendo ¢t = 2x + 3 se tiene dt = 2dx, o bien 3 dt = dx, luego

1 11, 1 [1 11 T 1
= de=ii@t=: [ ia——-ctC=|-2 " +C
y/@x+®23:l/ﬁ2 z/ﬂ 21 " 225 +3

Ejemplo 3.14
/ x
———dx
2 +1

1
Eligiendo ¢t = 22 4+ 1 se tiene dt = 2z dz, de donde 3 dt = x dx, luego

2+17%7 ) 12 2

11 1 (1 1 /1 1
/ i d—/ﬂfﬁ:f/Zﬁzi/;ﬁ:§mm+czmmm+c:m¢m+c

=ln+/[z2+1|+C=|lnvaz2+1+C

La tltima igualdad se debe al hecho de que, puesto que 22 + 1 es siempre positivo, el valor absoluto en |22+ 1|
es superfluo.

Eje plk?T3.15
——d.
/2952 +3 .

1
Eligiendo ¢t = 522 + 3 se tiene dt = 10z dx, o lo que es lo mismo, Edt = xdx, luego

3z 1 11 3 1 3 3
_? gp=3) — (zde)=3 [ —di=— [Zdt= In|t|+C =| > In(52?
/5x2+3 i 3/ . (z dz) 3/t B T T nlt|+C T n(bz”+3)+C
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Eje pl% 3.16
f1 dx
312 +2

Este tipo de integrales se resuelven transformandolas en , que es la derivada de un arco tangente. Para

1
2 + 1
ello, en primer lugar se dividen numerador y denominador por 2, para tener en el denominador «algo»+1:

3 3/2 3 1

2
y ahora se hace el cambio gxz = t2, es decir, t = \/gx, y por tanto dt = \/gdx, de donde dx = \/;dt.

Sustituyendo en la integral se tiene

3 1 3 [2 1 1 30 1 3 3 3

S e dr =22 ———at= /2 dt =1/ arctgt+C =|4/2 arctg [ 1/ C

2/3362+1 x 2\/;/752—1—1 \/g/tz—kl \@arcg + \/;arcg<\/gm>+
2

Cual es el cambio conveniente para calcular una integral concreta suele ser una cuestiéon ardua para los que
se inician en integracion. Con un poco de practica se aprende a identificar un buen nimero de casos y a dar
con el cambio adecuado. En cualquier libro de célculo se pueden encontrar «recetas» para distintos de tipos de
integrales.

Una regla sencilla que funciona en muchas ocasiones es: hacer el cambio que elimine «lo que mas molestay. Los
siguientes ejemplos ilustran esta regla.

Ejemplo23.17
/"' P
J ¥1+2z2

En esta integral «lo que mas molesta» es, claramente, la raiz ciibica del denominador. Por ello es l6gico intentar
un cambio que haga que desaparezca, como por ejemplo  radicando = (nueva variable)?.

-1
Lo cual, en este caso, es 1 4+ 2z = t3, de donde  2dx = 3t2dt y x= 7

Sustituyendo resulta
<t3 —1 2 (t3 _ 1)2 )
? 1 z? 1 2 1[4 L[ (-1)
—— —dr=Z | ——2dz== | ~———Z 3t’dt== | — = 3t®dt == / ~ 7 3¢%dt
/mx 2/\3/1—1-23: v 2/ Fres 2/ ¢ 2 m

3 3 ﬁ 2 2t5)

2 3 _1)2 _3 6 _ 943 _§/ 7 _ o4 _ @ v A
—8/(t 1)tdt_8/(t+1 2t)tdt—8 "+t 2t)dt—8<8+2 =

Ahora es necesario deshacer el cambio de variable, es decir, sustituir t = /1 + 2z

z2 3 ., s 3 ., 2 6 ., 5
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Ejemplo \)3518

Jx
En este caso interesa un cambio que elimine las dos raices. Se puede conseguir cambiando x por una potencia
que sea miltiplo de los indices de ambas raices, en este caso el minimo comtn miltiplo de 2 y 3, que es 6.
Por tanto, se hace el cambio x = t%, de donde  dx = 6t° dt.
Sustituyendo resulta

1-— 1— 6 1 — 6/2 1_ 43
/ ﬁdm:/ \/F6t5 dtz/it&? dt:/ 615 dtz/(l—t3)6t3dt
Ve Vi 6/ 2

= /(6t3 —6t%) dt = gt‘* — gﬂ +C

Ahora hay que deshacer el cambio de variable, sustituyendo t = /x

1-Vz _§ 6 4_9 6/2:\7 _§6 4_§6 7 _ §6 4_§ 6
/ A do = (Y3 — () +0 = Vet S VaT +.C = | Vel — Zovfa+ O

Eje o .19
dx
/ p
1
Puede que interese hacer un cambio que elimine la raiz cibica. El adecuado es Inz = t2, de donde = da = 3t? dt
x

(t = VInx para deshacer el cambio). Sustituyendo resulta

54! 1 3 3 3
/ nxdx:/\/alnxfdx:/\/st33t2dt:/3t3dt:1t4+C=Z(31nx)4+C= Fna)*?+C
T T

(El cambio ¢t = Inz también serviria).

Maés adelante se presentan alguno ejemplos méas de cambio de variable.
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3.1.3 Integrales de funciones racionales

/Sg;dx

siendo p y ¢ dos polinomios. En el caso en que grado(p) > grado(g), lo primero que hay que hacer es dividir
ambos polinomios, para obtener

Se trata de integrales del tipo

q(z) q(z)

(c¢(z) es el polinomio cociente y r(x) es el polinomio resto de la division). Entonces se tendra

/]qjgidx:/(c(l‘)-ﬁ-;g;) dxz/c(m)dx—k/gggdx

Luego basta con saber como resolver integrales del tipo / M dx  con grado(p) < grado(q), ya que el otro

q(z)

p) T

sumando es solo la integral de un polinomio.

Reducciéon a fracciones simples

p()

Para resolver integrales / ——=dz con grado(p) < grado(q):

q(z)

1. Se factoriza el denominador, es decir, se expresa como producto de polinomios irreducibles.

2. Se escribe }% como una suma de fracciones simples, es decir, de fracciones sencillas de una de las
q(z
dos formas siguientes
A Az + B
—_— _— n>1
(ax + D)™ (az? + bx + c)™

cuyas integrales se calculan como se muestra en los Ejercicios (3.20) a (3.24), excepto en el caso
Ax+ B

——5—————— con n > 1, que no se considera en estas notas.
(az? 4+ bz + c)™

Se van a ver, sobre diversos ejemplos, los distintos casos que pueden darse en la descomposicién en suma de
fracciones simples.
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Ejemplo 3.20 1
Caso en que ¢(z) tiene solo raices simples: /27 dx
2 =

2

1. El polinomio z* — x tiene las raices x =0y = = 1, luego

1 1
dr= | ——_d
/wz—x o /x(ax—l) .

2. La descomposicion en suma de fracciones simples, en este caso sera de la forma:

1A, B
z(x—1) =z z-1

Se trata, pues, de encontrar A y B para que esta igualdad sea cierta.

3. Para encontrar A y B, se multiplican ambos miembros por z(x — 1), con lo que queda
1=A(x—1)+ Bx

y ahora se dan valores a x, para encontrar condiciones sobre A y B:

z=0 = 1=-A4A
=1 = 1=B

Asi pues
1 -1 1

r(z—1) =z =x-1

4. Por dltimo se tiene, para la integral:

1 1 1 —1
/ dx:—/fdx—&-/i=—ln|x\—|—ln|x—1|+C:lnx +C
2 =g 0 z—1 5
Ejemplo 3.21 7o — 3
Caso en que ¢(z) tiene solo raices simples: / 2 1 dx
2 —
El polinomio 2 — 1 tiene las raices = 1 y z = —1, luego la descomposicién en suma de fracciones simples,

en este caso sera de la forma:
Tx —3 A B

(z+1)(z—1) x—|—1+x—1

Multiplicando ambos miembros por (x + 1)(z — 1), queda 7z —3 = A(xz — 1) + B(z + 1).
Ahora se dan valores a x, para encontrar condiciones sobre A y B:

r=1 = 4=2B = DB=2
r=-1 = -10=-24 = A=5

Asi pues

Tx —3 5 2
—————drx = | ——d — =51 1|+ 21 -1+ C
/(1’4’1)(1‘71) * /erl x+/m71 ’ ot = 2 4l o = ‘

Matematicas Generales Aplicadas a la Bioquimica - Grado en Bioquimica Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

3. Integracién 86

Ejemplo 3.22

3
Caso en que ¢(z) tiene alguna raiz doble: /7 dx
z(z —1)2

El denominador ya esta factorizado.
La descomposicién en suma de fracciones simples en este caso sera de la forma:

3 A B C

x(m—1)2_5+x—1+(w—1)2

Multiplicando ambos miembros por x(x — 1)?, queda 3 = A(x —1)? + Bz(z — 1) + Cz.
Ahora se dan valores a x, para encontrar condiciones sobre A, By C":

r=0 = 3=A4
r=1 = 3=C
r=2 = 3=A+2B+2C=3+2B+6 = B=-3

Asi pues

3 3 3 3 1

)

Ejemplo 3.23

' 2
Caso en que ¢(z) tiene alguna raiz doble: / ﬁ dx

El denominador ya estéa factorizado: tiene la raiz doble z = — 3 La descomposicion en suma de fracciones

simples en este caso sera de la forma:

2 _ A " B
(3+2z)2 3+2z (3+22)2

Multiplicando ambos miembros por (3 + 2z)2, queda 2z = A(3 + 2z) + B.
Ahora se dan valores a x, para encontrar condiciones sobre A y B:

x:—; = -3=0B
=0 = 0=34+B=34-3 = A=1
Asi pues
2 1 3 1 2 3
—— _dz= [ ——de— | ————dr== de+ = [ —2(3+22)72d
/(3+2x)2 v /3+2x v /(3—|—2x)2 v 2/3+2x x+2/ CRE A
1 3 1
=21 2z| + =
2n|3+ 33|—|—23+2x+0
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Ejemplo 3.24

2ap = 1l
Caso en que ¢(z) tiene un factor irreducible cuadratico: /17 dx
z(z? + 1)

El denominador ya esta factorizado: el polinomio 22 4+ 1 no se puede factorizar ya que no tiene raices reales.
La descomposicién en suma de fracciones simples en este caso sera de la forma:

-1 _A, BotC
r(x2+1) =z 22+1

Multiplicando ambos miembros por z(z2+1), queda 2r—1 = A(2%2+1)+(Bz+C)z = A(2%2+1)+ Bx?+Cx.
Ahora se dan valores a x, para encontrar condiciones sobre A, B y C:

z=0 = -—-1=A4
r=1 = 1=2A+B+C=-2+B+C = B+C=3
r=—-1 = -3=244+B-C=-2+B-C = DB-C=-1

De las dos ultimas ecuaciones se obtiene, resolviendo el sistema 2 x 2, B=1y C = 2. Asi pues

2z —1 x—|—2 2
[t [zo+ [Fme=- [ru [t [ane

2+ 1

1
71n|x|+§ln|z2+1|+2arctgx+0: In +2arctgx + C

Ejemplo 3.25
Calcular la siguiente integral indefinida:

" sen(t) cos(t)
/ (2 + sen(t))? dt

Esta integral no es, obviamente, de tipo racional. Sin embargo en una inspeccién atenta se observa que aparece
el factor sen(t), potencias del mismo (2+sen(t))?, y su derivada cos(t). Esto sugiere hacer el cambio de variable
u = sen(t) que, como se ve a continuacion, transforma la integral en una racional:

[ are= i Zba]=[am e ® (e arm) -
T+ C

2
1n|2+u|+m+0: In |2 + sen(t)| +

(*) Reduccion a suma de fracciones simples:

u A B

. n u=-2=-2=0DB
(2+u)?2 2+u  (2+4wu)?

u=0=>0=24-2=A4=1

s u=A2+u)+B & {

es decir,
U 1 =2

2+u? 2+u’ 2tu?
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3.1.4 Integracion por partes

Es una de las reglas de integraciéon mas utiles. Esta basada en la férmula de derivaciéon de un producto de dos
funciones:

h(z) =wu(z)-v(x) = h(z)=1d(z) v(x)+u(@) v'(z)

De esta igualdad se tiene:

y de aqui, integrando en ambos miembros:

/u(x) ' (z) dz = /h’(sc) dx — /u’(x) ~v(z)dz = h(x) — /UI(I) cv(x)dr = u(z) - v(x) — /u'(x) ~v(x) dx

Formula de integracion por partes

Con frecuencia esta formula se escribe en la forma:

/udv:uvf/vdu

que significa exactamente lo mismo.

Ejemplo 3.26
/T;' e’ dx

Eligiendo {

/

1
ex

ulz) = = u
V() =e* = o

/me””dx:xem—/ewdx:xe$—eI+C’: efx—1)+C

%): } se tiene

Ejemplo 3.27
z Inxdx
, 1
u(z) =lnz = u(z)=-—
Eligiendo 1x se tiene
/ 2
v(iz)=z = v(m):§x
1 51 1 1 1 1 1
/m lnzde = =2 lnx—/§x2fdx: 5502 Inx — §/xdz: ixz Inx — Z$2+C: —x? <1nx 2) +C
Ejemplo 3.28
/:rc tg x dx
1
— / .
Eligiendo s St S ) 14 22 se tiene
v(z) =1 = v(z)==z

1 1 2 1
/arctgxd:r::marctgx—/xmdx:xarctgx—i/Hixﬂdx: xarctgx—iln(l—i-xz)—i—C
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Ejemplo 3.29
/‘;: cosz dx
_ () —
Eligiendo u/(m) -7 = =1 se tiene
v'(z) =coszx = w(x)=senzx

/33 cosxdx:xsenx—/sen:cdx: rsenx +cosx + C

Ejemplo 3.30
z2 e® dx

’ _ .2 Im) —
Eligiendo ul(x) - = wlo)= ix se tiene w2 dr = x2e® — | 2z e®dx.
V(z)=e* = wv(x)=e

Para resolver la integral [ xe® dx hay que utilizar de nuevo la férmula de integracion por partes.

— ") —
Eligiendo ahora u/(x) - xw = Tl@)= 1 se tiene finalmente
vV(z)=e" = w(x)=e

/m2 e dr = x? e”—2/xemdac =12 e®—2 (xe’” —/e” dm) =22e®—2xe"+2e°+C =| (22 — 22+ 2)e* + C
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3.2 La integral definida

El concepto de integral definida estd intimamente relacionado con el problema de calcular areas de regiones
planas, concretamente, con el de calcular el area de la region del plano limitada por la grafica de una curva,
y = f(x), el eje OX y las rectas verticales x = a y x = b (véase Figura 3.1).

.

y=(x)

Figura 3.1: Region plana limitada por la curva y = f(z), el eje
OX, y las rectas verticales x = a y = b.

Una manera de aproximar dicha area es dividir el intervalo [a, b] en un nimero de sub-intervalos (determinados
por los puntos x1, z2, x3,..., mostrados en la Figura 3.3) de longitud h y alturas respectivas y; = f(z;). El
area de uno de estos rectangulos es el producto de su base (h) por su altura (y; = f(z;)). Intuitivamente se ve
que la suma de las areas de todos estos rectdngulos serd mejor aproximacion del area de la Figura 3.1 cuanto
més pequeno sea h o, lo que es lo mismo, cuantos més rectangulos se utilicen en la suma.

ylk yA
/
y=f(x) y=F(x)
o)l
f(X3) """""""""""""
h »
a h b x a=x; X, X5 X, X, b X

Figura 3.2: Se divide el intervalo [a, b] en partes igua-  Figura 3.3: El limite cuando n — oo de la suma de
les de longitud h y se considera la suma de las areas las 4dreas mostradas es el area de la regiéon mostrada
de todos los rectangulos de base h mostrados en la  en la Figura 3.1.

Figura. Cuando h se hace muy pequeno, es decir,

cuando hay “muchos” rectangulos, dicha suma apro-

xima el valor del area de la Figura 3.1.
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Integral definida
La integral definida de f en [a, b] es, por definicion,

b
[ f@do= Y b {7@)+ Faz)+- + flzn)

(Atencion: como se vera luego, este valor solo coincide con el area de la Figura 3.1 si f > 0).

b
Afortunadamente, existe una manera de calcular / f(x) dz por una via distinta a su definicion, y que esta

a
relacionada con la integral indefinida de f, es decir, con el célculo de una primitiva de f. De ahi que ambos
conceptos, aparentemente tan distintos, compartan el nombre de integral.

El resultado que relaciona ambos conceptos es el siguiente Teorema.

Teorema (Regla de Barrow)
Si f es una funcion continua en [a,b] y F es una primitiva cualquiera de f, entonces se tiene

b
/ f(z) dz = F(5) — F(a)

Con frecuencia se escribe, de forma abreviada, [F(LE)]Z en lugar de F(b) — F'(a) cuando se aplica la Regla de
Barrow.

Para aplicar la Regla de Barrow se puede elegir cualquiera de las primitivas de f, ya que, al restar,
F(b)+ C — F(a) — C, la constante arbitraria se cancela. Por ello se elige normalmente la primitiva correspon-
diente al valor C' = 0.

Propiedades de la integral definida

L '(F(@) + (@) da = / ’ fle)do = / i
2. /abkf(x)dx:k/abf(x)dm

3. /abf(x)dm:/acf(x)dx—i—/cbf(x)dx, Ve € (a,b)

4. /abf(:c)d:r/baf(x)d:r

Ejemplo 3.31
/Bm2d.77
0
3

x
Una primitiva de 2?2 es 3 luego aplicando la Regla de Barrow se tiene

5 375 3 3
9 x 5 0 125
d:— = = — =| —
/ox ’ [3]0 3 3 3
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Ejemplo 3.32
/wsenxdx
0

Una primitiva de senz es — cos z, luego

/ senx dxr = [—Cosx};r = —cos(m) +cos0=—(—-1)+1 :
0

Ejemplo ?.33
——d
/2m zw -1 "
Una primitiva de m es In

/:ﬁdxz [ln

(véase el Ejemplo 3.22). Luego

x 1
rz—1

3
z 1 3 1 3 1
] (3 e [nE

€T —

Ejemplo 3.34 680 + 30t — 52
La funcién f(t) = ——————— representa la temperatura en Sevilla en una tarde de agosto,

t horas después del mediodia, es decir, para ¢ € [0,10]. Calcular la temperatura media en ese
periodo.

Se denomina valor medio (o promedio) de una funcién f en un intervalo [a, b] al valor:

b
_:bia/ f(z)dx

En este caso, la temperatura media sera, por tanto:

1 10 10680 + 30t — 5¢2 1 [0
Y dt=— 680 + 30t — 5t2) dt
10—0 J, ) 10 18 180 J/, (650 )

Tmed =

5417 5 100 50
(680t + 15¢2 — =¢3) (6800 + 1500 — —1000) — (68 +15 — =) =|36.85
180 3 7], 180 180 3

3.3 Aplicaciones de las integrales
3.3.1 Calculo de areas

Como se ha apuntado antes, si f > 0 en [a, b], entonces A = / f(x) dx es el area de la region plana encerrada

a
entre la grafica de y = f(x), el eje OX y las rectas verticales x = a y = b.
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Ejemplo 3.35 1
Calcular el area delimitada por y = — y el eje OX entre z =1y 2z =3
x

1
La funciéon f(z) = — es positiva en [1, 3], por lo tanto el area buscada coincide con la integral definida:
7

3
A:/ ldac
1x

1
Una primitiva de — es F(z) = Inx. Por lo tanto

T
A:/ fdx:[lnx} —In3—Inl=|In3~ 1.0986
1 X 1

y

A

b

Si f <0 en [a,b], como en la Figura 3.4, entonces / f(z)dz es un valor negativo que, logicamente, no
a
puede ser un area (que es siempre mayor o igual que cero). En este caso, el 4rea es el valor absoluto de la integral

definida,
b b
[ t@ds| = [ 1)z

b
Si f cambia de signo, como en la Figura 3.5, entonces / f(x)dr = AT — A~, siendo AT el area del

A:

a
recinto limitado por la curva y el eje OX que queda por encima del eje OX, y A~ el area del recinto entre la
curva y el eje OX que queda por debajo del eje OX.

Si lo que se desea es calcular el area delimitada entre la grafica y el eje OX, es decir, la suma AT + A~ (véase
Figura 3.5), entonces hay que calcular

AA++A/acf(:c)dx/cbf(x)dx
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y
a b
A y
/
y=i() A
Figura 3.4: Funcion negativa en [a, b]. Figura 3.5: Funciéon que cambia de signo en [a, b].

Ejemplo 3.36
Calcular el area delimitada por la grafica de y =Inx — 2, el eje OX y lasrectas c =1/2 y z =7

/ (Inz —2)dx
1/2

uwz)=hzr—-2 = u(z)=

V(z) =1 = ov(z)==z }

La funcion f(z) = Inx — 2 es negativa en [1/2, 7r]. Luego el area sera A =

8|~

Calculamos una primitiva integrando por partes, eligiendo {

1
/(lnx—Z)da::x(ln$—2)—/x;dx:x(lnx—2)—x—|—C’:x(ln3:—3)—|—C
Por lo tanto

/lﬂ (nz - 2)dz = [:c(lnarfi%)yr = (r(nw—3)) - (; (111; 3)> R

/2 3

(Inz — 2 es la funcion de la Figura 3.5)

Ejemplo 3.37

Calcular el area de las region delimitada por la grafica de y = sen(2z), el eje OX y las rectas
r=02yx=3
La funcion sen(2z) es mayor o igual que cero en [0.2, /2] y menor o igual que cero en [7/2, 3] (ver Figura 3.5).
La regiéon mencionada se compone, pués, de dos regiones disjuntas: una esté situada por encima del eje OX y
la otra esta por debajo. Por lo tanto hay que calcular por separado las dreas AT y A~.

Una primitiva de sen(2z) es — 5 cos(2x).

Luego,

w2 1 /2 1 /2 1
At = /0.2 sen(2z) dx = [— 5 cos(2x)} o == [005(233)} 2 =3 (COS(TI‘) - cos(0.4)) ~ 0.9605

3
A_:

3
/ sen(2z) dx
/2

En consecuencia, el drea total encerrada entre la grafica y el eje OX es

A= A" + A” ~0.9605 + 0.9801 =| 1.9406

{— % cos(zx)} _ ‘—1 (cos(6) _ cos(ﬂ)ﬂ ~ | - 0.9801] = 0.9801

/2 2
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Ejemplo 3.38

8
Calcular el area de la region encerrada entre la grafica de la funcién y = R el eje OX y
ar
las rectas verticales r = -1y z =1

La funciéon y = es positiva Vz € R, por lo tanto la regiéon descrita esté, al completo, por encima del eje

2 44
OX y el area pedida es:

! 8
A= -
/_1 (372"‘4) e

Se comienza por calcular una primitiva:

8
8 i 8 1 1
FX)= | —doe=| ———dor = - ——dx =2 ——d
(X) /x2+4 v / 2+ 4 v 4/1:2 v /(f :c
4

1 1

= 4/ ———— 5 dx =4arctg (E)

G :
2

Ahora se utiliza la Férmula de Barrow para calcular el valor de la integral definida:

1= [ () do= [r] = [raoin(3)]", = (e () - wore (3))

~ 4(0.4636 — (—0.4636)) = | 3.7088
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Ejemplo 3.39

1 2/)
Calcular el area de la region limitada por la curva y = n(il

, el eje de abscisas y las rectas
B

In(2
La funciéon f(z) = n(2z) solo esta definida para x > 0 y solo se anula
T y

para 2z = 1, esto es, para x = 1/2:

1
verticales x = 3 y T

In(2 1
my 1:):0 S In22)=0 & 2z=1 & = —

x 2 —
Esté claro que, a la derecha de = 1/2, la funcion es positiva y que, a /—\

su izquierda, la funcién es negativa. iV ¢ X
Por lo tanto, puesto que el intervalo [1/3, 3] contiene al punto = 1/2,
la regiéon cuya area se pide calcular esta en parte por debajo del eje OX
y en parte por encima del mismo.

En consecuencia, su area es:

1/2 1n(2 3 In(2
A:A1+A2=—/ n( ””)dx+/ )
1/3 4 1

Calculamos en primer lugar una primitiva de la funcién:

Fz) :/ln(2x) de

X

Esta integral indefinida se calcula facilmente haciendo el cambio de variable:
1
u=In(2z) & du= Edw

luego

F(m)/ln(Qx)dx/uduuQW

az 2 2

Calculamos ahora los valores de las dos integrales definidas por separado:

A= - /1/2 In(2z) [Fa ]1/2 C (m(1)® | ((2/3)*  (n(2/3))® (<04 016

VEIL - -

13 2 2 2 T2 2

3 In(2z) 3 (In(6))> (In(1))*> (In(6))* _(1.8)> 324
AQ:/W z dw:[F(m)]l/z: T R

Luego, finalmente,
A=A+ A ~008+1.62= A~ 1T7]

También es posible calcular mediante integrales definidas el area de recintos encerrados entre dos curvas. Si
f(z) > g(x) Vz € [a,b], entonces el area encerrada entre ambas curvas y las rectas verticales t = ay = b

viene dada por: ,
A= [ (@)= gla) @

En efecto, se tiene (ver Figuras):

b b
/f(l’)dLE:A1+A2—A3, /g(x)d:r:Al—A4—A3
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b
Figura 3.6: Las figuras muestran geométricamente la igualdad A = / (f(z) —g(x)) dx

luego

/b(f(x)—g(x)) do = (A1 + Az = Ag) = (A = Ay = Ag) = Ay + Ay = A

Ejemplo 3.40

Calcular el area de la regiéon comprendida entre las curvas y = 22

—zrxey=—x+2

Es casi imprescindible hacer un esbozo gréfico de las funciones, los puntos de corte y de la region cuya éarea

hay que calcular.

y = 2% — 2 es una pardbola convexa que pasa por el origen y por el punto (1,0).

y = —x + 2 es una recta, que pasa por los puntos (0,2) y (2,0).
Para encontrar en qué puntos se cortan hay que igualar ambas expresiones y resolver la ecuacién:

P—r=—2+42 & 2’=2 & x:i\/i
Luego al area a calcular esté entrex:a:—\/iyx:b:\/i.

En este intervalo, —z +2 > 22 —z, V& € [—\/i, \/5], por lo tanto el area pedida es

2r— —x

V2
=3

A:/_\f§ (—x+2—w2—|—x) dx:/_ﬁ (2—3:2) dr =

{2[?)@}{2[;(\@)3]2[;\/27%2\/5; % =|2v2

V2
1

V3

3
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Ejemplo 3.41
Calcular el area de la regién encerrada por las graficas de las parabolas y = 222 — Tz +5 e

y=—-ax>+8x—7

y =222 — Tx +5 = f(x) es una pardbola convexa. Sus puntos de corte

con el eje OX son:

2 _ r=1
2z 7x+5—0©{$:5/2 2
—7x+5
y = —2% +8x — 7 = g(x) es una paribola coéncava. Sus puntos de corte 2 N

con el eje OX son:

r=1
z=7

—1*+8-7=0 & {
Puntos de corte de las dos pardbolas:

22— Tz +5=-2+82—-7 & 322 —152+12=0 < {i_

En consecuencia, al drea que se pide seré

4
A= / (9(e) — f()) de

Calculamos una primitiva de g(z) — f(z):

/(g(m) — f(x)) de = — / (32° — 15z + 12) dz = — <x3 — %xQ + 1295) :

1 4 1 11 2
A=— [x3—5x2+12x] = - [(64—120+48)—(1—25+12)] =- (—8—2> _x

Luego, finalmente,

3.3.2 Volumen de un sélido de revoluciéon

Una figura que se genera por la rotaciéon de una region plana alrededor de un eje se llama sélido de revolucion.
La rotacion de una curva plana genera una superficie. Esta superficie junto con su interior es un so6lido de
revolucion. Por ejemplo, la superficie de un cilindro puede ser obtenida por la rotaciéon de un segmento paralelo
al eje, la de un cono, por la rotaciéon de su generatriz alrededor del eje o la de una esfera por la rotacion de
una semicircunferencia en torno al didmetro. Queremos obtener el volumen de dichas figuras. Por comodidad
consideramos que el eje de rotacién coincide con el eje X.

Se pretende obtener el volumen de una figura generada por la rotacion de una curva, y = f(x), en torno al
eje X, entre las rectas © = a y x = b. Para ello, se divide el intervalo [a,b] en partes iguales de longitud Awx.
Aproximamos la figura por N discos (cilindros) de anchura Az y radio f(zy). Recordando que el volumen de
un cilindro se obtiene de multiplicar 7 por el radio al cuadrado y por la altura del cilindro, el volumen de cada
uno de estos discos es 7 f(x)?Ax. Sumando para los N discos, el volumen aproximado serfa

N
V= Z 7 f(x)*A.

k=1

Cuanto mayor sea el nimero de discos que consideramos, mejor sera la aproximacion. A continuacién, tomamos
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-2

Figura 3.7: Esfera aproximada por discos. Figura 3.8: Figura generada por la rotaciéon de la
https://www.geogebra.org/m/n3HUEfT curva y = v — 1

https://www.geogebra.org/m/j4uHSRY8

Figura 3.9: Particiéon del intervalo [a, b]. Figura 3.10: Solido de revolucion correspondiente a la
funcién de la Figura 3.9.
https://www.geogebra.org/m/kAMk8Z9IH

limite cuando N — 400 en la expresion anterior, entonces AV tendera al volumen buscado, Az tendera a dx
y el sumatorio se convierte en integral, asi obtenemos

N

b
wa(xk)QAx pEase 7T/ f(x)? da.

k=1

Un razonamiento analogo se puede hacer para obtener el volumen de una figura obtenida por la rotacion en
torno al eje Y.
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Volumen de una superficie de revolucion

El volumen del sélido generado por la rotaciéon de la region determinada por el arco de curva y = f(x), las
rectas t =ay x = by el eje X en torno a dicho eje viene dado por

V—ﬂ'/bf(:z:)de.

El volumen del solido generado por la rotaciéon de la region determinada por el arco de curva z = f(y), las
rectas y =a ey =byelejeY en torno a dicho eje viene dado por

b
Ve / f(w)? dy.

Ejemplo 3.42
Encontrar el volumen del sélido formado al girar la region acotada por la grafica de

f(z) =+x —1 de la figura 3.9, en torno al eje X, para 1 < x <5.

V:ﬂ'/abf(x)Qdac:W/ls(\/ﬁde:77/15(33—l)dx:ﬂ'V;—x]j:&r.

Ejemplo 3.43
Obtener el volumen de un cono de radio r = 3 y altura h = 4.

Vamos a considerar el cono generado por la rotacién del segmento
que une los puntos A(3,0) y B(0,4) en torno al eje Y.
La recta que pasa por dichos puntos, considerando x como funcién

de y, es ¢ = —Zy + 3, por tanto

3.3.3 Cambio acumulado

En muchas situaciones, es mas facil determinar las variaciones de una cantidad que determinar su valor en
un instante de tiempo determinado. Por ejemplo, la poblaciéon de un pais es dificil de evaluar directamente.
Aunque existen los censos, estos se realizan solo de tarde en tarde y los ciudadanos, en general, no se ocupan de
actualizarlo. Sin embargo, en la mayoria de los paises es obligatorio registrar los nacimientos y los fallecimientos,
es decir, las variaciones de la poblacion.

Supongamos que la figura siguiente muestra los resultados de un recuento diario del niimero de nuevos casos
durante un brote de fiebre aftosa: cada barra representa un dia y la altura de la barra indica el nimero de casos
diagnosticados dicho dfa.

Para obtener el nimero de infectados 10 dfas (por ejemplo) después del comienzo del brote, habria que sumar
el namero de infectados de los dias 1, 2, 3, ... hasta 10:

1+4+1+44+3+3+6+2+11+4=39
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Figura 3.11: Ntimero de nuevos casos diagnosticados cada dia durante un brote
de fiebre aftosa.
70 T T T T T T
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Figura 3.12: Modelo matemético para predecir el nimero de infectados cada
dia mediante una funcién continua.

Supongamos ahora que en vez de disponer de un conjunto discreto de datos sobre el numero de infectados por
dfa, hemos desarrollado un modelo matemético que utiliza una funcion continua D(t) para predecir el ntimero
de nuevos casos diagnosticados (ver Figura 3.12).

;,Como calcular, en este caso, el nimero acumulado N de infectados durante los diez primeros dias?

La respuesta a esta pregunta es: integrando la funciéon D(t) entre t =0y ¢ = 10:
10
N = D(t)dt
0

(recuérdese la definicion de la integral definida como limite de una suma de areas de rectangulos de anchura
cada vez mas pequeiia).
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Ejemplo 3.44
Una poblacién de insectos, que es inicialmente de 100 individuos, crece a una tasa de

q(t) = 2t + 3t2

donde ¢ es el tiempo en dias. Determinar el tamano de la poblacién: (a) pasado un dia; (b)
pasados diez dias.

Si denotamos p(t) a la funcion que nos da el namero de insectos en cada instante ¢ (que es lo que queremos
determinar), la funcion ¢(t) nos da la variacion instantdnea de dicha funcion, es decir, ¢(t) es la derivada de
p(t). Por lo tanto,

p(t) = /q(t) dt = /(2t +3t%)dt =t> +t* + C para alguna C € R constante.

La constante C se podra determinar a partir del dato inicial: en ¢ = 0 la poblacién esta compuesta por 100
individuos:
100 = p(0) = 0>+ 0>+ C & C =100

Asi pues, la funcion p(t), que nos da el namero de insectos en cada instante ¢ es
p(t) =t + 3+ 100
Pasado un dia, el nimero de insectos sera:
p(1) =1+1+ 100 = 102

Pasados 10 dias seré de
p(10) = 10? + 10° + 100 = 1200

Ejemplo 3.45

El area de una herida en curacién, medida en cm?

, cambia a una tasa de

—4
(t+1)3

Q(t) =

siendo t el tiempo medido en dias. Suponiendo que el area inicial de la herida era de 2 cm?,

calcular la superficie al cabo de 10 dias.

Sea A(t) la superficie de la herida en el instante ¢. La funcion Q(t) nos dice como cambia la superficie de la
herida, es decir, nos da la tasa de variacion instantanea de la funcion A(¢):

—4
A)=Q) =
(1= = 7517
Integrando aqui tendremos
A(t) —/idt— /—4(t+1)’3dt— —4i(t+1)*2+0— 2 _ic
) @+ I S (t+1)2
Determinamos el valor de C a partir del dato inicial:
2—A(0)—L+C’@C’—O Luego | A(t) = 2
- ~(041)2 o 8 S (t+1)?
. . . ) 2 2 2 9
Al cabo de 10 dias la superficie de la herida sera: A(10) = ———— = — = — ~ 0.165cm

10+1)2 112 121
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Obsérvese que en este ultimo ejemplo, podiamos haber escrito

10
A(10) = A(0) + Q(t)dt (3.1)
0
es decir: A(10) es igual al area inicial, A(0), méas el cambio acumulado de A(t) entre t =0y ¢ = 10.

Esto no es més que una forma diferente de escribir la Regla de Barrow:

A(10) — A(0) = N Q(t) dt

Si, en vez de escribir la féormula anterior para el valor particular 10 la escribimos para un tiempo ¢ cualquiera,
obtenemos

Mﬂ:ﬂ@+[@@@ (3.2)

que se conoce como Teorema Fundamental del Calculo. En la integral definida utilizamos la variable s para
indicar la variable con respecto a la cual se integra para distinguirla de la variable ¢.

Lo mismo es cierto para un limite inferior distinto de O.

Teorema Fundamental del Calculo
Si f es una funcion continua en [a,b] y F es una primitiva cualquiera de f, entonces se tiene

F(z) = F(a) + /@ f(s)ds Vz € [a,b]

3.3.4 Valor medio de una funcioén en un intervalo

Volviendo al ejemplo de la fiebre aftosa, con los datos de la Figura 3.12, supongamos que queremos calcular el
promedio de nuevos casos diagnosticados durante los 10 primeros dias: habria que sumar el nimero de casos
durante los dias 1, 2, 3 ...hasta 10 y dividir por el nimero de dias:

1+44+1+4+3+3+6+2+11+4 39

Promedio de casos en los 10 primeros dias = 10 0" 3.9 casos.

Entonces, si lo que tenemos es una funcion continua D(t) (Figura 3.12), lo que habra que hacer es integrar entre
0 y 10 y dividir por la longitud del intervalo de integracion:

10
Dtydt | o
D=0

o — — [ Dt
10-0 10 J/, ®)

Valor medio de una funcién en un intervalo
Si f es una funcién continua en [a, b], el valor medio o promedio de f en un intervalo (a,b) es

b
f=i= | )
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Ejemplo 3.46
El tiempo de supervivencia de naufragos en agua depende de la temperatura del agua y viene

dado (aproximadamente) por
0.2

HT) = ——=
@) = 5i=000at

donde la variable independiente T es la temperatura de la superficie del agua (grados Celsius).
Determinar el tiempo medio de supervivencia en aguas a temperaturas entre 10°C y 15°C.

horas

Lo que tenemos que calcular es el valor promedio de ¢ para T variando entre 10 y 15:

15 15
P 1 / 0.2 JT — 4 / 0.2 dT
15—-10 J;p 0.1 —-0.004T 5 Jip 0.1 -0.004T

02 1 15 0.004 —0.2
=< AT = —= [1n]0.1 - 0.0047
5 0.004 /10 0.1—0.004T 0.02 {“|O 0.00 }]

15
10

~10[1[0.1 = 0.004 x 15| — In [0.1 — 0.04|| ~ 4.05 horas.

Obsérvese que de la definicion del valor medio se deduce que f es el valor que hace que

b
Fo-a) = [ fa)ds

es decir, es el valor que hace que el area encerrada entre la grafica de la funcion y el eje OX sea igual al area
del rectangulo de base el intervalo [a, b] y altura f.

Figura 3.13: El valor medio de una funcion es el que hace que el
area entre la curva y el eje OX coincida con al area del rectangulo
de base [a, b] y altura dicho valor medio.
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3.3.5 Longitud de un arco de curva

Un arco es la parte de una curva que estéa entre dos puntos dados A y B. Estamos aqui interesados en calcular
su longitud.

4

y

y=fx) —

Figura 3.14: Un arco es un trozo de curva, compren- Figura 3.15: Para calcular la longitud del arco de cur-

dido entre dos puntos A y B. va, se aproxima este mediante una concatenacion de
segmentos rectos. La suma de sus longitudes aproxi-
ma la longitud del arco.

Para ello, comenzamos aproximando la curva mediante una sucesion de segmentos rectos, como en la Figura 3.15
y sumando sus longitudes. Luego veremos cuél es el limite de esa suma cuando los segmentos se hacen cada vez
mas pequenos.

En cada uno de los pequenos tridngulos que se ven en la Figura 3.15 se puede aplicar el Teorema de Pitagoras
para determinar la longitud de la hipotenusa, y se tiene

[N~}

As = \/mz \/(Aiﬁ)2(1+ Eigz) =Azy/1+ (%)2

Ay

k
Ay

Figura 3.16: En cada triangulo se tiene (Asg)? = (Axzg)? + (Ayr)?.

Sumando As para todos los segmentos se obtendria una aproximacion de la longitud del arco. Cuanto mayor
sea el namero de segmentos con que aproximamos el arco de curva, mejor seréd la aproximacion que se obtiene
sumando sus longitudes.

Finalmente, al tomar limite cuando el nimero de subintervalos tiende a infinito, es decir, cuando la longitud de
los Az tiende a cero, se tendra que los incrementos (Az, As) se convierten en diferenciales (dx, ds), el cociente

A
A—y se convierte en la derivada f’(x), y la suma se convierte en la integral:
x

N N b
ZAS}CZZ\/1+(%)2 AwNj}M/ V14 f(2)? do
k=1 k=1 @
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Longitud de un arco de curva
La longitud del arco de la curva y = f(x) comprendido entre los puntos = a y « = b viene dada por:

L= /b VI @) dz

Ejemplo 3.47
Hallar la longitud del arco de la curva y = 2z
=0y x=2

3/2 comprendido entre los puntos de abscisas

0 2 x

Calculamos la derivada de la funcion f(z) = 223/
(@)= 2%1:1/2 = 3!/2

Segun la formula anterior, la longitud del arco de curva mencionado es:

b
L:il1M1+f%xydx:iégdl+(&ﬂﬂﬁdm:i42ﬁl+9mdx
2

1 171 2 2
== 1+92)2de = = | —(1+92)%2| = =|(1+18)%2—-1| ~6.
9/0 9(1+ 92) 4z 9[3/2( 9x) ]0 o7 [( 8) ] 6.0607

No todas las curvas pueden ser descritas mediante una relacion del tipo y = f(z). En muchas ocasiones, vienen
descritas por ecuaciones parameétricas:

{ z = f(t)

arat € |a,b
y=gly Preled

La variable ¢ es llamada pardmetro, y para cada valor de t en el intervalo [a, )] se obtiene un valor de z y un
valor de gy, que son las coordenadas de un punto de la curva. Cuando el parametro t recorre el intervalo [a, ],
el punto (x,y) recorre la curva.

Longitud de un arco de curva descrita mediante ecuaciones paramétricas

x = f(t)

La longitud del arco de la curva definida por las ecuaciones paramétricas { a(t) comprendido entre los

puntos correspondientes a t = t, y t = t; viene dada por:

L= / PR g dt
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t=pi: (f(m),g(m))

t=10: (f(10),g(10))

t=0: (f(0),g(0))

v

Figura 3.17: Curva definida por las ecuaciones paramétricas
x = f(t) =t —3sen(t), y = g(t) = 4 — 3cos(t), para
t €[0,10].

Ejemplo 3.48

La cicloide es la curva trazada por un punto fijo sobre una circunferencia cuando esta rueda
sobre una linea recta. Las ecuaciones paramétricas de una cicloide, para una circunferencia de
radio 1 son:

r=1—sent
y=1—cos(t)

Calcular la longitud de un arco de cicloide correspondiente a una vuelta completa de la
circunferencia, es decir, para ¢ € [0, 27].

(20000000, (GRau00006),
Calculamos las derivadas de las funciones:

{ x=f(t)=t—sent; f'(t)=1-— cos(t)
y=g(t)=1—rcos(t); ¢'(t)=sen(t)

Segun la formula anterior, la longitud del arco de curva mencionado es:

27 2
L:/O VIO @ dt = | /(= cos(®)? + (sen(d) 2 dt

0

2m 2m
= V/1+ cos?(t) — 2 cos(t) + sen2(t dt & / V2 —2cos(t)dt = V2(1 — cos(t)) dt
0
2T 2m o o2
/ /4 — cos(t dt / \/ — cos(t dt (2 ) sen (5) dt = —4 [cos (%)L
:—4{0087—0050] —-1-1)

(*) Recuérdese que sen? z + cos?x = 1

1—
(**) Se utiliza la identidad trigonométrica seng =/ %
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3.3.6 Area de una superficie de revolucion

Para obtener el 4rea de la superficie generada por la rotacién de una curva, y = f(z), en torno al eje X, entre
las rectas x = a y © = b, se divide el intervalo [a, b] en partes iguales de longitud Az, aproximamos la curva por
una sucesion de segmentos rectos, Asy, obsérvese la figura 3.16, y hacemos girar ese conjunto de segmentos en
torno al eje X. Cada Asy genera un tronco de cono.

Figura 3.18: Tronco de cono Figura 3.19: Giro de Asy en torno al eje X

1+ 1o
2

El area lateral de un tronco de cono de radios r; y ro y generatriz L es S = 27rL, donde r = . En

nuestro caso la medida de la generatriz, como vimos en la subseccion 3.3.5, es

A 2
Asy = \/(Al‘k)2 + (Ayk)2 = Azpt/1+ <yk>
Al‘k

para cada k y los radios son f(xg) y f(zr+1). Por el teorema del valor medio, existe un dj, en cada intervalo de
amplitud Az tal que la media de los radios es r, = f(dg). Por tanto, la superficie para cada tronco de cono es

_ Ay ?
ASk = 27Tf(dk) 1+ (A(E}C) Axk.

Sumando para todos ellos, obtendremos una aproximacién del area buscada, S,

k
SNkE:127Tf(dk) 1+ (A k) Azxy,.

Tomando limite cuando Az — 0 obtenemos S,

—%/f 14 (f/())? da.

De modo analogo se puede razonar para obtener el drea cuando el giro es en torno al eje Y.

Area de una superficie de revolucién
El 4rea de la superficie de revolucion formada al girar la grafica de y = f(x) alrededor del eje X entre x = a y
x = b viene dada por

S = 27r/abf(x)\/1 + (f'(x))? da.

El area de la superficie de revolucion formada al girar la grafica de x = f(y) alrededor del eje Y entre y = a 'y

y = b viene dada por
b
s=2r [ y/1+ () ay
a
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Ejemplo 3.49
Encontrar el area de la superficie formada al girar la grafica de f(r) = 2° alrededor del eje X,
en el intervalo [0, 1].

b
s:2¢/f@>1+uwwfw

1
:27r/ 22\/1+ (322)% da )
0

1
:27r/ 221+ 924 dx '

2
- 37(; (3693 )(1 + 9242 dz
B T l:(1+9x4)3/2:|1 N
18 3/2 |,

= 27(103/2 1) = 3.563.

Ejemplo 3.50
Encontrar el area de la superficie formada al girar la grafica de f(z) = 22 alrededor del eje Y,

en el intervalo [0, v/2].

La funciéon (de x) y = 22 puede expresarse en la forma
x = ,/y como funcién de y. Cuando = = /2 entonces y = 2.
Por tanto, buscamos el area de la superficie generada por la
rotacién de = v/2 en torno al eje Y entre y =0y y = 2.

b
S—%/ﬂ\h+ﬂ) 1
= / \/_1 [1+ 2\/_ dy 2 s 1 -0 0o 05 1 15 2 25 3
= 27T/ Vi /1 + == dy
= 71/ Viay 4+ 1dy
0

1
Para obtener una primitiva de /4y + 1 hacemos el cambio t? = 4y + 1. Por tanto, dy = 3 tdt y obtenemos

3

1 t
/«/4y+1dy=§/t2dy+0—g+0—6(4y+1)3/2—|—0

Sustituyendo en la expresion para S,

_T 3/2 3/2 137
S 6[(4y+1) }O (9 )= =2,
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3.4 Nociones de integracién numérica

Como se ha visto antes, si se conoce una primitiva F' de la funcién f, se puede calcular el valor de la integral
definida mediante la Regla de Barrow:

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a).

En la mayoria de los casos, sin embargo, no se puede utilizar esta formula, ya que no se conoce dicha primitiva.
Es posible, por ejemplo, que no se conozca la expresion matematica de la funcién f, sino solo sus valores en
determinados puntos, recogidos de un experimento. Pero también hay funciones (de apariencia sencilla) para
las que se puede demostrar que no tienen ninguna primitiva que pueda escribirse en términos de funciones
elementales (por ejemplo e~ )

La integracion numérica es una herramienta de las matemaéticas que proporciona formulas y técnicas para
calcular aproximaciones de integrales definidas. Gracias a ella se pueden calcular, bien es cierto que de forma
aproximada, valores de integrales definidas que no pueden calcularse analiticamente y, sobre todo, se puede

realizar ese calculo en un ordenador.
b

La idea bésica para aproximar el valor de | f(x)dx sin utilizar una primitiva de f ya se expuso en la seccion 3.2:

a
calcular la suma de las areas de los rectdngulos que “recubren” el area.

y y
y | — —
y=f(x) y=f(x) __=——
y-100 — =]
2 o a b x a b x
b
Figura 3.20: La integral definida f(x)dz, que es el valor del area bajo la curva sombreada en la primera

a
figura, se puede aproximar por el resultado de sumar las areas de los rectangulos.

Como resulta evidente, se comete un error, ya que se desprecian —en este caso— las areas de las pequenas zonas
triangulares comprendidas entre la curva y los rectangulos. En el caso particular de la funcién representada en
las figuras, el valor de la aproximaciéon es menor que el valor exacto. Pero en otros casos puede ser mayor;
véase, por ejemplo, la figura siguiente.

I B

a b x

Figura 3.21: En este caso,la suma de las areas de los rectangulos
proporciona un valor mayor que el valor exacto, pero igualmente
es una aproximacion.

Como también resulta evidente, y se puede demostrar matematicamente, el error que se comete es mas pequeno
(en valor absoluto, es decir, sin tener en cuenta el signo del mismo) cuanto méas “estrechos” sean los rectangulos,
es decir, cuanto mayor cantidad de ellos se usen.
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{Coémo se calcula la suma de las areas de los rectangulos?

Se supone que se usan 5 rectangulos, como en la Figura 3.22 y se denotan 1 = a,x2,T3,74,T5 ¥ Tg = b los
puntos que determinan los 5 subintervalos.

Se supone también, para hacer las cosas més faciles, que estos puntos estan regularmente espaciados, es decir,
que la distancia entre cada dos puntos consecutivos, que se denota h, es siempre la misma.

El area de los distintos rectdngulos es (recordando drea = basexaltura):
Area(R;) = Longitud del segmento [z7, 23] X Altura del rectdngulo = (z3 — x1) x f(z1) = h f(x1)
Area(R3) = Longitud del segmento [zq, 23] X Altura del rectangulo = (z3 — x2) X f(z2) = h f(x2)

etc.

Sumando todas se tiene:

Area(Ry) + -+ Area(Rs) = hf(x1) + hf(ze) + hf(zs) + hf(xa) + hf(xs)

= (J(@) + F(@2) + flws) + flws) + [ (w5))

y esta dltima expresion proporciona una aproximacion (es verdad que no muy buena, de momento) del valor de
la integral:

b
[ f@ydom b (5(o0) + flo2) + Flaa) + Slaa) + S(as)
Observamos ahora que, puesto que hay 5 subintervalos de igual longitud, debe ser

b= Longitud del intervalo [a,b] b—a
B 5 5

luego, la férmula anterior quedaria

b b—a
| o 22 (1) + Slaa) + flaa) + flaa) + fas)

y
/
y=t(x)
f(xs)
f(x 4)
f(xs)
f(xz)
f(x,) R
1 R R3 R b 5
R : 2
h
agx, X, Xy X, Xg b=x6 X

Figura 3.22: La altura del rectangulo de base [z1,x2] es f(x1), el
valor de f en x1; la del rectangulo de base [z, x3] es f(z2); ete.

Si, en lugar de 5, tuviéramos 6 subintervalos, entonces tendriamos 7 puntos: ©1 = a, x3, T3, T4,T5,T6 y T7 = b
y la aproximacion se escribiria:

b b—a
[ #@de 5 (F) + faa) + Flas) + flan) + Sos) + o0)

(obsérvese que el ultimo punto 7 no se utiliza en esta expresion). Si el nimero de subintervalos utilizados fuera
muy grande, por ejemplo, 100 (es decir, 101 puntos), se podria escribir
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Es preferible y mas usual, sin embargo, utilizar la expresion siguiente

b b—a
[ S =TS s

El simbolo 3 (letra griega sigma maytscula) es muy utilizado en matematicas: se denomina “sumatorio” y sirve
para escribir de forma escueta una suma con un nimero muy grande o indeterminado de sumandos.

100
La expresion Z f(z;) se lee : suma de f(x;) desde i =1 hasta i = 100.

i=1
Ya podemos, pues, escribir de forma general la aproximacion de la integral para un niimero indeterminado de
subintervalos.

Formula de los rectangulos
Sea f una funcién continua en [a, b] y sean x1 = a, 2,3, . ..,Tn+1 = b, n+ 1 puntos que definen una particion
—a

del intervalo [a,b] en n subintervalos, todos de la misma longitud h =

Entonces la integral definida de f entre a y b se puede aproximar por

b e &
/ f(z)do = f(a:)

n ;
1=1

En la deduccién de esta férmula se ha aproximado el area bajo la curva en cada subintervalo por el area del
rectangulo con la misma base y altura igual al valor de la funcion en el extremo inferior del subintervalo, como
en la Figura 3.23. Pero también se podria haber utilizado el valor de la funcién en el extremo superior, como se
ve en la Figura 3.24.

y y

y y
—
1 To X > xr1 To X >
Figura 3.23: Se toma como altura del rectan- Figura 3.24: Se toma como altura del rectan-
gulo el valor de f en el extremo inferior, . gulo el valor de f en el extremo superior, x5.

Asi se obtendria una variante de la Formula de los Rectangulos. Ambas férmulas dan resultados similares desde
el punto de vista del error que se comete en la aproximacion.

Foérmula de los rectangulos (variante)

Sea f una funcion continua en [a, b] y sean 1 = a, x2, T3, ..., Tp+1 = b, n+ 1 puntos que definen una particion
—a

del intervalo [a, b] en n subintervalos, todos de la misma longitud h =
n

Entonces la integral definida de f entre a y b se puede aproximar por

n+1

> fw)

=2

b b—a «— b—
[ =T S ) =
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Otra posibilidad, es tomar como altura del rectangulo el valor de la funcién en el punto medio del subintervalo,
como se muestra en la Figura 3.25

T T1tTo T2
2

Figura 3.25: En la Formula del punto medio, se aproxima el drea
bajo la curva por el area del rectangulo de altura igual al valor de
la funcién en el punto medio del subintervalo.

Formula del punto medio

Sea f una funcion continua en [a, b] y sean 1 = a, x2, T3, ..., Tp+1 = b, n+ 1 puntos que definen una particion
—a

del intervalo [a, b] en n subintervalos, todos de la misma longitud h =

Entonces la integral definida de f entre a y b se puede aproximar por

b
/ f(x)dwa_a f(xi"';iﬂ)

n

n

=i

Esta férmula es de orden 1.

y y
L—
y=f(x) y=f(x)
agx, X, Xy X, Xg b=x6 X agx, X, Xy X, Xg b=><6 X
Figura 3.26: Formula de los rectangulos to- Figura 3.27: En la Formula del punto medio
mando como altura el valor de f en el extre- elige como altura de los rectangulos en valor
mos superior de cada subintervalo. de la funcion los puntos medios de cada subin-
tervalo.

Orden de una férmula de integraciéon numeérica

Se dice que una férmula de integracion es de orden k cuando es exacta para polinomios de grado k, es decir,
que cuando el integrando es un polinomio de grado k, la férmula proporciona el valor exacto de la integral.
El orden de una féormula de integracion numeérica nos da una medida de su bondad.

La Férmula de los rectangulos es de orden 0.
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Ejemplo 3.51

1
Aproximar el valor de la integral definida / e~*" dzr utilizando la férmula de los rectangulos
—il

con 8 subintervalos.

Se construye una particion de [—1, 1] en 8 subintervalos, de forma que

y
1-(-1) 2 1
h=———"=-=-=0.25
8 8 4 yoe

y los puntos del soporte de la particién son:

"El:*l =—1 Iﬁifl = 5h=0.25

ro=—1+h =—0.75 r7=—14 6h=0.5 1 N

r3=—142h=-0.5 xg=—1+ Th=0.75 ax, X X, X, Ko X X % b, X

x4=—1+43h=—-0.25 r9=—1+ 8h=1

r5=—1+4h= 0

Segun la Féormula de los Rectangulos anterior:

1 8

/ e de~h Z e~

-1 i=1

Con ayuda de una calculadora, se tiene:

1
/ e dx ~0.25 (0.3679 4+ 0.5698 + 0.7788 + 0.9394 + 1 4 0.9394 + 0.7788 + 0.5698) =1.4860
—1

Hay que insistir en que el valor calculado es solo una aproximaciéon del valor de la integral definida.

Otra posibilidad es aproximar el area bajo la curva en cada subintervalo por el area del trapecio que se muestra
en la Figura 3.28.

y

y
y
L —
— y=fx) _—
] ]
f(@2)
f(21)
h

1 T2 X asgx, %, Xq %, Xg b=x, X
Figura 3.28: En el subintervalo [z1,x2], por Figura 3.29: En la Formula de los trapecios,
ejemplo, el area bajo la curva se aproxima por se aproxima el valor de la integral definida por
el 4rea del trapecio, que tiene una base de lon- la suma de las areas de los trapecios.

gitud f(z1), otra base de longitud f(z2), y al-
tura h = x9 — x1.

) . suma de las bases . i .
Recordando que el area de un trapecio es = X altura, se tiene que el area del trapecio

2
de la Figura 3.28 es
fx1) + f(x2)
2

h

y que la suma de las areas de todos los de la Figura 3.29, es decir la aproximacion de la integral, es
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' f@) + flw), | flw2) + flws)
/(lf(x)dva ! 5 2+ 2 5 3 h+.”+f
= g (f(xl) + f(x2) + f(x2) + flas) + -+ f(zs) + f(%))
b

- % (f(:m) +2f(22) + 2f (23) + 2f (24) + 2f (25) + f(mﬁ))

Obsérvese que, en esta suma, el valor de f en los extremos (1 = a y xg = b) aparece una sola vez, mientras
que el valor en los puntos internos (z9,x3, 24 y 5) aparece dos veces.

Generalizando esto al caso general, con un ntmero indeterminado de subintervalos, se tiene:

Formula de los trapecios
Sea f una funcién continua en [a, b] y sean x1 = a, 2,3, . ..,Tn+1 = b, n+ 1 puntos que definen una particion
—a

del intervalo [a, b] en n subintervalos, todos de la misma longitud h =

Entonces la integral definida de f entre a y b se puede aproximar por

(f(a) +2 fz:) + f(b)>

=2

L b—a
IRCEEE

Esta férmula es de orden 1.

Ejemplo 3.52 1 ,
Aproximar el valor de la integral definida / sen(e” ) dz utilizando la férmula de los trapecios
0

con 5 subintervalos.

Se considera una particion de [0, 1] en 5 subintervalos, de forma que

y
1
h=-=02
5
y los puntos del soporte de la particion son:
r1=0 22=0
22=0.2 23 =0.04
I3 = 0.4 l’% =0.16 asx, X, Xy X, X b=xg X
r4=0.6  23=0.36
r5=0.8 x2 =0.64
T = 1 x% =1

La Férmula de los trapecios anterior:
! 2 h > )
/ sen(e” ) dr ~ 5 lsen(eo) + 2 Z sen(e”i) + Sen(el)]
© i=2

= 0.1 [sen(e”) + 2sen(e’ %) + 2sen(e” %) + sen(e’*°) + 2sen(e”%*) + sen(e')]

Se tiene:
1
/ sen (") dz & 0.1 [0.8415 + 2(0.8628 + 0.9221 -+ 0.9906 -+ 0.9474) + 0.4108]

=i
= [0.8698]

Hay que insistir en que el valor calculado es solo una aproximacion del valor de la integral definida.
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