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Tema 4

Analisis de Fourier

Version: 18 de octubre de 2019

4.1 Conceptos Previos

4.1.1 Series numeéricas

De un modo informal puede decirse que una serie numérica es la suma de una cantidad infinita de nimeros.

Cuando el resultado es un nimero finito se dice que la serie es convergente. Por ejemplo, si sumamos las potencias

1 1 1 1
de 1/2 desde n =1 en adelante: — + — + — +

st tata + ... el resultado es 1. Es un ejemplo de serie convergente.

+oo
Se suele usar la notacion Z on = 1.
n=1
“+oo
Dada una sucesiéon de ntmeros ai, asz, as,..., para tratar la serie Zan se consideran las llamadas sumas
n=1
parciales:
S1=am
So = a1 + as

S3 = a1 +az + a3

S,=a1+...+ay, Vn >1

Estas sumas parciales forma una sucesion {S,}. Una definicién formal de serie convergente es la siguiente:

Serie numérica convergente

+oo
Se dice que la serie E an es convergente y su suma es S si existe el limite de S, cuando n tiende a +oco y
n=1
lim S, =S5.
n——+o0o

1
A a,, se le llama término general de la serie. En el primer ejemplo, on seria el término general.

De hecho, la representacion decimal de los nimeros reales no es méas que una expresion para la suma de una

serie. Por ejemplo,
1 4 1 5 9
= 3/14159.... = —F =4+ —=+—+—
m = 314159 3+1O+102+103+104+105+

117
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4.1.2 Series de funciones
Dada una sucesion de funciones f1, fo, fs,.... definidas en un intervalo I, para cada = € I consideramos la

+oo
serie E fn(x). Obsérvese que para cada x fijo, esta expresion es una serie numérica. Diremos que la serie de
n=1

400
funciones converge en x = a si la serie numérica E fn(a) es convergente. Denotamos A al conjunto de puntos

n=1
a en los que la serie converge.

Funcién definida por una serie de funciones convergente
Dada la suma parcial S, (z) = f1(z) + fa(x) + ... + fn(2) donde x € A, siendo A el conjunto de puntos donde
la correspondiente serie numérica converge, la funcién f : A — R definida por

f(z)= Um S,(z)

n—-+oo

es la funcién suma.

Algunos ejemplos de funciones definidas por series de funciones son:

+oo +o00 n 00 n
ew = Z .Ti’ senx = Z &1'2”—"_1, COSx = Z (_1) $2n, V{E S ]R
— nl — (2n+1)! (2n)!

n=0

En estos ejemplos, las series son de tipo Taylor y puede comprobarse que convergen para todo = € R.

En este tema en cambio, estamos interesados en series de otro tipo llamadas series trigonométricas. En ellas
aparecen sumas de senos y cosenos. En general son de la forma

+oo

Z (an cos (nx) + by, sen(nx)).

n=1

4.1.3 Integrales impropias de primera especie

Hasta ahora, hemos considerados las integrales definidas sobre intervalos acotados [a, b] para a, b finitos. Veamos
el modo de definir integrales en [a, +00), (—00,b] 0 (—00, +00). Es decir vamos a dar sentido a expresiones como

/a+°° f(z)dx, /_boo f(x)dz, /_:O f(z) da.
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Integrales en intervalos no acotados

+oo
Si existe el limite hm / f(x)dzx y es finito se dice que / f(x) dx es convergente y

/:mf( dszggloo/ e
b

Si existe el limite lim f(x)dzx y es finito se dice que / f(x) dz es convergente y
a—r — 00
—o0

a

— 0o a—r—00 a

a b
/ (x)dzr = lim f(z)dx

Dado un nimero ¢ € R cualquiera, si existen los limites 1im f(z)dxy lim / f(x)dz y son finitos se
a——oo [, b—+o0

+oo
dice que / f(x) dz es convergente y

— 00

+o0 b
/ f(z)dx = lim f( )da:—l—blgr_loo/c f(z)dx

o a——00

Ejemplo 4.1 .4~ 1
Obtener / —QdT
1 x
by 171° 1 1 too
Calculamos la integral / — dz = [—] =1——-.Como Ilim 1— - =0, se tiene que / —dz=1.
1z x|, b b— 00 b 1 7

Ejemplo 4.2 . 1
/ dx.

Obtener —_—
1+ 22

Tomamos pof ejemplo ¢ = 0 y calculamos las integrales:

b 0
1 1
/ ——— dx = [arctan x}g = arctanb, / —— dx = [arctan x]g = —arctana.
o 1+ o 1+z
, 7T , m .
Como lim arctanb= —y lim arctana = ——, se tiene que
b——+o0 2 7 a——o00 2

+o00 0 b
1 1 1 T
= Ifm cdrt lim [ ——dr=T 4T
/—oo 1+332 v a—}—oo 1+ x+b—1+oo 0 1+.’E2 t 2+2 T

4.2 Series de Fourier

Bajo ciertas condiciones, una funciéon perioédica puede expresarse mediante suma infinita (serie) de senos y/o
COSENos.

Por ejemplo, veremos que la funcién f(x) = 72 — 22 en el intervalo [—, 7] y definida en todo R por periodicidad

(es decir, definida del mismo modo en [r, 27, [27, 37],... y en [—27, —7], [-37, —27],...), puede desarrollarse en
serie de la forma

f(z) = 2% - 42 (—nlz)" cos (nx).
n=1

Matematicas Generales Aplicadas a la Bioquimica - Grado en Bioquimica Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla
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Las primeras sumas parciales de la serie son:

2 2
S| = % + 4 cos x,

2 2
Sy = % + 4 cosx — cos (2x),

2 4
S3 = % +4cosx — cos (2x) + g % (32),

22 4 1
Sy = % + 4 cosx — cos (2x) + g cos (3z) — 708 (4z).

Cuanto mayor sea la suma parcial considerada, més “se parece” a la funcion. Obsérvese por ejemplo las graficas

de y = % — 22 (en azul) y S, (en rojo) en la Figura 4.2.

Figura 4.1: f(z) = 7% — 22 en [, 7] Figura 4.2: f(z) y Sy en [—m, 7]

El significado mateméatico de decir que “se parecen” es el siguiente: Dada f, se puede probar que, para cada
n > 1, la correspondiente S,, es la funcion de la forma ag + a1 cosz + by senx + ... + a,, cos (nx) + by, sen (nx)
que hace minima la cantidad

/|f(z)fSn|2dx:/ |f(z) = (ap + a1 cosz + by senx + ... + ay, cos (nx) + by, sen (nx))|? dz.

—T —T

A lo largo de esta Seccién vamos a estudiar como y bajo qué condiciones podemos expresar una funcion periodica
de periodo T' como una serie cuyos sumandos son combinaciones de senos y cosenos, esto es, como una serie
trigonométrica del siguiente tipo:

- 2 2
f(z) L % + ;an cos (?w) + by, sen <77le:£>

En teoria de la comunicacion, la variable independiente es el tiempo ¢ y la funcion f(¢) se dice que es una senal
periodica en tiempo continuo. Cuando esta representacion es posible, decimos que hemos descompuesto la senal
en armoénicos o modos de vibracion.

4.2.1 La serie de Fourier de una funcién perioédica

Las series de Fourier se suelen definir para un conjunto de funciones més general que el de funciones continuas.
Recordemos que una funcién continua a trozos es una funcién continua salvo quizas en algunos puntos x;,
i=1,...,n, donde los limites laterales son finitos. Una funcién continua es un caso particular de esta situacion.

Las series de Fourier se definen en primer lugar para funciones periddicas.
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Serie de Fourier de f Sea f : R — R una funcién continua a trozos y peridédica de periodo T. Se llaman
coeficientes de Fourier de f en el intervalo [-T/2,T/2] a los siguientes nimeros:

2 [T/2 2
ap = T/ f(z) cos <;nm> dz, n=20,1,2, ..

—T/2

5 2mn
_2 cmn —1,2,...
b, T/T/zf(:r)sen( T :z:) dz, n ,2,

Se llama serie de Fourier asociada a f a

= 2 2
% + nZ::lan cos (?m) + b,, sen (?w) .

De manera analoga pueden definirse los coeficientes de Fourier en el intervalo [0, T7.

En general, la serie no tiene por qué ser convergente en cualquier x y en caso de que lo sea, no sabemos si la
suma en z coincide con f(x).

Ejemplo 4.3

Obtener la serie de Fourier para la funciéon f(z) = 72 — 22 en el intervalo [—7, 7] y definida en
todo R por periodicidad.

1 (" I 1 3" 4r?
= — d = — 2 — 2 d = — 2 —_— —= .
ag = — » f(z)dx - /_Tr(ﬂ x®) dx - [71‘ z-3 - 3
L[ @ tyeostyde = 1 [n -t s )| 42 [ wson(na)to= 2 [ won oy d
ap = — m° — x7)cos (nx)dr = — |(7° — 2°)— sen (nx — zsen (nx)dr = — x sen (nx) dx.
2 - T n o™ ) ™ J_,
Integrando nuevamente por partes,
2 |[= T 2 i 2 |[= " 2 T
a, = — [x cos (n:c)] == cos (nx)de = — {x cos (nx)} +— [sen (nx)] = —— cos (nm),
™ n . ™2 ), ™ n . T n . n
4 , 1 T 2 2 q 9
Por tanto, a, = ——(—1)". Analogamente, b, = p (7 — z%) sen (nz)dx = 0. En consecuencia, la serie
n —7

de Fourier asociada a la funcion dada es

22 = (1)~
T—Zlnz::l = cos (nx).

Casos particulares: Funciones pares o impares

oo
a 2mn
Si f es par, entonces todos los b, = 0 y la serie de Fourier asociada es 20 + E ap, COS <;x),
n=1

o0
: . . . 2mn
si f es impar, entonces todos los a,, = 0 la serie de Fourier asociada es E b, sen <m ,

donde a,, y b, se definen del mismo modo que en el caso general.
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Ejemplo 4.4
Obtener los dos primeros sumandos de la serie de Fourier asociada a la funcién f(z) = 2° — z
en el intervalo [—1,1] y periédica de periodo T = 2.

(o)
Se ha representado la funcion en el intervalo [—1, 3]. Puesto que es impar, la serie es de la forma Z by, sen (mn).

n=1
Calculamos los primeros coeficientes de Fourier:

by = /11(x3 — z)sen(nz)dz = |—(x3 — :U)COSSW)] 1_1 + /11(33U2 — 1)@ dx

1 ! 1 6 1
= ;/ (32% — 1) cos(nz) do = = (32> — 1) sen(mc)]l_1 - xsen(rx) dx
! 1
12
= _% 9 rsen(mx) dr = % [z cos(mx)]", — % B cos(mz) dx = -=
Por tanto,
12
S =—— ]
1 3 sen(mzx)
Anélogamente,

12 3
Sy = 3 sen(mx) + 33 sen(m2zx).

En la figura se observa que la suma parcial S7 y mas aiin Sy, aproximan la funcion.

Veamos ahora cuindo la serie de Fourier define una funciéon y bajo qué condiciones es igual a f(x).

Los ejemplos que hemos visto corresponden a funciones continuas. Estas funciones siempre pueden aproximarse
por sumas de senos y/o cosenos.

Cuando la funcién es periddica de periodo T' > 0 y continua en todo R entonces, la serie de Fourier asociada
converge en todo punto x € Ry

_ag > 2mn 2mn
flz) = o + Z @y, COS <Tx) + by, sen (Tx>

n=1
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Veamos un ejemplo de una funcién peridédica que no es continua en R.

0 si —7<x<0

Obtener la serie de Fourier asociada a la funcién f(z) = .
: r si0<z<nm

.
oL
25t / / /
L
b
Az
ol
—

Calculamos los coeficientes de Fourier:

Ejemplo 4.5
{ Yy que es

periodica de periodo 27.

™ 0 ™ i 277
w== [ swa=1[[ s [(1@a] =1 [(sa-1[] -3
an:;[ ' f(x)cos(mc)dm+/ﬂf(x)cos(nx)dm} :%/Wmcos(nx)dx.
o 0 0

Integrando por partes,

Gp = — 5

1 {x sen (nz) | cos (nff)r

1
P 7
n n 0o T n

Anélogamente,

by — % [/_ﬂ 0f (z) sen (n) d + /OW £(z) sen (nz) dx] _! /Oﬁxsen (nz) dz.

Integrando por partes,

b 1 [~z cos (nx) 4 sen (nz)]™ cos(nm)  (—1)"*?
"oor n n? |, ’

Asi pues, la serie de Fourier es

o0
11 _q)ntt
% I nz::l % cos (nx) + % sen (nx) .
Calculemos los primeros sumandos de esta serie:
2
S = T_ —cosx + sen x,
4 7
2 1
Sy = % — _cosz +senzx — isen(Qx),
2 1 2 1
S3 = T Zcosz+senz — = sen (2z) — — cos (3x) + = sen (3z).
4 w 2 I 3

En las Figuras 4.3-4.6 observamos que las sumas parciales Sy, Sa, S3 se van pareciendo cada vez mas a f(x)
salvo en las proximidades de los extremos del intervalo, donde la funcién es discontinua.

Diremos que una funcién f : R — R es continua a trozos cuando es continua salvo quizés en algunos puntos
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Figura 4.3: S1 y f(x) en [—m, 7]

Figura 4.5: Sz y f(x) en [—7, 7] Figura 4.6: Sy, So, Ssy f(z) en [—m, 7]

x;, © = l...n, donde los limites laterales para la funcion existen y son finitos. El ejemplo anterior es de este
tipo. En este caso, la serie de Fourier también converge. En los puntos x en que la funcién es continua, la serie
coincide con f(z) y en los puntos de discontinuidad, la serie toma como valor la media del limite por la derecha
y del limite por la izquierda de la funcién en esos puntos.

Supongamos que la funcién f: R — R es perioédica de periodo 7" > 0 y continua a trozos. Entonces, la serie
de Fourier asociada converge en cada x € R y

lim f(y) + lim f(y)
Yy—x Yy—x

_ao > 21 2mn
5 =5 +Zancos< T x)—i—bnsen( T x)

n=1

En particular, en los puntos donde la funcién es continua se tiene que

G 2 2
f(z) = % + Z @y, COS (%x) + by, sen (%x)

n=1

4.2.2 Variantes en la expresion de las series de Fourier

En algunos campos de la ciencia, por cuestiones de interpretacion, interesa escribir las series de Fourier con una
expresion distinta a la que hemos presentado aqui. Algunas opciones son las siguientes:

= Como hemos mencionado, los coeficientes de Fourier también se pueden definir en el intervalo [0, T

2 (T 2
ay = f/o f(x) cos (?m) dz, n=20,1,2,...
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2 (T 2
= T/o f(z)sen (;jlx) dz, n=12,..

= El término general de la serie de Fourier se puede escribir como un coseno. En efecto, si consideramos el
nimero complejo z, = a, — b, y denotamos F;, a su moédulo y a,, a su argumento,

F, = V a% + b%: Opn = arCtg(_bn/an)v

utilizando propiedades de las razones trigonométricas y denotando Fy = ag/2, se obtiene la siguiente
expresion para la serie de Fourier:

= 2
Foy+ ZFncos <;nx—|—an).

n=1

= Podemos encontrar la serie de Fourier escrita utilizando la exponencial compleja e* = cos a + i sen o del

modo siguiente:
= 27 e 27
Z cpe’ T %  donde ¢, = T/ flx)e T % da.
0

n=—oo
Los coeficientes ¢,, se conocen como coeficientes de Fourier.

= En teorfa de la comunicacion se suele escribir w = 27 /T. Esta variable representa la frecuencia y mide
el nimero de repeticiones por unidad de tiempo de un suceso peridédico. Entonces la serie de Fourier es

% + Z ay, cos (nwz) + by, sen (nwx) o bien Z €

n=1 n=—oo

4.2.3 Funciones definidas en un intervalo

Supongamos ahora que f no es periddica pero estd definida en un intervalo acotado [0, L] y es continua a
trozos. Podemos definir una nueva funciéon periodica que coincida con f en [0, L] y obtener la serie de Fourier
correspondiente. Esta nueva funcion puede definirse de forma par, en cuyo caso obtendremos una serie en
cosenos, o de forma impar y obtendremos una serie en senos.

Serie de Fourier en senos o en cosenos
Sea f : [0, L] — R una funcién continua en [0, L]. Entonces, la serie de Fourier en cosenos es convergente en
el intervalo [0, L] y

) = % + i ap, COS (%x) vV € [0, L]
n=1

donde
/ f(z) cos —a:) dx, n=0,1,2,...
Asimismo, si f es continua en [0, L] y f(0) = f(L) = 0, entonces la serie de Fourier en senos es convergente y
= Z b, sen (%w) Vo € [0, L]
n=1
donde

2 L
= f/ f(x)sen (%x) dz, n=12..
0
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Ejemplo 4.6
Obtener la serie de Fourier en cosenos para la funcién f(¢) =t definida en el intervalo [0, L].
2 [~ 2 [1,]"
== [ tdt==|zt*| =L.
0 E /0 L [2 ]0
3 4L .
2 nt 2L ("7 2L n ———5 sinespar,
an:—/ tcos—dt:—/ ucosudu = —— [usenu + cosul,” = nem
L Jy L n2nw? J, n2m? . .
0 si n es impar.

En consecuencia, la serie de Fourier en cosenos asociada a la funcién dada es

L_4L( Sﬂt+lcos37rt+1cos57rt+ )
2 w2 L 32 L 52 L

4.2.4 Una aplicaciéon de la series de Fourier

Las series de Fourier se utilizan, por ejemplo, para determinar una funcién denominada densidad electrénica,
la cual informa sobre la estructura de una molécula cristalina (la posicion de sus moléculas) observando la
difraccién producida por el choque de ondas de rayos x sobre sus atomos, véase la Figura 4.7. La densidad
electrénica es la funcién peridédica suma resultante de las contribuciones de los distintos 4tomos. En la Figura
4.8 se muestra el caso de solo dos atomos. En la practica, esta funcion es la suma de una enorme cantidad de
funciones sinuosidales (senos y cosenos) de manera que puede ser considerada como una serie de Fourier.

Figura 4.7: Reflexion de los rayos X sobre los dtomos

\AAAA NN
VRVAVAVAVAVE

va 7/ A
J /\\/\//\\/ . v \j\/

Figura 4.8: Contribucion de dos atomos Figura 4.9: Funcién periédica resultante

4.3 La transformada de Fourier

La transformada de Fourier se usa para transformar funciones que estan definidas sobre una determinada
variable, x, en funciones definidas sobre otra variable, o.. Lo habitual es que la funcién resultante sea més facil
de manejar. Después de tratarla, se puede volver al dominio original en x, usando la transformada de Fourier
inversa. Generalmente, x es una variable fisica (espacial o temporal) y « es otra variable que se puede interpretar
como una frecuencia.
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+oo
En este apartado consideramos funciones f : R — IR continuas a trozos tal que la integral / |f(z)| dx sea
— 00

finita.

La transformada de Fourier de [ se define como

~ +oo 5
FPe) = flo) = o= [ e ay

Obsérvese que la variable independiente para la funciéon original es x, mientras que para la transformada de
Fourier es «. Por ejemplo, si interpretamos = como una variable espacial y f denota una magnitud fisica, para
cada o € R la cantidad f(«) indica cuanta parte de f esta sometida a fluctuaciones con frecuencia .

Las definiciones de los coeficientes ¢,, que vimos en las series de Fourier, se pueden mirar como una version
discreta de la definicion de f (alli, en vez de valores asociados a cada o € R , tenemos valores asociados a los
n=0,1,2,..).

Algunos autores definen la transformada de Fourier sin que aparezca el coeficiente 1/v/27 o con 1/27 en su
lugar. También podemos encontrar e 2"V en vez de e %Y,

Recordemos que e~ Y = cos(—ay) + isen(—ay) = cos(ay) — isen(ay).

1 si—-1<z<1

0 en otro caso.

Ejemplo 4.7
Obtener la transformada de Fourier de la funciéon f(z) = {

+oo 1
Obsérvese que / |f(x)|de = / dr = 2 < +o0.
o) 1

La transformada de Fourier es

1 FER 4 1 L 1 e—iay ! 1 efe— e ia 2 sen o
Q) = —— e " Vdy = —— e "YVdy = —— = : =1\/— o
for=—= [ tweay= o= [ oy %[ZQLQ% [

o5t

En la figura de la izquierda podemos ver la funcién y en la de la derecha su transformada.
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Si f es par o impar se pueden obtener expresiones simplificadas de su transformada

Si f es par, entonces
. N
Fie = F =2 [ 1w eostan)ay
Si f es impar, entonces

~ +OO
F(f)(@) = f(a) = —i @ / £() sen (ay) dy.
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Ejemplo 4.8
Obtener la transformada de Fourier de la funcién definida en R:

2r + 1 siz € [-1/2,0)
flz)=< —2z+1 sizel0,1/2)
0 en otro caso.

+00 0 1/2
Obsérvese que / |f(z)| dz = / (2z+1)dx +/ (=2z+1)dz =1/2 < +o0.
oo ~1/2 0

Como f(—x) = f(z), podemos calcular la transformada de Fourier como

fo =2 [ rweostenay =2 [ o pestanan

Integrando por partes,

sen(ay) sen (ay)

2 2
+ E/sen (ay)dy = (—2y + 1>T — 3 ¢os (o).

floy =2 2+ )2 2 o) / —2 2 a-ed)

/(—2y + 1) cos (ay)dy = (—2y + 1)

Por tanto,

En la figura de la izquierda podemos ver la funcion y en la de la derecha su transformada.

La transformada de Fourier Inversa de f se define como

- 3 = — ]' e R iQx
FP@) = fa) = /  fa)edo.
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La transformada inversa “deshace” lo que “hace” la transformada de Fourier y pasa de funciones definidas en el
espacio de «a a funciones definidas en el espacio de x.

La formula precedente indica que f(z) es la suma (o integral) de infinitas contribuciones, correspondientes a las
distintas frecuencias de o € R.

La transformada de Fourier es lineal, es decir, si a y b son constantes y f y g son funciones, se cumple que

Flaf +bg) = aF(f) + bF(g).

4.3.1 Transformada de Fourier de funciones generalizadas

Para describir algunos fenémenos fisicos necesitamos conceptos que se salen del marco establecido. En este
apartado vamos a trabajar de un modo informal, realizando algunos calculos sin justificar. Comenzamos por
introducir un ejemplo de funcion generalizada o distribucién, llamada Delta de Dirac, denotada §(x). Aunque
d(x) no es una funcién en el sentido cléasico, puede ser aproximada por una sucesion de funciones ordinarias
como

On(x) = 267”952, n=123,..
T

algunas de las cuales se han representado en la Figura 4.10. Se supone entonces que 6(x) es el limite (en un
sentido adecuado) de las d,,(z):
0(x) = Um 6,(x).

n—-+4oo

25 x

Figura 4.10: Representacion de las funciones d,(z) Figura 4.11: Representacion figurada de la Delta de
paran=1,2,3,4,5 Dirac centrada en el origen: §(x)

Delta de Dirac
Se suele decir que esta funcion generalizada, también llamada impulso, se caracteriza por las siguientes pro-
piedades:

= §(x) > 0 para todo x.

= §(x) =0 para todo x # 0.
+oo
= / d(z)dz = 1.

—0o0

Estas propiedades se pueden justificar teniendo en cuenta que

= ,(x) > 0 para todo x y todo n.

= §,(x) = 0 cuando n — +oo para todo x # 0.

+oo
" / On(x) dz = 1 para todo n.
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De modo anélogo, podemos definir la Delta de Dirac trasladada a z = a:

0q() = 6(x — a).

—+oo
De nuevo, d,(x) es siempre positiva, verifica 6(z — a) = 0 para todo z #a y / §(z—a)de =1.

—00

Propiedades de la Delta de Dirac: Se suelen aceptar las siguientes propiedades:

+oo
- [ b af@)de = 1@,

+oo +o0 )
. / eVt dy = / eV dy = 2md(x).

+oo +oo .
/ i)y gy — / @ dy = 2m(z — a).

Veamos cémo justificar, de modo informal, algunas de las propiedades anteriores. Una comprobaciéon mas deta-
llada puede verse en la correspondiente hoja de problemas.
= La primera, puede entenderse usando la definicién de la delta de Dirac

+oo 4o
= F(0)(e) = \/%/_ S(y)el v dy = \/%/_ 8(y) dy = %

+oo
= En tercer lugar, vamos a comprobar inicamente que / e dy = 2mé(x).

=3

Tomando transformada inversa en la igualdad 6(c) del apartado anterior,

" Vor

+oo 1
——e"% da.
oo V2

FHO)(x) = b(x) =

5~
3

1 [,
Por tanto, §(z) = 2—/ " da.
™

— 00

En este nuevo contexto, el de las distribuciones, podemos obtener la transformada de Fourier de funciones que

no cumplen la condicion / |f(z)|dx < +o0.

Ejemplo 4.9
Obtener la transformada de Fourier de la funcién constante f(z) =1

fla) = —— / T eiav gy — —L9rd(a) = VIR b(0)
T Vor ) Y=V - '
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Ejemplo 4.10
Obtener la transformada de Fourier de f(z) = cos(az) siendo a una constante positiva.
) . ) azi_|_ —axi
Para obtener la transformada de Fourier utilizamos la igualdad cos(axz) = R y la cuarta de las

2
propiedades anteriores.

; I A ia 1 /’+°° eWt 4 e~ ayi , 1 /+°° ,
ol = —— L € TC " emoyigy — e~ (a—a)yi g
floy= o= [ temay= o | Y /

1 +oo (ata)pi _L B B E )
2\/%/_00 e~ (ot dy—Q\/%[?mﬂa a)+27r5(a+a)]—\/;[5(a a) + 6(a + a)

+

cos(2 x)

09

08}

07

06}

3 2 - [ 1 2 3
Frecuencia

En la figura de la izquierda podemos ver la representacion de y = cos(2z) y en la de la derecha, la representacion

figurada de su transformada de Fourier que corresponde a dos Deltas de Dirac centradas en x = —2 y en & = 2,
respectivamente.
Anélogamente puede probarse que si f(z) = sen(az) entonces f(a) =i g [0(a — a) + 6(a+ a)]

4.3.2 Transformada de Fourier generalizada de una funcién peri6édica

Consideremos una funcién f : R — R continua en R y periédica de periodo T' > 0. Entonces, la podemos
desarrollar en serie de Fourier como

f@)= ) cae™", (4.1)

con w = 27 /T. En este caso hemos usado la expresion compleja en términos de la frecuencia. Su transformada
de Fourier es

R 0 1 +oo ) [e’e} 1 +o00 ) oo
fla) = Z Cn\/QTT/ eMTe™ M dy = Z cn\/%/ e Homm@)y gy — \/or Z end(a — nw).

n—=—oo n—=—oo n—=—oo
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La suma de deltas de Dirac obtenidas ocurren en los valores que hacen a« — nw = 0 para n = 0,+1,£2,... es
decir, en a = ..., —2w, —w, 0, w, 2w, ... y se llama tren de impulsos o espectro correspondiente a y = f(x).

Obsérvese que la funcion y = f(z) se representa en el espacio de las = (z suele representar espacio o tiempo)
mientras que el tren de impulsos se representa en el espacio de las frecuencias. En la Figura 4.12 se representa
un ejemplo de tren de impulsos.

Podemos interpretar que f es una funcion perioédica caracterizada por los coeficientes de Fourier, ¢,,. La igualdad
(4.1) muestra que ¢, indica cuanto de e~"“? hay en f(z). Andlogamente, la igualdad

fle) =V2r Z end(a — nw)

n—=—oo

muestra que los valores ‘importantes” de f son aquellos en que « toma los valores nw.

09

0.8

0.7

0.6

0.4+

03r

02

0.1}

-w 0 w
Frecuencias

Figura 4.12: Tren de impulsos o espectro
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4.3.3 Una aplicaciéon de la transformada de Fourier

Una sefial luminosa, actistica o electromagnética puede ser descrita por una funcion y = f(t) periodica. A veces
interesa hacer un tratamiento a estas senales, por ejemplo, filtrar graves o agudos en un sonido o eliminar
manchas en una imagen proyectada. La manipulacién directa sobre la sefial no siempre es posible a causa de su
complejidad. Lo que se hace entonces es descomponer la senal compleja obtenida en el dominio del tiempo en
senales simples y obtener a continuacion el tren de impulsos correspondiente en el espacio de frecuencias como
se ha hecho en el apartado anterior. La representacion de la frecuencia conlleva una reduccién de datos con
respecto a la representacion del tiempo, aunque la informacién sea la misma en ambos dominios, en el dominio
de frecuencia es mas compacta. Utilizando la transformada inversa de Fourier es posible volver nuevamente al
dominio del tiempo.

/ \ \ )
APLITUD UncicLo R R LR

/\/\ ff/\ P/j\ ‘ W WY W

f

Wi / WVJ A A L Ma s
. \

FORMA \
DEONDA vV V VvV V

Figura 4.13: Senal que representa un sonido Figura 4.14: Senales simples obtenidas

Vibracién compuesta

\ i “\_Espectro de vibracion
o e

Frecuencia

Figura 4.15: Descomposicion de f(x) en sefiales simples y tren de impulsos correspondiente

Un ejemplo de sefial compleja aparece en la Figura 4.13. En la Figura 4.14! puede verse su descomposiciéon en
senales simples, para ello se utilizaria la serie de Fourier. En ambas se ha representado el tiempo como variable
independiente. En la Figura 4.15° puede verse una sefial que representa una vibracién, su descomposicién en
vibraciones simples y el espectro correspondiente, en negro. Para obtener este tltimo se aplica la transformada
de Fourier.

Thttp://www.yio.com.ar/curso-sonido.php
2http://www.sinais.es/Recursos/Curso-vibraciones/fundamentos/fundamentos_ vibraciones.html
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Tema 5

Funciones de varias variables

Version: 18 de octubre de 2019

En este tema introducimos algunos elementos bésicos del calculo diferencial en varias variables. Muchos procesos
(fisicos, biologicos, ...) dependen de varias variables. Muy frecuentemente, estas son la posiciéon espacial y el
tiempo, pero también pueden ser otras. Por ejemplo, la temperatura de un ser vivo puede variar en tiempo (segin
las horas del dfa), pero también en espacio (el punto del cuerpo que se considere). También en la concentracion
de nutrientes en el interior y en torno a una célula, la concentraciéon de una determinada droga en el cuerpo, la
velocidad y la presion del viento en el aire, o la intensidad de un campo eléctrico o magnético generado por una
corriente eléctrica, entre otros muchos ejemplos.

Al igual que ocurre con las funciones de una variable, las derivadas de una funcion de varias variables permiten
obtener informacion valiosa sobre ésta: Permiten conocer y estimar como varia y permiten obtener aproximacio-
nes mediante polinomios, por ejemplo. Aprender a obtener este tipo de informacién van a ser el objetivo basico
de este capitulo.

5.1 Dominio y recorrido de una funcién de varias variables

Recordamos la notaciéon que usamos para funciones de una variable. Sea, por ejemplo,
f:[0,4) — R definida por flx) =z

Dominio es el conjunto de niimeros x para los cuales la funcién esta bien definida, es decir, se puede calcular.

Recorrido es el conjunto de todos los valores y = f(x) que se obtienen al evaluar f para todos los puntos
de su dominio.

En el caso del ejemplo, el dominio de f es [0,4] y el recorrido es el intervalo [0, 2].

Consideramos ahora funciones de dos variables, definidas para pares de nameros reales (z,y), con z € R e
y € R. Se denomina también a estos pares puntos y se suele escribir

(z,y) € R?

para indicar que ambas componentes pertenecen a R. Se identifican con los puntos del plano. A cada par (z,y)
la funcion asocia un nimero real z = f(z,y).

Igual que para funciones de una variable, el dominio de una funcién
f:DCcR? —R

es el subconjunto D de R? sobre el que consideramos la funcién o sobre el que esta bien definida, y el recorrido
es el conjunto de valores z que se obtienen al evaluar f en todos los puntos de su dominio.
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Ejemplo 5.1
Determinar el dominio de la funcion f(z,y) = \/y? — x.

El dominio de esta funcién es el conjunto de puntos (z,y) € R? para los cuales se puede calcular 1/y2 — z.
Para ello tiene que ocurrir

y2—x20 & y22$

Trataremos de identificar la region del plano OXY en la
cual se verifica < y2. Esta claro la regién en la que z < 12
esta separada de la region en la que z > y? por la curva

x = y2. Esta curva divide el plano OXY en dos partes. x <=y2
Para saber en cual de ellas se verifica < y? se puede
evaluar la funcién en algin punto de cada region. 1,0

Por ejemplo, en el punto (—1,0) se tiene z = —1 < y? =0
mientras que en el punto (1,0) se tiene z =1 > 3% =0

El dominio de f(x,y) es, por lo tanto, la parte “exterior” a
la parabola:

D:{(a:,y)EIR2 g m§y2}

El recorrido de f es el conjunto de todos los ntimeros reales mayores o iguales que cero.

Ejemplo 5.2
Determinar el dominio de la funciéon f(z,y) =[0,1] x [0,1] — R, f(z,y) =z +y.

La notacion [0, 1] x [0, 1] indica que la primera componente
del par (z,y), es decir, z, varfa en el primero de los interva-
los, [0, 1] y lo mismo la segunda, (ya que en este caso ambos
intervalos son iguales).

Es decir, que f esta definida en el cuadrado de la figura,
que incluye sus fronteras

;,Qué conjunto de valores toma f?

Esta claro que el valor minimo lo toma en el punto (z,y) =
(0,0), f(0,0) = 0, y que el valor maximo lo toma cuando
(2.y) = (L1), f(L,1) = 2.

Luego el recorrido de f es el intervalo [0, 2].

5.2 Representacion grafica de una funcién de dos variables

En el caso de las funciones de una variable, el dibujo de su grafica resulta de enorme ayuda para comprender el
comportamiento de una funcion.

Veamos ahora de qué forma se puede representar graficamente una funcion real de dos variables reales.

5.2.1 Representacion como una superficie en el espacio tridimensional

Una forma de hacerlo es poner

z = f ('T ) y)
e interpretar que, a cada punto (z,y) del plano OXY la funciéon f le hace corresponder una “altura” dada por
z = f(=z,y). La representacion, en el espacio tridimensional, de los puntos

{(m,y,z) : (.%,y) €D, z:f(x,y)}

Matematicas Generales Aplicadas a la Bioquimica - Grado en Bioquimica Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla

Illl(‘l'llil('i()llill.

Licencia Creative Commons Atribuciéon-NoComercial-CompartirIgual 4.0


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

5. Funciones de varias variables

137

constituye una superficie.

),

\
X X

Figura 5.1: Los ejes de coordenadas en el espacio 3D.
En la parte de abajo los ejes OX y OY, con la orien-
tacion relativa habitual.

¥
\ P(a,b,c)

=]

Figura 5.2: Un punto en el espacio 3D viene definido
por tres coordenadas.

Ejemplo 5.3

Se considera la funciéon f(z,y) = 222 — y%.

El dominio de esta funcioén es todo el plano R?. La grafica adjunta
esté realizada para (z,y) € [—2,2] x [—2,2] (obsérvese la gradua-
cion de los ejes). También se observa que, para estos valores de
(z,9), la funcién toma valores entre —4 y 8 (véase la graduacion
del eje OZ (eje vertical).

Si se mantiene constante una de las variables, por ejemplo la va-
riable y = 0.5, entonces, sobre esta linea recta y = 0.5 la funciéon
depende s6lo de la variable x:

f(z,0.5) = 222 — (0.5)% = 222 — 0.25

que es la expresion de una parabola convexa, como se puede confir-
mar en la grafica adjunta, observando que el corte de la superficie
z = 22% — y? con el plano vertical y = 0.5 es una parabola «hacia
arribay.

Si, en cambio, se mantiene constante la variable z, por ejemplo
x = 0, entonces sobre esta recta = 0 la funciéon depende so6lo de
la variable y:

F0,9) =0—y* = —y

y su gréfica es una parabola invertida, como puede observarse en
la grafica adjunta.
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Ejemplo 5.4

Superficie z = f(z,y) = = seny.
Cuando la grafica se puede representar en un medio que admita 3
color, es frecuente acompanarla de una «barra de colory» que ayuda
a identificar los valores de la funcion.

Como se puede corroborar con el dibujo adjunto, cuando se man- s
<L
OHAKZHIAL

. . ., 1 o
tiene la x constante, por ejemplo x = 2, la funcién se reduce a LSRRI : .
& 7 .0,,"., .

£(2,) = 2seny

mientras que si se mantiene constante la y, por ejemplo y = —2,
la funcion se reduce a una recta

f(xz,—2) = zsen(—2) = constante x x

5.2.2 Representacion mediante curvas de nivel

Otra forma habitual de visualizar funciones es representar sus curvas de nivel: curvas que unen los puntos del
dominio en los que la funcién toma el mismo valor.

Es decir, para
f:DCcR? —R

la curva de nivel de valor k es la que forman los puntos:
{(z.y) e R? : f(a,y) =k}

Estas curvas se dibujan en el plano OXY. También se llaman curvas de isovalores.

(@8+y7) exp(-(c+y)?)

(@8+y?) exp(~(x+y))

"mﬁ%
©

Figura 5.3: En esta figura estdn dibujadas, sog)re la Figura 5.4: Cuando las curvas de la Figura anterior se
superficie de ecuacion z = (222 + y?) e~ @+¥)" | sus proyectan sobre el plano OXY se obtienen las curvas
curvas de igual. de nivel. Si el dibujo es en color, con frecuencia se

acompana de una «barra de color» para identificar
los distintos valores.

Con frecuencia se dibujan las curvas de nivel correspondientes a un conjunto de valores regularmente espaciados,
como en el caso de la Figura 5.4. En este caso, la separacion entre las curvas da una idea de la variaciéon de la
funcién: cuanto mas proximas estén las curvas de nivel, méas rapidamente crece o decrece la funciéon en esa zona.
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(2><2+y2

) exp(=(x+y)?)
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Figura 5.5: Algunas curvas de nivel de la funcién z = (222 +1y?) e~ (@+y)?,
Las curvas estan marcadas con los valores a los que corresponden. Obsér-

vese que, en este caso, no todos los

valores elegidos estan regularmente

espaciados: 0.1, 0.5, 1, 2, 3, 4, 6, 8, 10.

Cuando se dibuja sin utilizar color, se suelen marcar las curvas de nivel con los valores correspondientes, como

se hace en la Figura 5.5.

Este tipo de graficas son habituales, por ejemplo, en meteorologia y en topografia.

Figura 5.6: En los mapas meteoroldgicos con frecuen-
cia se dibujan las isobaras, curvas de nivel de la
presion atmostérica.

5.3 Limites y continuidad de func

El concepto de limite se puede generalizar a funciones
limite de f(x,y) cuando (z,y) tiende a (zg,yo) es L si

300
/ 24\
7

Figura 5.7: Mapa topogréafico: se representa la altitud
(sobre el nivel del mar) en cada punto. Con ayuda
de este mapa se podria representar el «perfil» de una
ruta, por ejemplo, entre los puntos A y B.

iones de dos variables

de dos o més variables. Informalmente, se dice que el
f(z,y) toma valores tan proximos a L como se quiera

sin mas que acercarse lo suficiente a (zg,yo) (sin llegar hasta él).
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El calculo de limites en dimension 2 es, logicamente, més complicado que en el caso unidimensional. Sin embargo,
en algunos casos sencillos, cuando los limites existen, se pueden calcular de manera sencilla.

En el caso unidimensional sélo es posible acercarse a
un punto de dos formas: por la izquierda o por la dere-
cha. Sin embargo, en el caso bidimensional hay infinitas
maneras de acercarse a un punto: «caminando» sobre
cualquier curva que pase por dicho punto.

Llamamos a dichos «caminos» trayectorias. Cuando
nos acercamos al punto (g, yo) «caminando» sobre una
trayectoria, el limite se convierte en realidad en un li-
mite unidimensional.

Ejemplo 5.5

Calcular el limite lim ——2—
(z,y)—(0,0) 2y + y3

Sobre la trayectoria y = 5x las variables « e y no son independientes una de la otra, sino que, para cada z la y
viene dada por y = 5z. Al sustituir en la expresion del limite encontraremos un limite en una so6la variable:

4dxy
g sobre la trayectoria y = 5z.

4y , 4z - bx 2022 2022

1, _— 1 _—-— 1/ —_— — 1/ _—
(x,y)1—>m(o,0) zy + y° 230 2 - 5z + (5x)3 250 522 + 1252%  #90 x2(5 + 125z)
y=>5x
20 20
= 1, _— = — = 4
250 5+ 1250 5

Para que el limite de una funcién en un punto exista es necesario que exista el limite sobre todas las trayectorias
posibles y que todos coincidan.

Desde luego, para demostrar que un limite existe no se pueden utilizar las trayectorias, ya que no podemos
comprobar todas (son infinitas). El limite por trayectorias es util para probar que un limite no existe: basta
encontrar una trayectoria sobre la cual no exista el limite o bien encontrar dos trayectorias con dos limites
diferentes. En ambos casos la conclusiéon es que no existe el limite de la funcién en el punto.

Ejemplo 5.6

Calcular lim g
(z,9)—(0,0) TY + Y3

Para calcular el limite sobre la trayectoria y = /x, sustituimos y por /x, encontrando asf un limite en una sola
variable:

4]
il sobre la trayectoria y = /.

4 4z - 4 4
o &:h’mz—ﬁ:h’mziﬁ:h’mxiﬁ

(2,9)—=(0,0) Yy +y> 220 - /x+ (Vx)3 250 /T + 232 250 /T + 2/

y=Vz
) 4
=lim —— =
z—0 14+ 1
Como consecuencia de esto y del resultado del Ejemplo 5.5, se tiene que no existe el limite cuando (z,y) tiende
4
a (0,0) de la funcion &3
Ty + Yy

El concepto de continuidad es también analogo al caso unidemensional:
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Definicion 5.7 (Continuidad de una funcién de dos variables)
Una funcién f : D C R? — R es continua en (xg,yo) € D si:

a) f esta definida en (xo,yo),
b) Existe  lim  f(z,y)

(z,y) = (0,y0)

c) lim f(z,y) = f(wo,0)

(z,y)=(0,y0)

5.4 Derivadas parciales de funciones de dos variables

Supongamos que queremos estudiar la asimilaciéon de CO2 de una cierta planta y, mas concretamente, la res-
puesta a los cambios de temperatura y de luminosidad. ;Coémo se haria esto experimentalmente?

Denotemos T' a la temperatura, L a la lumnosidad y A a la cantidad de COs asimilada, de forma que se tiene
A=A(T,L)

Lo més natural seria estudiar las variaciones de A en funcion de la temperatura 7', manteniendo constante la
intensidad de la luz y haciendo esto para distintas intensidades. Luego, habria que estudiar las variaciones de
A en funcién de la luminosidad manteniendo constante la temperatura.

Esto ilustra la idea en que se basan las derivadas parciales de una funcién. Para saber como varia una funcién
f(x,y) cuando cambian z e y, en vez de hacer variar las dos variables a la vez, se hacen variar sélo una de ellas,
manteniendo la otra constante

Definicion 5.8 (Derivada parcial)
Sea f una funcién de dos variables independientes x e y.

Se define la derivada parcial de f con respecto a x:
of fl@+hy) — f(z,y)

hatll — 1
o (z,y) Lim Y

Analogamente, se define la derivada parcial de [ con respecto a y:

6f 1. f(aay—i—h)—f(x,y)
gy (o) = i, T

Para indicar que se trata de una derivada parcial en lugar de una derivada ordinaria (la de funciones de una
variable) se utiliza el simbolo 9 en lugar de la d habitual. También son usuales las notaciones siguientes, que
tienen el mismo significado:

of of(z,y)

%(:c,y) Tzawf(mvy)EfQJ(x’y)

(v analogamente para la derivada parcial con respecto de y).

El calculo de derivadas parciales no presenta ninguna dificultad adicional: para obtener la derivada parcial de f
con respecto de z (por ejemplo) solo hay que derivar de la forma habitual la expresion de f(z,y) considerando
la x como variable independiente y tratando la y como si fuera una constante. Reciprocamente, para obtener la
derivada parcial de f con respecto de y hay que derivar de la forma habitual la expresion de f(x,y) considerando
la y como variable independiente y tratando la  como si fuera una constante.
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Ejemplo 5.9
Calcular las derivadas parciales de la funciéon f(z,y) = ye®v.

Consideramos y como si fuera una constante y derivamos la funciéon con respecto de x:

8f _ 0 Ty \ _ Ty, .2 TY
%(w,y)—a(ye )—ye y=y-e

Ahora, para calcular la derivada parcial con respecto de y, consideramos x como si fuera una constante y
derivamos la funcion con respecto de y:

of

0
—_— = — TY) = %Y Y — zy
ay(m,y) ay(ye ) e t+yxe (I+azy)e

Ejemplo 5.10

Calcular las derivadas parciales de la funcién f(z,y) = sen(zy)

cos(y)
Consideramos y como si fuera una constante y derivamos la funcién con respecto de x:

of 0 sen(zy) ycos(ay) - cos(y) —sen(zry) -0  ycos(zy)
a. (33, y) = - = B} =

ox Oz cos(y) cos?y cosy

Ahora calculamos la derivada parcial con respecto de y, considerando x como si fuera una constante y derivando
la funcién con respecto de y:

g(x y) = 0 sen(zy) _ cos(xy) - x - cos(y) — sen(zy) - (—sen(y))
8y ™Y = 5y “eos(y) o2 (y)
oz cos(y) cos(zy) + sen(y) sen(zy)
cos?(3)

Las derivadas parciales representan, como en el caso unidimensional, pendientes de rectas tangentes a ciertas
curvas.

Por ejemplo, consideremos la funcion f(x,y) = 222 — y?, representada en la Figura ??, y sus derivadas parciales
en el punto (z,y) = (0,1/2). Si en z = f(x,y) mantenemos constante y = 1/2 obtenemos una curva: la
interseccion de la superficie z = f(z,y) con el plano vertical y = 1/2 (plano vertical paralelo al plano OX 7). La

of
5-(0,1/2) =0

ecuacién de dicha curva es z = 222 —1/4. El valor de —f(z, y) = 4z en el punto (z,y) = (0,1/2), ==
x

ox

es la pendiente de la recta tangente a esta curva en el punto z = 0.

De forma analoga, si en z = f(z,y) mantenemos constante x = 0 obtenemos la curva interseccion de la superficie
z = f(z,y) con el plano vertical = 0 (plano vertical paralelo al plano OY Z), de ecuacién z = —y%. La pendiente

5}
de la tangente a esta curva en el punto y = 1/2 es el valor de a—f(:c, y) = —2y en el punto (x,y) = (0,1/2), es
Y

decir, %(07 1/2) = —1.

5.5 Derivadas parciales de orden superior

Como en el caso de las funciones de una variable, es posible definir derivadas de orden superior. Por ejemplo,

g
la derivada parcial con respecto de x de —f se escribe:

ox
o*f 0 s0f
0x2 %(%)
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:“:}k‘_‘\\\

S oS S o=

Figura 5.8: Interseccion de la superficie z = 222 — ¢ Figura 5.9: Curva z = 222 — 1/4, interseccion de la
con el plano vertical y = 1/2. superficie z = 222 — y? con el plano vertical y = 1/2.

¥,

L

“‘:gl‘;*‘\,{\ X
SN

Figura 5.10: Interseccion de la superficie z = 222 —y/? Figura 5.11: Curva z = —y?, intersecciéon de la su-
con el plano vertical z = 0. perficie z = 222 — y2 con el plano vertical z = 0.

(También se puede escribir f,,). Analogamente,

2
fyy = g_y]; = ({%(g—g),
o*f 0 (of
Fou = o = oy oe)

Obsérvese en esta tltima derivada que el subindice zy en f;, significa que se deriva en primer lugar respecto
de z y en segundo lugar respecto de y. Esto implica que, en principio, f;, no es lo mismo que fy,

0*f o (0f
Jow = Oxdy - %(%)

Sin embargo, en las condiciones adecuadas si se puede garantizar que el orden de derivacién es irrelevante:

Teorema 5.11 (Igualdad de las derivadas cruzadas)
Si f(x,y) y sus derivadas parciales fy, fy, fuy ¥ fyz Son continuas en un entorno del punto (zo,yo), entonces
las derivadas cruzadas en dicho punto son iguales:

fxy(%,yo) = fym(x07y0)
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Se pueden definir de forma similar derivadas de orden superior a 2, por ejemplo

P00y
e N
3 f 0 10%f 1o}

Fyye = 0x0ydy %(87/2) o %(fyy)

Como en el caso de las derivadas de orden 2, el orden de derivacién no importa si la funcién y sus derivadas
hasta el orden utilizado existen y son continuas en un entorno del punto (zg, yo).

Ejemplo 5.12 0% f
Calcular la derivada ——~—
0y20x

las derivadas cruzadas del mismo orden.

para la funcién  f(z,y) = sen(3zy) y comprobar la igualdad de todas

> fr = 3ycos(3zy)
> fy = 3z cos(3xy)

> oy = aﬁy (3y cos(3my)) = 3cos(3zy) + 3y - ( — 3zsen(3zy)) = 3cos(3zy) — Izysen(3zy) = fys

e gy (330 cos(3:cy)) =3z - ( — 3zsen(3zy)) = —927 sen(3zy)

3f 0 0
D fogy = 9795~ G_y(fxy) = a_y(3 cos(3zy) — 9zy sen(3zy)) = —18z sen(3wy) — 2722y cos(3zy)
Yy —— ﬁ = 2(f = 9 (3cos(3zy) — 9zysen(3zy)) = —18z sen(3zy) — 27x?y cos(3zy)
YR Oyoxoy Oy " Y

0
o f 0 0
> fyye = D20y? = %(fyy) = ﬁ( — 922 sen(3zy)) = —18z sen(3zy) — 2722y cos(3zy)

Definiciéon 5.13 (Derivadas de funciones de mas de dos variables)
Los conceptos anteriores se pueden generalizar para funciones que dependen de tres, cuatro o méas variables. Asi
podriamos definir las derivadas fy, fy, f=, foz, fayz, €tc. de una funcion f = f(x,y, z).

5.6 Regla de la cadena para funciones de varias variables

La Regla de la Cadena, que ya se conoce para funciones de una variable, se puede extender a funciones de méas
de una variable.

Consideremos la funcion

Z:f(xvy)

Supongamos que z e y son funciones que, a su vez, dependen de una tercera variable ¢. Entonces, z también
dependera de t:

z = f2(t),y(1))

Nos planteamos, pues, calcular la expresién de la derivada de z con respecto de t.

Matematicas Generales Aplicadas a la Bioquimica - Grado en Bioquimica Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

5. Funciones de varias variables 145

Teorema 5.14 (Regla de la Cadena para funciones de dos variables)
Si la funcién f(z,y) tiene derivadas pariales y son continuas, y x = z(t) e y = y(t) son a su vez funciones
dependientes de t y derivables, entonces la derivada de

viene dada por ; 3 p 9
= - E0.y) - G + et () 6.1

Ejemplo 5.15
Sea z = f(x,y) = 2%y3 y sean

i

Calcular la expresion de la derivada de z con respecto de ¢t en el punto ¢t = g

Utilizando la formula (5.1) se tiene:

= S O.0) G + O, u(0)

Calculamos las derivadas involucradas:

of of dz dy
— = 2my3 = = 3z2%y? = — cost AN
ox A oy M dt cost, dt ¢
dz t\3 20 t\2 ¢ 3t 3t 2 3t
E:QSent(e) -cost+ 3(sent) ()" -e" =2’ sentcost + 3e* sen®t = sente <2cost—|—3sent)
d
d—i(g) = senge?’”/2 (2(305% + 3sen g) = ‘ 365/2 ~ 333.95‘

5.7 Plano tangente

Recordamos el concepto de recta tangente a la curva de ecuacién y = f(x). La generalizacion al caso de una
funcion de dos variables es el plano tangente a la superficie de ecuacion z = f(z,y).

Ecuaciéon del plano tangente a una superficie

Si la funcién f(x,y) es continua y derivable en el punto (zg, yo), y sus derivadas parciales son también continuas
en un entorno del punto (zg,yo), entonces existe el plano tangente a la superficie z = f(x,y) en el punto
(z0,Y0, 20) (20 = f(0,%0)) y su ecuacion es

5= a0 = ol (an.0) (@ = 20) + 5 (30,10) (0= )
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Figura 5.12: Plano tangente a una superficie.

Ejemplo 5.16
Calcular el plano tangente en (z¢,%0) = (2,0) a la superficie de ecuacién

z = f(z,y) = 2%y + 2ze¥.

Ejemplo 5.17
Calcular el plano tangente en (z¢,%0) = (3,1) a la superficie de ecuacién

z= f(z,y) = In(z - 2°)

5.8 Aproximacién lineal

De la misma manera que en el caso unidimensional era posible aproximar una funcién f(z), cerca de un punto
xo dado, por la recta tangente a la curva y = f(z) en dicho punto, también es posible aproximar una funciéon
f(z,y), cerca del punto (xg, o), por el plano tangente a la superficie z = f(z,y) en dicho punto.

Aproximacion lineal de una funcién de dos variables

Sea f(z,y) una funcién derivable y con derivadas continuas en un entorno del punto (zg, yo). Se llama aproxi-
macion lineal o linealizacion de f(x,y) en (zg,yo) a la funcion

Do) = f o, ) + 5 (50,30) (2 = 0) + S 20,10) (0 = )

La bondad de la aproximacion f(x,y) = L(z,y) viene determinada por los valores de las derivadas de segundo
orden de f cerca del punto (zg,yo)-
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Ejemplo 5.18
Calcular una aproximacion lineal de la funcion

f(@,y) =2’y +2xe?

en el punto (2,0).

La linealizacion de f en el punto (2,0) viene dada por

d
Lio.y) = F2,0)+ 52,0 (@~ 2) + 3 2.0) (s -0)
%:2xy+2ey, ?:x2+2xey
f(2,0) =4¢e° =4, %(2,0) =2e% =2, ‘;—5(2,0) =4+4e"=8

Luego la aproximacion lineal de f(z,y) cerca de (2,0) es

L(x,y)=4+2(x—2)+8(y—0):

Ejemplo 5.19
Calcular una aproximacion lineal de la funcién

f(z,y) = In(z — 2¢%)
en el punto (3,1). Utilizar esta funciéon para calcular una aproximacion del valor de f en el punto
(3.05,0.95), cercano al punto (3,1) y compararlo con el valor exacto (utilizar una calculadora).

La linealizacion de f en (3,1) es:

of of

Lew)= 16,0+ 2 @069+ Lenw-1
of 1 of 4y
Or  x—2y?’ dy oz — 22
_ —lnl— Of oy 1 _ Of oy =4 __
fBH=mE-2=h1=0, FEN=z—5=1 F@1)=z—5=—4

La aproximacion lineal es

|L(z,y) =0+ (z—3)—4(y—1)=1+z — 4y

En el punto (3.05,0.95) se tiene
L(3.05,0.95) =1+ 3.05 — 4 x 0.95 = 0.25, £(3.05,0.95) = In (3.05 — 2 x 0.95%) ~ 0.2191

El error de aproximacion es pues |f(3.05,0.95) — L(3.05,0.95)| = |0.25 — 0.2191| = 0.031

5.9 Gradiente de una funcién de dos variables

El vector gradiente de una funcién es de uso muy habitual en ciencias. Se refiere de un modo general a
variaciones apreciables de una determinada magnitud fisica que pueden generar un flujo de ésta de unas zonas
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a otras. Es frecuente, por ejemplo, hablar de un gradiente de temperaturas, que generara una transmision de
calor de zonas de temperatura més alta a zonas de temperatura méas baja; de gradiente de presiéon, que genera
el paso de un fluido de zonas de mucha presién a zonas de menor presion, ...

Gradiente de una funcién de dos variables
Se define el gradiente de una funcion f(z,y) como el vector

d
8—£(w,y)

g—;‘(x,y)

Vf(.%', y) =

siempre que existan ambas derivadas parciales.

Ejemplo 5.20
Calcular el vector gradiente de la funcién f(z,y) = 322 — y — 2y? en el punto (1,0).

g—;c:ﬁm; g—;(l,O) =6
Y —1—4y; 8_y(1’0) ==l

El vector gradiente en (1,0) es, pues

vro=(_f)

5.10 Derivadas direccionales

El concepto de derivada direccional se puede explicar facilmente con el ejemplo siguiente:

Supongamos que nos encontramos sobre una superficie inclinada, por ejemplo, sobre la ladera de una montana.
Dependiendo de la direccién en que caminemos, descenderemos o ascenderemos e incluso nos encontraremos con
una mayor o menor pendiente.

Figura 5.13: Distintos caminos sobre una superficie inclinada partiendo de un mismo punto.

Ahora imaginemos que dicha ladera viene dada por la superficie de ecuacion z = f(x,y): (z,y) son las coorde-
nadas a nivel del mar del punto donde nos encontramos y z representa la altitud de dicho punto. Las distintas
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direcciones que parten de ese punto vienen dadas por los distintos vectores (en el plano OXY') que parten
del punto (z,y). La eleccién de una cierta direcciéon nos da un cierto control sobre la inclinacion del camino a
seguir. Dicha inclinaciéon se puede describir mediante la pendiente de la recta tangente al punto de arranque en
la direcciéon del camino. Esto es lo que se llama derivada direccional.

Las derivadas parciales de la funcion f(z,y), fo y fy, como ya se ha visto, son las derivadas direccionales en las
direcciones de los ejes coordenados, esto es, cuando nos movemos en direcciones paralelas a los eje coordenados
OX y OY, y en el sentido positivo de los mismos.

;, Como se puede expresar la pendiente cuando elegimos una direccién arbitraria? En primer lugar, dicha direccion

U1

se debe expresar mediante un vector unitario u = ( u ) (unitario significa que su longitud es 1).
2

Derivada direccional de una funciéon de dos variables

La derivada direccional de la funciéon f(z,y) en el punto (xg,yo) en la direccion del vector unitario u = ( Zl )
2
es el producto escalar:

Duf(x0,y0) = Vf(x0,0) - u= %(%7%) uy + %(Iovyo) U2 (5.2)

Obsérvese que la eleccion de un vector unitario para definir la direccion hace que la derivada direccional coincida
con las derivadas parciales cuando la direccién u es la de uno de los ejes coordenados en sentido positivo.

En efecto, el vector que designa la direccion del eje OX en sentido positivo es u = ( 0 ), y la derivada

direccional en esta direccién seria
of

*(fo,yo)

0 0 0 0
Dy f(xo,90) = 8; : ( (1) ) :afi(ﬂfo,yo)'lﬂLa*‘;(mo,yo)'O: %(zoayo)
dy

*(i’?o»yo)

Analogamente, para la direccion del eje OY es u = < (1) ) , v la derivada direccional en esta direcciéon seria

of

B (70 %0) 0\ of of of

of ( 1 ) :%(ﬂfoyyo)'OJrafy(iEo,yo)'l:@(wo,yo)

c’Ty(xO’ Yo)

De la misma manera que las derivadas parciales “miden” la variacién de la funcién en el sentido positivo de los
ejes coordenados, la derivada direccional “mide” la variacion de la funcién en la direccion y sentido del vector
u. Si, por ejemplo, D, f(xo,yo) es un valor positivo, se tendra que, si nos movemos, a partir del punto (zo,yo)

en la direccion y sentido de u, la funciéon f crecera, tanto més rapidamente cuanto mayor sea dicho valor. Si,
por el contrario, D, f(xg,yo) toma un valor negativo, esto indicara que la funcion decrece en dicha direccion.
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Ejemplo 5.21
Se consideran la funcién f(z,y) = 2%y +y? y el punto (—1,1).

(a) Calcular el gradiente de la funcién.
1
=2

(b) Calcular la derivada direccional en la direcciéon u = ( ) {Crece o decrece la funcién en

esa direccion?

(c) Calcular las derivadas direccionales en las direcciones v = ( i > yw= ( _i > (En cual de

ellas crece la funciéon mas rapidamente?

(a) Calculamos las derivadas parciales y el gradiente

of
?:x2+2y :»Vf:<x2+2y>; Vf(_1,1):< 3)
Y

(b) Comenzamos por construir un vector unitario con la misma direccién que el vector u. Para ello s6lo hay
que dividir u por su moédulo:

1
lu| = /12 + (—2)2 = V5.  Asi, el vector Wi u es unitario.

1
Calculamos ahora la derivada direccional en el punto (—1,1) en la direccion — u:

V5

Duf(—1,1)=<§>~\}5< _;):\}5< ;)(_; >\}5((—2).1+3.(—2))=\_/§

Esto significa que en dicha direccién la funcién f decrece, puesto que la derivada es negativa.

(¢) Comenzamos también aqui por normalizar los vectores v y v:

M= VBT =VE |w]=DPF P = V3

D10 =( 73 )5 (1 )= 5249 =75
1
1

Es decir, la funcion crece en ambas direcciones, aunque lo hace més rapidamente en la direccion de w.

5.11 Propiedades del vector gradiente

El vector gradiente de una funciéon en un punto (xg, yo) tiene la importante propiedad de que sefala la direccion
de méaximo crecimiento de la funciéon en dicho punto. Es decir, de entre todas las (infinitas) direcciones que parten
del punto (zg, yo) la direccion definida por el gradiente es aquélla en la que la funciéon f crece (localmente) mas
rapidamente. Como consecuencia, la direccién opuesta al gradiente es aquélla en la que la funciéon decrece més
rapidamente.

Esta propiedad es de una importancia primordial en muchas situaciones reales. Por ejemplo, la quimiotaxis,
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D”f_io1 1
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3 2 1 00 1 2 3
g
» DLfZ—E

Figura 5.14: Derivadas direccionales del Ejemplo 5.21.

que es el mecanismo por el que algunas células se mueven de acuerdo con la concentraciéon de ciertas sustancias
quimicas en su medio ambiente, eligiendo para ello la direccién del gradiente de la concentracion, si se busca, por
ejemplo, alimento, o la opuesta al gradiente, si se busca, por ejemplo, alejarse de un veneno. En los organismos
multicelulares es fundamental tanto en las fases tempranas del desarrollo (por ejemplo en el movimiento de los
espermatozoides hacia el 6vulo) como en las fases méas tardias (como la migracién de neuronas o linfocitos).

Otra propiedad importante del vector gradiente es que es perpendicular a la curva de nivel de la funciéon f que
pasa por el punto (zg, yo)-

/)

Figura 5.15: El vector gradiente en un punto es perpendicular a la curva de nivel que pasa por ese punto.

Propiedades del vector gradiente

Sea f(z,y) una funcion derivable. El vector gradiente V f(z,y) tiene las propiedades siguientes:

(a) En cualquier punto (zg,yo), el maximo crecimiento de la funciéon f se produce en la direccion del vector
gradiente V f(xo,yo)-

(b) El vector gradiente en un punto (zg,yo) es perpendicular a la curva de nivel que pasa por ese punto.
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5.12 Maximos y minimos relativos

De modo informal, un méaximo local o relativo de una funcién es un punto es un punto en el que el valor de
funcion es mayor que en todos los puntos “de alrededor”.

W\\ \\\\\\ 7
0,,“’0‘ ‘}\\
Z "i.'ow&’b‘ N

A \\\
7 I’

\‘: ','7'/.:‘\\"",'.;..

\\"f/// i .’

\\\\ 9
’Wll/ 4’:’.““\\\\“
e i ’//

0
0
»s\

Figura 5.16: Una funcién con varios méaximos y minimos relativos.

La nocién “de alrededor” se puede formalizar escribiendo en todos los puntos de un entorno.

= En dimension 1 un entorno de un punto z( es un intervalo centrado en z y de radio ¢

= En dimension 2, un entorno de radio § de un punto (g, yo) es un circulo de radio § centrado en el punto
(z0,%0)-

= En dimension 3, seria una esfera centrada en el punto y de radio ¢

Recordamos que, en dimensién 1, una condicién necesaria para que una funciéon derivable tenga un extremo
relativo en un punto xg era que

f'(x0) =0
lo que significa que la tangente a y = f(z) en el punto (zg, f(zo) es horizontal. Esta idea se generaliza a funciones
de mas de una variable:

Teorema 5.22 (Condiciéon necesaria de extremo local de una funcién de dos variables)
Una condicién necesaria para que la funcion f(x,y) tenga un extremo local en el punto (zg,yo) es que sea

V f (o, y0) = ( 8 ),

lo que geométricamente significa que el plano tangente a z = f(x,y) en el punto (zo, yo, f(z0, yo0)) es horizontal.
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En efecto, la ecuacion del plano tangente a z = f(x,y) en un punto (zg,yp) con Vf =0 es:

= o) + G (a0, 90) (o = o) + 5 (20, 30) (0 = 0) = 0.,

es decir z = constante = f(z,yo) que efectivamente, es la ecuacion de un plano horizontal (paralelo al plano
OXY).

Figura 5.17: Los puntos que verifican V f(xq,yo) = 0 son los puntos en los que el plano tangente es horizontal.

A los puntos que verifican Vf = 0 se les suele denominar puntos criticos. También son puntos criticos los
puntos en los que f no es derivable.

Ejemplo 5.23
Hallar los puntos criticos de la funcion

flz,y) =3zy —2® —y°

La funcion f esta bien definida para todo (z,y) € R? y es continua y derivable en R2.

Los tinicos puntos criticos seran los que anulen el gradiente:

af p 5
e 3y—3z°=3(y—z°)=0
of 9 oy
ay—3x—3y =3(r—y*) =0

Los puntos criticos son pues los puntos que verifican el sistema de ecuaciones

r=0=y=0
x:y2:(1‘2)2 < { .’,L':l:>::];:].2:].

Este sistema tiene por lo tanto dos soluciones, que son los puntos criticos de la funcion f:

0,00 v (1,1

De forma analoga a como sucede en dimension 1, los puntos criticos son sélo candidatos a ser extremos relativos:
Los extremos relativos, si existen, estan entre ellos, pero no todos lo son.
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Figura 5.18: Ejemplos de puntos con gradiente nulo que no son maximos ni minimos. En el primer caso, se trata
de un punto de inflexién en ciertas direcciones que pasan por él, mientras que en otra direccion la funcién es
constante. En el segundo caso la funcién tiene un minimo en ciertas direcciones mientras que tiene un punto de
inflexién en otras. El tercer caso se trata de un punto de silla, en el que la funcién tiene un maximo en unas
direcciénes y un minimo en otras.

5.13 Uso de las derivadas segundas para determinar maximos y mi-
nimos relativos

Recordemos que en dimension 1 el valor de la derivada de segundo orden de la funcién en un punto critico
permite, a veces, determinar si dicho punto es un méximo o un minimo:

= Si f”(x0) > 0 entonces f tiene un minimo relativo en x.

= Si f”(x0) < 0 entonces f tiene un maximo relativo en x.

En dimensién 2 también existen criterios, que involucran las derivadas parciales de segundo orden, que permiten,
en ocasiones, decidir si un punto critico es un maximo o un minimo.

Definicién 5.24 (Matriz hessiana)
Se denomina matriz hessiana de f(x,y) en el punto (zo,yo) a la matriz

fyac(xoy Yo) fyy(mﬂa Yo)

(Recuérdese que si la funcién f es suficientemente regular las derivadas cruzadas son iguales, es decir
fay(@o,90) = fyz(x0,Y0))-

Hess(zg, yo) = ( Jae(0,50)  fay(T0,90) )

Teorema 5.25

Sea f(x,y) una funcién cuyas derivadas parciales de segundo orden son continuas en un entorno del punto
(z0,Y0), en el que se tiene V f(xo,y0) = 0, lo que geométricamente significa que el plano tangente a z = f(x,y)
en el punto (zg, Yo, f(x0,Y0)) es horizontal. Sea D el determinante de la matriz hessiana de f en (zo,yo):

2
D = det Hess(20,90) = fuz (%0, %0) fyy (€0, 50) = (fay (20, 90))
(a) SiD >0y fe(xo,y0) > 0, entonces f tiene un minimo local en (xg,yo)-
(b) SiD >0y fex(xo,y0) <0, entonces f tiene un maximo local en (zg,yo).

(c) Si D < 0, entonces f tiene un punto de silla en (xq,yo)-

En los demas casos este criterio no permite sacar conclusiones.
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Ejemplo 5.26
Clasificar los punto criticos de la funciéon  f(z,y) = 3zy — 2° — y3.

Los puntos criticos son (véase el Ejemplo 5.23) (0,0) y (1,1)
[z =3y — 322, fy =3z —3y?

—6x 3
fzz = —6z, fa:y =3, fyy =06y = Hess(a:,y) = ( 3 —6y )

1. Punto (zg,yo) = (0,0): Hess(0,0) = ( g g ) y detHess(0,0) = -9 < 0.

En consecuencia, (0,0) es un punto de silla de f.

2. Punto (z0,y0) = (0,0): Hess(1,1) = ( _g _2 ) y  detHess(0,0) =27 > 0.

Como, ademas, f,.(1,1) = —6 < 0, se tiene que (1,1) es un maximo de f.

Ejemplo 5.27
Calcular y clasificar los punto criticos de la funcién f(x,y) = 222 — zy + y*.

Esta funcién esta bien definida y es continua y derivable en todo R? y sus derivadas parciales son:

4 —y
— _ = — 3 =
fo =4z — vy, fy=—r+4y° = Vf(z,y) = ( — 4 4y )

4 -1
foz =4, f:r:y = -1, fyy = 12y2 = Hess(x,y) = ( _1 12y2 )

1. Punto criticos son los puntos que verifican el sistema de ecuaciones:

dr—y=0 & y=4z

z=0
- A _ !
fle,y) = 0 < 43 —x=4(4x) -z =2(25622-1)=0 < xgii N TS
- 256 1
716

A cada uno de estos valores para la variable x hay que asociar el correspondiente valor de y = 4x:

= Az =0Ile corresponde y =4-0=0

-1 — —1
= Az = 6 le corresponde y :41—6 =1
1 1
= Ax= 16 le corresponde y74176 =1
(z1,91) = (0,0)
-1 -1
En consecuencia, f tiene tres puntos criticos: (T2,y2) = (ﬁ’ T)
1 1
(r3,93) = (Tﬁ’ Z)

2. Tratamos ahora de clasificar los puntos criticos.
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= Para (x1,y1) = (0,0): Hess(z1,y1) = ( _11 _(1) ) = det Hess(0,0) = —1 < 0,

luego ‘ (z1,91) = (0,0) es un punto de silla ‘

= Para (29,y2) = (1—61, _Tl) Hess(z2,y2) = ( _le 3_/le ) = det Hess(zo,942) =2 >0y
Saow(T2,y2) =4 > 0, luego | (z2,y2) = (1—61, _Tl) es un minimo |.

= Para (23,y3) = (1_16’ le) Hess(z3,ys) = ( _le 3_/1 ) = det Hess(x3,93) =2 >0y
foe(3,93) =4 > 0, luego | (x3,y3) = (1_16’ i) es un minimo |.
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Tema 6

Ecuaciones diferenciales

Version: 18 de octubre de 2019

6.1 Introducciéon

Existen numerosos modelos mateméticos de diversa indole que se utilizan para el estudio de problemas en
Biologia y otras ciencias experimentales; sus objetivos principales son describir, explicar y predecir fenémenos
y procesos en dichas areas. Una gran parte de esos modelos se expresan mediante ecuaciones diferenciales.

El objetivo de este tema es describir brevemente algunos de los conceptos basicos relacionados con las ecuaciones
diferenciales ordinarias, mostrar técnicas elementales de su resolucién, asi como exponer ejemplos préacticos de
aplicaciones.

Ecuaciéon diferencial

Es una ecuacion en que la incégnita es una funcién y que, ademés, involucra también las derivadas de la
funcién hasta un cierto orden.

La incognita no es el valor de la funcién en uno o varios puntos, sino la funcién en si misma.

Cuando la incégnita es una funciéon de una sola variable se dice que la ecuacién es ordinaria, debido a que
la o las derivadas que aparecen son derivadas ordinarias (por contraposicion a las derivadas parciales de las
funciones de varias variables).

Por ejemplo,
y'(t) = —y(t) (6.1)

es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, ya que la méaxima derivada que aparece en ella es la de
primer orden. Aqui, ¢ es la variable independiente e y = y(¢), que es una funcion desconocida que depende de
t, es la incognita. Si no resulta confuso se suele escribir también esta ecuacion en la forma y’ = —y, omitiendo
la mencién expresa a la dependencia de y respecto a la variable independiente t.

Naturalmente, la utilizaciéon de las letras ¢t e y, aunque es la que se utiliza en estas notas, es arbitraria. Por
ejemplo, la ecuacion anterior se podria escribir también A’(z) = —A(z), siendo aqui z la variable independiente
y A la incognita.

Lo que interesa, con respecto a la ecuacion (6.1), es encontrar una o varias funciones y = (t) que verifiquen la
igualdad

¢'(t) = —p(t) para todo t perteneciente a un cierto intervalo I
Una tal funcién se dice que es una solucion de la ecuacion (6.1) en el intervalo 1.

Con caracter general, una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden se escribe:

y' = f(ty) (6.2)
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y se dice que y = ¢(t) es solucion en el intervalo I de esta ecuacion si se verifica

¢ (=% 0) = 1tpt), veer (63)

es decir, si cuando se sustituye en la ecuacion y por su expresion e y’ por la expresion de la derivada, lo que se
obtiene es una identidad, algo que es cierto para todo t € I.

Ejemplo 6.1
La funcién y = e~ es solucién de la ecuaciéon 3y’ = —y en todo R, ya que

y'(t) = —et=—y(t), VtecR.
Pero también es solucion cualquier funcién de la forma y = Ce~¢ siendo C una constante arbitraria, puesto que

y'(t) = —Ce ' = —y(t), VteR.

Asi pues, la ecuacion del Ejemplo (6.1) tiene infinitas soluciones, lo que no es una particularidad de esta
ecuacion concreta. La ecuacion diferencial ordinaria (6.2) posee, en general, una «familia» de infinitas soluciones
dependientes de una constante arbitraria, a la que se llama solucién general de (6.2). Para cada valor de dicha
constante arbitraria se obtiene una solucién particular.

Se llama resolver una ecuaciéon diferencial a encontrar su soluciéon general. En realidad, esto solo es posible
para unas cuantas (pocas) ecuaciones sencillas. Para la inmensa mayoria de las ecuaciones diferenciales es
necesario recurrir a métodos numéricos y calcular soluciones aproximadas con ayuda de un ordenador.

Con frecuencia lo que interesa en las aplicaciones es encontrar una solucién particular que verifique alguna con-
dicién adicional. Por ejemplo, que toma un valor dado para un valor, también dado, de la variable independiente.

Problema de valor inicial

{ y' = f(t,y)

y(to) = vo »

Este problema consiste en:

Encontrar, de entre todas las soluciones de la ecuacion diferencial y' = f(¢,y), aquella que para
t = to toma el valor y =y 0, lo que es lo mismo, aquella que “pasa” por el punto (¢g,yo)-

El nombre proviene del hecho de que, con frecuencia, la variable independiente, ¢, representa el tiempo, y el
valor % es el instante en que comienza un experimento, observacién o simulacion.
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En general, si se verifican ciertas condiciones razonables de regularidad de la funciéon f, un problema de valor
inicial tiene soluciéon dnica.

Ejemplo 6.2
El problema de valor inicial, asociado a la ecuacion (6.1),

5 o

tiene una tnica solucién, y = e~%, que se puede encontrar imponiendo la condicién inicial, y(0) = 1, a las
funciones de la familia de soluciones, y = Ce™¢, y deduciendo para qué valor de la constante arbitraria C se
cumple la condicién inicial. Es decir:

La solucién del problema de valor inicial es, pues,

y=e"'

Ejemplo 6.3
Comprobar que, sea cual sea el valor del parametro k£ € R, la funcién y = 20 — 3e
la ecuacion y' = k(20 — y).

—kt e solucion de

Para comprobarlo se han de sustituir y e ¥’ en la ecuacion y verificar que el resultado es una identidad en ¢,
es decir, que la igualdad es cierta para todos los valores posibles de t.

Se tiene:

Yy = 3ke™*
k(20 — 1) = k(20 — (20 — 3¢~ 1)) = 3ke

luego, efectivamente, es solucion.

A continuacion se explica como se pueden resolver varios ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden sencillas.
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6.2 Resoluciéon de ecuaciones diferenciales de la forma y’ = a(t)

En muchas aplicaciones, la variable independiente ¢ representa el tiempo. Si la velocidad de variacion de una
magnitud depende so6lo del tiempo, la ecuacion diferencial que verifica es de la forma

y = alt), (6.6)

donde a = a(t) es una funciéon que depende solo de la variable independiente ¢, definida en un intervalo 1.

Resolucion de y' = a(t)

d d
1. Utilizando la notacién d_i’ se escribe y' = d_zt/ = a(t), y de aqui

dy = a(t) dt.

2. A continuacion, se integra separadamente en ambos miembros de esta ecuacién, en el primer miembro
respecto de y y en el segundo miembro respecto de ¢.

/ = / alt) dt.

3. Denotemos por A(t) una primitiva (cualquiera, pero fija) de a(t). Se tiene entonces, recordando que todas
las demés primitivas de a(t) se pueden obtener a partir de ésta sumandole una constante,

y=At)+C

siendo C' € R una constante arbitraria, es la solucién general de la ecuacion.

Yy =all)

y(to) = o

Ahora lo que se desea es averiguar cudl es la solucion de la ecuacion diferencial y' = a(t) que verifica y(tg) = yo.
Para ello el procedimiento a seguir es:

Resolucion del problema de valor inicial {

1. Calcular la solucion general de la ecuacion ¢y’ = a(t) que, por lo visto antes, es y = A(t) + C siendo A(%)
una primitiva de a(t).

2. Para hallar cudl, entre todas las soluciones, es la que verifica y(tg) = yo, hay que averiguar para qué valor
de C se tiene
Yo = y(to) = A(to) + C <= C = yo — A(to)

3. Por lo tanto la solucién del problema de valor inicial es

y = A(t) +yo — Alto)
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Ejemplo 6.4
Calcular la solucion general de y' =3 +¢

d
y'zd—g:3+t<:>/dy:/(3+t)dt y

@y:3t+%t2+c x C=1/ -

La solucién general de la ecuacion es, pues,

1
y=3t+§t2+C’

Resolver el problema de valor inicial 5

Ejemplo 6.5 y =
{ y(0)

3+t
=0

1
Hay que hallar el valor de C' que hace que y = 3t + §t2 + C verifique

y(0) = 0:
y(0)=0=C & C=0

La solucién del problema de valor inicial es, por lo tanto

1
=3t + =2
Y + 5

y/ — t2
(0) =1/2

Se calcula, en primer lugar, la solucién general de y' = ¢2: /A
d 1
=2 _p 4 /dy:/t2dt s y=-t3+C
dt 3 o

Por lo tanto, la solucién general es

Ejemplo 6.6
Resolver el problema de valor inicial:{ )

1
=-t34C
Y 3 =+

N

Para obtener la solucion particular que verifica y(0) = 1/2, se impone
esta condiciéon y se despeja C"

)=ttt c—C o C:%

1
2 3
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Ejemplo 6.7 I 1
Resolver el problema de valor inicial: 1+1¢
y(0) =1
1 1
= & dy= | ——dt
Y =11¢ / Y 1+¢

& y=In[l+t+C

La solucién general de la ecuacién es, pues,

y=|l+t|+C

Se impone ahora la condicién inicial:

1=y0)=In(14+0)+C=C & C=1

Luego la solucién del problema es

y=In(l+¢t)+1 Vte (-1,+o0)
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6.3 Ecuaciones diferenciales de variables separables y' = a(t) g(y)

Son ecuaciones de la forma
y' =a(t)g(y),

donde a(t) es una funcion, definida en un intervalo I, que depende solo de la variable independiente, ¢, y g(y)

es una funcién que depende so6lo de la variable dependiente, y.

Para resolverla se procede como sigue:

Resolucion de y' = a(t)g(y)

dy
dt
. A continuacion, se “separan” las variables, de forma que a un lado del signo esté so6lo lo que depende
de y y al otro lado esté solo lo que depende de ¢: si g(y) # 0 se puede poner (en caso contrario, véase el
punto 5):

d
. Utilizando la notacién dit/’ se escribe y' = a(t) g(y)

[

. Se integra separadamente en ambos miembros de esta ecuacion, en el primer miembro respecto de y y en

el segundo miembro respecto de ¢.
1
—dy = / a(t) dt
/ 9(y) &

1
Gly) = / Ty A = / at) dt

1
dos primitivas de W y a(t) respectivamente. Entonces la solucion general viene dada por
g

. Sean

Gly) =Alt)+C
De esta expresion, si se puede, se despeja y. Si no se puede, se deja como esta.

. Si hay algtan valor de y que anule la funcién g, por ejemplo, g(«) = 0, entonces la ecuacion ¢y’ = a(t)g(y)
tiene la solucion constante y = «, que puede estar, o no, incluida en la solucién general G(y) = A(t) + C.

Se debe comprobar esto.

Ejemplo 6.8
Calcular la solucion general de la ecuacion diferencial y' = yt.

1 1
y =yt & /idy:/tdt & ln\y|:§t2+C’

< |y|=et2/2+czet2/2-ec = y:iet2/2~eczet2/2'(:|:ec)

Comentario importante: Puesto que C representa aqui un valor cualquiera,
también +e® es un valor cualquiera. Por lo tanto, y con el fin de no complicar
inutilmente la notaciéon, seguiremos usando la letra C' para designar el valor
arbitrario +e®.
Queda entonces

y=Ce'l?

La soluciéon constante y = 0 que la ecuacién, evidentemente, tiene, esta
incluida en esta ultima expresiéon para el valor de la constante C' = 0.

\J

S
)
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La constante arbitraria en la resoluciéon de ecuaciones diferenciales.
En la resolucion de ecuaciones diferenciales se aplica de forma sistematica el comentario del Ejercicio 6.8:

Debido a las operaciones que se realizan para expresar adecuadamente la soluciéon, con frecuencia la constante
aparece inmersa en alguna expresion.

Sin embargo, para no complicar sin necesidad la notacion, se sigue denotando por C' a dicha expresion.

Ejemplo 6.9
Calcular la solucién general de la ecuacién diferencial y' = 42 cost.

1 1
y' =y? cost & /7dy:/costdt & ——=sent+C
Y Yy

)
-1

V= sent + C
La ecuaciéon y' = y? cost tiene, ademas, la solucién constante )
y = 0, que no esté incluida en la familia de funciones anterior : no >
se obtiene de su expresién para ningun valor de la constante C'. C=16
Resumiendo, las soluciones de la ecuacién son:

-1 )

:m y ademas y = 0

Ejemplo 6.10
Calcular la solucion general de la ecuacion diferencial ' = 2y.

1
Yy =2y & /;dy:/2dt < Inly|=2t+C

Para despejar la incognita, y, se toman exponenciales en ambos
miembros de la igualdad anterior, y se obtiene

Y= ith-ﬁ-C — ith _eC :th . (iec)

Aqui, como en el Ejemplo (6.8), si C' es una constante arbitraria,
+¢¢ también lo es, y la seguimos llamando C para no complicar
la notacion. Por lo tanto, la solucién general de la ecuacion es

y=Ce? CeR arbitraria

La solucién constante y =0 esté incluida para el valor C' = 0.
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Ejemplo 6.11
Hallar la solucién del problema ¢ ¥ =

2
T 1 1
- & [ ——dy= [ Zat
y ; /y2_1y /t

La integral del primer miembro se calcula escribiendo el integrando como una suma de fracciones simples:

1 1 1 1 1 y—1
/y21dy_2/(y1_y+1> dy—an(‘y+1>—1n|t|—|—C

—1
& In <‘y+1‘> =2(nft| +C) =2n|t| +2C =Int? + C
y

Tomando exponenciales en ambos miembros:

—1 -1
‘y+1‘ — nt?HC _ nt? (O _ 42 o L—i—l :(:I:C’)tQ:CtQ
Y Yy

& y—1=Cty+1)=Ct%y+Ct? & y—Ct?y=y(1-Ct>) =1+ Ct?

1+Ct? 2Ct? 2t?
1-—Ct? 1—C? C—t
La ecuacién tiene también las soluciones constantes y = 1 e
y = —1, la segunda incluida para C' = 0, la primera no. ,
Para hallar la soluciéon que verifica y(1) = 0.5 imponemos esta
condicion en la solucion general y despejamos C': y=t
1 2 1 2 P
Sy =14 - & —Z=—"— & C=-3
g v =145 2 C—1 PP
Asi pues, la soluciéon del problema es
y=-1
2t2 2t2
=1 =il=
L 3+ 12

Ejemplo 6.12

Calcular la solucion general de la ecuaciéon diferencial y' = 2 — 3y.

Se comienza dividiendo en ambos miembros por 2 — 3y (se debe recordar que luego hay que comprobar si la
solucion constante y = 2/3 esta contenida en la solucion general) y se integra en ambos miembros por separado
(las integrales son inmediatas):

1 1
y =2-3y & /Q—Sydy:/dt & 731n|273y|:t+0 < Inj2-3y|l=-3t+0C)=-3t+C

Tomando exponenciales en ambos miembros:

2-3y=e3TC0 =3l =Ce™ & y= (2—Ce™®) .

W =

2
La solucién constante y = — estd contenida en esta familia de

funciones para el valor de C' = 0.
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Ejemplo 6.13
Calcular la solucién general de la ecuacion diferencial y' = y — 2y?

El segundo miembro, que se puede factorizar en la forma y — 2y? = y(1 — 2y), se anula claramente para y = 0
y para y = 1/2 que son soluciones constantes de la ecuacion.

Para resolverla se pasa y(1 — 2y) al primer miembro dividiendo y se integra en ambos lados. La integral del
primer miembro se hace por descomposiciéon en suma de fracciones simples:

1 ) 1 1 2
— =1 — = _dy=[dt St Ndy= [t
y(1—2y)” ‘i’/y(l—zw Y / ‘:’/<y+1—2y> v /

Y
1—2y

< Injy|—In|l —2y|=1In

—t+o

Tomando exponenciales en ambos miembros de la ultima igualdad se tiene

Y
1—-2y

=Ce' & y=Ce'(l1 -2y) =Ce' —2Ce'y & y+2Ce'y =y(1 +2Ce") = Ce*

y, finalmente, despejando aqui la incognita

Ce! ,
Y= "5~
14 2Cet
que es mejor escribir dividiendo numerador y denominador por
Cet:
. 1 . 1 C- 1
Y= 1 - Ce=t+2 y=1/2
cer T2

C-40

La solucién constante y = 0 no esté incluida en esta expresion.
En cambio, si lo esta la solucion y = 1/2 (para C' = 0). t
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6.4 Ecuaciones diferenciales lineales y' = a(t)y + b(t)
Son las ecuaciones de la forma

y' = a(t)y +b(t) (6.7)
donde a = a(t) y b = b(t) son funciones que dependen de la variable independiente .

Cuando b(t) = 0 se dice que la ecuacion (6.7) es lineal homogénea:

Dada la ecuacion no homogénea (6.7), se denomina ecuacién homogénea asociada a la ecuaciéon que se
obtiene eliminando el término no homogéneo, es decir

y' = a(t)y. (6.8)

El método de resolucion de estas ecuaciones esté basado en la siguiente propiedad fundamental de sus soluciones:

Soluciéon general de una ecuacion lineal.

La solucion general de la ecuacion diferencial lineal (6.7) se puede escribir como la suma de la solucién general
de su ecuacion homogeénea asociada, (6.8), y una solucion particular cualquiera de la ecuacion completa (6.7):

y = yn(t) + yp(t),
donde

yn(t) es la solucion general de y' = a(t)y

yp(t) es una solucion particular cualquiera de y' = a(t) y + b(t)

En consecuencia, la resolucion de la ecuacion (6.7) se lleva a cabo en dos etapas:

1. Se calcula la solucion general de la ecuacion homogénea asociada (6.8).

2. Se calcula una solucion particular (cualquiera) de la ecuacion completa (6.7).

Se explica a continuacién, con mas detalle, cbmo se ponen en practica estas etapas.

1. La ecuaciéon homogénea asociada
Y =a(t)y

es una ecuacion de variables separables. Procediendo a separar las variables, e integrando en ambos
miembros, se tiene

/édy:/a(t)dt — Inly=At)+C & y=+eOC = AW

donde A(t) es una primitiva de a(t). Asi, la solucién general de la ecuacion homogénea (6.8) es
yn(t) = C et

Denotemos G(t) = e,

2. La soluciéon general de la ecuaciéon homogénea asociada siempre es de la forma

yn(t) = CG(t), con C € R arbitraria,

donde G(t) = ) y por tanto verifica G'(t) = A’(t) eA®) = a(t) eA®) | puesto que A(t) es una primitiva
de a(t).
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El calculo de una solucién particular de la ecuacion (6.7) se puede llevar a cabo por el método de
Lagrange de variacion de la constante, que consiste en “buscar” dicha solucion sabiendo que es de la
forma:

yp(t) = K() G(1). (6.9)

Para encontrar la funcion K (t) adecuada, se sustituye en la ecuacion (6.7), y asi se encontrara la condicion
que debe verificar K (t) para que y,(t) sea solucion, es decir, que verifique y,,(t) = a(t) y,(t) + b(t):

y(t) = K'(t)G(t)+K(t)G'(t) = K'(t)G(t) + K(t)a(t)G(t)
a(t)yp(t) +0(t) = a()K@)G() +b(1)
vp(t) = a)yp(t) +0(t) =  K'@)GH) =bt) < K'(t)=0b()

luego, para que (6.9) sea solucién de (6.7), tiene que ser

de donde la solucién particular de (6.7) que se busca es

wit) = G(t) [ b0) gz .

Finalmente, segin la propiedad antes explicada, la solucién general de la ecuacion lineal es

y(t) = yn(®) + (1) = CG(t) + G (1) / b(t)% dt — < / b(t)% dt + c) Gl).

El resumen de este proceso es, pues, el siguiente

Calculo de la solucion general de la ecuacion diferencial lineal y’ = a(t)y + b(t).
1. Calcular y;, la soluciéon general de la ecuacién homogénea asociada y' = a(t)y, que sera de la forma

yn(t) = CG(t)

2. Calcular

3. La solucién general es
y(t) = (K()+C) G(t), conC € R cualquiera.

Ejemplo 6.14
Calcular la solucién general de la ecuacién diferencial 3’ = 2y + .

En primer lugar se calcula la solucion general de la ecuaciéon homogénea asociada, 3’ = 2y, que es de variables
separables:

1 1
fy/:2¢>/fdy:2/dt¢>ln\y|:2t+0¢>y:062t
Y Y

Asi pues, la solucién general de la ecuacién homogénea asociada es yp,(t) = C e?!. Ponemos ahora G(t) = €?! y

calculamos q |
Kit)= [ bt)—dt= [ t—dt= [ te 2 dt
(t /()G(t) [tie= [
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Esta ultima integral se hace por partes:

—2t t =1 Lo 1 —2¢ Lo—or 1 o L o 1
= 1 —= = == _Z =
/te dt Sy 26 ot 2te + 5 /e dt 2te e 26 <t+ 2)

Con esto ya se tiene la soluciéon particular buscada:

1 1 1 1
D= KO GH) = ——e 2t [t 2) .02t — = (4=
wplt) = K() G(t) = —e <+2)e (14
¥y, por tanto, también la soluciéon general: v
2t 1 1 c=-1
y(t) = yn(t) +yp(t) = O — 2 (¢4 3

Ejemplo 6.15

I _
Hallar la soluciéon del problema de valor inicial { o =2

y(0) =1

La solucién general de la ecuacion ¢’ = 2y + ¢ ya se ha calculado en el Ejemplo anterior y es

1 1
:C2t_* t -
=05 (t+3)

Para hallar la solucién del problema de valor inicial, s6lo hay que imponer la condicién inicial y deducir para
qué valor de C' se cumple:

1 1
1y(0)0602<0+2>0 & C=14-=-

Luego la soluciéon buscada es: /

¥=2° "3 2

Ejemplo 6.16 ,
Calcular la solucién general de y' = ty + te? .

Se calcula en primer lugar la solucién general de la ecuacién homogénea asociada:
’ 1 1, t2/2
Y=ty & [ —dy= tdt@ln|y|:§t +C & y=Ce
Y

Asi pues, la solucion general de la homogénea es y,(t) = C e’/2. Ponemos G(t) = /2,
Ahora, para hallar una solucion particular de la ecuacién completa, se calcula
1
t

2 1 2 .2 2 2
K(t):/b@)@dt:/tet Wdt:/tet e t/2dt=/t€t /2dt:et /2

Matematicas Generales Aplicadas a la Bioquimica - Grado en Bioquimica Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla



https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

6. Ecuaciones diferenciales 170

En consecuencia, la soluciéon particular buscada es

yp(t) = et2/2et7/2 _ t°

y la solucién general de la ecuacién completa es

y(t) = yn(t) + yp(t) = C et /2 4 &’

Ejemplo 6.17
Calcular la solucion general de ¢y —y = t.

La ecuacion no aparece escrita en la forma normalizada y’ = a(t)y + b(¢) para la cual esta descrito el procedi-
miento de resolucion. Lo primero que hay que hacer, en consecuencia, es escribirla en dicha forma estandar.

Para ello dividimos toda la ecuaciéon por ¢ y pasamos el término en y al segundo miembro:

1 1
ty —y=t = y-1y=1 = y=_y+l

Ahora calculamos la solucién general de la ecuacion homogénea asociada:

1
y'=7y € Wy =hf|+C < y=Ct=G) =t

Solucion particular de la ecuacién completa:

K(t):/b(t)Gtt)dt:/idt:In|t| — y,(t) = ¢ In ).

Solucién general de la ecuacion completa dada:

y=Ct+tInlt], con C € R arbitraria.

Ejemplo 6.18

Calcular la solucion general de  y' + ycos(t) = e—sen(t)

La ecuacion no aparece escrita en la forma normalizada y' = a(t)y + b(¢) para la cual esta descrito el procedi-
miento de resolucion. Lo primero que hay que hacer, en consecuencia, es escribirla en dicha forma estandar.

Para ello pasamos el término en y al segundo miembro:

Y +ycos(t) =e D = o = —ycos(t) + e ")

Ahora calculamos la solucion general de la ecuacion homogénea asociada:
1
Yy =—cos(t)y & /fdy = —/cos(t)dt < Inly| = —sen(t) + C <
Y

yn = Ce sen(t) = G(t) — sen(t).
Solucién particular de la ecuacién completa:

1 e < |
K(t) = /b(t)m dt = /67 sen(t) jsen(t) gp / dt =t = yp =te” sen(t)
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Solucion general de la ecuacion completa dada:

y=Ce 5 L om0 — (C 4 t) e %"®)  con C € R arbitraria.

Ejemplo 6.19 1
Calcular la solucion general de y’' = 7Y +2t+ 1.

Solucién general de la ecuacion homogénea asociada:
, 1
y=3y ® Injy=ht|+C & y=Ct=G(t) =t

Solucién particular de la ecuacién completa:

K(t):/b(t)%dt:/%t—“dt:/(ﬂb dt = 2t +In |t

=y, =K@H)G(t) = (2t +In|t|)t = 2t> + tIn|t].

Solucién general de la ecuacion completa dada:

y=Ct+2t>+tln|t| con C € R arbitraria.

6.5 Linealizaciéon de un problema de valor inicial para una ecuacién
diferencial ordinaria

Supongamos que necesitamos hallar la solucién del problema de valor inicial

y/ = f(tvy)
y(to) = Yo

y no sabemos/podemos resolver la ecuacion diferencial y' = f(¢,y). La aproximacion lineal de funciones de dos
variables, estudiada en el tema anterior puede servirnos de ayuda.

Recordamos que una funciéon f(t,y), cerca de un punto (¢, yo), se puede aproximar por su plano tangente:
af af

L(t,y) = f(to,y0) + ot (t —to) + Jy (¥ —wo)

En el ejemplo siguiente se utiliza esta técnica para sustituir un problema de valor inicial por otro maés facil de
resolver.

Ejemplo 6.20
Aproximar el siguiente problema de valor inicial mediante un problema lineal y calcular la solucién

de éste:
Y = ViFy
y(0) =1
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La ecuaciéon 3y’ = 1/t + y no es de ninguno de los tipos estudiados.
Vamos a aproximar linealmente f(¢,y) = /T + y cerca de (to,y0) = (0,1). Se tiene:

fty) =vi+y, £(0,1) =1
of oy__ 1 9 0,1y = 1
at(m’y)_z/t Y’ 8t(’ 2
W o) = 5= Zo1)=
Y T o iy oy 2

1 1 1 1
La aproximacion lineal de f(¢,y) es:  f(t,y) = L(t,y) =1+ §(t —0) + i(y —1)= §(t +1)+ Y

Ahora, en lugar del problema inicial (P), consideramos su aprozimacion lineal:

o { V=M =g0ngy

y(0) =1

que si sabemos resolver, ya que se trata ahora de una ecuacién lineal.

1. Solucién general de la ecuacion homogénea asociada:

1

1 1 t
U —dy = = dt 1 ——_41C t)=C t/2
y 2y<:>/yy 2/ & In|y| R = yn(t) e

2. Soluci6n particular: y, () = K(t)e'/?, siendo

t+1 1 1 _ _
K(t)= Te?f?dtzi /(t—l—l)e /2 dt = [por partes] = —(t + 3) e ¥/% = y,(t) = —(t + 3)

3. La solucion general de la ecuacion (Q) es, pues, y(t) = —(t + 3) + Ce'/?

Imponemos la condicién inicial: ”6

—y'=sqri(t+y)

1=y(0)=—(0+3)+Ce’=-3+C | s y=(t+1)2+y/2

es decir,
C=4

Luego, finalmente, la solucién del problema aproxi-
mado es:

y=—(t+3) +4e'/?

En la figura se pueden comparar la solucion del pro-
blema aproximado (en color azul y linea discontinua)
con la solucién del problema original calculada por
métodos numéricos (en rojo, con linea continua).
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6.6 Equilibrio y estabilidad

Ecuaciones diferenciales auténomas

En muchas ocasiones, un sistema (fisico, biologico,. .. ), se representa mediante una ecuacion de la forma:

y' = fy) (6.10)

donde f es una funciéon dada que s6lo depende de y, es decir, en la que no aparece explicitamente la
variable independiente t. Estas ecuaciones se denominan ecuaciones diferenciales auténomas.

Para entender lo que significa que una ecuacién sea auténoma, supongamos un modelo simple de crecimiento:
supongamos que el numero de bacterias en un cultivo viene dado por una solucion de la ecuacion:

/

Yy =2y (6.11)

siendo y una funcion que depende de la variable independiente ¢ (que no aparece explicitamente), que representa
el tiempo medido en horas. La solucién general de esta ecuacion es

y(t)=Ce*, CeR (6.12)

y la constante C' se podréa determinar si se conoce el tamano de la poblacion de bacterias en algun instante ¢.

Supongamos que se realiza un experimento comenzando con una poblacién de 100 bacterias en el instante ¢ = 0.
Entonces la solucién que nos interesa es que cumple la condicion inicial y(0) = 100. Para obtener su expresion,
sustituimos en la solucion general y hallamos el valor adecuado de la constante arbitraria C":

100 = 5(0) = Ce® < C = 100, de donde la solucion es  y(t) = 100

Esta solucion nos dice que, por ejemplo, 4 horas después de comenzar el experimento, en nimero de bacterias
presentes en el cultivo habra aumentado hasta

y(4) = 100 €® ~ 298100

Supongamos ahora que repetimos el mismo experimento, pero 10 horas después, de manera que ahora la con-
dicién inicial sera y(10) = 100. Sustituyendo en la solucién general encontraremos:

100

100 = y(10) = Ce*® & C = —5 ~0.20612 x 10~° = 0.00000020612,
€

de donde la solucién es
y(t) = 0.20612 x 107¢ ¢

El nimero de bacterias presentes en el cultivo 4 horas después de empezar este segundo experimento sera:
y(10 +4) = y(14) = 0.20612 x 107 21 = 0.20612 x 107% 2% ~ 298100

es decir, la misma cantidad que en el caso del primer experimento.

Esto significa que la evolucion del sistema que se estudia no depende del momento en que se realiza el experi-
mento. S6lo depende del nimero de bacterias inicialmente existentes.

Logicamente, si la forma de evolucionar de un sistema dependiera del tiempo en que se desarrolla, no se podria
modelar mediante una ecuacién diferencial auténoma. Seria necesaria una dependencia temporal explicita en la
ecuacion.
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Soluciones de equilibrio o puntos fijos

Definicién 6.21 (Solucién de equilibrio o punto fijo)
Se Illaman soluciones de equilibrio o también puntos fijos de la ecuacién

a sus soluciones constantes. Son las funciones constantes y = a con o € R tal que

fl@)=0

Ejemplo 6.22
La ecuacion ¢y’ = ky tiene la solucion de equilibrio y = 0.

1
La ecuacién y = y — 2y tiene las soluciones de equilibrio y =0 e y = 3

El estudio de las soluciones de equilibrio de una ecuaciéon diferencial tiene interés porque son soluciones “de
referencia” para averiguar el comportamiento de las demas soluciones de la ecuacion diferencial.

La propiedad basica de las soluciones de equilibrio es que si, inicialmente, el sistema estd en un estado de
equilibrio, permanecera en dicho estado en todos los instantes posteriores (a menos que alguna fuerza externa
perturbe el sistema). Por ejemplo, si inicialmente y(0) = K y K es una solucion de equilibrio, entonces y(t) = K
para todo t.

Ejemplo 6.23
Calcular los puntos fijos de la ecuacién 3’ = 2y — °

Se tiene que f(y) = 2y — y® = y(2 — y?). Luego

fy)=0 & y2-y*)=0 = {y:i\/i

Luego los puntos fijos o soluciones de equilibrio son y =0, y = V2 e y = —/2.

Estabilidad de soluciones de equilibrio

Definicion 6.24 (Solucion estable)

Se dice que la solucién de equilibrio y = « de la ecuacién diferencial y' = f(y) es localmente estable si
las soluciones de la ecuacién que parten de condiciones iniciales ligeramente distintas del equilibrio tienden a
acercarse a la solucién de equilibrio.

En caso contrario se dice que la solucién de equilibrio es localmente inestable.
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Este concepto se entiende claramente con los dos ejemplos de la Figura 6.1.

El término localmente se refiere al comportamiento cuando se producen pequenas perturbaciones, pero no
se presupone nada de los que sucede cuando se producen grandes perturbaciones.

Figura 6.1: Ilustracion de los dos tipos de estabilidad mediante el ejemplo de una bola en
la cima de una colina y una bola en el fondo de un valle. Ambos son estados de equilibrio:
la bola esta en reposo. Sin embargo en el caso del valle su situaciéon es estable, ya que una
pequena perturbacién de su posicion serfa momenténea y la bola volveria a su posicién
inicial. Mientras que en el caso de la colina, la situacion de la bola es inestable, ya que una
pequena perturbaciéon de su posiciéon haria que la bola rodase por la ladera de la colina, y
seria imposible volver a la cima.

Damos, sin justificacion, el siguiente criterio analitico para identificar cuédndo una soluciéon de equilibrio es
localmente estable o inestable.

Criterio de estabilidad

Se considera la ecuacion diferencial autéonoma

donde f es una funcién derivable. Supongamos que y = « es una solucion de equilibrio, es decir que f(a) = 0.
Entonces

> La solucion y = a  es localmente estable si f'(a) <0

> La solucién y = o es localmente inestable si f'(a) > 0

En el caso en que f'(a) = 0 no se puede sacar ninguna conclusion.

Ejemplo 6.25
Estudiar la estabilidad de las soluciones de equilibrio de la ecuacién diferencial 3’ = 2y — y°.

Hemos visto en un ejemplo anterior que y = 0, y = v/2 e y = —v/2 son soluciones de equilibrio de esta ecuacion.
Para ver si son localmente estables o no aplicamos el criterio de estabilidad. Se tiene que

f'ly) =2-3y>
Luego

> f/(0) =2 >0 = y =0 es una solucién de equilibrio localmente inestable.

Matematicas Generales Aplicadas a la Bioquimica - Grado en Bioquimica Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla



https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

6. Ecuaciones diferenciales 176

> f’(\/i) =2-3x2=—-4<0= y=12 es localmente estable.
> f’(—\/ﬁ) =2-3x2=-4<0= y=—+2 es localmente estable.
En la Figura se puede comprobar el comportamiento de las demas soluciones de esta ecuaciéon diferencial con
respecto a las soluciones de equilibrio: vemos que las soluciones y = v/2 e y = —/2 (estables) “atraen” a otras
soluciones, mientras que la solucién y = 0 (inestable) “repele” a las otras soluciones.
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6.7 Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales

Las ecuaciones diferenciales, debido a que relacionan los valores de una funcion con los de su(s) derivada(s),
son una herramienta fundamental en el tratamiento matematico de cualquier fenémeno dindmico, es decir,
que involucre magnitudes que cambian con el tiempo (o con cualquier otra magnitud). Por ello, sus campos
de aplicacion son numerosos en fisica, quimica, biologia, economia, ... Se presentan a continuaciéon algunos
ejemplos.

Ejemplo 6.26

En 1990 se arrojaron a un lago 1000 ejemplares de cierta especie de peces, de la que previamente
no habia ninguno. En 1997 se estim6 que la cantidad de peces de esa especie que habia en el lago
en aquel momento era de 3000. Suponiendo que la velocidad de crecimiento de la poblaciéon de
peces es constante, calcular la cantidad de peces en los anos 2000 y 2010.

Que la velocidad de crecimiento de la poblacién sea constante significa que, si llamamos
p(t) = namero de peces en el instante ¢

se tiene que
p(t)=k (constante) (6.13)

El valor de esta constante, k, no lo conocemos, de momento, pero veremos como se puede deducir utilizando
adecuadamente el resto de la informacién de que disponemos.

La ecuacion (6.13) se puede resolver (dejando la constante & como un parametro) y se tiene
p(t) =kt +C, C €R arbitraria (6.14)

Ahora tenemos dos constantes “desconocidas™ k y C. Pero también tenemos dos informaciones que utilizar:
sabemos que

1. p(0) = 1000 (inicialmente habia 1000 peces)
2. p(7) = 3000 (7 anos después habia 3000 peces)

Sustituyendo estos valores en (6.14) se tiene:

1000 = p(0) = k- 0+ C = C < C = 1000
2
3000 = p(7) = k - 7+ C = Tk + 1000 & Tk = 2000 & k = 2220

Con esto ya se tiene la expresion exacta de la funciéon que nos da el nimero de peces que hay en el lago en

cualquier instante ¢:

2000
p(t) = =t + 1000

y, con ella, ya se puede calcular lo que nos piden:

2000 27000
p(10) = == - 104 1000 = === ~ 3857

2000 47000
p(20) = == - 20 4 1000 = ——— ~ 6714

Asi pues, la solucion es

]Eneumommommm3%7pm%ﬂ

’En el ano 2010 habia 6714 peces. ‘
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Ejemplo 6.27
Si el namero de bacterias contenidas en 1 litro de leche se duplica en 4 horas y suponiendo que
la tasa de multiplicacion es constante, calcular en cuanto tiempo se hara 25 veces mayor.

Sea y(t) el ntimero de bacterias en el instante t.

Suponer que la tasa de multiplicacién de la poblacién de bacterias es constante consiste en suponer que
y'(t) =k k= constante (6.15)

El valor de la constante k, que de momento es desconocido, se puede deducir a partir de la informacién adicional
que tenemos.

Comenzamos por resolver la ecuacion diferencial (6.15):
y(t) =kt+ C, C €R arbitraria (6.16)
La informaciéon de que disponemos es

y(0) =yo namero inicial de bacterias
y(4) = 2yo el namero de bacterias se duplica en 4 horas

Sustituimos estos datos en (6.16)
Yo=y0)=k-0+C & C =y
Yo

290 =y(4) = k- 4+ C=dk+yo & yo =4k & k="

En consecuencia la funcion que nos da el nimero de bacterias en cualquier instante t es

y(t) = L4y =L +4)
4 4
siendo gy = numero inicial de bacterias.

Lo que se desea saber es en qué instante, ¢, el niimero de bacterias seré igual a 25 veces el niimero que habia
inicialmente.
250 = y(t) = %(t+4) S 100=t+44t=100—4=096

Asi pues, la solucién es .
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6.7.1 Dinamica de poblaciones: modelo de Malthus o exponencial

El comportamiento de una poblacién de seres vivos cuyo ntmero de individuos varia en el tiempo puede ser
matematicamente modelada mediante ecuaciones diferenciales y constituye, de hecho, uno de los principales
campos de aplicacién de las Matematicas a la Biologia.

Cuando una poblacién no esta sujeta a condicionantes externos (falta de alimentos, competencia por el espacio,
por los recursos, ...) su ritmo de crecimiento o decrecimiento es debido tnicamente al equilibrio entre su tasa
de natalidad y su tasa de mortandad: la velocidad de crecimiento de la poblacion (o de decrecimiento, si nacen
menos individuos de los que mueren) es proporcional al nimero de individuos que la componen.

Para expresar esto matematicamente, denotemos

N = N(t) namero de habitantes en el instante ¢.

Entonces, la velocidad de crecimiento de la poblacion, N’(t), verifica la siguiente ecuacion diferencial:

N’ =rN, (6.17)

donde r es una constante, que caracteriza la tasa de crecimiento de la poblacién, y que usualmente se determina
experimentalmente.

Si r > 0 la poblaciéon aumentara de tamafio, por ser la velocidad de crecimiento positiva, mientras que si r < 0
la poblacién disminuira de tamano.

Si en el instante inicial ¢ = 0, el ntimero de individuos es N(0) = Ny, entonces N (t) es solucion del siguiente
problema de valor inicial:

!
= >
{ N =rN t>0 (6.18)

N(0) = Np.

Esta ecuacion se resuelve facilmente, ya que es de variables sepa-
rables (ver la Seccion 6.3):

1

In|N|=rt+C
N=Ce"t

e, imponiendo la condicion inicial N(0) = Ny, se obtiene

0 é 1‘0 1‘5 20
N =Nye't, . .
0 Figura 6.2: Representacion gréfica de la

.z o + A s
cuya grafica, para algunos valores de 7, se representa en la Figu- funcion N = 5e™, splumon de (6.18)
ra 6.2. con Ny = 5, para varios valores de 7.

Obsérvese que cuanto mas grande sea r, mas rapido es el crecimiento de la poblaciéon, y que cuando r < 0 la
poblacion decrece. Para r = 0 el tamano de la poblacién permanece constante.

Este modelo de crecimiento de poblaciones recibe su nombre de Thomas Malthus (1766-1843), un clérigo y
economista britanico considerado el padre de la demografia. Basandose en este modelo, él dedujo que el creci-
miento (exponencial) del ntimero de seres humanos sobre la Tierra conduciria a épocas de grandes hambrunas,
va que la cantidad disponible de alimentos no aumentaria en la misma proporcién que la poblacién humana.

Este modelo de crecimiento de poblaciones es, como resulta obvio, excesivamente simple para reflejar situaciones
tan complejas como la de la poblaciéon humana sobre la tierra. Sin embargo, resulta ttil para modelizar mate-
maticamente algunos experimentos controlados en laboratorio con determinadas especies de microorganismos,
en sus etapas iniciales de desarrollo. Por ejemplo, si se inicia el cultivo de una pequena colonia de bacterias
sobre un sustrato rico en nutrientes, entonces las bacterias pueden crecer y reproducirse sin restricciones, al
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menos durante un cierto periodo de tiempo. (Un modelo més elaborado de dindmica de poblaciones, en el que
se imponen restricciones al crecimiento de la poblacién, teniendo en cuenta otros aspectos vitales, se expone en
la Seccién 6.7.5).

Ejemplo 6.28 (Cultivo de bacterias en laboratorio)

Se sabe que la tasa de crecimiento de una determinada poblaciéon de bacterias es directamente
proporcional al nimero de bacterias existentes. Se realiza un cultivo en laboratorio, introduciendo
2.5 millones de bacterias en un recipiente. Se observa que la poblacién se duplica cada 3 horas.
Calcular la poblacién existente al cabo de 11 horas.

Denotemos por P(t) al nimero de bacterias (en millones) que forman la poblacién en el instante de tiempo t.
Se comienza a medir el tiempo (¢ = 0) en el instante en que se inicia el cultivo en el laboratorio.

Segtin se indica en el enunciado, la tasa de crecimiento de la poblacion (velocidad a la que crece), P'(t), es
directamente proporcional al ntimero de bacterias de la poblacion, es decir a P(t), lo que significa que es de la
forma kP(t) para alguna constante k que, de momento, no conocemos.

Esto significa que la poblacion considerada sigue la ley (de Malthus):

P’ = kP ecuacion diferencial cuyas soluciones son ~ P(t) = C et

Para determinar las dos constantes C' y k hay que utilizar las dos informaciones dadas:

P(0) = 2.5 (millones de bacterias)
P(3) =2 x 2.5 =5 (millones de bacterias)

De la primera de ellas se tiene
2.5=P(0)=C & P(t)=25¢e"

y de la segunda

5
— P(3) = 2.5 3k 3k — © _9 k=
5 (3) 5e?’ & e 9E & 3

Luego, finalmente, la ley seguida por la poblacion de bacterias es
P(t) = 2.5¢e%2311,

El conocimiento de esta funciéon nos permite conocer el niimero de bacterias que habré en el cultivo en cualquier
instante (siempre y cuando, naturalmente, el modelo siga siendo valido). Por ejemplo, para saber cuantas
bacterias habra 11 horas después de iniciar el experimento, bastaré calcular

P(11) = 2.5e%%31x11 ~ 31.75.

Al cabo de 11 horas habra aproximadamente 31.75 millones de bacterias

Ejemplo 6.29 (Poblacion mundial)

La poblacion mundial en el ano 1985 era de aproximadamente 4830 millones de personas Yy,
en aquel momento, crecia a un ritmo de un 1.73% por ano. Suponiendo que el crecimiento de la
poblacidn se rigiera por el modelo exponencial, calcular el valor estimado de la poblacién mundial
en el ano 2010.

La ley de Malthus (o de crecimiento exponencial) dice que el ntimero de individuos de la poblacion en el instante
t, P(t), verifica la ecuacion diferencial:

P'(t) = kP(t), cuya solucion general es P(t) = C'eM

En esta expresion hay dos constantes que no se conocen (de momento): k y C. Para determinar su valor
utilizaremos el resto de la informacion:
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1. P(1985) = 4830 millones.

2. La poblaciéon crece un 1.73% cada ano, de donde, por ejemplo, en el afio 1986, la poblacion se habria
incrementado en un 1.73 % de 4830 millones, es decir

1.73 1.73 .
P(1986) = 4830 + 100 4830 = (1 4F 100) 4830 = 4913 millones.

De ambos datos se tiene:

4830 = P(1985) = C 1985k 4830 _ Ce'5k 90k oesk 196k _ —k
—N = = = e e =€
4913 = P(1986) = C 1986k 4913 (Cel986k 1986k ’
y de aqui
4830 4830
Inl—— ) =-k k=—In{—=|] =0.01
n<4913) < n(4913> 0.0170
Ahora, una vez conocido el valor de k, se tiene:
_ _ (1 ,0.0170x1985 _ v 33.7450 _ 4830 —11
4830 = P(1985) =Ce =Ce & C= 337a50 1.0683 x 10

Asi, gracias a la informacién proporcionada se tienen ya los valores de las constantes C' y k y por tanto la
expresion de P(t):
P(t) = 1.0683 x 107! 00170

Utilizando esta expresion se deduciria que el niimero de seres humanos en la tierra en el ano 2010 seria:
P(2010) = 1.0683 x 10711 £0:0170x2010 7388 millones de personas
(la poblacién real en el afio 2010 era de 6972 millones de personas).

Observacion: este ejercicio también se puede hacer (y, de hecho, los calculos son mas faciles) situando el origen,
t = 0, de la variable independiente en el ano 1985, de modo que el ano 1986 corresponderia a t = 1 y el ano
2010 corresponderia a t = 25. Entonces tendriamos la informacion P(0) = 4830 y P(1) = 4913 y lo que se desea
es calcular P(25).
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6.7.2 Desintegracion radiactiva

Los nicleos de determinados elementos quimicos (radiactivos) se desintegran, transforméndose en otros y emi-
tiendo radiaciones. Se sabe que la velocidad de desintegracion de una sustancia radiactiva (es decir, el namero
de atomos que se desintegran por unidad de tiempo) en un instante dado es proporcional al nimero de atomos
de dicha sustancia existentes en ese instante. En consecuencia, si se denota por A(t) el nimero de atomos de la
sustancia original presentes en el instante ¢, se puede escribir:

Al(t) = —)A(1), (6.19)

donde el signo menos se debe a que la velocidad es negativa (el nimero de atomos disminuye) y la constante de
proporcionalidad, A > 0, se llama constante de descomposicién o de decaimiento, y es propia de cada sustancia
radiactiva. Esta ecuacion se conoce con el nombre de ley de decaimiento exponencial porque, como se vera
a continuacion, sus soluciones son exponenciales decrecientes.

Si se conoce el ntimero de atomos presentes en un instante dado, por ejemplo se sabe que en t = 0 es A(0) = Ay,
y se conoce también la constante de decaimiento, A, entonces se puede predecir el niimero de atomos presentes
en cualquier instante posterior, ya que A(t) es la solucion del problema de valor inicial:

A'=-)A >0,
{ A(0) = Ay (6.20)
La ecuacién en (6.20) es de variables separables, 4 —
como la del ejemplo anterior, y la soluciéon del 3.5} T~ lambdacs ]
problema de valor inicial viene dada por la expo- af -~ lambda=5}
nencial decreciente: 25}
A(t) = Age ™,

cuya grafica, para algunos valores de A, se repre-
senta en la Figura 6.3. Obsérvese que cuanto mas
grande sea A\, mas rapidamente se desintegra la
sustancia.

0 0.5 1 15 2
Obsérvese también que, para conocer el valor del

coeficiente A de una sustancia determinada, bas-
ta conocer el valor de A(t) en dos instantes dis-
tintos.

Figura 6.3: Representacion grafica de la funcion
A = 2e~* solucién de (6.20) con Ag = 2, para
varios valores de A.

Por ejemplo, sabiendo que A(0) = Ay y A(t1) = Ay, se tiene, por un lado A(t) = Age™™*, ¥t > 0, y por el otro:

A(tl) = A067At1 — Al = eiAtl = % = —)\tl =In <l4l> R=N A= tl]n (‘AO> .
0 1

Vida media

La vida media de una sustancia radiactiva es el tiempo que tarda una cierta cantidad de dicha sustancia en
desintegrarse a la mitad. Es distinta para cada sustancia. Por ejemplo, el Carbono-14, Cy4, tiene una vida
media de 5730 anos, lo que significa que una cantidad cualquiera se reduce, al cabo de ese tiempo, a la mitad.
La otra mitad se habra convertido en otras sustancias.

La vida media s6lo depende de la constante de descomposicion A\, y no depende de la cantidad de sustancia
presente inicialmente, Ay .

En efecto, sea V,,, la vida media de una sustancia radiactiva. Puesto que
A(t) = Age™

y que en el tiempo ¢t = V,,, los valores de A seran A(V,,) = Ao/2, se deduce que
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1
= AVp) = Age ™M s eV = o M =2 o AV, =1n(2).

Por lo tanto, la vida media para un elemento radiactivo es:

1
Vi = 5 In(2). (6.21)

Datacién por radiocarbono

Es una técnica para determinar la edad de objetos fabricados con sustancias organicas que esta basada en la
ley de decaimiento exponencial (6.20) considerada anteriormente.

El Carbono-14 es producido de forma continua en la atmoésfera, como consecuencia del bombardeo de los a&tomos
de nitrégeno, contenidos en el aire, por neutrones cosmicos. Este Carbono-14 se combina con el Oxigeno para
formar el dioxido de carbono (COs), asimilado por las plantas que, a su vez, son ingeridas por los animales.

Los atomos de Carbono-14 presentes en los seres vivos estan constantemente desintegrandose, pero, simultanea-
mente, son reemplazados por nuevos d4tomos a un ritmo constante, de modo que el porcentaje de Carbono-14
en la atmosfera y en los animales y plantas se mantiene constante, aunque su cantidad varia de unos seres vivos
a otros.

Cuando una planta o animal muere, cesa la asimilaciéon de Carbono-14 del exterior mientras que el que contiene
su organismo sigue desintegrandose. Como resultado, la cantidad de Carbono-14 en el organismo comienza a
disminuir.

La cantidad de Cy4 que habia en un objeto cuando fue fabricado es conocida si se sabe con qué material fue
hecho (por ejemplo, madera de pino, tela de lino, papiro, ... ).

La técnica llamada del Cy4, para datar un objeto consiste en medir la cantidad de Cy4 que queda en la actualidad
en dicho objeto, y utilizar la forma de las soluciones de la ecuacion de decaimiento radiactivo para calcular el
tiempo que ha pasado.

Por ejemplo, la técnica de Cy4 se utilizo en el ano 1988 para estimar la edad del Sudario de Turin, tela de lino
hallada en 1356 que muestra la imagen de un hombre que presenta marcas y traumas fisicos (ver la Figura 6.4),
y de la que se pensaba que podria ser la tela que cubria a Jestis de Nazaret en el sepulcro, llamada también
Sabana Santa.

Se observé que las fibras del tejido contenian entre un 92 % y un 93 % del nivel inicial de C1y4 .

100% b
93% A il

92% i

50%

0 * 5730

Figura 6.4: Sudario de Turin. Figura 6.5: Curva de decaimiento del Ciy.
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Teniendo en cuenta que las soluciones de (6.20) son decrecientes, el tiempo transcurrido desde que el Sudario
fue confeccionado hasta la fecha de 1988 deberia ser un valor t* que verifique

0.9340 > A(t*) > 0.924,

0, lo que es lo mismo,

A(t*
0.93 > (t’) > 0.92
Ao
De la expresion de las soluciones se tiene
M - *)\t, vt >0,

luego se busca t* tal que
093> e M >0.92 < In(0.93) > —At* >1n(0.92) <= —1In(0.93) < A" < —1n(0.92)

es decir, puesto que X es positiva,
In(0.93) << 1n(0.92)

AT T A
La constante de desintegracion, A, del Ci4 vale (ver (6.21))

1
A= —1In(2) = ——= - 0.6931 =~ 0.000121
v, )= 57 ’
por consiguiente, se tiene
599 ~ —w <t < —@ ~ 689.

Este resultado indica que el Sudario fue fabricado entre 689 y 599 anos antes del momento en que fueron
realizadas las pruebas, en el ano de 1988. Es decir, mucho después de la época en que vivio Jesus. Lo que probo
que no podia ser la Sdbana Santa.
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6.7.3 Ley de enfriamiento de Newton

En determinadas condiciones, la velocidad a la que cambia la temperatura de un objeto es proporcional a la
diferencia entre la temperatura del ambiente que lo rodea y su propia temperatura. Si se denota por T'(t)
la temperatura del objeto en el instante ¢, la ley anterior se expresa matematicamente mediante la siguiente

ecuacion diferencial ordinaria:
T'(t) = k(M —T(t)), (6.22)

donde M es la temperatura del medio (que se supone constante)
v k es la constante de proporcionalidad, propia del objeto.

Si en el instante inicial, ¢ = 0, la temperatura toma el valor Tp,
entonces la temperatura del objeto en cualquier instante posterior
T'(t), viene dada por la solucion del problema de valor inicial:

(6.23)

T' = k(M —T),
{ T(0) = Tp.

Esta ecuacion es de variables separables y su solucion general es

0 50 100 150 200 250

T(t) =M + Ce ™", C €R arbitraria.

Figura 6.6: Representacion grafica de

La solucién particular que verifica T'(0) = Ty es la solucién de (6.23), para M = 25,
k = 0.02 y varios valores del dato inicial

T(t) =M+ (T — M)e " .

En la Figura 6.6 estan representadas las soluciones del problema (6.23) para diversos valores del dato inicial Tp.
Obsérvese que, como es obvio intuitivamente, la temperatura del objeto varia mas rapidamente cuanto mayor
es la diferencia entre la temperatura inicial del objeto y la temperatura del medio.

Por otro lado, sea cual sea su temperatura inicial, la temperatura del objeto tiende, cuando pasa el tiempo, a
igualarse con la temperatura del medio: todas las soluciones tienen una asintota horizontal en T'= M.

Ejemplo 6.30 (Ley de enfriamiento de Newton)

Un recipiente con agua hirviendo (100°C) se retira del fuego en el instante ¢t = 0 y se deja enfriar
en una habitacién grande que se encuentra a una temperatura constante de 20°C. Sabiendo que
pasados 5 minutos la temperatura del agua se ha enfriado hasta 80°C:

(a) Determinar la constante de proporcionalidad k.

(b) Determinar el tiempo que tardara el agua del recipiente en descender hasta una temperatura
de 30°C.

(a) Sea y = y(t) la temperatura del agua (en grados Celsius) en el instante de tiempo ¢ (medido en minutos).
Segun la ley de enfriamiento de Newton, la temperatura del objeto sigue la ley

y/ = k(20 - y)7
donde k es una constante propia del objeto.

Comenzamos observando que esta ecuacion tiene la solucion trivial y = 20 (constante).

La ecuacion es de variables separables y se integra facilmente:

1
/QO_y@F:@/dt@>—mpO—yM:m+{7¢>y:20—Ce%?

La solucién trivial y = 0 esté contenida en esta familia para el valor de C' = 0.

En la expresion de y hay 2 constantes que determinar: k y C. Para determinarlas disponemos de 2 datos:

y(0) =100 e y(5) =380
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> De 100 = y(0) = 20 — C se tiene que C' = —80
> De 80 = y(5) = 20 + 80 e~°* se tiene

80-20 60 3 3 1 (3
T —m= = e —5k:1n(1) & k:—51n<4) & [k~0.0575

En consecuencia, la funcion que da la temperatura del agua es:

’ y(t) = 20 + 80 ¢ 005751 ‘

(b) Se trata ahora de averiguar para qué valor de ¢ alcanza y(t) (descendiendo) el valor 30°C. Es decir, para

qué valor de t se tiene
30 = 20 + 80 e~ 097"

Operando en esta ecuacion se tiene

3020 10 1 gosras 1 1 1
80 80 8 © < —0.0575¢ n(s) < U= 50575 n(s) SN

Es decir, | aproximadamente 36 minutos |.

Ejemplo 6.31 (Ley de enfriamiento de Newton)

Un cadaver es encontrado en una nave industrial que esta a una temperatura constante de 20°C.
En el momento de ser encontrado, la temperatura del cadaver es de 35°C. Al cabo de una hora su
temperatura ha descendido a 34°C. Suponiendo que en el momento de la muerte la temperatura
del cuerpo era de 37°C, y que se cumple la Ley de Enfriamiento de Newton, calcular a qué hora
se produjo la muerte.

Denotamos por T' = T'(t) la temperatura del cadaver en el instante ¢, comenzando a contar el tiempo en el
momento del crimen. Puesto que sigue la ley de Newton y en el momento inicial (¢ = 0) era de 37°C, la funcion
T'(t) es la solucién del siguiente problema de valor inicial:
(P) T =k(M-T)=k(20-T)
T(0) = 37

La solucién general de la anterior ecuacién es (véase el Ejemplo 6.30) T'(t) = 20 — C e~**. La solucién trivial
T = 20 est4 incluida para C = 0.

Lo que queremos saber es el tiempo pasado desde el momento de la muerte hasta que se encontro el cadaver. Si
situamos el momento de la muerte en el instante ¢t = 0, y denotamos por ¢ al instante (desconocido de momento)
en que se encontré el cadaver, la informacién que tenemos es la siguiente:

T(0) =37
T(t) =35
T(E+1)=34

Con estos 3 datos debemos ser capaces de encontrar los valores de k, de C' y de t.

3T=T(0)=20-C & C=20-37 =

N ; ; -20 1
35 =T() =20+ 17e " & e F = 55-20 _ 15

7 17
p 34-20 14

15 15

- - . 1
4=TE+1)=20+17e D =20 4 17e * 7% =20 + 17 Ti e " =20+15e7" o e
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De la ultima igualdad se tiene que

14 14
—k=1In (E) — |k=—-In (1—5> ~ 0.0690

- 15 _
Una vez conocido el valor de k, de la igualdad e~ %t = 7 se puede despejar t tomando logaritmos en ambos

miembros:

g ].5 ~ 15 ~ ]. 15 ~
—kt = — — ~ 1. ~ i
e = —17 & —kt=1In (17> St A In (17> < t & 1.8141 horas 1 hora 49 minutos

Asi pues, el cadaver fué encontrado 1 hora y 49 minutos después de su muerte.
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6.7.4 Dinamica de crecimiento de un individuo: modelo de Bertalanfty.

En los afios 50 del siglo XX, el biologo austriaco L. von Bertalanffy (1901-1972) desarroll6 un modelo matemético
para la talla de un individuo en funcién de su edad, que se utiliza con frecuencia para predecir el tamano de los
peces.

Sea L(t) la longitud del individuo en la edad ¢ y sea A la talla maxima de la especie, es decir la talla maxima
alcanzable por un pez adulto.

La ley de crecimiento de este modelo dice que la velocidad de crecimiento es proporcional a la diferencia entre
la longitud actual y la longitud maxima:

L'(t) = k(A — L(t)),
siendo k£ > 0, la constante de proporcionalidad, propia de cada especie.

Si en el instante inicial, ¢ = 0, la longitud del individuo es 0 < Ly < A, entonces la funcion L(t), talla en el
instante ¢, sera solucion del siguiente problema de valor inicial:

(6.24)

L= k(A1)
{ L(0) = Lo .

Como la diferencia entre la longitud actual y la longitud maxima alcanzable disminuye con el tiempo, la velocidad
de crecimiento disminuye también con el tiempo, lo que implica que los ejemplares de menor edad crecen a mayor
velocidad que los de mayor edad. En este modelo, la velocidad de crecimiento es siempre positiva. Esto significa
que los peces crecen durante toda su vida, que es lo que ocurre en la realidad.

La ecuacion diferencial de (6.24) se puede integrar facilmente, ya que es de variables separables:

dL
Por tanto, la solucién general de la ecuacion es

L=A+Ce* C eR, arbitraria.

Imponiendo la condicion inicial, L(0) = Lg, se tiene finalmente la solucion del problema (6.24)

Li=L(0)=A+Ce®=A+C <+ C=Ly—-A = |L{t)=A+(Lo—Ae ™|

BOF === == -==--mmmmm-ooooooooe

40

30

201

00 2 4 6 8 10 12

Figura 6.7: Modelo de Bertalanffy. Figura 6.8: Representacion grafica de la soluciéon de
(6.24), para A =50,k =05y Ly =0.

En la Figura 6.8 esta representada la solucion del problema (6.24) para A =50, k =0.5y Ly = 0.

Obsérvese que la recta horizontal L = A es una asintota horizontal de la solucion, es decir,

lim L(t) = A,

t—+4o00

Matematicas Generales Aplicadas a la Bioquimica - Grado en Bioquimica Dpto. EDAN - Univ. de Sevilla



https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

6. Ecuaciones diferenciales 189

lo que expresa matematicamente el hecho de que la talla de los peces tiende, cuando pasa el tiempo, a aproximarse
al valor A, pero sin nunca alcanzarlo.

Por ello se puede decir que A es la longitud asintotica de la especie.

Ejemplo 6.32 (Modelo de Bertalanffy)
Sea L(t) la longitud (en centimetros) de un pez en el tiempo ¢, medido en meses. Se supone que
el pez crece de acuerdo con la siguiente ley (de von Bertalanffy):

{ L' =k(34— L)
L(0) = 2.

a) Sabiendo que a la edad de 4 meses, el pez mide centimetros, determinar la constante de
Sabiend la edad de 4 1 ide 10 timet det i 1 tante d
crecimiento k.

(b) Calcular la longitud del pez a los 10 meses.

(c) Calcular th L(t) y dar una interpretaciéon del resultado en el marco de la dindmica del
—00

crecimiento del pez.

La solucién del problema de valor inicial se calcula facilmente por ser la ecuacién de variables separables:

1
I'=kB34-1) & /34_LdL:k/dt & —In|34—L|=kt+C

de donde se tiene L = 34 — Ce™* e, imponiendo la condicién inicial L(0) = 2, se encuentra el valor de la
constante C' = 32.

Luego la longitud del pez viene dada por
L(t) = 34 — 327,

Para determinar el valor de k es necesario utilizar mas informacion: L(4) = 10. Entonces,

24 3 1 3
_ _ a4 _ 29 ,—4k 4k _ 24 _ 9 _ 4 o) _
10 =L(4) =34 — 32¢ SeTt=g=1® k= 1 In (4> 0.0719.

Una vez conocido el valor de k se puede calcular la longitud del
pez en cualquier instante ¢ > 0:

L(10) = 34 — 327 1% ~ 18.4 cm.

Por tltimo, es obvio que

34

lim L(t)= lim 34—32e " =34-32 lim e * =34,

t—+oo t—+oo t——+oo

184
lo cual significa que la curva que representa la longitud del pez

tiene una asintota horizontal en L = 34. El pez sigue creciendo,
pero cada vez a menor velocidad, y su longitud tiende a acercarse 2
al valor 34, aunque sin nunca llegar a alcanzarlo.
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6.7.5 Dinamica de poblaciones: ecuaciéon logistica

En la Seccion 6.7.1, se ha considerado un modelo simple de la dindmica de poblaciones, en el que se supone
que no hay limitaciones de alimentos y, por tanto la poblacién puede crecer de manera exponencial. El modelo
que se presenta ahora es un poco méas complicado. En él se tiene en cuenta la existencia de circunstancias que
limitan el crecimiento exponencial de la poblacién.

En determinadas condiciones, el crecimiento de algunas poblaciones se rige por la siguiente ley, denominada
logistica:

P (t) = rp(t) —mp*(t). (6.25)

En esta ecuacion p(t) representa el namero de individuos de la poblacion existentes en el instante ¢. El primer
término de la derecha de esta ecuacion (r p(t)) expresa mateméaticamente el crecimiento natural de la poblacion,
debido a la reproduccion: la poblaciéon crece de forma proporcional al nimero de individuos de la misma. El
segundo término (—m p?(t)) intenta expresar el hecho de que, si los recursos (alimentos) son limitados, entonces
los individuos de la poblacién “compiten” por ellos, impidiendo un crecimiento ilimitado. Este término hace
disminuir la velocidad a la que crece la poblacion, razén por la que lleva signo menos.

Si en el instante inicial ¢ = 0, el namero de individuos es p(0) = py, entonces p = p(t) es solucion del siguiente
problema de valor inicial:

p'=rp—mp?
{ p(0) =po. (6.26)

La ecuacion (6.25) es de variables separables, luego:

dp 1

Para calcular la integral de la izquierda hay que escribir el integrando como suma de fracciones simples:

1 A B
——=—+ <:>1—A(r—mp)+Bp<:>{
p(r—mp) p T —mp

A=1/r
B=m/r

de donde, A =1/r y B=m/r. Por lo tanto:

[t | () e G ) e o

Integrando, se obtiene

1
—(In|p| = In|r —mp|) =t+C, con C € R arbitraria
r

0, lo que es lo mismo,

In

P ’ =rt+ C, con C € R arbitraria.
r—mp

Tomando ahora exponenciales en ambos miembros de esta igualdad se tiene:

p t rt rt Cre
=Ce" =Cre" —Cme — =
r—mp b b b 1+ Cmer

Y de aqui, dividiendo numerador y denominador por Ce™ y renombrando la constante arbitraria C, se tiene,
finalmente, la expresion siguiente para la solucion general de la ecuacion logistica:

r

p:m—FCe—” ’
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Por tanto, la solucion general de (6.25) es:

p(t) = m, C € R arbitraria. (6.27)

Esta ecuacion tiene, ademas, las soluciones constantes p = 3, para los valores de 5 que anulen el segundo
miembro de la ecuacién diferencial, en este caso:

B=0

Blr-mp)=0 { B=r/m,

La solucién constante p = r/m esté incluida en la expresion de la solucion general, para el valor de C' = 0. En
cambio, la solucién constante p = 0 no se obtiene de la expresiéon de la solucién general para ningin valor de la
constante arbitraria C: la ecuacion logistica tiene todas las soluciones dadas por (6.27) y, ademas, la solucién
constante p = 0.

. . . .. —P,=20
La solucién particular que verifica la condicién 200‘\\ ___pz=200 1
inicial p(0) = po se obtiene para el valor de la -- py=120
r—m
constante arbitraria C' = L y es:
Po
T Po
(t) = _ —rt °
mpo + (r —mpg) e
Su comportamiento cualitativo puede observarse
en la Figura 6.9 para varios valores de la condi-
cion inicial pg .
o % 50 100 150 200 250
Obsérvese que, sea cual sea el namero de indi-
viduos de la poblacién inicial, esta tiende, con Figura 6.9: Grafica de la solucién del problema
el tiempo, a estabilizarse en el valor constante (6.26) con 7 = 0.05 y m = 0.0003125, para varios

p=" (asintota horizontal de p(t)). valores de po.
m
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6.7.6 Dinamica de epidemias

Un modelo simple de propagacion de epidemias se obtiene cuando se supone que la rapidez de contagio entre
la poblacién es directamente proporcional al ntimero de individuos contagiados multiplicado por el ntimero de
individuos no contagiados. Hallar la solucién general de esta ecuacion.

Denotamos por I(t) el namero de infectados por la epidemia en el instante ¢ y por P (constante) el namero
total de habitantes de la poblacién, de forma que P — I(¢) es el nimero de individuos no infectados. El modelo
establece que la velocidad de contagio I’(t) es proporcional al namero de infectados I(¢) multiplicado por el de
no infectados P — I(t). En consecuencia se tiene

I'=kI(P-1) (6.28)
donde k es la constante de proporcionalidad.

Esta ecuacion es de variables separables y tiene las soluciones triviales I = 0 e I = P . Para calcular las demés:

,_ B 1 dl_ / 1 _/ _
I'=kI(P I)@I(P_I)dt—k@ P U=k dt =kt +C

Para calcular la integral del primer miembro, que es racional, hay que escribir el integrando como una suma de
fracciones simples:

1 A B A=1/P
I(P-I) 1 P-1

B=1/P

En consecuencia, se tiene:

1 _[(1/P P 1 TR

< In

57 =Pkt +C) =kPt+ PC=kPt +C

I
kPt+C kPt _C kPt
— =e =e"teY =Ce
P—-1T

Operamos a continuaciéon para despejar I en esta igualdad:

=

I=CePH(P—T)=CPert —CePPi T
CPekrt
14 CekPt

Con esto ya tenemos la expresion de la solucion general de la ecuacion (6.28), que es mejor escribir dividiendo
numerador y denominador por CeFt:

& T+CP' T =T(14CeM) =Pt = T=

B P
1+ Ce kPt
La solucion trivial I = P esté contenida en esta familia para C' = 0. Sin embargo la solucién I = 0 no lo esta:

para ningin valor que demos a la constante arbitraria C' obtendremos la funcién I = 0. En consecuencia, el
conjunto de todas las soluciones de la ecuacién es:

1(t)

P

10 = 75 Gemrmr

VC € Ry ademas I = 0. (6.29)
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Ejemplo 6.33

En una granja de 40.000 aves hay un pollo contagiado con la gripe aviar. Si suponemos que la
rapidez de contagio es directamente proporcional al nimero de aves contagiadas multiplicado por
el nimero de no contagiadas, siendo la constante de proporcionalidad k¥ = 4 x 10~° (midiendo el
tiempo en dias), determinar en cuanto tiempo quedarian infectados un 75% de los pollos de la
granja .

Denotando por I(¢) el nimero de pollos contagiados y por P el ntimero total de pollos de la granja (poblacion
total) se tiene la siguiente ecuacion diferencial

I'=kI(P-1)

donde k es la constante de proporcionalidad.
En este caso, P = 40000 y k = 4 x 10~° = 0.00004 (de donde kP = 16 x 10* x 10~° = 1.6).
Nos dicen, ademas, que inicialmente hay un pollo infectado, es decir, que se tiene I(0) = 1. En consecuencia, el

problema que hay que resolver para obtener la expresion de la funcién que representa el nimero de individuos
infectados en cualquier instante t es:

{P:kup—n (6.30)

I1(0) =1
La solucion general de esta ecuacion diferencial es (véase Ejemplo ?7?):

P

[=——
1+ Ce kPt

(y ademas I = 0).

Buscamos ahora la solucién que verifica la condicién inicial, 7(0) = 1.

P 15 40000
1=1I(0) = 50 & C=P-1=39999 = |la solucién del problema (6.30) es I(t) = 1739999 ¢ 16

Buscamos ahora el valor del tiempo ¢* para el cual I(t*) = 0.75 P = 30000. Para este t* se tendra

& 1439999 ¢~ 16t _ 40000 _ 4

40000
30000 = I(t*) = = 30000 = 3

1439999 ¢~ 168"

@e_l'Gt*—L é—1 —;©—16t*—1n ! @t*——iln !
~ 39999 \ 3 © 119997 R 119997 16 119997

de donde se deduce que

‘ El tiempo que tarda en estar contagiados el 75 % de los pollos es t* ~ 7.3 ‘

Ejemplo 6.34
Se sabe que la velocidad de propagacion de una epidemia es proporcional al nimero de personas
infectadas multiplicado por el namero de personas no infectadas. Si denotamos por [(¢) el nimero
de personas infectadas en el tiempo ¢, medido en dias, y por P la poblacién total, la dindmica de
la infeccién viene dada por

I'=kI(P-1),
donde k£ > 0 es el coeficiente de proporcionalidad. En una poblacién de 10000 habitantes se detecta
una enfermedad que afecta inicialmente a 50 personas. Al cabo de tres dias, se observa que son
250 las personas afectadas. Averiguar el nimero de enfermos que habra pasados 12 dias.

La ecuacion I’ = k I(P — I) es de variables separables y su solucion es (véase (6.29)):

I(t) (y ademas I = 0).

= C kPt T 1
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donde P = 10000. Para determinar las constantes C' y k disponemos de la siguiente informacion:
I1(0) =50 e I(3)=250.

En primer lugar,

En segundo lugar,

P P 1 P
250 = I(3) o 199e-P 1= L o e L ( 1)

T 199¢ 3P 1 250 109 \ 250

de donde, tomando logaritmos en ambos miembros de la igualdad se tiene

1 (P 1 1 [P 0.5432
3P =In|— (= 1 = | (= —1)|= .
3k n[199 (250 ﬂ e k="3p n[199 (250 ﬂ P

En consecuencia, el nimero de infectados en cualquier instante ¢ > 0 viene dado por

P 10*

I(t) = 199 - ¢ 05432 | — 199 . 0-5432f |

y se tiene
104
199 . 6—0.5432><12 +

1(12) = o~ TT30

‘ Pasados 12 dias habra 7730 enfermos.

Ejemplo 6.35

En un campus universitario que tiene 1000 estudiantes hay un tnico estudiante portador del virus
de la gripe. Sea y(t) el nimero de estudiantes contagiados en el dia ¢. Si la velocidad con la que
el virus se propaga es proporcional al producto entre el nimero de estudiantes contagiados y el
nimero de estudiantes no contagiados, se pide:

(a) Determinar el nimero de personas enfermas en el dia ¢ si se sabe que pasados 4 dias hay 50
enfermos.

(b) Calcular cuando habra 500 estudiantes enfermos.

(c) Si los estudiantes enfermos no se tratan con medicamentos, ;qué niamero de enfermos habra
cuando pase mucho tiempo? ;Llegara a desaparecer la enfermedad?

Por lo que se indica, la funcién y(t) = namero de estudiantes contagiados en el dia ¢ es solucion de la ecuacion
diferencial

Y = ky(P —y)

donde P = 1000 es el namero de individuos de la poblacion. La solucién general de esta ecuacion es (véase

(6.29)):
P

T Ce kPt 1
en cuya expresion hay dos constantes desconocidas (de momento) : k y C. Para determinarlas debemos usar el
resto de la informacion:

De y(0) =1 se tiene

y(t) (y ademas y = 0).

1000
1=y(0) =57 & C+1=P=1000 & C=999
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Por otra parte, de y(4) = 50 se tiene:

P

0=y) = gomr 1

& 50 (Ce P +1) =50C e " +50 = P

Despejando de aqui e=**" y tomando luego logaritmos en ambos miembros:

P—50 P—50
—akp —4kP
S LI — _4kP =1
¢ soc ¢ " 7500
1. (P-5\ 1 [ 950
& —kP=-1 — oin [ —2 ) &~ —0.9906
4 n< 50C ) 1 n(49950)
Asi pues,
1000

El ntmero de personas enfermas el dia ¢ es y(t)

99909906 4

Para saber cuando habra 500 estudiantes enfermos tenemos que calcular para qué valor de ¢ se tiene

1000 1 1
_ 9 — ~0.99061 | | ~0.9906¢ _ _0.9906¢ — 1
999 ¢ 0-99067 1 | 500 < 999 e +1 e e 505 © —0:9906¢=1n | 5o5

1 1
= In(—)~6972
t== 00006 ™ <999> 6.9723
Por ultimo, puesto que

ltm (&)= If P
t;?oo y - t;gloo Ce kPt 11 -

resulta obvio que esta ley conduce a que, a la larga, la poblacién entera resulta infectada.
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6.7.7 Problemas de mezclas

En esta seccion se estudian ciertas ecuaciones diferenciales que aparecen en problemas en los que se mezclan
dos fluidos.

Maés concretamente, se considera un recipiente que contiene una cantidad de V litros de cierto fluido, en el que
se encuentra disuelta una cantidad, xg, de cierta sustancia. En el recipiente entra constantemente fluido con
una concentracion de ¢, gramos por litro y a una velocidad de v, litros por minuto. Se supone que los fluidos
en el recipiente se mezclan de forma instantanea y que la mezcla sale del recipiente a una velocidad de v, litros
por minuto.

Lo que se desea es determinar una funciéon que indique la cantidad de sustancia que hay en el interior del
recipiente en cada instante, t.

Llamemos v(t) a la cantidad de fluido (litros) presente en el recipiente en el instante ¢, y x(t) a la cantidad de
sustancia disuelta (gramos) en el instante ¢, de forma que la concentracion de sustancia disuelta en el instante
t es x(t)/v(t) gramos por litro.

La variaciéon de la magnitud z(¢) por unidad de tiempo es 2'(t) y viene dada por la diferencia entre la cantidad
de sustancia que entra (por unidad de tiempo) y la cantidad de sustancia que sale (por unidad de tiempo):

/ Variacion de z(t) Cantidad de sustancia que Cantidad de sustancia que
x'(t) = . . = . . - . .
por unidad de tiempo entra por unidad de tiempo sale por unidad de tiempo

Puesto que entran v, litros por minuto, que contienen una concentraciéon c, gramos de sustancia por litro, se
tiene que entran c. - v, gramos por minuto de sustancia.

La concentracion de sustancia en el fluido que sale es la del fluido en el interior del recipiente, es decir x(t)/v(t)
gramos por litro. Puesto que salen vy litros por minuto, se tiene que salen x(t)vs/v(t) gramos por minuto de la
sustancia disuelta.

Asi pues, la variacion de la concentracion, x’(t), verifica:

o(t) °

La expresion de v(t), cantidad de fluido en el recipiente en el instante ¢, debera ser determinada en cada caso,
va que depende de la cantidad inicial y de las velocidades de entrada y salida del fluido en el recipiente. Si, por
ejemplo, la velocidad de entrada de fluido es igual a la velocidad de salida, entonces el volumen en el interior
del recipiente permanecera constante.

2/ (t) = e ve —

Ejemplo 6.36

Un depésito contiene 100 litros de una disolucién salina cuya concentracion es de 2.5 gramos de
sal por litro. Una disolucién conteniendo 2 gramos de sal por litro entra en el depoésito a razéon de
5 litros por minuto y la mezcla (que se supone uniforme de forma instantanea) sale del deposito
a la misma velocidad. Encontrar la cantidad de sal que hay en cada instante en el depdsito.

Puesto que la velocidad a la que entra el liquido en el deposito es la misma a la que sale, en el depoésito siempre
hay la misma cantidad de liquido: 100 litros.

Sea x(t) la cantidad de sal en el depoésito en el instante t.

La variacion por unidad de tiempo de la cantidad de sal en el deposito es:
2’(t) = cantidad que entra por unidad de tiempo — cantidad que sale por unidad de tiempo

En el depésito entran 51. por minuto de una disolucién con 2gr. por litro, luego entran 10gr. de sal por minuto.

Puesto que la cantidad de sal en el deposito es z(t) y la cantidad de liquido que hay es 1001., la concentracion
de la disolucion en el deposito es de x(t)/100 gramos por litro. Esta disoluciéon sale a una velocidad de 5 litros
por minuto, por lo tanto la sal sale a una velocidad de 5z(t)/100 gramos por minuto.
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Asi pues, se tiene:

5x
I =10 - =
T =107 950
Esta ecuacion es de variables separables:
dx 1000 — 5x 1 1
=10 — — = r— =
. 0 100 100 < 1000 — 52 100
1 1 1 1
& ————dr= | —dt & ——- 1n|1000 —b5z|=—t+C
/1000—595 v /100 5 1ol =100t
5 1
€ In[1000 — 52| = — o5t + 0 = =55t +C' = —0.05t + C' & 1000 — 5z = C e 005t

1000 — C e~ 005
- 5

& 5z=1000—Ce "% & gz — 900 — Cle0-05

Asi pues, la soluciéon general de la ecuacion diferencial es
T = 200 — Ce %05

Puesto que, inicialmente, la concentraciéon de sal en el deposito era de 2.5 gramos por litro, la cantidad de sal

inicial era de
z(0) = 2.5 x 100 = 250

Sustituyendo esta condicién inicial en la expresion de la soluciéon general se tiene
250 = z(0) =200 — C < C = —50

Luego la funcién que nos da la cantidad de sal en cualquier instante ¢ es:

[o(t) = 200 + 50¢e~00%

Ejemplo 6.37

La corriente sanguinea lleva un medicamento hacia el interior de un érgano a razén de 3 cm?/sg
y sale de él a la misma velocidad. El érgano tiene un volumen de 125 cm?. Si la concentracién del
medicamento en la sangre que entra en el érgano es de 0.2 g/cm?, se pide:

(a) ;Cual es la concentracion del medicamento en el 6rgano en cada instante si inicialmente no
habia vestigio alguno del medicamento?

(b) ;Cuéando la concentracién del medicamento en el é6rgano sera de 0.1 g/cm3?

La cantidad de medicamento que entra en el érgano por segundo es:
0.2 x 3 = 0.6 gramos

Si denotamos por z(t) la cantidad de medicamento presente en el érgano en el instante ¢ se tendra, puesto que
la sangre abandona el 6rgano a la misma velocidad a la que entra (3 cm3/sg), que la cantidad de medicamento
que abandona el 6rgano por segundo sera de

x(t) 3

125 ~ 1250

En consecuencia, puesto que la variacion por unidad de tiempo (i.e., por segundo) de la cantidad de medicamento
viene dada por:

2’ (t) = cantidad que entra por segundo — cantidad que sale por segundo
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se tiene 5 s g
’r_ P — o
r=00 5= Tios
Esta ecuacion es de variables separables:
1 1 1 t 3t
de = — [ dt ——1 —3z| = — 1 3y = 2% e _ (1 ,—3t/125
/ 75 _ 32 %= 195 < 3 n|75—3z| 125+C < In|75—3z| 125+C’ & 75-3rx=Ce

Despejando aqui x se obtiene la solucion general de la ecuacion:
x =25 — C e 3t/1%

Puesto que, inicialmente, no habia ninguna cantidad de medicamento en el 6rgano, la condicién inicial para z(t)
es z(0) = 0, lo que conduce, sustituyendo, a:

0=2(0=25—-C & C=25
En consecuencia la funcién que nos da la cantidad de medicamento en el érgano en cada instante es
z(t) = 25(1 — e~ 3/125)
La concentracién es la cantidad de medicamento dividido por el volumen del 6rgano, es decir

25 1
195 — 1 — —3t/125) _ Z(1 _ o—3t/125
2(t)/125 = (1 — &~ 3/12%) — (1 - £=%4/120)

Por lo tanto, la contestaciéon a la primera pregunta es que

_ e—3t/125)

1
La concentracion en el instante ¢ es 5(1

Para contestar a la segunda pregunta hay que calcular para qué valor de t se verifica

1 t
0.1=-(1- eS1B) o 05 —1=—-05=—31% & 1B _5 & — %5 =1n0.5

& |t= —%})5 In 0.5 ~ 28.88 segundos
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6.7.8 Dinamica de poblaciones: modelo presa-depredador

El caso, mucho méas complicado desde el punto de vista matematico, en que hay dos especies diferentes que
interaccionan, también se puede representar mediante ecuaciones diferenciales ordinarias.

Por ejemplo, se considera el caso de un sistema presa-predador, es decir, de un eco-sistema con dos poblaciones
de dos especies distintas, en donde una de ellas es el alimento de la otra. Se denota por p;(t) el namero de
individuos de la poblacién de presas y por pa(t) el ntumero de individuos de la poblacion de predadores.

En determinadas condiciones, un tal sistema se comporta segin la ley siguiente, llamada sistema de Lotka-
Volterra:

pi(t) = rip1(t) — dip1(t)p2(t),
Pa(t) = —rapa(t) + dap1 (t)p2(t).

Este modelo es distinto de los anteriores, ya que aqui se tiene un sistema diferencial, es decir un sistema, con
dos incognitas p1(t) v pa2(t), de dos ecuaciones diferenciales que relacionan las incognitas con sus derivadas y
con las otras incognitas.

El término r1p; (¢t) de la primera ecuacion representa el crecimiento natural (positivo) de la poblacion de presas,
en ausencia de predadores. El correspondiente término —ropo(t) de la segunda ecuacion representa el crecimiento
de la poblacién de predadores en ausencia de presas, que es negativo por falta de alimento.

Los términos —dyp; (t)p2(t) y dap1(t)p2(t), por su parte, tienen en cuenta la iteraccion entre ambas especies, que
resulta en un decrecimiento de la poblacion de presas y un crecimiento de la poblacion de predadores (todos los
coeficientes se suponen positivos).

—p, :presas
- - -p, : predadores

Si se conocen el niimero de presas y el de pre-
dadores en un instante dado, t = 0, entonces se
puede predecir el namero de individuos de cada

especie en cualquier instante posterior, mediante 5
la solucién del correspondiente problema de valor
inicial: 1t
Pi(t) = ripi(t) — dip1(t)pa(t), % — T — 5
‘(t) = —r t)+d t t)).
p2§0)) A 2p2(1) 2p1(t)p: (1)) Figura 6.10: Representaciéon de la solucién del
P1 =

sistema de presa-predador, p; vy p2, sobre el in-
p2(0) = B. tervalo temporal [0,10], para los valores de los
coeficientes 1y =19 = dy = 1, do = 0.5 y de los

Obsérvese que se impone una condicién inicial N
datos iniciales A =4y B = 2.

para cada incognita, p1 y ps.
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6.8 Aproximacién numérica de soluciones de ecuaciones diferenciales

Solo para algunos (pocos) tipos muy especiales de ecuaciones diferenciales se dispone de formulas explicitas para
calcular la expresién matemética de sus soluciones. Por ello, en la inmensa mayoria de los casos practicos sélo
es posible aproximarlas.

Los algoritmos numeéricos de aproximaciéon de soluciones de ecuaciones diferenciales proporcionan métodos
para calcular aproximaciones numeéricas de los valores de dichas soluciones en algunos puntos.

A modo simplemente orientativo, se expone aqui el mas sencillo de dichos algoritmos: el método de Euler.

Se considera el problema de valor inicial

y(to) = o,

y se denota por y = ¢(t) su solucion exacta, definida en un intervalo I = [to, tf].
Por ser solucion de la ecuacion, la funcion ¢(t) verifica:
¢'(t) = f(t,o(t) Vtel=[toty],
y, por la condicion inicial, también verifica ¢(tg) = yo de donde se tiene:
¢'(to) = f(to. (to)) = f(to,¥0),

es decir, la pendiente a la curva y = (¢) en el punto (¢, o) es f(to,%0) y por tanto, la ecuacion de la recta
tangente a la curva en el punto (tg,yo) es

y = yo + ¢ (to) (t —to) = yo + f(to,y0) (t — to).

Entonces, si la distancia t; — ¢y es pequeiia, se puede “asimilar” la curva y = ¢(t) con su tangente en el punto
(to,yo) v por lo tanto aproximar el valor y(t1) por el valor que tome, en ¢;, dicha tangente, que es:

y1 = yo + f(to,%o) (t1 — to).

Una vez calculada una aproximacion, y1, del valor exacto (1), para calcular una aproximacion del valor de la
solucion ¢(t) en un punto to > 1, con to — t1 “pequeno”, se reitera este procedimiento, tomando:

yo =y1 + f(t1,y1) (t2 — t1)

como aproximacion del valor exacto ¢(t2) y asi sucesivamente.

Asi, se pueden aproximar los valores de la solucion de (6.31) en n + 1 puntos regularmente espaciados del
intervalo [to,tf]:

tr—to
n

o<t < - <tp=ty, contpy1—tpr=h= , VE=0,1,...,n—1
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calculando los valores {yx, k=0,...,n} mediante la siguiente formula de recurrencia:

{ Yo = y(to)

yk+1:yk+hf(tkayk)7 k2077n_1

Bajo adecuadas hipodtesis de regularidad, se puede demostrar que, si h es suficientemente pequeno, este método
proporciona aproximaciones razonables de los valores de la solucion exacta ¢(t) en los puntos ¢ de la particion.
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