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PROBLEMAS DE AMPLIACION DE ECUACIONES DIFERENCIALES
Curso 2020/21

BLOQUE I: Introduccion a la teoria de estabilidad.

. Se considera la e.d.o. lineal y' = (6¢sent — 2t)y en I = R.

(a) ;Es ¢p = 0 asintéticamente estable?
(b) iEs ¢o = 0 uniformemente estable?

2y’
t+1
estable? ;Es asintéticamente estable? ;Es uniformemente estable?

Se considera la e.d.o. lineal de segundo orden 3" + =0 en I = (—1,00). ;Es la solucién nula

(a) Estudiar la estabilidad de la solucién nula de la ecuacién y' = —y2.
(b) Estudiar la estabilidad de la solucién ¢(t) = e~2! de la ecuacién y” + 4y’ + 4y = 0.

Estudiar si la solucién nula es estable, asintoticamente estable o inestable en los casos siguientes:

(a) y" + 2ky’ + oy =0, donde k > 0 y « # 0 son constantes.

00 0 O
00 0 O
r_
By =1og 0 -1 3
00 0 -1
-1 e2t
Se considera el s.d.o. ' = < 0 _1) y. Demuéstrese que la solucién nula es inestable aunque la matriz

de los coeficientes posee (para cualquier ¢t € R) el autovalor —1 doble. Justificar la respuesta.

(a) Se considera la ecuacién y' = y(1 — y). Demuéstrese que la solucién nula es inestable y la solucién
p(t) =1, t € R, es asintéticamente estable.

(b) Demuéstrese que la solucién nula de la ecuacién y' = y(y? — 1) es asintGticamente estable.

(a) Demuéstrese que la solucién nula de la e.d.o. y' = (=2 + sent)y, con I = R, es exponencialmente
asintéticamente estable.

(b) (Es también exponencialmente asintéticamente estable la solucién nula de la ecuacién y' = (-2 +

sent)y + yseny? Razdénese.

Estudiense las propiedades de estabilidad de la solucién trivial de:

(a)y'(1+1>y; (b){y’1=—yz—y?; (C){yi=—y1y§"; (d){yi=—y1—y2'

t+1 Yh=1y1— Y yh = Yoyt vh =11 — s

Consideramos la e.d.o. de segundo orden y” + oy = f(t), con a # 0y f € C°(R,) tal que

/Oo\f(t)|dt<oo.
0

Demuéstrese que si ¢ es solucién de la ecuacién anterior, entonces sup (|¢ ()| + |¢'(t)]) < +oo.
teR,

Sea A € C°(]0,+00); L(RY)) tal que la solucién nula de 3y’ = A(t)y es uniformemente asintéticamente
estable. Sea B € C°([0, +00); L(RY)) tal que th’m [|B(t)|| = 0. Demuéstrese que, entonces, la solucién nula
—00

de y' = (A(t) + B(t))y es también uniformemente asintéticamente estable.
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Estudiese la estabilidad de la solucién ¢y = 0 para los s.d.o. siguientes usando, cuando se indique, la
funcién V' correspondiente:

yi = —y2+yi(a® —yf —93) {y1=3y1 + 3 9 oo
a con a € R dado; (b V = 4y; — 3ys3;
(&) { vy = y1 + y2(a® — yi — v3) (b) Yy = —dya + 43} I

(C){ Y=y +v5 (@ { Yo =yo +yi(y +v3) V2 (2 + 3 — 1)?

yh =y + y} vy ==+ + ) V2 +yE - 1)
Y=y + 3 { Yy = —6y2 — 11193 2 2

e ; f V =2y7 + 3ys3;

(@) { AR EECR 7 By 2+ 343

!
1" / 3 _ . Yy = 2y1 + 8senyo .
@ y'+ay +By°+y=0 cona>0y SR dados; (h){ Yy =2 — e — Bys — cosys
N Y= Ay —
i
(){yé=3y1—y§’

ty2

1+t

Dada la e.d.o. y"” + < + 1) y' +y =0, se pide:

(a) Escribirla como un sistema diferencial ordinario equivalente de primer orden y dimensién 2.

(b) Analizar la estabilidad de la solucién nula de dicho sistema.

1
Demuéstrese que la solucién nula de y” + (1 —y?)y?y’ + QY= 0 es uniformemente asintéticamente estable.

.Es la solucién nula de y” + %y’ + y = 0 uniformemente asintéticamente estable? Razénese.

Dada la e.d.o. ¥’ + a(y? — 1)y’ +y = 0, con a < 0, escribirla como un sistema y esttidiese si la solucién
nula de dicho sistema es estable y atractiva.

Se considera el s.d.o.
Yl =~y + 2035
yé = —Y2.

Se pide:

(a) Demuéstrese que la solucién nula‘de (1) es exponencialmente asintéticamente estable.

(b) Demuéstrese que

1
r= y2) ER? 1yl + 2<}
{(yl Y2) ntys g

es positivamente invariante para (1). ;Contiene I' alguna 6rbita ciclica no trivial de (1)? ;Quién es
AT (yo) para yo € I'? Razdénese.

Estudiese la estabilidad de la solucién nula de

i = —ya(yd + y3)1/?
yh =y (v +y3) V2

Demuéstrese que la solucién nula de la e.d.o.
y'+ 1=y )y +y=0
es exponencialmente asintéticamente estable

Demuéstrese que la solucién nula de la e.d.o.
y' +(1—y")y +y=0

es exponencialmente asintéticamente estable
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Usando el teorema de LaSalle, demuéstrese que la solucién nula de la e.d.o.
y' +(1-y)y)’ +y=0
es uniformemente asintéticamente estable.

1
Usando el teorema de LaSalle y la funcién V(yp,y2) = iyg + 1 — cosyi, demuéstrese que la solucién nula
del s.d.o.

/!
yl - y27
! .
Yo = —senyi — ys Cos y1,
es uniformemente asintéticamente estable.

Usando la funcién V (y1,y2) = 4y3 — y3, demuéstrese que la solucién nula del s.d.o.

Yo =v1 43,
vy = —4y2 + 11y2,

es inestable.

Demuéstrese que el conjunto I' = {(y1,y2) € R? : y; > 0 yo > 0} es invariante para el s.d.o.

yi = y1 +y5(1 — cosy),
Yy = —Y2 + y1senya.

Usando el teorema de Poincaré-Bendixson, demuéstrese que la e.d.o.
7 n3 2 "2 _
Yy + () 10g<y +4(y') )+y—07
posee soluciones periddicas no triviales.

Se considera el sdo auténomo

Y=y +n(4yf +v3 — 1)yl + 93— 9),
vy =—u1 +y2(dyi +v5 — 1) (y7 +v3 —9).
Se pide:

(a) Determinar los puntos criticos de (2) y analizar la estabilidad de los mismos.

(b) Demostrar que este sistema posee al menos dos érbitas ciclicas no degeneradas.

Se considera el s.d.o.

Y=y —y} — y1y3,
Yh = y2 — Y3 — yoyi.

(a) (EsT = {(y1,92) € R? : y§ + y3 = 1} invariante respecto de (3)?

(b) ;Posee (3) dérbitas ciclicas no triviales? Razénese.

Se considera el s.d.o. auténomo

vi =4y + (7 +4y3 — 4)(y7 + 4y3 — 16),
vh = —y1 + Y2 (v + 4y3 — 4)(y3 + 4y3 — 16).

Héllense sus puntos criticos, érbitas ciclicas y los conjuntos AT (yo,,%0,) ¥ A~ (Yo, Y0, )-

yll =1,
yh = —y2 + yi,

realizar un andlisis del comportamiento de sus 6rbitas en un entorno del punto critico.

Dado el s.d.o. auténomo
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Yl =2y1 + 3,

Igual que el ejercicio anterior para el sistema { ,
Yo = Y2

Pruébese que el conjunto I' = {(y1,y2) € R? : y; > 0, yo > 0} es invariante para el s.d.o.

vl =yl +yeseny,
yh = =1+ 11y + (y2 — 1)%.

Igual que el ejercicio anterior para el conjunto I' = {(y1,y2) € R? : yo > 0} y para el sistema:

Y =14y + 3.
Yo = Y1y2 + tanys.

Sea (y1(t),y2(t)) una solucién del sistema
y1 =y + i,
Yo =y1 + 5.
Demuéstrese que si y1(tg) # y2(to), para algin to € R, entonces y1(t) # y2(t) para cualquier ¢ € R.
Consideremos el s.d.o. auténomo
Yi = y2 + y1 cos(yf +43),
yh = —y1 +yacos(y? + y3).
Hallense sus puntos criticos, érbitas ciclicas y los conjuntos AT (yo,, yo,) ¥ A~ (Yo, , Yo, )-
Analicese la estabilidad de la solucién nula de los siguientes sistemas
r_ 2 r_
(a) N=u + Y1Yy2, (b) Y1 = Y2
Y5 = —5y2 + 3y193, Yy = —Y2 — Y1 COSY1.
Se considera el sistema auténomo
y1 = —y2 — y1(y7 +4y3 — 1),
Yo =y — y2(y7 +4y3 — 1).

Se pide:

—
]
N2

Determinar los puntos criticos de (4).

G
SN~—"

Analizar las propiedades de estabilidad de dichos puntos criticos.

—
o

) (Existen 6rbitas ciclicas no degeneradas del sistema (4) en la bola

1/2 1
Bl/2 = {(yhyQ) €R2 : (y% +y§) / < 2}7

Justifiquese la respuesta.
(d) JYen F={(y,y2) € R?: (v + v3)
) Para (yo1,%02) € Bi2, determinar de forma razonada A~ (yo1,%02), y deducir en qué corona de la

forma K = {(y1,y2) € R?: a < (yi + y%)l/2 < B} ha de encontrarse A* (yo1, yoz)-

12 > 1}7? Justifiquese la respuesta.

—
)

Analicense las propiedades de estabilidad de la solucién nula en los siguientes casos

) o — o Y1 = 5y1 + 45, o vi= Ay Ty,
() y <( < 3>y, o) { {

14t Yy = —2y2 + 3, vy = 3y1 — 3y3.



