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Introduccion

El objetivo principal de estas Notas es presentar los fundamentos de la teoria
moderna de ecuaciones en derivadas parciales (en lo que sigue EDPs).

De forma bastante imprecisa, diremos que una EDP es una igualdad en la
que la incognita es una funcién de dos o mas variables independientes y en la que
aparecen derivadas parciales de ésta. Se denomina orden de la EDP al mayor de
todos los érdenes de estas derivadas.

Por ejemplo, si aceptamos que u = u(x1,22) es una funcién desconocida (la
incégnita), entonces

0?u  0%u Pu  ou  9%*u ou  9*u

o+t 75=0, s+ —55=0, ——— =5 =u(l—u)

Oz  0x3 Ozr{ Ox1 0z3 Oxy  0z3

son EDPs de segundo orden (se trata de EDPs de gran importancia en las
aplicaciones). Por otra parte,

Ou o O Ow_ o O Pu O
oxt  T02230x3  Oxz4 7 Oxy  Or0x3  Ox}

senu + ex @ +ﬂ—0
P\ 922 0x20x%

son EDPs de cuarto orden.

La resolucién de problemas ligados a EDPs puede llevarse a cabo bajo dos
enfoques diferentes. El enfoque “clasico” utiliza las herramientas fundamentales
del Calculo Diferencial y proporciona, cuando es posible, funciones que son
soluciones en un sentido habitual. Esto es, funciones con derivadas parciales
del orden adecuado que verifican las EDPs consideradas “puntualmente”, en
todos los puntos de una regién apropiada. Desgraciadamente, este enfoque sélo
conduce a reultados satisfactorios bajo condiciones muy restrictivas.

Como alternativa a este punto de vista, encontramos el enfoque “moderno”,
que reposa sobre la siguiente idea: generalizamos el concepto de funcién, apa-
reciendo las distribuciones; seguidamente, aceptamos que una solucién es una
distribucién que verifica identidades adecuadas, donde conseguimos (entre otras
ventajas) rebajar el orden de las derivadas. Se suele decir que estamos conside-
rando soluciones débiles. Si este proceso se lleva a cabo de manera correcta, se
consigue resolver un nimero mucho mayor de problemas ligados a EDPs. Por
otra parte, en muchas ocasiones, en una segunda etapa es posible probar resul-
tados de reqularidad que muestran que la solucién débil encontrada es realmente
una solucién “clésica”.



6 Introduccién

En estas Notas, adoptaremos el punto de vista de la teoria moderna, en
el contexto de varias EDPs de naturaleza y propiedades distintas. Para ello,
serd preciso probar previamente varios resultados de caracter abstracto, pro-
pios del Anélisis Funcional: teoria elemental de operadores lineales continuos
en espacios de Banach, teorema de Lax-Milgram, teoria espectral de operadores
compactos, etc.

El énfasis principal se ha puesto en las ecuaciones de Poisson, del calor y de
ondas (las representantes “canénicas” de las EDPs lineales de segundo orden).
Se ha intentado aclarar que, para cada una de ellas, tiene sentido considerar
problemas de naturaleza distinta. En la medida de lo posible, se indica ademés
el papel que juegan estas EDPs en las aplicaciones.
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Notacién y abreviaturas

EDP: ecuacién en derivadas parciales.

EDO: ecuacién diferencial ordinaria.

R: cuerpo de los numeros reales.

R, : conjunto de los niimeros reales positivos.

RY: el conjunto RV~ x R.

Q, G, U, O: abiertos de RY.

0A: frontera del conjunto A.

n(x): vector normal unitario en = € 092, dirigido hacia el exterior de .
dI': elemento de integracién sobre 02 (véase el Apéndice al Tema |2)).
1g: funcién caracteristica de G; vale 1 en G y 0 en su complementario.
0i; : delta de Kronecker; d;; = 1sii = j, 6;5 =0 si no.

C%(U): espacio de las funciones ¢ : U — R que son continuas.

Ck(U): subespacio de C°(U) formado por las funciones k veces continuamente
diferenciables.

C>(U): interseccién de todos los C*(U) con k > 1.
C¥(U): subespacio de C*°(U) formado por las funciones analiticas.

sop p: soporte de la funcion ¢; se trata de la adherencia del conjunto de puntos
donde ¢ no se anula.

Ck(Q): subespacio de C*(9) formado por las funciones de soporte compacto
contenido en 2.

D(Q): subespacio de C*>°(2) formado por las funciones de soporte compacto
contenido en (.

Ck(Q): subespacio de C*(Q) formado por las funciones de soporte compacto
(contenido en €2).

D(Q): subespacio de C°°(€2) formado por las funciones de soporte compacto.

c.p.d.: “casi por doquier”; se usa para indicar que una propiedad se verifica en
todo punto salvo a lo sumo en un conjunto de medida nula.

N(A) y R(A), con A € L(H;G): el nicleo y el rango de un operador dado; se
tiene que N(A)={he€ H: Ah=0}y R(A)={Ah:he H}.

/P, con 1 < p < 4o00: espacio de las sucesiones p-sumables.

£°°: espacio de las sucesiones acotadas.

Denotaremos | - | la norma Euclidea de RN y B(xq;7) (resp. B(zo;7)) la bola
abierta (resp. cerrada) de centro xy y radio r. En ocasiones, dado un espacio
normado X, By denotard la correspondiente bola unidad cerrada.
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Capitulo 1

Generalidades

En estas Notas, nos centraremos casi exclusivamente en EDPs de segundo
orden. En este Tema, veremos que muchas EDPs de segundo orden aparecen de
manera natural cuando se intenta describir fenémenos reales de diversa natura-
leza. También, hablaremos por primera vez de soluciones clasicas y soluciones
generalizadas e interpretaremos su significado.

1.1. Motivacion. Las EDPs como herramientas
para la descripcion de fenémenos reales

1.1.1. Definiciones fundamentales

Definicién 1.1 Sea N > 1 un entero. Una EDP de sequndo orden en las N
variables independientes x1,xo,... TN es una erpresion de la forma

ou ou 0%u 0%u 0%u

P S e | =0, (1)
0x1 Ozy’ Ox3 O0x;0x; Ox9y

F(ml,...,mN,u,

donde F : © C RV’#2N+1 (4 R ¢s una funcion dada (aqui, O es un abierto no
vacio). A la incdgnita u se le suele llamar también variable dependiente.

Por simplicidad, acortaremos habitualmente la notacién, poniendo

ou ou
x=(z1,...,2n), u=u(z), VU_DU_(%’“"M)
(el gradiente de u) y
0%u 0%u ou
Du=|—5,...
b (890%’ 78137;8:%'7 ,a‘TN)

(el Hessiano de u). Con esta notacién, la EDP (|1.1)) se escribe
F(x,u, Du, D*u) = 0. (1.2)

Desgraciadamente, a diferencia de lo que sucede con las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias (EDOs), no es posible desarrollar una teoria general de EDPs

9



10 Generalidades

de segundo orden. Lo que si pueden ser desarrolladas son teorias particulares,
aplicables a determinados “tipos” de EDPs.

Con frecuencia, se usa otra notacién para designar las variables z; y/o la
incognita u. Por ejemplo, cuando N = 2, es usual ecribir

F(x,y,u,u:c,uy,uxx,uxy,uyy) = 0.

No obstante, en muchas ocasiones la notacién asignada estd motivada por el
papel que juega la EDP considerada en las aplicaciones.

El concepto de solucion de una EDP es de importancia fundamental. El
analisis de dicho concepto ha generado el desarrollo de buena parte de las Ma-
temdticas: el Anadlisis de Fourier, la teoria de distribuciones, los espacios de
Sobolev, etc.

Por el momento, nos limitaremos a la definicién siguiente:

Definicién 1.2 Sean U C RN un abierto no vacio y u : U — R una funcion.
Se dice que u es solucion clasica de (1.2) en U si se cumplen las propiedades
stguientes:

1. ue C¥U),
2. (x,u(x), Du(x), D*>u(z)) € O para cada x € U,
3. F(z,u(z), Du(z), D*u(x)) = 0 para cada v € U.

No todas las EDPs resultan tener el mismo interés. Algunas de ellas son
interesantes exclusivamente desde el punto de vista académico. Por el contrario,
otras poseen origen en la formulacién de problemas propios de la Fisica, otra
Ciencia de la Naturaleza o incluso otro campo de las Matematicas y por tanto
tienen mayor relevancia y merecen una mayor atencion.

De todas las EDPs de segundo orden, las méas importantes son las EDPs
lineales.

Definicién 1.3 Se dice que una EDP de sequndo orden en las variables inde-

pendientes x1,...,xN es lineal si tiene la forma
- Z ai;( +Zb 12U L clayu = f(@), (1.3)
5 J 83:18967 pt ox;

donde las a;;,b;, ¢, f son funciones definidas en ), un abierto no vacio de RV,
Las funciones a;j,b;,c se denominan coeficientes de y f se denomina el
término independiente (o sequndo miembro). Si f = 0, se dice que la EDP es
lineal homogénea. Si las a;;,b;,c son constantes, se dice que (L.3) es una EDP
lineal de coeficientes constantes.

Observacién 1.1 Supondremos siempre en (1.3)) que a;; = a;; para i,j =
1,...,N. Obviamente, dado un abierto no vacio U C 2, el conjunto de todas
las soluciones cldsicas en U de la EDP ((1.3)) es una variedad lineal de CQ(U)B
O

L'Si f =0, este conjunto es un subespacio vectorial de C?(U).
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Observacién 1.2 Otras EDPs de segundo orden importantes son las llamadas
semi-lineales. Se trata de las que tienen la forma

— D 1.4
Jz_: amzax‘] f('r7 U, u) ( )
También suelen considerarse EDPs con la estructura siguiente
- i\’: aij(z,u, Du)——— O = f(x,u, Du) (1.5)
5= 1] 6.’,131833] s Uy ’ .

a las que se llama EDPs casi-lineales (se trata en este caso de EDPs lineales en
las derivadas de segundo orden). O

En lo que sigue, pondremos énfasis sobre todo en el andlisis de las ecuaciones
de Laplace y Poisson, la ecuacién del calor y la ecuacién de ondas, que seran
presentadas en la Seccion siguiente. En todos los casos, se trata de EDPs lineales
de segundo orden de coeficientes constantes.

Al igual que sucede con las EDOs, las EDPs aparecen en la practica acompa-
nadas (o “completadas”) por condiciones adicionales, esto es, nuevas igualdades
que han de ser satisfechas por la solucién. Con frecuencia, estas condiciones
(y también la propia EDP) estdn motivadas por leyes que rigen para diversos
fenémenos de naturaleza fisica, quimica, biolégica, etc.

Es posible dar ejemplos “sencillos” de condiciones adicionales que conducen
a resultados totalmente distintos para EDPs diferentes (véase el Ejercicio .
Por tanto, la eleccién de las condiciones que pueden o deben acompanar a una
EDP dada no es una cuestién menor.

1.1.2. Las ecuaciones de Laplace y Poisson, la ecuacién del
calor y la ecuacion de ondas

Consideraremos las siguientes EDPs lineales de segundo orden y coeficientes
constantes:

— A= f(a), (1.6)
% — kAu = F(x,t) (1.7)
y 92
u 2
U 2Ay = _ 1.
G ¢ Au= h(z,t) (1.8)
Aqui, hemos usado la notacion
N
0%u
AU = @

Se suele decir que —A es el operador de Laplace y que —Awu es el Laplaciano
de u.

Supondremos en . que k y c son constantes positivas y que las
funciones f, F'y h son (por ejemplo) continuas alld donde estén definidas; més
adelante daremos interpretaciones de estos datos.



12 Generalidades

Hemos utilizado una notacién algo especial, de acuerdo con la cual (1.6)) es
una EDP en las N variables independientes x1,...,zx v (1.7)) y (1.8 son EDPs
en las N + 1 variables x1,...,xn y t. Pronto quedard justificada esta eleccién.

La EDP se denomina ecuacion de Poisson. Cuando f = 0, recibe el
nombre de ecuacion de Laplace.

Ambas ecuaciones aparecen con frecuencia en Fisica, Quimica, Biologia, etc.
cuando se intenta describir el comportamiento de fenémenos estacionarios, esto
es, independientes del tiempo. Por ejemplo, el campo eléctrico generado en un
medio cuyas particulas “llenan” el abierto  C R? por una distribucién de carga
feC%Q) es E=—Vu, donde u es solucién de

—Au=af(z), zeqQ,

siendo « una constante positiva adecuada.

Generalmente, las EDPs de Laplace y de Poisson son complementadas con
condiciones de contorno. El caso mas sencillo corresponde al llamado problema
de Dirichlet. La situacion es la siguiente:

1. Se fija un abierto no vacio Q Cc R¥, de frontera no vacia 9<.
2. Se fijan dos funciones f: Q+— Ry g: 0Q — R.

3. Entonces resolver el problema de Dirichlet para la EDP de Poisson (1.6
consiste en determinar una solucién de (1.6]) en 2 que verifique ademés la
condicién de Dirichlet

u(z) = g(z), z €.

La EDP es la ecuacion del calor. Cuando el nimero de variables inde-
pendientes es N + 1, se suele decir que se trata de la ecuacién N-dimensional
(las @1, ..., zN son las variables espaciales; t es la variable temporal).

También es frecuente encontrar esta EDP en muchas aplicaciones. Aparece
cuando se intenta describir el comportamiento de fenémenos difusivos, es decir,
ligados a una propagacién rapida (o instantdnea) de la variable dependiente. Por
ejemplo, supongamos que 2 C R3 es un abierto ocupado por un medio conductor
del calor y que sobre este medio actia una fuente de calor F = F(x,t) durante
el intervalo temporal (0,7), es decir, para (x,t) € Q x (0,T). Entonces se puede
aceptar que la temperatura del medio verifica para una constante positiva
k (la conductividad del medio)ﬂ

En muchas aplicaciones, la EDP del calor aparece acompanada de condicio-
nes de contorno (anélogas a las mencionadas més arriba) y condiciones iniciales.
Por ejemplo, tiene gran interés el problema de Cauchy-Dirichlet, que puede ser
descrito como sigue:

1. De nuevo, fijamos un abierto no vacio Q C R¥, de frontera no vacia 9;
fijamos también un intervalo temporal (0, 7).

2 El hecho de que ([1.7) permita describir la evolucién de una temperatura es justamente
lo que motiva que (1.7)) se conozca como ecuacidén del calor.
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2. Suponemos dadas tres funciones F': Q x (0,T7) —» R, G: 92 x (0,T) — R
vy ug : 2 +— R.

3. Diremos que resolver el problema de Cauchy-Dirichlet para la EDP del
calor (|1.7)) consiste en determinar una solucién de (1.7)) en Q x (0,7") que
verifique ademés la condicién de contorno de tipo Dirichlet

u(z,t) = Gz, t), (x,t) €90 x(0,T)
y la condicién inicial (o condicién de Cauchy)

u(z,0) = up(x), =€l

Por otra parte, es la ecuacion de ondas N-dimensional. Sirve para
describir fenémenos ondulatorios, caracterizados por la propagacion de sefniales
con velocidad finita. Por ejemplo, cuando N = 1, (|1.8)) permite determinar las
vibraciones de una cuerda eldstica (siempre que éstas sean de pequenia amplitud)
y, por esa razon, también suele llamarse ecuacion de la cuerda vibrante.
Asi, si una cuerda eldstica sujeta por sus extremos ocupa el intervalo espacial
[0, £] durante el intervalo de tiempo (0,T), se puede aceptar que la posicién de
los puntos de la cuerda estd determinada por una solucién de la EDP

Pu 0%

o2~ o2

donde ¢ es una constante positiva.

Como en el caso de la EDP del calor, tiene sentido considerar el problema
de Cauchy-Dirichlet para . En este caso, dado que aparecen derivadas de
segundo orden en la variable ¢, parece razonable (por analogia con los problemas
de valores iniciales para EDOs) pedir a la incégnita y a su primera derivada res-
pecto de t que tomen valores dados cuando ¢ = 0. La descripcion es la siguiente:

=0, (z,8) € (0,0) x (0,T),

1. Fijamos un abierto no vacio Q Cc RY, de frontera no vacia 9Q y un inter-
valo temporal (0,7).

2. Suponemos dadas cuatro funciones h : Qx(0,T) — R, G : 9Qx(0,T) — R,
uy: Q= Rywu : Q—R.

3. Entonces, resolver el correspondiente problema de Cauchy-Dirichlet para
la EDP de ondas ([1.8) consiste en hallar una solucién de (1.8) en 2 x (0,7T)
que verifique ademas la condiciéon de contorno

u(z,t) = G(x,t), (x,t) € 02 x(0,T)
y las condiciones iniciales

u(z,0) = ug(z), ur(z,0)=ui(x), x €.

Debido a las caracteristicas de los fenémenos que describen, se suele decir que
las ecuaciones del calor y de ondas son ecuaciones de evolucion. Por el contrario,
las ecuaciones de Poisson y de Laplace se denominan ecuaciones estacionarias.
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Aparte de las EDPs de segundo orden que preceden, hay muchas més intere-
santes. Una buena parte de ellas son variantes de las anteriores.

Por ejemplo, para la propagacién de ondas en un medio fisico no vacio, es
usual recurrir a la llamada ecuacion del telegrafista

0%u ou 4

— +a— — c*Au = h(z,t),

oz " “oi (@)
donde a es una nueva constante positiva. Esta EDP aproxima bien, por ejemplo,
la propagacion de ondas radiofénicas en la atmosfera.

Para la evolucién de la temperatura de un medio fisico tridimensional cuyas
particulas se desplazan con velocidad V = (Vi, V2, V3) (que puede ser funcién
de z y de t), se usa la EDP

3
ou ou
— 4+ Vie— — kAu = F(z,1),
ot ; Zal‘i ( )
llamada ecuacion de transporte-difusion.
Para otras EDPs de interés en las aplicaciones, véase por ejemplo [8] y [19].

1.2. Soluciones clasicas y soluciones generaliza-
das. Interpretaciones.

Por simplicidad y para fijar ideas, consideraremos el siguiente problema:

{ —Au= f(z), z€B(0;R), (1.9)

u=0, x€dB(0;R).

Supongamos que f € C°(B(0; R)). Por definicién, diremos que u es una
solucién clésica de (1.9) si u € C%(B(0; R)) N C°(B(0; R)), es solucién clésica
de la EDP en B(0; R) y verifica ademés

u(z) =0 Va € dB(0;R).

A primera vista, se trata del concepto més natural de solucién. Tiene sentido
intentar demostrar que, para cada f en estas circunstancias, existe al menos una
solucion clasica de . Sin embargo, esto no es cierto.

En efecto, sea por ejemplo Q@ = B(0;1/2) y

vh— o (N+2 ! ) i 0< |z <1/2
_— - — si z| < ,
fl@) =1 2Jz[*\/~log|z] 2log |z|
0 si z=0.

Entonces f € CY(B(0; R)), pero el correspondiente problema no posee
solucién clésica; para detalles, véase [19].

No obstante, como hemos dicho més arriba, hay realidades fisicas que estan
bien descritas por las soluciones de . Por tanto, queda una importante
cuestion en el aire: ; qué hacer en casos como éste 7

Como hemos avanzado, la respuesta esta en debilitar el concepto de solucion.
Esto se consigue escribiendo propiedades que deba verificar la solucién de
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(supuesto que exista) y pidiendo a una funcién que cumpla precisamente esas
propiedades.

En el caso particular de , el procedimiento es el siguiente.

Recordemos que, si u € C%(B(0;p)) y v € C1(B(0; p)), se tiene la primera
identidad de Green en B(0;p):

/ Vu-Vodr = / (—Au)vdx + / %v dr, (1.10)
B(05p) B(0;p) aB(0;p) on

donde g—g = Vu-n es la derivada normal de u (n(z) = (1/p)z es el vector normal
unitario sobre 9B(0; p) exterior a B(0;p)) y dI" es el elemento de integracién
asociado a la medida superficial sobre 0B(0; p).

Supongamos que u € C?(B(0; R)) N C°(B(0; R)) es solucién clésica y sea ¢
una funcién que verifica

p e C*(B(0;R)), ®(x)=0 para |z| > R—e¢, cone > 0. (1.11)

Entonces, sin mds que aplicar la identidad (1.10) en B(0; R — ¢) a las funciones
uy ¢y usar la EDP de (|1.9)), obtenemos:

/ Vu-Vedr = / (—Au)cpdm—i—/ @gpdl“
B(0;R—¢) B(0;R—¢) OB(0;R—¢) on

= / feodx
B(0;R—¢)

Por tanto,

/ Vu~Vg0dx:/ fodz (1.12)
B(0;R) B(0;R)

para toda funcion ¢ de estas caracteristicas.

Diremos que u es soluciéon débil de si pertenece a un espacio adecuado
de funciones que poseen derivadas parciales en L2(B(0; R)) y se anulan sobre
OB(0; R) y se tiene (1.12) para cualquier funcién ¢ que verifique . La
definicién precisa del espacio al que debe pertenecer u se realizard mas adelante;
este espacio se suele denotar H}(B(0; R)). E|

Veremos en el Tema |2 que la funcién u es solucién débil de si y sélo si
u es la tnica funcién del espacio H}(B(0; R)) donde el funcional

J(v) ::%/Q|Vv|2dx—/gfvdx (1.13)

alcanza un minimo. Asi, resolver desde el punto de vista de la teoria
moderna de EDPs equivale a minimizar un funcional cuadratico en un espacio
adecuado de funciones.

Obviamente, si u es solucién cldsica de y pertenece a Hi(B(0;R)),
también es solucién débil. Pero puede ocurrir (y de hecho ocurre con frecuencia)
que (|1.9) posea solucién débil pero no solucién cldsica. Obsérvese que, en la
definicién de solucién débil s6lo aparecen derivadas parciales de primer orden;
en principio, una funcién con derivadas primeras no diferenciables podria ser
solucién débil de (|1.9)).

3 En realidad, una definicién equivalente de solucién débil de (T.9) se obtiene diciendo que
u € H(B(0; R)) y que se tiene (1.12) para toda ¢ € H}(B(0; R)).
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Notese también que la definicién de solucién débil sigue teniendo sentido
para funciones f no necesariamente continuas. Esto hace pensar en una gran
cantidad de situaciones en las que buscar soluciones débiles y no soluciones
clasicas es lo apropiado.

Podemos dar interpretaciones de las definiciones de solucién clésica y solu-
cién débil en un marco aplicado: en términos generales, decir que u es solucion
clésica (resp. débil) suele ser “consecuencia” de una ley de conservacién (resp. de
un principio de minima energfa).

Por ejemplo, supongamos que, en ([L.9)), u representa una temperatura esta-
cionaria (independiente del tiempo), generada por la fuente de calor f y forzo-
samente nula sobre 9€). Supongamos que f € C°(B(0; R)) y que, por ejemplo,
u € C%(B(0; R)). En tal caso,

q:=—-Vu

es el flujo de calor asociado, esto es, para cada bola B’ C B(0; R), la cantidad
de calor que entra o sale de B’ en la unidad de tiempo es

Q(B") ::/ q-ndl=— @dfz— Audzx
OB’ 8B’ an B’

donde n = n(z) denota de nuevo el vector normal unitario orientado hacia
el exterior. La ley de conservacion de la energia nos dice que, para toda bola
B’ c B(0; R),
QB)= | fdx
B/
y, por tanto,

/,(—Au—f) dx = 0.

De donde se obtiene fécilmente que u es solucién clésica de ((1.9)).
Por otra parte, fijada la fuente de calor f, la cantidad total de energia aso-

ciada a una distribucién de temperatura v = v(z) en B(0; R) (con v = 0 sobre
0B(0; R)) esté dada por

E(v; f) = %/Q\Vufdx—/gfvdm.

Esta cantidad coincide con la que aparece en , es decir, J(v).

Las leyes de la Termodindmica nos dicen que, de todas las temperaturas
posibles, la que “elige” el medio en el mundo fisico real es la funcién u que hace
minima esta energia. Como hemos visto, esto significa que u es solucién débil.

1.3. [Ejercicios
E 1.1 Se considera la EDP del transporte
uy + Muy, = 0.

Probar que u es solucién cldsica de esta EDP en el abierto R x Ry C R? siy
s6lo si existe f € CH(R) tal que

u(z,t) = f(x — Mt) Y(z,t) e RxR;.
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Como aplicacion, dada uy € C*(R), resolver el problema de Cauchy

us + Mu, =0, (z,t) e Rx Ry
u(z,0) =up(x), xR

E 1.2 Efectuar el cambio de variables £ = x + 2¢, n = x + 3t en la ecuacion
2wee + Bwey + Twyy, = 0.
E 1.3 Se considera el problema de la cuerda vibrante

Upp — Uy = F(,t) a<xz<b t>0,
u(z,0) = f(z), ug(z,0) = g(z), a<z<b,
u(a,t) = p(t), u(b, t) = q(t).

Efectuar el cambio de variable

r—a C
f—b_a, =73

—a
y re-escribir el problema en las nuevas variables £ y 7.
E 1.4 Demostrar que la EDP

Ut — Uy — Klge = 0,
donde a y k son constantes, puede reducirse a una ecuacién analoga con a =
k=1.

Indicacion: Intentar un cambio de variable de la forma & = Az, n = Bt,
siendo A y A constantes adecuadas.

E 1.5 Demostrar que la EDP
2 _
Up — AU — CUgy = 0,

donde a y ¢ son constantes, puede reducirse a otra ecuacién anéloga con a = 0.

Indicacion: Intentar un cambio de variable de la forma v = «a(t) u, siendo «
una funciéon adecuada.
E 1.6 Demostrar que la funcién u(z,y) = f(x)g(y) es solucién de

Ulgy = Uglly

para todo par de funciones dos veces continuamente diferenciables f y g.

E 1.7 Hallar la solucién general, esto es, una familia de soluciones dependientes
de dos funciones arbitrarias, de las siguientes ecuaciones:

a)Uzy = 0; b)ugy =0; ¢)ugy +uy =0; d)uze, +u=0,

con u = u(z,y).
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E 1.8 (*) Se consideran las EDPs
Ut + Uze =0, Uzt =0, U — Uge =0, U — Uge = 0.

Denominaremos Problema i al constituido por la i-ésima EDP en R2, comple-
mentada con las condiciones

u(z,0) =0, w(z,0)=¢p(zx), z€R (p € CL(R)).

En cada caso, diremos que u es solucién si u € C?(R?) y verifica la EDP en D
y las condiciones adicionales en todo (x,0). Probar lo siguiente:

1. El Problema 1 sélo posee solucién si ¢ es analitica.
El Problema 2 sélo posee solucion si ¢ es constante.

El Problema 3 sélo posee solucion si ¢ = 0.

Ll

El Problema 4 posee solucién tnica para toda ¢ € C*([—1,1]). Hallar la
solucién en este caso.

Indicacion: Realizar el cambio de variables £ = x + ¢, 7 = o — t y resolver
la EDP resultante.

E 1.9 Sea ¢ € RV. Probar que, para cada C;,C5 € R, la funcién

Cilog——=+Cy siN=2
v(x) == |I1_§| (1.14)
Clm + 02 si N 2 3
es solucién clasica en RY \ {¢} de la EDP de Laplace. Deducir que también lo
son las funciones siguientes:

—& wm—xe—G+& o —EP -2 —&)?

N =2
o — &2 EEN I para ’
—&  x —dwg — & + 48 3(z2 — &2)(z3 — &3)
_ N = 3.
v ep’ PRI w_gp P N=3

E 1.10 Probar que, fijado £ € RY, las tinicas soluciones de la EDP de Laplace
en RV\ {¢} que sélo dependen de |z—¢| son las funciones que aparecen en (1.14)).

E 1.11 Se considera la EDP lineal de coeficienes constantes

_ Z a; 83@ (%J = f(z), z€Q, (1.15)

7,7=1

donde  C R¥ es un abierto no vacfo, la matriz A = {a;;} es simétrica y definida
positiva y f € C9(€2). Probar que existe un cambio de variables y = Pz que
permite re-escribir esta EDP de forma equivalente como una EDP de Poisson
en Q* ;= { Pz : 2z € Q}. Deducir que, para cada ¢ € RV la funcién

N

u(z) == |Pz — ¢~V Zpljmj — (1

Jj=1

es solucién clasica en RV \ {P~1(} de la EDP (1.15)) para f = 0.
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E 1.12 (*) Sea n € R®. Probar que las funciones

z(x) ==

1
——— (aq cosh | — n| + ag sinh |z — 7))
|z =
son soluciones clasicas en R3 \ {1} de la EDP
—Au+u=0.

., Son éstas las unicas que s6lo dependen de |z — 7| ?

E 1.13 (*) Sean Ry > 0 y w € R. Se considera el problema siguiente: Hallar
u=u(z,t) y R= R(t) tales que

—Au+u=0, ze€B(0;R(t)), t>0,
u(z,t) =u, |z|=R(), t>0,

%(x,t) — —R(t) |z|=R(), t>0
R(0) = Ry

Probar que la tnica solucién de este problema es:

sinh |z|/|z|

m, R(t) = H *(H(Ry) +t), para x € B(0;R(t)), t>0,

Uu=1u

donde H es una primitiva de la funcién

1

S —————.
coths—g
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Capitulo 2

El teorema de Lax-Milgram
y la formulacion débil de
problemas elipticos

Existen razones que aconsejan “debilitar” el concepto de solucién clasica,
indicado en el Capitulo[l] para resolver el problema de Dirichlet para la ecuacién
de Poisson y otras EDPs similares:

= Por una parte, la bisqueda de soluciones clasicas produce resultados sélo
en un nimero muy reducido de casos particulares.

= Por otra, los problemas con origen en las aplicaciones conducen a EDPs
con coeficientes poco regulares, incluso discontinuos; por tanto, parece
dificil imponer que estas EDPs se verifiquen en todos los puntos de un
abierto.

Para cumplir este objetivo, debemos recurrir a una formulacién diferente
que reposa sobre ciertos elementos y resultados del Anélisis Funcional que serdn
recordados brevemente en las Secciones siguientes; se pueden encontrar més
detalles por ejemplo en [ 111 17, 23].

2.1. Operadores lineales continuos en espacios
de Hilbert. Propiedades

A menos que se indique lo contrario, los espacios vectoriales que aparecen a
continuacion son reales.

En lo que sigue, X, Y, ... designan espacios normados. Con caracer general,
denotaremos || - ||x, | - |ly,... las normas respectivas. Por otra parte, H,G, ...
designaréan espacios de Hilbert, con normas y productos escalares denotados
respectivamente || - [|g, | - lgs--- ¥ (5 )m, (5 )as -

Consideraremos aplicaciones T' : X +— Y lineales y continuas (también lla-
madas operadores lineales continuos).

21
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SiT: X — Y es lineal, entonces es continua si y sélo si es acotada, es decir,
si y sélo si

IM > 0 tal que ||Tv||y < M|jv||x para cada v € X;

véase el ejercicio |2.1

Por otra parte, si T : X — Y es lineal y biyectiva, entonces su inversa
T71:Y +— X es de nuevo lineal y biyectiva.

Si X e Y son espacios de Banach (esto es, espacios normados completos)
y T : X — Y es lineal, continua y biyectiva, entonces 77! : Y +— X es tam-
bién continua. Este resultado se conoce como teorema del operador inverso de
Banach; para su demostracién, véanse [4] y el ejercicio

El conjunto £(X;Y) de los operadores lineales continuos T : X — Y es un
espacio vectorial para las operaciones habituales. En este espacio vectorial,

Tv Y
ITleocr = swp Y o olly = sup 7wl
vexvzo Vllx o<t ol x =1

es una norma. Asi, se puede hablar del espacio normado de los operadores li-
neales continuos de X en Y, de nuevo denotado L£(X;Y).

Obsérvese que, si Y es un espacio de Banach, entonces £(X;Y") también lo
es (véase el ejercicio [2.3).

Cuando X =Y, pondremos £(X) en vez de £(X; X). En el caso particular
en que Y = R, el espacio de Banach £(X;R) se denota X’ y se denomina dual
topolégico (o simplemente dual) de X.

Si X = H es un espacio de Hilbert (esto es, un espacio normado completo
cuya norma es inducida por un producto escalar), entonces H puede identificarse
algebraica y topolégicamente con su dual. Esto es justamente lo que dice el
teorema de representacion de Riesz, que se presenta a continuacién:

Teorema 2.1 Sea H un espacio de Hilbert de producto escalar (-,-)g y norma
aosciada || - ||z y sea f € H'. Entonces existe un unico uy € H tal que

f(v) = (up,v)g Yo € H. (2.1)
Ademds, la aplicacion f — uy es un isomorfismo isométrico de H' sobre H.

Demostracién: Consideremos la aplicaciéon S : H — H’, definida del modo
siguiente: para cada u € H, Su esta dado por

Su(v) = (u,v)y Vv € H.

Veamos que S es un isomorfismo isométrico. Esto serd suficiente ya que, en tal
caso, su inverso S~!: H' — H ser4 la aplicacién buscada.
Es facil comprobar que S : H — H' esté bien definida y es lineal y continua.
En particular,
|Su(v)| < [lulla [lvlla - Yu,v e H

y, por tanto, ||| za;my < 1.
También estd claro que S es isométrica. En efecto,

ISulr = sup |(u,0)u| = Jullz Vue H.
lvlle <1
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Luego también es inyectiva.

Sélo queda probar que S es sobreyectiva. Sea entonces f € H'. Veamos que
existe u € H tal que f = Su.

Consideremos la funcién F' : H — R, con

F) = gl — fw) Yoe H

Sea « := Inf,cpy F(v) y sea {v,} una sucesién minimizante para F', esto es, tal
que
F(v,) - « cuando n — +o0.

Entonces {v,} es una sucesiéon de Cauchy, puesto que
Un — Um H — Un H Um H — Un Um H
| I3 = 2llvallzr + 2llomllE — llvn + vml1Z

1 1 1
i (ol + ghonlh ) = o0+ o)

=4 (F(vp) + F(vm)) — SF(%(vn +vm))
< 4(F(v,) + F(vm)) — 8

y esta cantidad tiende a 0 cuando n,m — +o00. Sea u el limite de {v,}. Dado
que F es continua, F(u) = a, es decir,

F(u) < F(v) YveH.

Pero esto muestra lo que queremos, esto es, que Su = f. En efecto, si tomamos
v=u-+swconw € H y s &R arbitrarios, deducimos enseguida que la funcién
F, :R— R, con

1
F,(s) = §||u+sw||§{ — flu+sw) VseR

posee un minimo en 0. Dado que se trata de una funcién polinémica (y de hecho
cuadrética), su derivada se anula para s = 0, i.e.

(u, w)g — f(w) = 0.

Como w es arbitrario, necesariamente Su = f. O

Como consecuencia de este resultado, cuando sea conveniente, podremos
identificar todo espacio de Hilbert H con su dual H’.

A continuacién, dado un operador lineal continuo de un espacio de Hilbert
en otro, le asignaremos el llamado operador adjunto. Veremos mas adelante que,
en muchas ocasiones, éste permite describir de manera simple las propiedades
de aquél. Por ejemplo, veremos que el operador de partida es inyectivo si y sélo
si su adjunto posee una imagen densa.

Definicién 2.1 Sean H y G dos espacios de Hilbert cuyos productos escalares
son denotados indistintamente (-,-) y sea T € L(H;G). Se llama operador
adjunto de T al inico operador T* € L(G; H) que verifica

(Tu,v)g = (u, T*v)g Yue H, Yved. (2.2)

SiH=GyT*=T, se dice que T es autoadjunto.
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Comprobemos que esta definicién es correcta, es decir, que fijados H, Gy T
existe un tnico T* € £(G; H) que verifica (2.2)).

Sea v € G. Entonces la aplicacién u — (T'u,v)q es lineal continua de H — R.
Llamémosla f,. Entonces f, € H' y por el teorema existe un unico punto
de H, denotado m,, tal que

(my,w)g = fo(u) = (Tu,v)g Yu € H. (2.3)

Pongamos T*v = m,, para cada v € Y. Entonces la aplicaciéon T* : G — H
estd bien definida, es lineal y verifica

1T 0lla = [lfollz = sup [(my,u)u= sup |(Tu,v)c| < |Tlcwme lvic
llulla <1 flulla <1

para todo v € G y, también,
(T*v,u)g = fo(u) = (Tu,v)g Yue H, YveQG.

Esto prueba que existe al menos un operador en T* € L(G; H) para el que
se tiene (2.2)). Ademds, si S € L(G; H) es otro operador con esta propiedad,
entonces

(Sv,u)g = (v,Tu)g = (T*v,u)y Yu€ H, YveQG,

de donde
Sv=T" YveqG

y necesariamente S = T*. Asi pues, la definicién [2.1] es correcta.
Obviamente, el concepto de operador adjunto generaliza el concepto de ma-
b
triz traspuesta. Se tiene la proposicién siguiente, cuya demostracion es inmedia-
ta:

Proposicién 2.1 Sean H y G dos espacios de Hilbert y sea T € L(H;G).
Denotemos Iy el operador identidad en H. Entonces:

~

Iy =1y

2. (T*) =T y T lea:my = 1T e (i) -

3. 5SS eL(H;Q)ya,pBeR, entonces (aT + pS)* = aT* + B3S*.

4. St F es otro espacio de Hilbert y S € L(G; F), entonces (SoT)* =T*o0S*.
5. T es biyectivo si y sélo si T* lo es. En tal caso, (T~1)* = (T*)71.

En el ejemplo siguiente, aparecen un operador lineal continuo no trivial y su
adjunto.

Ejemplo 2.1 Sea K € L?*((a,b) x (a,b)) una funcién dada. Por definicién, el
operador integral de Fredholm en L*(a,b) de niicleo K es la aplicacién Ty, dada
por

b
Ti(p)(t) = / K(t,s)¢(s)ds c.p.d.en (0,T), V¢ € L*(a,b). (2.4)
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No es dificil comprobar que Tk € L(L?(a,b)). Ademés, se tiene que

[ e (// |K<t,s>|2dsdt) (Ab|¢<s>|2ds>,

es decir,
1T Al L2 (ap) < K L2((a0) % (b)) 101 L2 (a,b)
para cada ¢ € L%(a,b).
Por otra parte, es inmediato que T es también un operador integral de
Fredholm. Més precisamente, T} = Tk+, donde K™ es el nicleo simétrico de K,
es decir, K*(t,s) := K(s,t). En otras palabras,

b
/ K(t,5)6(s) ds

b
T (0)(t) = / K(s,0)0(s)ds cpd.en (0,T), Yoe L2(ab).  (2.5)

En consecuencia, una condicién necesaria y suficiente para que Tk sea au-
toadjunto, es que se tenga K = K*, esto es,

K(t,s) = K(s,t) c.p.d.en (0,T) x (0,7).

2.2. El teorema de Lax-Milgram

El resultado principal de esta Seccién es el teorema de Lax-Milgram. Como
veremos, se trata de un resultado fundamental para el tratamiento de muchas
EDPs.

En lo que sigue, a menos que se indique lo contrario, H es un espacio de
Hilbert de norma || - || y producto escalar (-, -). Para la formulacién del teorema
de Lax-Milgram, necesitamos la definicién siguiente:

Definicién 2.2 Sean H un espacio de Hilbert y a(-,-) : H x H — R una forma
bilineal. Se dice que a(-,-) es acotada si

M > 0 tal que |a(u,v)| < M|ull|lv]| Yu,v e H. (2.6)
Se dice que a(-,-) es coerciva (o H-eliptica) si
Ja > 0 tal que a(v,v) > af|v||* Vv e H. (2.7)

No es dificil probar que una forma bilineal a(-,-) : H x H — R es acotada si
y s6lo si es continua (como aplicacién del espacio producto H x H en R; véase
el ejercicio [2.4).

Sea a(-,-) : H x H — R una forma bilineal continua y coerciva. Entonces,
gracias al teorema sabemos que existe un unico operador A € L(H) que
verifica

(Au,v) = a(u,v) Yu,v € H. (2.8)

Claramente, (Av,v) > a|[v||? para cada v € H, de donde, en particular,
JAv] > allv Vve H (2.9)

y A es inyectivo. El teorema de Lax-Milgram nos dice que A es de hecho un
isomorfismo:
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Teorema 2.2 Sean H un espacio de Hilbert y a(-,-) : H X H — R una forma
bilineal continua y coerciva. Entonces, para cada f € H', existe un tnico 4 que
verifica

a(t,v) = f(v) YveH, a€H. (2.10)

Ademds, si a(-,-) es simétrica, 4 estd caracterizado por ser la unica solucion
del problema de minimos

veH

%a(ﬁ,ﬁ) — f(@) = inf (; a(v,v) — f(v)> , weH. (2.11)

Demostracién: Sea f € H' y sea uy € H el punto de H asociado a f por el

teorema Entonces (2.10]) es equivalente a
At =uy, w€H, (2.12)

donde A es el operador definido por .
Gracias a , la ecuacién en H (2.12)) posee a lo més una solucién. Para
demostrar que posee al menos una, razonamos como sigue.
Sea p > 0 un nimero dado. La ecuacién es equivalente a la ecuacién
de punto fijo
= S,(0) :=0—p(At—uys), G€H. (2.13)

Veamos que, para una eleccién adecuada de p, la aplicacién S, : H — H es
contractiva.

Asi, sean ui,us € H y veamos cémo se puede acotar [|S,(u1) — S,(u1)| en
funcién de [jug — usl|:

1Sy (u1) = Sp(u2)||* = [[(u1r — p(Auy —uy)) — (ug — p(Aug — ug))|?
= [lur — ua||* = 2p(ur — uz, A(uy — uz)) + p*||A(uy — ug)||?
< (1= 2pa + p* M?)|Jur — uglf*.

La expresién Z(p) := 1 — 2pa + p>?M? alcanza su minimo en p := a/M?, con
Z(p) =1—a?/M?, es decir Z(p) < 1. Por tanto, eligiendo (por ejemplo) p = p,
vemos que S, es contractiva:

1Sp(ur) = Sp(uz)|l < Z(p)!/?|lur — uz]|  Vur,uz € H.

Esto prueba que (2.13)) posee solucién tnica y, por tanto, lo mismo le ocurre
a (2.12).

Para demostrar que 4 esta caracterizado por cuando a(-,-) es simétri-
ca, razonaremos como sigue. En primer lugar, si 4 verifica , entonces, para
cadav € H,

1 R N

Sa(v,) — f(0) = salit i) — £(8) 1
+ [a(G,v —a) — flv—a)] + Ea(v — G, v — )
> Sali )~ £(3).

Luego @ verifica (2.11]).
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Reciprocamente, si tenemos (2.11)), dados v € H y 6 € (0, 1], necesariamente

%a(A, i) — f(a) < %a(ﬂ+9v,ﬂ+0v) — f(a+ 0v)
= Jalin @) = 7(@) +0[a(a,v) ~ 7)) + Sa(v,v),

de donde )

0 la(t,v) — f(v)] + %a(v,v) > 0.

Dividiendo por # y haciendo tender 6 a cero, obtenemos
a(tt,v) = f(v) 2 0

y, como esto debe ser cierto para todo v € H, resulta finalmente (2.10)). O

Observacién 2.1 De acuerdo con este resultado, para cada f € H' el proble-
ma posee solucién unica 4. Se puede afirmar también que esta solucion
depende continuamente del dato f. En efecto, si @ y ¥ son las soluciones asociadas
respectivamente a f y g, tenemos:

alla = ol* < a(i— 0,4 - 0) = f(a—0) - g(a—0) < |[f — gl la -],

de donde .
la =2l < —If = gll (2.14)

O

Observacién 2.2 Como en el teorema sean H un espacio de Hilbert y
a(-,-) una forma bilineal continua. Cabe preguntarse si la coercividad de af(-,-)
es condicién necesaria para la existencia y unicidad de solucién de (2.10) para
cada f € H'. La respuesta es negativa; véase el ejercicio [2.5 O

2.3. El teorema de la proyeccion

Sea A C H un subconjunto no vacio. Por definicién, el ortogonal de A es el
conjunto
At ={veH: (uv)=0 Yuec A}.

— — 1
Es facil probar que A' es un subespacio cerrado de H, que AL = At = [A]

(donde [A] es el espacio vectorial de las combinaciones lineales finitas formadas
con puntos de A) y que AN A C {0}.

El resultado principal de esta Seccién es el teorema de la proyeccion sobre
un converoy dice lo siguiente:

Teorema 2.3 Sean H un espacio de Hilbert, K C H un convexo cerrado no
vacio y ug € H. Entonces existe un unico punto 4 que verifica

U — = inf ||v— u € K. 2.15
1a = uoll = fnf Jlv—uoll, @€ (2.15)

Ademds, U es el unico punto de H que verifica

icK,
{ (o — v —8) <0 Yoe K. (2.16)
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Demostracion: Veamos en primer lugar que existe al menos una solucién
de .

Sea a = inf,ex [|v — uo|? y sea {v,} una sucesién minimizante para (2.15)).
Entonces, como en la prueba del teorema {vn} es una sucesién de Cauchy.
En efecto, tenemos

l|vn — vm||2 = H(Un —up) — (Vm — UO)HZ

1
= 2|jvn, — ug||* + 2|[vm — uol* — A5 (vn +vm) = ug|?
< 2||v, — u0||2 + 2||vp, — uo||2 —4a,

dado que %(vn + vp,) € K. Pero esta dltima cantidad converge a 0 cuando
m,n — +00.
Sea @ el limite de la sucesién {v,}. Entonces & € K por ser K cerrado y
evidentemente tenemos que ||& — ug|| = a.. Luego @ es una solucién de (2.15).
Por otra parte, la solucién de este problema es tinica. En efecto, si tuviéramos
b€ K,d#ay ||o—uo| = o, necesariamente obtendriamos que 3(a+0) € K y

1.
5@ +) — wl® < a,

por la convexidad estricta de la funcién v — ||[v]|?. Pero esto es absurdo. Luego
la existencia de © es imposible.

Veamos finalmente que (2.15)) y (2.16]) son equivalentes.
Si @ verifica (2.15)), entonces para cada v € K y cada 6 € (0,1), se tiene que

|6 — ol < [|(Gv + (1 = 0)@) — uo||?
= |4 — uol|? — 20(ug — @, v — @) + 02|74 — v||?,

de donde
20(ug — @, v — ) < 0%||lv — 4l

Dividiendo por 6 y haciendo tender 8 a 0, obtenemos ([2.16)).
Reciprocamente, si @ verifica (2.16]), para cada v € K se tiene

14— uo||* = (& — uo, @ — v) + (& — ug,v — ug)
< (& — g, v — ug) < [|& — ugl| |[v — uo]-

Por tanto, también tenemos ([2.15)). O

Observacion 2.3 La caracterizacién de @ posee una sencilla interpreta-
cién geométrica: Por ejemplo, cuando H = RY con la distancia Euclidea, @
es el Unico punto de K tal que el vector uy — @ forma un angulo obtuso con
cualquier otro vector v — @ correspondiente a un punto v € K. Se dice que 4 es
la proyeccion ortogonal de ug sobre K. (Il

Ejemplo 2.2 Sean H un espacio de Hilbert, u € H y K = B(u; R) (la bola
cerrada de centro u y radio R). Sea ug € H. Entonces, si ug € K, estd claro que
la correspondiente proyeccién es @ = ug. Por el contrario, si ug € K, se tiene

que
= ut T (g — )
@=u+ ——(ug—u).
oo —al
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es decir, u es el tnico puto del segmento que une ug con u que pertenece a la
frontera de K. O

Observacién 2.4 La existencia y unicidad de solucién de es en realidad
consecuencia de un resultado mucho més general. En efecto, en estamos
minimizando una funcién estrictamente convexa, continua y coerciva en un con-
vexo cerrado de un espacio de Hilbert. En estas condiciones, estd asegurada la
existencia de un unico punto donde la funcién alcanza el minimo; véase por
ejemplo [9]. O

Observacién 2.5 El teorema |2.3| puede ser también mirado como un resultado
de existencia y unicidad de solucién de (2.16]). d

Como caso particular del teorema tenemos:

Teorema 2.4 Sean H un espacio de Hilbert, M C H un subespacio cerrado y
ug € H. Entonces existe un unico punto U que verifica

i — = inf ||v— u e M. 2.17
12 —uoll = fnf [lv—uoll, @€ (2.17)

Ademds, U es el unico punto de H que verifica

ue M,
LD @19

El resultado que sigue es una reformulacion del teorema

Teorema 2.5 Sean H un espacio de Hilbert, M C H wun subespacio cerrado
y ug € H. Entonces existen dos unicas aplicaciones lineales P : H — M y
Q: Hw— M* tales que

v=Pv+Qu YveH.

Estas aplicaciones tienen las propiedades siguientes:
1. P,QeL(H) y|IP||=]Q|=1.

2. v €M siysélo si Pv=uvyQu=0. Andlogamente, v € M+ si y sdlo si
Pv=0yQuv=n.

3. |lv — Pv|| = inf e ||v —m|| para cada v € H.
Observacion 2.6 El operador P del teorema |2.5| verifica
PoP=P, P*=P. (2.19)

Lo mismo le ocurre al operador Q. Diremos que P (resp. Q) es el operador de
proyeccion ortogonal de H sobre M (resp. sobre M=). O

Corolario 2.1 Sean H un espacio de Hilbert y M C H un subespacio cerrado.
Entonces H es la suma directa ortogonal de M y M~. Es decir, todo punto de H
se puede descomponer de una unica forma en la suma de un elemento de M vy
otro de M.
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Ejemplo 2.3 Sea H un espacio de Hilbert, sean u,v € H linealmente indepen-
dientes y sea M el subespacio de H generado por u y v. Sea ug € H un punto
dado. Entonces la proyeccion ortogonal de ug sobre M es

T = Pug = au + bv,

donde a y b estan caracterizados por verificar el sistema
(u,u)  (u,v) a | | (ug,u)
(Uvu) ('U,U) b B (UOa'U) .

Corolario 2.2 Sean H un espacio de Hilbert y M C H un subespacio. Entonces
M es denso en H si y sélo si M+ = {0}.

O

Observacion 2.7 Como consecuencia de este corolario, si H es un espacio de
Hilbert y A C H, para que el espacio vectorial generado por A sea denso es
necesario y suficiente que se tenga A+ = {0}. O

2.4. Algunos resultados auxiliares sobre espa-
cios de funciones

En esta Seccion, recordaremos conceptos y resultados relacionados con los
espacios de Lebesgue de funciones integrables. Para mas detalles y demostra-
ciones completas de todo lo que sigue, véase por ejemplo [17].

En adelante, € denotar4 un abierto no vacio de de RN (N > 1 es un entero).

2.4.1. Soportes y funciones “test”

Comenzaremos con una definicién:

Definicién 2.3 Sea ¢ € C°(Q). Llamaremos soporte de ¢ (denotado sop ), a
la adherencia del conjunto {x € Q: p(z) #0}.

El conjunto sop ¢ es un cerrado contenido en €. Necesitaremos considerar
varios subespacios de C%(Q): C9(Q), C¥(Q) y D(Q2). Estan definidos como sigue:

CoN) ={p € C%N) :sopy C Q es compacto },

CHQ) = CoUQ N CH(Q), D(Q) = C2(Q) NC=(Q).

En particular, por motivos que se verdn més adelante, D(£2) suele denominarse
espacio de las funciones “test”.

Veamos a continuacién que D() es un espacio no trivial y que, de hecho,
ccontiene una gran cantidad de funciones:

Lema 2.1 Dados zy € RNE r > 0, existe una funcion ¢ € D(RN) tal que
v >0 en B(zo;r) ysopp = B(xo;r).
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La demostracién es inmediata. En efecto, sea 1 la funcién de C*°(R) dada
por

P(s) = 61/51{S<0} Vs € R.

Entonces basta tomar ¢(z) := ¥(|Jz — z0|? — r?).

Dados un conjunto A de RY y un ntimero positivo §, denotaremos As al
conjunto

As ={z e RN : dist (z,A) <4 }.

A partir del lema [2.3] se obtiene el resultado siguiente:

Proposicién 2.2 Dado un compacto no vacio K C §Q, existe una funcion ¢ €
D(Q) tal que 0 < o <1 yp =1 en un entorno de K.

Demostracién: En primer lugar, sea p € D(R™) una funcién positiva en la bola
B(0;1) y nula en su complementario. En virtud del lema una tal p existe.
Multiplicando p si hiciera falta por una constante positiva, podemos suponer
que

/RN p(x)dx = 1. (2.20)

Sea € una cantidad positiva. Pongamos

pe(x) = Npe™tz) Vo eRY

we(x) := / pe(r —y)dy Vo €. (2.21)
K2E
Se tiene entonces que, si € es suficientemente pequeno, . cumple las propiedades

deseadas.

En efecto, la funcién ¢, estd bien definida para todo x € 2 y verifica p. €
C>(Q). Ademas,

OS%(JU)S/ pe(z —y)dy=1 VYzeQ.
RN

Para ¢ > 0 suficientemente pequeno, el conjunto K3, es un compacto contenido
en Q. Por otra parte, si z € K.,

p0) = [ pe =iy = [ )k la =)y =1,

mientras que, si z € K., la bola B(x;¢) no corta a Ko, y

pe(z) = /RN pe(Y) 1k, (x —y) dy = 0.

Esto termina la demostracién. O



32 Lax-Milgram y problemas elipticos de segundo orden

2.4.2. Funciones medibles e integrables. Espacios de Le-
besgue

Denotaremos M() el espacio vectorial de las funciones v : Q — R que son
medibles-Lebesgue. Si v € M(2) y es no negativa, se puede hablar de su integral
en Q respecto de la medida de Lebesgue (finita o no). Por definicién, la integral
de v es el supremo de las sumas finitas

n
Zai|Ai|v
=1

tomado en la familia de las funciones escalonadas v, := Y ., a;14, que verifican
0 < v, < wv. Sea finita o no, la integral se denota

/ v(zx)dx. (2.22)
Q

Siv e M(Q), se dice que v es integrable si las funciones vy = méx(v,0) y
v_ = max(—v,0) (que son medibles y no negativas) poseen integral finita. En
tal caso, llamaremos integral de v en §2 al nimero real

/Q o(w) do = /Q ve (2) dz — /Q v (z) da. (2.23)

Denotaremos £!(Q) el subconjunto de M(2) constituido por las funciones
medibles e integrables.
Para cada v € M(Q), se tiene que v € L1(Q) si y sélo si |v] € L1() y esto
ocurre si y sélo si
[v(x)] dx < 4o0.
Q
Por tanto,

£YQ) = {v e MQ) : /Q ()| dz < 400 .

M4s generalmente, para cada p € [1,4+00), denotaremos £P(Q) el siguiente
conjunto

LP(Q)={veM(Q): /Q |v(2)]P doz < 400 }.

Se suele decir que las funciones de £P(2) son p-integrables en  (respecto
de la medida de Lebesgue). Para cada p, £P()) es un subespacio vectorial de
M(Q). Esto es consecuencia de la llamada desigualdad triangular, o desigualdad
de Minkowski (véase el ejercicio :

Siu,v € LP(R), entonces

(/Q lu + v[P das)l/p < (/Q |u|? dg;) w + (/Q |v|? de)l/p (2.24)

Sea N el subespacio de M(Q2) formado por las funciones que se anulan c.p.d.
en Q. Entonces N' C LP(Q) para cada p y, dada v € LP(Q2), tenemos que v € N

si y sélo si
/ [P dx = 0.
Q



Resultados auxiliares sobre espacios de funciones 33

Para poder trabajar en un marco funcional adecuado, nos interesaré conside-
rar el espacio-cociente M (Q) = M(Q)/N (con las operaciones suma y producto
por un escalar inducidas por las operaciones de M () del modo habitual).

Obsérvese que C°(Q2) € M(Q) y que dos funciones de C°(Q) que coinciden
c.p.d. necesariamente coinciden en todo punto z € 2. Por tanto, no hay am-
bigiiedad al identificar cada funcién de C°(€2) con la clase de M () a la que
pertenece y podemos admitir que C°(£2) es un subespacio de M (). Obvia-
mente, lo mismo puede decirse de todo subespacio de C°(Q) y, en particular,
de D(Q).

Si dos funciones de M () coinciden c¢.p.d. en £ y una de ellas es integra-
ble, también lo es la otra y sus integrales coinciden. Por tanto, tiene sentido
considerar los espacios-cociente LP(2) = LP(Q)/N. Aunque no es totalmente
correcto, diremos que los elementos de LP(2) son las “funciones” medibles y
p-integrables.

Para cada “clase” v € LP(Q2), la integral de |v|P en 2 es, por definicién, la
integral de Lebesgue de cualquiera de las funciones que forman parte de la clase
|v|P. Utilizaremos de nuevo la notacién

/ |v|? dx
Q

para designar la integral en Q de una “funcién” v € LP(2). Asi,
LP(Q) ={ve M(Q): / |v(x)|P doz < +o0 }.
Q

Por supuesto, la desigualdad (2.24]) es también cierta cuando u,v € LP(Q).
En consecuencia, la aplicacién || - ||z», definida por

1/p
ol o = (/ |v|pdx> o € LP(9),
Q

es una norma en LP (). Seguiremos denotando L? () el espacio normado as{ ge-
nerado. En particular, la norma || - ||z2 estd inducida por el producto escalar
(+,)rz, donde

(u,v) 2 ::/uvd:v Yu,v € L*(1).
Q

Se puede demostrar que LP(£2) es un espacio de Banach, es decir un espacio
normado completo. Consecuentemente, L?(2) es un espacio de Hilbert.

Por otra parte, denotaremos £>°(2) el subespacio de M () constituido por
las funciones medibles y acotadas y pondremos L (Q) = L>(Q)/N. En este
nuevo espacio vectorial, consideraremos la norma || - || L, con

lollee :=mf {M >0: |v(z)] <M cpd.en Q} YveL>*(Q).

Con esta norma, L*°(2) es de nuevo un espacio de Banach y diremos que los
elementos de L>(2) son las “funciones” medibles esencialmente acotadas.
Usualmente, los espacios de Banach LP(Q), con p € [1,4+00], se denominan
espacios de Lebesgue.
Recordemos la siguiente propiedad, llamada desigualdad de Holder, valida
para cada p € [1, +o0]:
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Siue LP(Q) yv e LV (Q), entonces uv € LY(Q) y

/Q o] dz < [ful| o 0] 1 (2.25)

Aqui, p’ es el exponente conjugado de p, definido por la igualdad

1

1
S+ =L (2.26)

Recordemos también que, para cada p € [1,400), se tiene la propiedad de
convergencia dominada en LP()):

Si {un} es una sucesidn en LP(Q), existe el limite limy, o0 uy(x) =
u(x) para x c.p.d. en Q y existe una funcion v € LP(Q) tal que
lun (z)] < v(x) c.p.d. en Q para cada n > 1, entonces u € LP(Q) y
ademds

m i, — ul| e = 0.
n— oo

Tenemos el resultado de densidad siguiente:
Teorema 2.6 Para cada p € [1,+00), D(Q) es denso en LP(Q).

Demostracién: Sean p € [1,400) y v € LP(Q2). Probaremos que, para cada
k > 0, existe una funcién ¢ € D(Q) que verifica

[v—¢llr < 5. (2.27)

ETapA 1: Para cada ¢ > 0, sea K () el compacto siguiente:

K@) ={zeQ:|z| < dist (z,00) > 4§ }.

1
5 ’

Pongamos vs = v 1x(5). Entonces

1/p
o — vl = ( 1P 100 dx)
Q

converge a cero cuando § — 0, gracias al teorema de la convergencia dominada.
Por tanto, eligiendo ¢ suficientemente pequeno, tenemos

K
lv = vslzr < 5. (2.28)

ETAPA 2: Fijemos 9 tal que se tenga (2.28)) y sea K = K(9). Para cada e > 0, sea
pe la funcién introducida en la demostracién de la proposicién Pongamos

we(x) = /]RN pe(x —y)us(y)dy YV € Q. (2.29)

Entonces, si ¢ es suficientemente pequenio, w. cumple lo deseado.



Resultados auxiliares sobre espacios de funciones 35

En efecto, w. estd bien definida para todo z € Q y verifica w. € C*(Q).
Para € > 0 suficientemente pequefio, el conjunto K. es un compacto contenido
en Q. Si z ¢ K, la bola B(x;¢) no corta a K y entonces

we@) = [ olwyusto =) dy =0

Por tanto, para ¢ suficientemente pequetio, w. € D(f2). Finalmente,

p
fos =il = | [ petw(sto) - vs(o — ) dy e
Q'J B(0;e)
< [l [ Justa) = vs(o — )P dyda
Q B(0;¢)

<C (/ v(;(m)—v(;(x—yﬂpdx) dy,
B(05¢) Q

donde C' es independiente de e. Por tanto, para e suficientemente pequeno,
tenemos

va — w5||Lp S . (2.30)

Combinando (2.28) y (2.30), obtenemos (2.27) para ¢ = w.. O

| =

Corolario 2.3 Sea u € L*(Q2) tal que

/ uwpdr =0 Vo e D).
Q
Entonces u =10 c.p.d.

Demostracién: Gracias al teorema D(£2) es un subespacio denso de L?(Q).
Por tanto, D(2)+ = {0} y, en las condiciones del corolario, u € D(Q)" . O

Observacién 2.8 Este resultado también es cierto cambiando L?(2) por cual-
quiera de los LP(Q) con p € [1,400]. De hecho, veremos mds adelante que es

cierto pidiéndole a u tan sélo que pertenezca a un espacio adecuado que contiene
a todos los LP(f2); véase la proposicién O

Corolario 2.4 Para cada p € [1,+00), LP(Q) es un espacio de Banach separa-
ble, esto es, posee un subconjunto denso y numerable.

Demostracion: Sea {K,} una sucesién no decreciente de compactos conteni-
dos en Q2 con Q = J,,»; K. Para cada n > 1, se considera el conjunto Z,, de las
funciones polinémicas en K,, con coeficientes racionales. Dada z € Z,,, designa-
remos Z la correspondiente funcién prolongada por cero a todo §2 y llamaremos
Z al conjunto de las funciones Z obtenidas de este modo.
Es obvio que Z es numerable (es unién numerable de conjuntos numerables).
Por otra parte, Z es denso en LP(Q). En efecto, sean v € LP(Q) y ¢ > 0.
Gracias al teorema sabemos que existe ¢ € D(Q) tal que
€

o - el < 5
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Sean n > 1 tal que K,, contiene al soporte de ¢, ¢, la medida (de Lebesgue) de
K, yzeZ, tal que
€

lp = zllco,y = méx fo(z) - 2(2)] < T

La existencia de z est4 garantizada por la densidad de Z,, en C°(K,,). Entonces
tenemos que

v —Zllr < [lv—@llr + ¢ — Zl|Lr

# ([, o= dx)l/p

<

| ™

IN
™

O

Observacién 2.9 El espacio de Banach L*(2) no es separable. Para una de-
mostracién de esta afirmacién, véase por ejemplo [4]; véase también el ejerci-
cio [2.10) 0

Con una demostracién similar a la del teorema tenemos:

Teorema 2.7 Sea p € [1,+00). Dada p € CH(Q), existe una sucesion {p,} de
funciones de D(R2) tales que

len —@lle = 0, 8ion — 0sllLr =0 Vi=1,...,N. (2.31)

Demostracion: Razonaremos como en la Etapa 2 de la prueba del teorema/|2.6
En efecto, sea p € C1() y sea K el soporte de . Para cada £ > 0, sea w.
la funcién definida por

we(z) = / pela—y)ely)dy Ve, (2.32)

Entonces es obvio que, si € es suficientemente pequeiio, w. € D(?). Razonando
como antes, se deduce que || — w,||» — 0 cuando € — 0.
Por otra parte, para cada i = 1,..., N, se tiene que

Oua) = [ pelo—n)oplndy Voen

En consecuencia, también se puede demostrar que ||0;¢0 — d;we||» — 0 cuando
€ — 0. Esto prueba el teorema. (Il

2.4.3. Funciones localmente integrables

Definicién 2.4 Sea v € M(Q2). Se dice que v es localmente integrable en § si,
para cada compacto K C Q, se tiene vl € LY(Q). El conjunto de las (clases
de) funciones v localmente integrables en § es un subespacio vectorial de M (2)
y se denota Li _(9).

loc
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El resultado siguiente es una importante generalizacion del corolario

Proposicién 2.3 Sea u € L () tal que

/ updr =0 Vo e D).
Q

Entonces u =0 c.p.d.

Demostracion: Supongamos en primer lugar que €2 es acotado y que u €
LY(Q).
Sea € > 0. Sabemos que existe ¥. € D(Q2) tal que
llu — el <e.

Para cada ¢ € D(2), tenemos entonces que

‘/%%wdx [ we=wpas

Sean K, y K_ los dos conjuntos siguientes:
Ki,={zeQ:¢Y.(x)>e}, K_={zeQ:¢(r)<—c}.

Entonces K y K_ son dos compactos contenidos en €2 y, usando la proposi-
cion es facil probar que existe una funcién ¢. € D(Q2) que verifica:

—1<p.<1, ¢o=1en Ky, @o.=-1 en K_.

<elpllzee.

Pongamos K = K, U K_ y denotemos m(f2) la medida de Lebesgue de .

Entonces
/w5|M—/m%M—/ Yoo do
<ct [ Wel)lds
QK
< (1+m(Q))e,
de donde

Jullr < flu— el + el < (2+m(Q2))e.
Dado que ¢ es arbitrariamente pequeno, deducimos que u = 0 c¢.p.d.

Supongamos ahora que 2 C RY es un abierto arbitrario y u € L] (). Para
cada n > 1, sea

Q,={zxecQ:|z|<n, dist(z,RV\Q)>1/n}.

Es inmediato que cada €2, es un abierto acotado, cada €2, es un compacto
contenido en 2 y que ademas se tiene

ﬁn C Qn+1 n >1, UnZIQn =Q.

En cada €2, podemos razonar como antes para deducir que u se anula c.p.d.
Gracias a las propiedades precedentes de los €2,,, es claro que esto implica u =0
c.p.d. en Q. O

El Apéndice de este Capitulo contiene conceptos y resultados relacionados
con abiertos de RY “de frontera regular”. En particular, se consideran la medida
“de superficie” sobre 9 y los espacios de funciones integrables (o p-integrables)
respecto de esta medida.
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2.5. Distribuciones. Motivacién, propiedades y
ejemplos

Es claro que D(2) C C*¥Q) c CkQ) c C*Q)C(Q) C LL.(Q) pa-
ra cada k > 0 (con la identificacién habitual en C°(f2)) y, por otra parte,
D(Q) C LP(Q) C L () para cada p € [1,400]. Asi, D(Q) y L .(Q2) pueden
ser observados como los espacios de funciones de interés respectivamente “méas
pequeno” y “méas grande”, al menos en el contexto de las EDPs.

En todos los espacios anteriores se pueden definir estructuras topoldgicas
adecuadas. Como hemos visto, en los LP(2) basta considerar las correspondien-
tes normas. De igual modo, para cada k > 0, C*(2) se convierte en un espacio

de Banach separable para la norma siguiente:

lllos = mix (maxww(xn) Ve € CH (@),
xEQ

lo| <k

En D(Q), los C¥(Q), los C¥(Q) y LL.(Q), no es posible definir estructuras
normadas con buenas propiedades. Sin embargo, estos espacios vectoriales se
pueden dotar de topologias “naturales” que son compatibles con la estructura
vectorial, es decir, que hacen en cada caso las aplicaciones (v,w) — v+ w y
(A\,v) = Av continuas. Por simplicidad, no daremos demasiados detalles; tan
sélo hablaremos de los conceptos de convergencia asociados a estas topologias;

para una presentacién mds completa, véase [3} 21} 22].

Definiciéon 2.5

1
loc

(Q) si, para todo compacto K C Q, se tiene

/ |v, — v|dx — 0.
K

» Se dice que o, — @ en C*(Q) si, para todo compacto K C Q, se tiene

= Se dice que v, - v en L

On = @ en C’k(K),

es decir, 0%p, — 0% uniformemente en K para todo multi-indice o =
(a1, ...,an) con|al =01+ +an < k.

» Finalmente, se dice que ©, — ¢ en C¥(Q) si existe un compacto K C
que contiene los soportes de ¢ y de todas las @, y, ademds, para todo
multi-indice a con |a| < k,

0%p, — 0% wuniformemente en K.

w Se dice que p, — @ en D(Q) si se tiene la propiedad precedente para todo
k> 0.

Se tiene entonces que la aplicacién identidad de C°(Q2) en L]

1oe (£2) es secuen-
cialmente continua, esto es,

Yn — p en CO(Q) = p, > @ en Llloc(Q).
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1

Diremos que C°(Q) se inyecta en L. (£2), con inyeccién (secuencialmente) con-
tinua y escribiremos que C°(Q) — L}

loc(Q)'

Obsérvese que lo mismo puede decirse de las aplicaciones identidad de D(Q)
en C*(Q), C¥(Q) en C*(9), etc. Por tanto, también diremos que estas inyeccio-
nes son continuas y escribiremos D(2) < C*(Q), C*(Q) — C*(Q), etc.

A continuacién, introduciremos un nuevo concepto que jugara un papel fun-
damental en la resolucion de problemas formulados para EDPs:

Definicién 2.6 Se denomina distribucion en  a toda aplicacion lineal S :
D(Q) — R secuencialmente continua.

Dada una distribucién S, el valor asociado por S a una funcién ¢ € D(Q2) se
denotard (S, ¢).

El conjunto de las distribuciones en {2 posee estructura de espacio vectorial
para las operaciones habituales y se denota D’(Q). Por otra parte, en D’()
es también posible definir una topologia adecuada (de nuevo compatible con la
estructura vectorial), que conduce al siguiente concepto de convergencia:

Definicién 2.7 Se dice que S,, — S en D'(Q) si
(Sns ) = (S,0) Vg € D(Q).
Ejemplos 2.4

1. Sea f € L _(Q) y pongamos

loc
(Sy, ) = /Qfgpdm Vo € D(Q). (2.33)

Entonces es facil comprobar que Sy € D'(Q).

En breve se verd que Sy puede identificarse con f. Més precisamente,
veremos que la aplicacién f — S, que es evidentemente lineal, es también
secuencialmente continua e inyectiva de L] () en D’(2) y que, por tanto,

L .(Q) puede ser mirado como un subespacio no trivial de D’(Q).

2. Sean N =2y Q= (—1,1) x (—=1,1) y sea 6,9y : D(2) — R la aplicacion
definida por
(00.0):¢) = #(0,0) Ve € D(Q).
Entonces 49,0y € D'(€2).

Se trata de una distribucién de gran importancia, denominada distribucion
de Dirac (o delta de Dirac) en (0,0).

3. Finalmente, con los mismos N y (), sea

2

_ 0y
(S, ) = 90.0% (0,0) Ve e D().

De nuevo, S € D'(Q).

De hecho, veremos mas delante que esta distribucién puede interpretarse
como la derivada segunda respecto de z1 y x2 de §(q,0)- O
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Veamos a continuacién que las funciones localmente integrables pueden ser
observadas como distribuciones:
Lema 2.2 Sea f € Li _(Q) y consideremos la aplicacion Sy : D(Q) — R,
definida por (2.33). Entonces Sy € D'(Q). Ademds, la aplicacion f — Sy es

lineal, secuencialmente continua e inyectiva de L] (Q) en D'(R).

Demostracion: Es facil comprobar que todas estas afirmaciones son ciertas.
En particular, Sy es secuencialmente continua, puesto que, si ¢, — ¢ en D(Q),

entonces
/f(pndx—>/f<pdx.
Q Q

Por otra parte, la inyectividad de la aplicacién f +— Sy es consecuencia directa
de la proposici(')n si Sy =0, entonces f =0 c.p.d. (]
Luego, efectivamente, L{ () puede ser observado como un subespacio de
D'(2) (el espacio de las distribuciones definidas por funciones localmente inte-
grables); ademds, podemos escribir que Li (Q) — D'(9).

Hablaremos a continuacién de las distribuciones de Dirac:

Definicion 2.8 Sea z € ). Se llama delta de Dirac en z a la distribucion
stquiente:
(62:0) ==(2) Vo €D(Q).

Se tiene el resultado siguiente:

Lema 2.3 Sea z € Q. Entonces 6, € D'(Q) y no existe ninguna f € L () tal
que 6, = Sy.

Demostracién: Esté claro que la aplicacién ¢ — ¢(z) estd bien definida y es
lineal y secuencialmente continua de D(2) en R. Por tanto, d§, € D'(Q).

Supongamos que existe f € L, () tal que Sy = 4,. Entonces, si ¢ € D(Q2)
y z & Sop p, tenemos que

/f@dx=<5fa90>=0~
Q

Luego, por la proposicién f=0c.p.d. en el abierto 2\ {z}. Pero entonces
f=0cp.d. en Q.

Ahora bien, esto es imposible, puesto que implicaria §, = 0, lo que no es
cierto. (]

Asi, como habfamos anunciado, resulta que el espacio D’(2) es “estricta-
mente” més grande que Li, () y una distribucién debe ser concebida como un

objeto que generaliza el concepto de funcién localmente integrable.

La gran ventaja que tienen las distribuciones es que admiten derivadas de
cualquier orden. Esto es, en el marco de las distribuciones, podemos generalizar
el célculo diferencial de manera que siempre es posible derivar y obtener nue-
vas distribuciones. Naturalmente, esto deja abiertas muchas posibilidades en el
contexto que nos interesa.
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Definicién 2.9 Sean S € D'(Q) y o = (a1, ...,an) un multi-indice. Se deno-
mina derivada en el sentido de las distribuciones (o derivada distribucional) de
orden o de S a la distribucion 0%S, dada por

(078, ¢) = (=1)l*l(5,8%0) ¥y € D(Q).

Claramente, si S € D'(2) y a es un multi-indice, 9*S € D’(€2). Ademas,
para cada «, la aplicaciéon S — 0¢S es lineal y secuencialmente continua del
espacio D’'(€) en si mismo.

En ocasiones, en vez de 9%S, escribiremos de forma més explicita

olels
Ot - 0N
En particular, las derivadas distribucionales de primer y segundo orden de S se
denotaran, respectivamente,

oS %S

Tgualmente, V.S es el vector de componentes las 9;.5, también llamado gradiente
de S:

0,8 =

con 4,7 =1,...,N.

= (015,...,0n5).
Ejemplos 2.5
1. La distribucién que aparece en el ejemplo [2.4]3 es ciertamente la derivada
segunda de d(g,0): S = 8%(5(0’0).
2. Sean de nuevo N =2, Q= (—1,1) x (=1,1) y f € L{ .(Q). Entonces

(0287, ¥) /f@ggoda: Yo € D(Q).

En el caso partcular en que f es la funcién que vale x si o > 0y 0 en
caso contrario, tenemos para toda ¢ € D(2)

que
(Sy, ) = //maggodxgdxl //gpd:cgdxl (Sg, ),

donde g es una funcién que coincide con ds f alla donde esta derivada tiene
sentido.

Vemos por tanto en este caso que, al derivar en el sentido de las distribucio-
nes una funcién localmente integrable, obtenemos otra funcién localmente
integrable.

3. Con los mismos N y €2, sea ahora f la funcién que vale 1 si 2 > 0y 0 en
caso contrario. Entonces

1 el 1
(0285, ) = —/ / Oap dxe day :/ p(x1,0)dzy Yo € D(Q)
- -1
y ahora no existe ninguna g € L{ () tal que 8.5f = S,. Luego, en
general, no se conserva la propiedad que tiene la distribucién del ejemplo
precedente. Dicho de otro modo, en general, la derivada distribucional de
una funcién localmente integrable no es una funcién localmente integrable.
O
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Veamos a continuacion que la definicién [2.9] es coherente y extiende la defi-
nicién clésica de derivada parcial:

Proposicién 2.4 Sea u € C°(Q) y supongamos que
J0u(x) Yo €Q, con dyu e C'(Q)
(la derivada parcial “cldsica” de u respecto de x;). Entonces
0;Su = So,u - (2.34)

Demostracion: Hay que demostrar que
/ Jiupdr = —/ uOipdr Vo € D(Q).
Q Q

Sea ¢ € D(2). Tenemos que up posee derivada parcial respecto de x; en Q,
que ésta es continua y que

/@(wp) dx:/&ugoder/uaigadx. (2.35)
Q Q Q

Veamos que el primer miembro de (2.35|) es cero.
Para ello, denotemos up la prolongacién por cero a todo RY de la funcién
uw. Entonces, si M > 0 es suficientemente grande,

sop(up) C{x eRY : —M < a; <M}

f, g twerta= [ @@= [ (/A;

donde dz’ denota el elemento de integracion en RN =1, Pero esta tltima integral
es cero, de donde se tiene el resultado deseado. O

9 — /
oz, (up) d:rz> dz’,

Observacion 2.10 La igualdad sigue siendo cierta en condidiones més
generales. Por ejemplo, esto ocurre si u € C°(Q) y existe la derivada clasica
diu(x) en casi todo x € Q, con d;u € L] (). La demostracién es muy parecida a
la precedente. Por el contrario, como hemos visto en el ejemplo[2.5]3, la igualdad

deja de ser cierta si w no es continua. O

En lo que sigue, mientras no genere confusién, dada una funcién u € L. (),
denotaremos también u la distribucién S, asociada. Asi, por ejemplo denota-
remos O?u la derivada (distribucional) segunda respecto de x; dos veces de (la

distribucién definida por) w.
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2.6. Los espacios de Sobolev H', H} y H™!. Pro-
piedades

Ahora, nuestra intencién es aplicar los resultados de las Secciones y
en espacios de funciones adecuados y con formas lineales y bilineales apropiadas,
determinadas por ciertas EDPs. Estos espacios de funciones son subespacios de
los L?(€2) y se denominan espacios de Sobolev.

de ahora en adelante, || - |12 y (-, )2 denotan respectivamente la norma y
el producto escalar de L?(92).

Consideremos el conjunto

HY(Q):={ve L*Q):30,ve L*(Q) paral<i< N}, (2.36)

donde las derivadas se entienden en el sentido de las distribuciones. Dotado de
las operaciones habituales, H'(f) se convierte en un subespacio vectorial de
L?(Q), que serd denotado de igual manera. Por otra parte, en H'(2) se puede
introducir el producto escalar “natural”

(u,v) g1 = (u,v)p2 + (Vu, V)2 Yu,v € HY(Q), (2.37)
para el cual se tiene lo siguiente:

Teorema 2.8 Dotado del producto escalar (-,-)g1, HY(Q) es un espacio de
Hilbert.

Demostracién: La norma inducida por (2.37)) es
1/2
ol = (oll2s + [Vol22)"? v e HY(Q). (2.38)

Sea {u,} una sucesién de Cauchy para esta norma; veamos que {u,} es conver-
gente en H ().

Claramente, {u,} y {diu,} (1 <i < N) son sucesiones de Cauchy en L?(Q),
por lo que existen funciones u, vy, ...,vy tales que

Up — u, Ojun, — v; en L2(Q) (1<i<N). (2.39)

Veamos que, para cada i, v; es la derivada distribucional de u, con lo cual
quedara probado que u € H' () y que u,, — u en H ().
Dados i y ¢ € D(Q2), tenemos que

e
Ojuy odx = —/ Uy —— dx 2.40
/Q 4 Q Ox; ( )

para cada n > 1. Gracias a (2.39)), podemos pasar al limite en ([2.40) y deducir
que

d¢
vipdr =— [ u-——dz. (2.41)

/sz ' o Ox;
Pero, como ¢ es arbitraria en D((2), esto significa que u posee derivada en L?()
respecto de ;. Esto prueba lo que queriamos. O

En lo que sigue, H!(§) denotara el espacio de Hilbert resultante de consi-
derar el producto escalar (-,-)z1. Se dice que H(£2) es un espacio de Sobolev.
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En virtud de la proposicién [2.4] con la identificacién habitual, tenemos
que CH(Q) € HY(Q); por otra parte, si ) es acotado, también se tiene que
CL(Q) c H'(Q) (porque, en este caso, toda funcién de C*(Q) estd en L%(Q)
y posee derivada distribucional en L?(€)). En ambos casos, las inyecciones son
secuencialmente continuas:

CHQ) — HY Q) y CYQ) — H'(Q) siQ es acotado.
Teorema 2.9 FEl espacio de Hilbert H'(Q) es separable.

Demostracién: Recordemos que el espacio de Hilbert L?() es separable, véase
el corolario 2.4] en la Seccién 2.4
Sea Y el espacio producto Y = L?(Q)V*+1, dotado del producto escalar

((wo, u1, ... un), (vo, V1., uN))y = Z(Ui7vi)L2~

Entonces Y es un espacio de Hilbert separable.
Sea ahora J : HY(Q) — Y la aplicacién definida por

Jv = (v,01v,...,0,v) Yve H(Q),
que es lineal, continua, inyectiva e isométrica, es decir, verifica
1Tolly = Il Vo € H'(Q).

Los espacios H(2) y R(J) son isomorfos e isométricos. En particular, R(J) es
un subespacio cerrado de Y y es por tanto un nuevo espacio de Hilbert separable.
De donde H'(2) es separable. O

Observacién 2.11 En general, D(Q2) no es denso en H'(Q2). De hecho, D(Q2)

nunca es denso si §2 es acotado y su frontera es por ejemplo “de clase 00,1»»E|

Sin embargo, sf lo es cuando Q = RY (para la demostracion, véase [4]; véase

también el ejercicio . Por otra parte, si Q C RY es un abierto conexo de

frontera 00 regular, se puede demostrar que D(£), que coincide con el espacio
)

de las restricciones a € de las funciones de D(RY), es denso en H* () (véase [6];
véase también el ejercicio [2.19)). O

Definicién 2.10 Liamaremos H}(Q) a la adherencia de D(Q) en H(). Se
trata por tanto de un subespacio cerrado de H'(Q) que, para el producto escalar
de H*(R2), se convierte en un nuevo espacio de Hilbert separable.

La mejor forma que hay de caracterizar H}(Q) es a través de la aplicacién
traza. Para una correcta introduccion, necesitamos utilizar el espacio de Hil-
bert L?(02), cuya definicién y propiedades estan dadas en el Apéndice de este
Capitulo.

! Esto es consecuencia de algo que se verd mds adelante: si (2 es un abierto acotado de
frontera regular y v € C1(Q), entonces v pertenece a la adherencia de D(Q2) en H'(Q) si y
sélo si v(z) = 0 para todo z € 9.
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Teorema 2.10 Supongamos que @ C RN y que, o bien Q2 es un abierto conexo
acotado no vacio de frontera O de clase C*', o bien Q = Rf. Exziste una inica
aplicacion v € L(H(); L2(09)) tal que

Yo = plaa Ve € CHR) (2.42)

(aqui, CL(QQ) es el espacio de las restricciones a §) de las funciones de CL(RY)).
El espacio imagen R(7y) estd estrictamente contenido en L*(9Q) y, por otra par-
te, N(v) = H} (). Ademds, se verifica la siguiente propiedad, llamada férmula
generalizada de integracion por partes:

/u@ivdz:f/&uvder/ yuyvn;dl Yu,v € H(Q). (2.43)
Q Q oN

Demostracién: Presentaremos la prueba sélo para Q = ]Rj\_f ; véase el ejerci-
ciopara la demostracién correspondiente al otro caso; véase también [6],[24].
Observemos en primer lugar que, en este caso, 92 = { (z/,0) : 2’ € RN~1}
y el espacio H := C}(RY) es denso en H*(RY).
Sea g la aplicacion definida por

Yo = plaa Yo € H.

Entonces 7o : H + L?(09Q) estd bien definida y es lineal.
Veamos que 7 es continua cuando H se dota de la norma y producto escalar
de H'(RY). En efecto, sean ¢ € H y x = (2/,0) un punto de 9. Entonces

Co = o [ ota ) 2P wd
lp(2,0)[* = w(z,yzv)a (7', yn) dyn-
0 TN

Luego

+oo 1/2 +o0 8(,0 1/2
e o <2( [l P ) ([ 17 6 dy )

e, integrando respecto de =’ en RV !, obtenemos:

o2 om < T ior 122 2] dyw de <
® L2(0Q)) = wv—1 Jo ® aIN YN 12 Hl(Rf)’

En consecuencia, existe una unica extension lineal continua v de 9 que

verifica (2.42)).

Existen funciones de L?(992) que no pertenecen a R(7). En efecto, sea f €

R(vy) y denotemos f la transformada de Fourier de f, es decir, la funcién de
L?(09) definida por

fe)= [ e e dr v e RN
RN—l
Entonces no es dificil probar que

[ QP RAEOR & <+ (2.49)
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(véase el ejercicio [2.21). Pero es facil construir funciones de L?(9)) para las
cuales no se tiene (2.44).

Por otra parte, N(v) = Hg(RY). En efecto, si v € N(v), podemos construir
explicitamente una sucesién de funciones de D(RY) que converge a v en el
sentido de la norma de H'(R% ). M4s precisamente, para cada ¢ > 0, pongamos

K.={zeRY :|z|<e!, ay>3c} (2.45)

Ac={zeRY :|z|<e'+1, zy>2e}, (2.46)

sea 1. una funcién que verifica
Y. € DRY), soptp. CA., Yo=1 en K., 0<1. <1 (2.47)

y, finalmente, sea v, la funcién definida como sigue:
ve(x) = /N pe(z —y) (Wov)(y)dy Vo e RNVL (2.48)
R

Entonces se puede demostrar facilmente que v. € D(Rf ) para todo € > 0 v,
ademds, v. — v en H'(RY) (véase el ejercicio . En consecuencia, v €
Hy(RY).

Finalmente, veamos que se tiene ([2.43]). Por ejemplo, probemos esta desigual-
dad para N > 3.

Supongamos en primer lugar que u,v € H. Entonces es inmediato:
basta tener en cuenta que, para M > 0 suficientemente grande, sop (uv) C
[~ M, MV~ x [0, M].

Sil<i< N —1, entonces

M M
9;(uv) dz = / / (/ 0; (uv) dxi> dr) dxy,
RY o Jmamyn-z2 \J_m

donde hemos agrupado en dz} los elementos de integracién dz; con 1 < j <
N —1, j #i. Por tanto,

M wi:M
O;(wv) dz = / / [uv} dz)dry = 0.
]RQ’ 0 (=M, M)N—2 ri=—M

Si, por el contrario, i = N, entonces

=M

9;(uv) dz = / [uv} da' = f/ w(a’,0)v(z’,0) dz’.
Rf (7M’M)N—1 xn=0 RN-1

Por tanto, tenemos efectivamente (2.43)).
Ahora, procediendo por densidad, es posible probar ([2.43) primero cuando
u e H'(RY) y v € H y después, finalmente, cuando u,v € H'(RY). O

El resultado precedente es conocido como teorema de trazas en H'(Q). La
aplicacién  es por definicion la aplicacion traza. También se dice que yv es la
traza de v sobre 02 y es costumbre escribir v|gn en vez de yv.
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Obsérvese que, en principio, no tiene sentido hablar de la restriccién de
una funcién de L?(Q) sobre 052, dado que 99 es un conjunto de medida nula.
Sin embargo, la aplicacién traza permite hablar de los valores frontera de las
funciones de H'(Q). En particular, a la vista de lo que precede, si v € H}(Q),
interpretamos que “v se anula sobre 9€”.

Teorema 2.11 Sea Q C RN un abierto no vacio, acotado al menos en una
direccidn. Entonces existe una constante positiva C (que sdlo depende de Q) tal
que

/Q|v|2dx < C/Q |Vo|2de. Vv € Hy () (2.49)

Demostracién: Por densidad, basta probar cuando v € D().

Sea entonces v € D()) una funcién dada. Denotaremos también v la prolon-
gacién por cero de v a todo RY (una funcién de D(RY)).

No es restrictivo suponer que {2 es acotado en la direccién de x1. Esto quiere
decir que existe M > 0 tal que Q C (—M, M)xRN~1. Seax = (v1,...,7x5) € .
Entonces

1
U(l"):/ 01wy, T2, .., xN) dyr,
M

de donde )

M
|’U(I‘)|2 S (/M |61U(y17$2>- . umN)‘ dy1>

M
§2M/ |alv(y1,m2,...,x1\/)|2dy1.
-M

Integrando respecto de z en €2, tenemos ahora:

M
/|v(x)|2dx§2M// |81v(y1,x2,...,J;N)|2dy1dac
¢ @M (2.50)

M
:4M2/ / |010(y1, 29, . . ., N )| dyy da
RN-1.J

donde dz’ denota el elemento de integracién en RN 1.

De (2.50]), se deduce facilmente (2.49)). O

Se dice que es la desigualdad de Poincaré. Obsérvese que es
falsa en general para las funciones de H'(().

Si el abierto €2 es acotado al menos en una direccién, podemos definir un
nuevo producto escalar en Hg(£2). En efecto, pongamos

(u,v) gy == (Vu, Vo) Vu,v € Hi(Q). (2.51)
Entonces, gracias a 1' (¢, ')Hg es un verdadero producto escalar en Hg ()
e induce en este espacio una norma, denotada | - |71, equivalente a la norma
usual || - ||g1.

Definicién 2.11 Denominaremos H () al dual topoldgico de HZ ().
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Tenemos que H~1(2) es un nuevo espacio de Hilbert, isomorfo e isométrico
a Hi(Q). El resultado que sigue proporciona una importante caracterizacién
de H=1(9):

Teorema 2.12 Sean fo, f1,...,fn € L*(Q) y sea F : H}(Q) — R la forma
lineal definida como sigue:

N
F(v) = /Q < fov+ Z fi aw) dz Vv e HH Q). (2.52)

Entonces F € H-Y(Q). Ademds, si denotamos || - ||g-1 la norma en H=1(Q)
inducida por la norma de H (),

N 1/2
1E - < (Z ||f¢||%z> : (2.53)
=0

Reciprocamente, si F € H=1(Q), existen N +1 funciones fo, f1,..., fn € L*(Q)
tales que se tiene (2.52) y

N 1/2
[F|l -1 = (Z ||f¢||iz> : (2.54)
i=0

Demostracién: Supongamos en primer lugar dadas fo, f1,..., fxv € L?(Q). Es
entonces inmediato que la forma lineal F' definida por (2.52) es continua. Por
tanto, F' € H~ (). Ademas,

N N 1/2
[F@) < follzzllvllz2 + D fillzz10iwll 2 < (Z ||fi||iz> [0l
=1 =0

de donde tenemos (2.53)).
Reciprocamente, sea F' € H~1(Q). Por el teorema [2.1] existe up € H{ ()

tal que
||UF||H1 = ||F||H71, (UF,’U)Hl = F(U) Yv € Hé(Q)

Tomando fo =ur y f; = O;ur para 1 < i < N, tenemos (2.52)) y (2.54). a

Supongamos que F € H () estd definida por , donde las f; son
funciones de L?(£2). Entonces la restriccién de F' a D(2) coincide con la distri-
bucién

N
Si=fo—> 0ifi.
i=1

Por otra parte, como D(Q) es denso en H} (), la tnica extensién posible de S
como forma lineal continua sobre H}(Q), es decir, como elemento de H (1),
es F'. Por estos motivos, pondremos

N
F=fo-Y o, (2.55)

i=1
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e identificaremos toda distribucién que sea suma de una funcién de L%(Q) y
derivadas parciales de funciones de L?(€2) con un elemento de H _1(Q)E|

En lo que sigue, usaremos el teorema para identificar L?(Q) con su dual.
Por el contrario, no haremos uso de la identificacién posible de HJ () y H~1(Q),
sino que utilizaremos la férmula para describir los elementos de H ().
De este modo, L?(Q2) puede identificarse con un subespacio de H () y pode-
mos escribir que, salvo isomorfismos isométricos,

H}(Q) — L2(Q) — H Q) (2.56)
(con inyecciones continuas).

Observacion 2.12 La manera correcta de interpretar consiste en decir
que las funciones de H}(Q) estén en L?(Q) (aunque en el segundo espacio hay
més funciones que en el primero) y que, por otra parte, las funciones de L?(£2)
determinan formas lineales continuas sobre H}(Q) (aunque hay formas lineales
continuas que no estén definidas por elementos de L?(2)). Para convencerse de
esto tltimo, basta elegir N =1y Q = (—1,1) y considerar la forma lineal F,
dada como sigue:

F(v) :/0 v(z)de Vv e Hy(—1,1).

2.7. Formulacion débil de problemas elipticos

A continuacién, analizaremos algunos problemas de contorno para determi-
nadas EDPs. Como ya hemos indicado con anterioridad, para ello es conveniente
“relajar” o “debilitar” el concepto de solucion.

Para mayor claridad, nos limitaremos de momento a considerar el problema

siguiente:
—Au = f(z), z€q,
(2.57)
u =0, x € 09,
donde 2 C RY es un abierto acotado no vacio y f € L2(Q).

Definicién 2.12 Se llama soluciéon débil de (2.57)) a toda funcion u que verifi-
que:

/Vu-Vvdxz/fvda: Vv € H} (),
Q Q

u € Hy(Q).

(2.58)

Este concepto de solucion generaliza el de solucion clasica. Més precisamente,
tenemos el resultado siguiente:

Proposicién 2.5 Sea Q C RN un abierto acotado no vacio y supongamos (por
ejemplo) que f € L2(Q) N C%Q). Siu e C*Q)NCHQ) es solucion cldsica de
(12.57), entonces u es solucion débil.

2 Se suele decir también que H~1(Q) es el espacio de las distribuciones sobre Q que se
escriben como suma de una funcién de L?(Q) y derivadas parciales de funciones de L?(f).
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Demostracién: En las condiciones de esta proposicién, u € H}(Q) (véase el

ejercicio |2.23)).

Sea por otra parte ¢ € D(Q) una funcién dada. Para cada i = 1,..., N, se

tiene que
0%u 0 [ Ou ou Oy
/ 8332 v dw /Q ox; <8xi 80) du - / 0x; Ox; dx. (2.59)

La primera integral del lado derecho vale cero. En consecuencia, sumando las
igualdades (2.59)) para i = 1,..., N y teniendo en cuenta que —Au = f en ,
obtenemos que

/Vu-V(pdmz/fg@dx VYo € D(Q).
Q Q

Por densidad, se deduce de aqui que u es solucién débil de (2.57]). |

Observacion 2.13 También es cierto que, si f es suficientemente regular, u es
solucién débil de (2.57) vy u € C?(Q) N C1(Q), entonces u es solucién cldsica;
véase el ejercicio [2.26] O

Observacién 2.14 A priori, cabe esperar que resolver sea mas facil que
resolver en un sentido clasico. En efecto, en el primer caso estamos bus-
cando la solucién en un espacio mayor (donde sélo tienen sentido derivadas de
primer orden) y estamos pidiendo a la solucién propiedades menos exigentes. De
hecho, aplicando directamente el teorema vemos que, para cada f € L?(1),
existe una unica solucién débil de . |

Consideraremos a continuacién una situaciéon mas general. Para ello, supon-
gamos dados unos coeficientes

Qij :aji,bi7cEL°°(Q) (i,j: 1,...,N> (260)
y unas funciones
anfl?afNeLz(Q)a geHl(Q) (261)
Nuestro problema es ahora el siguiente:

N

0 _ ofi
_ Z T, (a”8 ) Zb +cu fo *Z Bz, Q, (2.62)

i,j=1

u = g(;(;), T € 89,

Definicién 2.13 Se llama solucién débil de (2.62)) a toda funcidn u que verifi-
que:

N
/ Z a;j O5u 0; ’U—|—Zb diuv+cuw) dr = A(fov+;fiaiv) du (2.63)

7.]1

Vo e HA(Q); ue g+HO(Q).
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Bajo condiciones de regularidad para los datos precedentes, no es dificil
probar un resultado andlogo a la proposicion para el problema (2.63]). En
consecuencia, la definicién [2.13] es la adecuada.

Observacién 2.15 También estd claro que u es solucién débil de (2.62)) si y
sélo si u € HY(Q), yu = vg en L?(0Q) y

N N N
- Z 0i(a;j05u) + Z biOiu + cu = fo — Zaifi en HH(Q),

ij=1 i=1 i=1

donde la notacién 9; se asocia, como antes, a las derivadas en D’(Q); véase el
péarrafo que sigue al teorema [2.12 O

Para probar un resultado de existencia y unicidad de solucién débil de (2.62)),
introduciremos la notacién siguiente:

N N
a(u,v) := /( Z aij 3ju3w+z b; Oiuv+cuv) de,
Q

N
F(o) = /Q (fov+S" fidww) dz,  0(v) = F(v) — a(g,0),
=1

J(v) = %a(v,v) — F(v) (2.64)

El resultado principal de esta Secién es el siguiente:

Teorema 2.13 Supongamos que los coeficientes a;;, b; y ¢ verifican (2.60) y
que las funciones f; y g verifican (2.61). Supongamos ademds que la forma
bilineal a(-,-) es coerciva en H}(Q). Entonces existe una tnica solucién débil

de (5.

Demostracion: Introduzcamos el cambio de variable u = w + g. Entonces, con
la notacién introducida, todo se reduce a probar que existe una tinica w € Hg ()
solucion de

a(w,v) = L(v) Yo € HYQ); we H(Q). (2.65)

Para probar la existencia y unicidad de solucién débil de 7 basta aplicar
directamente el teorema En efecto, es inmediato que la forma bilineal a(-, )
estd bien definida y es continua y coerciva en el espacio de Hilbert H} (),
mientras que la forma lineal £ pertenece a H~1(Q). d

Un caso particular importante se da cuando los coeficientes b; se anulan.
Entonces tenemos:

Corolario 2.5 Sea ) acotado. Supongamos que los a;; verifican
Qij = aji € LOO(Q) (Z,] = 1,...,N),
N ) N (2.66)
Z a;j(2)&& > aplgl” VEEeRY, cp.d enQ, ay>0,

i,j=1
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losb; =0, ¢ >0 ylas f; y g verifican (2.61). Entonces existe una inica solucién
débil u del problema (2.62). Ademds, u es la dnica solucion del problema de

minimos

{ J(u) < J(z) V2 e g+ Hy(Q), (2.67)

u€ g+ HH(Q).

Demostracién: Veamos que, bajo las condiciones impuestas, a(-, -) es coerciva
en H(9).
En efecto, para cada v € H}(Q) se tiene en virtud de (2.66) que

N N
a(v,v) = Z /Qaij ;v ovdx + /Qc|v|2dm > ayp Z 105132
ij=1 i=1

Dado que €2 es acotado, tenemos entonces
a(v,v) > allvl|} Yo € Hy(Q)

para algin « > 0; es decir, a(-, ) es coerciva.

De nuevo, gracias al teorema existe una unica solucién w de (2.65) y
tenemos que u = w + g es la tnica solucién débil de (2.62)).

Por otra parte, teniendo en cuenta que a(-,-) es simétrica y aplicando de
nuevo el teorema deducimos que w es, ademds, el tnico punto de H}(Q)
donde la funcién

% a(v,v) —£(v)
alcanza el minimo:
%a(w,w) —L(w) < %a(v,v) —L(v) Vv e H Q).

Pero, teniendo en cuenta la definicién de J, vemos que esto es equivalente a
decir que
Ju) < J(2) Vzeg+ Hy(Q).

Esto termina la demostracion. O

Cuando se cumple la hipétesis (2.66]), se dice que estamos frente a una EDP
eliptica de sequndo orden (con independencia de cémo sean los coeficientes b;

y ).

Observacién 2.16 Es obvio que el teorema y el corolario dan cober-
tura a muchos otros casos. Por ejemplo, sean Q; y €25 dos abiertos contenidos
en () tales que

QU =0Q
yseaa(x) = aparaxc.p.d.enQy ya(zr) = fparax c.p.d.enQs, con 0 < a < S.
Entonces, para cada f € L?(Q) y cada g € H(Q), existe una tinica solucién
débil del problema

_; P <a(x)a;i) = flz), €,

u = g(z), z € 0f.
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Observacion 2.17 En el enunciado del corolario [2.5] se puede sustituir la
hipétesis “Q) es acotado” por esta otra:

ceL>®(Q), ¢>a; >0 cpd.en Q.
O

Observacion 2.18 Se pueden probar variantes del teorema [2.13| en el espacio
HY(Q) o en algin otro subespacio cerrado de éste. Por ejemplo, si la forma
bilineal a(-,-) es coerciva en H'(Q), los coeficientes a;;, b; y ¢ verifican (2.60)),
f € L%Q), h € L?(09) y ponemos

H(v)z/fvdx—F hvdl Yov € HY(Q),
Q a0

existe una unica u que verifica

(2.68)

a(u,v) = H(v) Yo € HY(Q),
ue HY(Q).

Se interpreta entonces que v es solucién débil del problema de Neumann

N N N
0 ou ou ofi
- — | @ij5— bi— = fo— ; Q,
i;z'::1 Oz (a ! 8xj> i ; Oz; ren=ho = O e
’ (2.69)
al ou
E a;j=——n; = h(x), x € 09,
R 813]‘
i,j=1

donde las n; son las componentes del vector normal exterior sobre 0€2. En los
ejercicios que se presentan al final del Capitulo, pueden encontrarse mas varian-
tes. U

2.8. Apéndice: Abiertos de frontera regular y
propiedades

En este Apéndice, aclararemos qué es un abierto de RY de frontera regular
y qué consecuencias puede tener este hecho.
Sean 2 C RY un abierto conexo y acotado no vacio y k> 0 un entero.

Definicién 2.14 Se dice que Q es de clase C* (o bien que 9 € CF) si existen

= Dos numeros reales positivos o y B y

= Para cadar =1,...,m, un vector b" € RN, una matriz ortogonal M" de
orden N con det M™ =1 y una funcion a,

con la propiedad siguiente:
Si ponemos

Api={z"eR" 2l <a Vi=1,...,N -1}
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y A.(x) == M"z +b", entonces a, € C¥(A,) para cada r = 1,...,m, los
conjuntos

A= ATY{ (27 ay) eRY 12" € A, 2y = an(27) ),
verifican UL, A, = 0Q y los conjuntos

Ut .= A;l({ (2", xy) € RN : 2" e A,, a-(z") <y <a-(2")+F})

U~ =AY{ (" ay) eRY 12" € A, a,(2") = B <2y <ar(2")})
verifican respectivamente UF C Q y U~ C RV \ Q.

Esta definicién estd tomada de [I6] y de [I8]. Cuando se cumple, se suele decir
también que 99 es una variedad diferenciable de clase C* y que § estd situado
localmente a un lado de su frontera.

Si Q es de clase C* para todo k > 0, se dice que es de clase C*°. Por ejemplo,
toda bola abierta de RV es un abierto de clase C'°.

Podemos también hablar de abiertos de clase C* para cada entero k > 0y
cada nimero real a € (0,1]:

Definicion 2.15 Sean k > 0 un entero y a un numero real, con 0 < a < 1.
Se dice que Q es de clase C*® si cumple la deﬁnicién con funciones a, €
Cckae(A,).

Recuérdese que esto significa que las a,, € C*(A,) y que, ademés, sus deriva-
das de orden k son Holder-continuas en A, con exponente a. En otras palabras,
existe una constante C' > 0 tal que, si D¥a, es una cualquiera de estas derivadas,
entonces

|D¥a,(2") — DFa,(w")| < C|z" —w"|* V2", w" € A,.

Obviamente, si © es de clase C*®, también es de clase C7* para cada j y
cada b que verifiquen j + b < k + a.

Cuando  es un abierto (como minimo) de clase C%!, se puede hablar del
vector normal unitario “en casi todo punto” de 9€:

Definicién 2.16 Sea Q2 un abierto de clase C%' y sea x € OQ. Con la notacion
utilizada en la deﬁm’cio’n supongamos que x € A, y x = A1 (y", a-(y")),
donde y" € A, es un punto de diferenciabilidad de a,. Sea q(x) el vector cuyas
N — 1 primeras componentes son las derivadas 0;a,(y") (1 <i < N—-1)y
cuya N-ésima componente vale —1. Entonces se llama vector normal unitario
exterior a Q) en el punto x al vector

= (M) g(). (2.70)
lq(z)]|
Recordemos que, si a, es como en la definicién precedente, existen las deriva-

das parciales primeras de a, respecto de todas las variables y7,...,yN_; c.p.d.

en A,, esto es, en todo punto de A, salvo a lo sumo en un conjunto de medida

de Lebegue (N — 1)-dimensional nula. Ademads, en esta situacion, las funciones
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0;a,, definidas en casi todo A, y con valores en R, son medibles y acotadas.
Para una demostracién de estas afirmaciones, véase por ejemplo [17] y [18].

Se puede comprobar que la definicién precedente de n(x) es correcta e inde-
pendiente de los sistemas de referencia utilizados en las definiciones y
para describir Q. También se puede probar que corresponde a la nocién
geométrica habitual de vector normal unitario en = dirigido hacia el exterior
de Q.

Sea  un abierto de clase C%!. Con la notacién de la definicién sea
paracadar=1,...,m

N-1 1/2
Pr(y") = (1 + Z (Biar(yr))2> c.p.d.en A,. (2.71)
i=1

Dada una funcién g € C°(99), por coherencia con las definiciones usuales, es
natural definir la integral de g sobre A, como sigue:

| s@dr@) = [ o a,m) v dy
A Ay
No obstante, no es posible extender directamente esta férmula de manera que
proporcione la integral de g en toda la frontera 052, dado que los A, no pueden
ser disjuntos dos a dos.
Para superar esta dificultad, procederemos como sigue. Pongamos U,. = U,"U
A, UU;” para cada r. Entonces {U, }1<r<m €s un recubrimiento abierto de 0.
Sea {¢r }1<r<m una particion de la unidad en 0 subordinada a este recu-
brimiento. Esto significa que las ¢, verifican

{ @r € C°(RYN), sope, C U,

0<¢, <1 en RNV, 7 o, =1 sobre 00 (2.72)

(la existencia de particiones de la unidad subordinadas a recubrimientos abiertos
estd demostrada por ejemplo en [I] y [6]).

Definicién 2.17 Sean Q un abierto de clase C%1 y g € C°(992). Con la nota-
cion precedente, diremos que la integral de g sobre ) (respecto de la medida
superficial dT") es la cantidad siguiente:

/8 RELEEDY /A AT e (AT e 07)) 07

Se puede demostrar que la definicién precedente es correcta, independiente
de la particién de la unidad elegida de modo que se tenga y de los sistemas
de referencia elegidos para describir 0f2.

La nocion de integral de superficie que precede corresponde en realidad a la
integracién respecto de una medida positiva dI', definida sobre una o-dlgebra
adecuada X de partes de 0f).

M4s precisamente, supongamos de nuevo que 2 es de clase C%! y suponga-
mos fijados unos sistemas de referencia y una particién de la unidad como los
anteriores. Diremos que el conjunto W C 9§ es dI'-medible si todos los

We.={y" €A :(y,a-(y")) € A.(W)}
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son medibles para la medida de Lebesgue en RV 1. Denotemos ¥ la familia de
los conjuntos W C 02 que son dI'-medibles y pongamos

) =3 [ oA ) ) W e

Entonces ¥ es un o-algebra de partes de 92 y dI' es una medida positiva finita
sobre X. De nuevo, las definiciones de ¥ y dI" son independientes de las elecciones
de los sistemas de referencia y de la particién de la unidad.

Ademds, una funcién g : 99 — R es medible (resp. integrable) respecto de
la medida dI" si y sélo si las funciones

Y gAY ar () e (AN an(y7)

son medibles (resp. integrables) respecto de la medida de Lebesgue. Cuando
g : 002 — R es integrable, su integral respecto de dI' viene dada por la cantidad
indicada en la definicién

Como consecuencia de lo todo que precede y repitiendo argumentos de la
Seccién tiene sentido hablar de los espacios de Lebesgue LP(992, X, dT), que
denotaremos més brevemente LP(052).

2.9. Ejercicios

E 2.1 Sean X e Y dos espacios normados y sea T : X — Y una aplicacion
lineal. Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es acotada.

2. T: X +—Y es continua en 0.

3. T: X — Y es continua en todo punto.
E 2.2 Sean X e Y dos espacios de Banach.

1. Probar que, siT : X + Y es una aplicacion lineal, continua y sobreyectiva,
T es abierta, esto es, la imagen mediante T' de todo abierto de X es un
abierto de Y (teorema de la aplicacién abierta).

2. Deducir que, si T : X — Y es una aplicacién lineal, continua y biyectiva,
su inversa T~1 : Y — X es también lineal y continua (teorema de Banach
de la aplicacién inversa).

3. Deducir también que, si T : X — Y es una aplicacién lineal y para cada
sucesién {x,} en X con x, — 0y Az, — y se tiene y = 0, entonces
T € L(X;Y) (teorema del grafo cerrado).

Indicacion: Daremos por vélido el teorema de Baire y, méas concretamente,
que un espacio de Banach no puede escribirse como la unién numerable de
conjuntos cerrados de interior vacio.

Pruébese en primer lugar que, siT : X +— Y es una aplicacion lineal, continua
y sobreyectiva, el conjunto T'(B) (donde B es la bola unidad de X), es un entorno
de 0 en Y. A continuacién, demuéstrese que T'(B) es también un entorno de 0
vy que, en consecuencia, T es abierta.
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E 2.3 Sean X e Y dos espacios normados y sea L£(X;Y) el espacio normado
de las aplicaciones lineales continuas T : X + Y. Probar que, si Y es completo,
entonces también lo es L(X;Y).

Indicacion: Sea {T,,} una sucesién de Cauchy en £(X;Y"). Probar que, para
cada x € X, {T,,z} una sucesién de Cauchy en Y. Deducir que existe T': X
Y tal que T,,© — Tz en Y para todo x € X y probar a continuacién que
TeL(X;Y)yT,—TenL(X;Y).

E 2.4 Sean H un espacio de Hilbert y a(-,-) : H x H — R una forma bilineal.
Probar que las tres afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. a(-,-) es acotada.
2. a(-,): Hx H + R es continua en (0,0).

3. a(-,): Hx H— R es continua en todo punto.

E 2.5 Sean H un espacio de Hilbert y a(-,:) : H x H — R una forma bilineal
continua. Probar que las dos afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. Para cada f € H’, existe un dnico u que verifica

a(u,v) = f(v) YveH, wueH.

2. a(-,-) verifica la propiedad siguiente, conocida como condicion inf-sup:

if sup 2&Y)
weH pe gy ||ull o]

Dar un ejemplo de forma bilineal a(-, -) no coerciva que verifique la condicién
inf-sup precedente.

E 2.6 Sea K € L*((a,b) x (a,b)) una funcién dada. Por definicién, el operador
integral de Fredholm en L?(a ,b) de nicleo K es la aplicacién Tk, dada por

(Tko)(t / K(t,s) ds cp.d.en (0,T), V¢ <€ L*(a,b).

Probar que Tx € L(L*(a,b)) y que (Tk)* = Tk~, donde el niicleo K* est4 dado
por
K*(t,s) = K(s,t) c.p.d. en (a,b).

E 2.7 Sea K € L?*((a,b) x (a,b)). Se denomina operador integral de Volterra en
L?(a,b) de niicleo K a la aplicacién Vi, dada por

(Vko)(t / K(t,s) ds cp.d.en (0,T), V¢ e L*(a,b).

Probar que Vi € L(L*(a,b)). ; Qué operador es -V ?

En los ejercicios que siguen, I (resp. ) denota un intervalo abierto (resp. un
abierto conexo no vacfo de RV ,con N > 2).
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E 2.8 Seap € [1,+00) y sea p’ el exponente conjugado de p. Probar la desigual-
dad de Holder en los £P(£2):

1/p , 1/p’ .
/ |uv| dz < (/ [ul? dx) (/ [vf? dm) Yu € LP(Q), Yv € LP ().
Q Q Q

E 2.9 Sea p € [1,+00). Probar la desigualdad de Minkowski en £P(2):

1/p 1/p 1/p
</ lu+ vfP da:) < (/ [ul? dm) + (/ [v|P dw) Yu,v € LP().
Q Q Q

E 2.10 Probar que el espacio de Banach L*(£2) no es separable.

Indicacion: Sea {E, : n > 1} una familia numerable de abiertos no vacios
E, C Q, disjuntos dos a dos. Sea F la famila de funciones de L>(£2) que toman
el valor 0 6 1 en cada E,, y 0 en Q\ U, E,. Pruébese que F es no numerable y
que la distancia en L*°(€2) de dos funciones de F distintas es siempre 1.

E 2.11 Sea Q acotado, supongamos que K € L*(Q x Q) y pongamos K =
| K[| Lo (2 x)- Utilizando el teorema de Lax-Milgram y suponiendo que K|Q| <
1, probar que para cada f € L*(Q) existe una tinica solucién u € L?(Q) de la
ecuacién integral

ue) = [ K@y)u)dy= @), w€Q epd

E 2.12 Calcular las derivadas primeras y segundas en D’(R) de las funciones
siguientes:

1. Funcién de Heaviside: H(z) =0siz <0y H(z) =1si x> 0.
2. Funcién valor absoluto.

E 2.13 Sean Q = (—1,1) x (—=1,1) C R? y g la funcién definida en € por

T1T2 sixzy >0,
T1,22) = .
g(x1,22) { T sixzgp <0.

Calcular las derivadas parciales primeras y segundas de g en el sentido de las
distribuciones en €.

E 2.14 Sea @ el interior del cuadrado de vértices (1,1), (2,0), (3,1) y (2,2
(un abierto de R?). Denotemos T la funcién caracteristica de Q, i.e. T(z) =
lo(z) =1siz e Qy T(x) =0 en caso contrario. Se pide calcular las siguientes
derivadas en el sentido de las distribuciones en R?:

oT aT 0T
(91'17 8:52’ (91’1562.

E 2.15 Sea B= B(0;1) C RY con N > 3 ysea u(z) = |z|~%, con a < N/2—1.
Probar que u € H*(B) y que, por tanto, cuando N > 3, las funciones de H'(2)
no pertenecen necesariamente a L ().
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E 2.16 Sea Q = B(0;p) C R? con p < 1. Probar que la funcién u(z) =
(—log |x|)*, definida para € Q \ {0}, pertenece a H*(Q) si 0 < k < 1. En
consecuencia, tampoco para N = 2 las funciones de H'(Q) pertenecen necesa-
riamente a L ().

E 2.17 Sea u € L*(Q). Demostrar que u € H*(Q) si y sélo si existe C' > 0 tal

que
‘/ u 0;p dx
Q

E 2.18 Probar que D(RY) es denso en H!(RY).

Indicacion: Sea v € H'(RY). Construir en primer lugar una sucesién {v,,} de
funciones de H'(R¥) tales que los sop v, son compactos y v, — v en H*(RY)
cuando n — 4o00. A continuacién, con ayuda de una sucesion regularizante,
fijado n, construir una sucesién {v,,,} de funciones de D(RY) que verifican
Vpm — vp en HY(RYN) cuando m — +oo.

< Ollellrz@ Ve e D), 1<i<N.

E 2.19 Supongamos que 92 € C%.

1. Probar que existe una aplicacién lineal continua E : H'(Q) — HY(RY)
que permite “extender” las funciones de H'(2), esto es, verifica

Ev=v en Q Yve HY(Q).

2. Probar que D(2) es denso en H' ().

E 2.20 Probar el teorema cuando © C RY es un abierto conexo acotado
no vacio de frontera 99 de clase C%!.

Indicacion: Con ayuda de cartas locales, descomponer la construccién de ~y
en un numero finito de construcciones analogas a las que corresponden al caso
en que ) = Rf .

E 2.21 Probar que, cuando Q2 = RY y f € R(7) se tiene (2.44).
Indicacién: Pruébese previamente que toda funcién v € H*(RY') verifica

+oo
[ 10 I PIE an)? + o (€' )] de’dey < +oc,
0 N-—-1

donde ¢ = (¢, zy) denota la transformada de Fourier de v respecto de la
variable &'

E 2.22 Para cada € > 0, sea v. la funcién definida por (2.45)—(2.48)). Probar
que v, € D(RY) para todo ¢ > 0y, ademds, v, — v en H'(RY).
Indicacion: Pruébese previamente que las funciones .v verifican

v — v en Hl(Rf).

Para ello, el punto mas delicado es demostrar que

/ |%|2|v\2dx — 0.
N

ox
RY OTN
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E 2.23 Probar que si v € HY() y existe un compacto K C tal que v =0 en
Q\ K, entonces v € H}(2). Probar también que siv € HY(Q)NC(Q) y v(x) =0
para todo x € 91, entonces v € H} ().

E 2.24 Sean fo, f1,...,fn € L?(Q) y sea F' : HY(Q) — R la forma lineal
definida como sigue:

N
Fw) = /Q(fov + Zfi ow)dr Vv € HY(Q). (2.73)

i=1

Probar que F € (H'(Q))" y que

N 1/2
1Ny < (Z ”fiHQL?) ;

1=0

donde || - ||(z1) es la norma en (H'(f2))" inducida por la norma de H'(f2).
Probar también que, reciprocamente, si F' € (H'(Q))’, existen N + 1 funciones

fo, fi,.., fn € L*(Q) tales que se tiene (2.73) y

N 1/2
1 F[l (#ray = (Z ||fi||2L2> :

1=0

E 2.25 Supongamos que () es acotado al menos en una direccién. Sea f; €
L?(Q) parai =1,...,N y sea F : H}(Q) ~ R la forma lineal definida como
sigue:

F(v) = /Q (Z fi az-v> dr Yv e HH(Q). (2.74)

i=1
Probar que F € H=1(Q) y que

N 1/2
[E[lx < (Z ||fi||2p> ;
i=1

donde || - ||« es la norma en H~1(2) inducida por la norma de H}(f2). Probar
también que, reciprocamente, si F' € H~1(Q), existen N funciones f1,..., fx €

L?(Q) tales que se tiene (2.74)) y

N 1/2
I1E[ls = (Z ||f¢||%z> :
i=1

E 2.26 Sean  C RY un abierto acotado no vacio y f € C°(Q) una funcion
dada. Supongamos que u es solucién débil de (2.57) y que u € C?*(2) N C1(Q).
Probar que u es solucién clasica.

E 2.27 Demostrar las afirmaciones siguientes:

1. Existe una funcién ¢g € D(I) tal que

/Igoo(:v) dx =1.
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2. Para cada f € D(I), existe ¢ € D(I) tal que

ﬂmzdun(zﬂw@)%w veel,

siendo g la funciéon que aparece en el apartdo precedente.

3. Sive L] (I) es tal que

loc

/Iv(x) o'(x)de =0 Ve e D),

existe una constante C' € R tal que v(z) = C c.p.d. en I.

xT

4. Sig € L}, .(I), zo € I y ponemos G(x) := / g(y) dy, entonces G € C°(I)
y "

[ 6@ @dr=- [ g et@rde voe (1)
I

I

Indicacion: Pruébese el resultado en primer lugar cuando g € CY(I) y
razonese a continuaciéon por densidad.

5. Se supone a partir de ahora que I es acotado. Si u € gl(l), entonces
existe un tnico representante @ de u que verifica @ € C(I) y

(1) a(te) —a(ty) = / ) u'(s)ds Vti, ty € 1.

t1
En consecuencia, identificando cada elemento de H L(I) con su represen-
tante continuo, podemos escribir que H'(I) C C°(I).

Indicacion: Sean @ un representante de u, ¥ un representante de u’ y
pongamos

up(x) = /; v(s) ds.

0
Entonces ug € C°(I) y ug— @ es c.p.d. igual a una constante C'. uego basta
tomar @ = u = ug — C.
6. Existe una constante C7 tal que
[a(t)| < Crllullgry Vvt €T
Por tanto, u — @ es una aplicacién lineal continua e inyectiva de H'(I)
en C°(1).
Indicacion: Usese (1) con to =t € I fijo y t; en un intervalo contenido en
I e intégrese respecto de t;.
7. De hecho, la inyeccién precedente es compacta, es decir: la imagen me-
diante ella de todo acotado de H'(I) es relativamente compacto en C°(I).

Indicacion: Usese el teorema de Ascoli-Arzela.
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8. Se tiene la siguiente férmula de integracion por partes:

/u'(x) v(z) dz = u(b)v(b) — u(a)v(a) — /u(x) v'(z)dr Yu, v € HY(I).

I I

E 2.28 Compruébese que CY(I) ¢ H(I), esto es, que existen funciones conti-
nuas que no poseen derivada generalizada en L?(T).

En los siguientes ejercicios se suponen conocidos los resultados del ejerci-
cio[2:27] También se supone conocido el resultado siguiente, que es consecuencia
inmediata del apartado 5:

Siu,veCI)y
/ngdx:—/ugo’dx Vo € D(I),
I I

entonces u € CY(I) y su derivada cldsica coincide con v en I.

Usaremos que, cuando I es acotado, C'(I) es denso en H'(I) y, més gene-
ralmente, que C(Q) es denso en H'(Q) si @ C RY es un abierto acotado de
frontera 0Q € C%1.

E 2.29 Sean [ = (—1,1) C Ry f: H'(I) = R, con f(v) = v(0) para todo
v e HY(I).

1. Demostrar que f € (H*(I))'.
2. Probar que existe una unica funcién u que verifica
(w, )iy = fv) Yo e HY(I), ue H'Y(I).
Determinar u.
3. Probar que f € H=!(I) y hallar w tal que

(w,v)myry = f(v) Vv € Hy(I), we Hy(I).

E 2.30 Sea I = (0,1) C R. Sea a(-,-) : H*(I) x H*(I) + R la forma bilineal
definida por

1
a(u,v) = / (u'v" + 2zu’v + 3uv) dx
0

1. Demostrar que a(-,-) es continua y coerciva en H*(I).

2. Probar que existe una tnica funcién u que verifica

a(u,v) = v(0) +v(1) Yo e HY(I), wue HYI).

3. Concluir de manera razonada que u € C*°([0,1]) y es solucién cldsica de
un problema de contorno que se determinara.
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E 2.31 Sea I = (0,1) CR. Sea a(-,-) : H*(I) x H'(I) — R, definida por
a(u,v) = /(u’v' + wv) dz + ku(0)v(0),
I

con k > —1 fijado. Se considera el siguiente subespacio cerrado de H*(I): V :=
{ve HYI): v(1) =0}.

1. Demostrar que la forma a(-,-) es coerciva en V.

2. Dada f € L?(I), probar que existe una y sélo una uy tal que
a(ug,v) = /fvdx YoeV, upeV.
I

Caracterizar uy como solucién de un problema de minimos.

3. { Qué se puede decir de uy si f € C°(I) ? Caracterizar en este caso Uy
como solucion clasica de un problema de contorno.

E 2.32 Se define a(-,-) : H*(0,1) x H*(0,1) + R como

a(u,m/ol(ufvfﬂv)dx </Oludx> (/Olv@

para u,v € H'(0,1). Por otra parte, para una constante k # 1 fija, ponemos
V={ve H(0,1): v(0) = kv(1) }.

1. Demostrar que existe una constante Cy > 0 tal que
[0l (0,1) < Collv'llz2(0,1) Vv €V
y que existe otra constante C'; > 0 tal que

||U||H1(071) < CIH'U/HLZ(OJ) Yo e V.

2. Probar que, cualquiera que sea f € L?(0,1), existe una tnica us con la
propiedad de que

a(uf,v):/fvda: YoeV, upeV.
I

3. Probar que, si f € C°([0,1]), entonces uy € C?([0,1]). Caracterizar el
problema de contorno que satisface u s, asi como el problema de minimos
asociado.

E 2.33 Sean [ = (1,3) C Ry a(-,-) : HY(I) x H*(I) = R la forma bilineal
continua definida por

a(u,v) = /13 [0/ ()0 (t) + tu/ (t)v(t) + du(t)v(t)] dt  Vu,v € H(I).

Se pide:
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1. Demostrar que la forma a(-,-) es coerciva sobre H'(I).

2. Demostrar que existe una tinica solucién del problema

3
a(u,v) = gv(?)) - év(l) +/1 v(t)dt Yo e HY(I), we HY(I). (2.75)

3. Demostrar que la solucién u de (2.75)) pertenece a C>°(I) y es solucién
clasica de un problema de contorno que se determinara.

E 2.34 Sea V = {v € H'(0,1) : v(0) =0} y consideremos la forma bilineal
a(-,-) sobre V definida por

a(u,v) :/0 o (1) (1) dt — %u(l)v(l) Vu,v € H(0,1).

Se pide:
1. Probar que para toda v € V se tiene que ||U||L2 0,1) < ||v’||2L2(0 1)

2. Sea f € L?(0,1). Demostrar que existe una y sélo una solucién del pro-
blema

1
(PV) Hallar u € V tal que a(u,v) = / f)J(@t)dt YoeV
0

y que, para dicha solucién, se tiene ||ullco(o,17) < 2|/ flz2(0,1)-

3. Caracterizar la solucién u del problema (PV) como solucién de un proble-
ma de minimos.

4. Probar que, si f € C*([0,1]), entonces la solucién u de (PV) pertenece a
C?([0,1]). Obtener el problema de contorno del que u es solucién.

E 2.35 Sean I = (1,2) CRy a(-,-) : HY(I) x H(I) = R, definida por
2
a(u,v) = /1 (u/ ()0 (t) + tu/ (t)v(t) + 2u(t)v(t)) dt  Yu,v € H(I).

1. Demostrar que la forma a(-,-) es continua y coerciva sobre H*(I).

2. Demostrar que existe una y sélo una solucion del problema
2
a(u,v)zv(l)—i—/ v(t)dt Yve HY(I) we HYI). (2.76)
1

3. Demostrar que la solucién u de (2.76) pertenece a C?(I) y determinar el
problema de contorno del que wu es solucion clasica.

E 2.36 Sea i€ {1,..., N}. Se pide:

1. Probar que si a € C*(Q) entonces

/Qa(:c)cp( x) O;p(x :77/811 z)dx Vo € CH().
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2. Probar que si a € C1(Q) N L>®(Q) y dia € L>=(Q) entonces

/Qa() w(z) du(z /aa ¥)de Vuc HAQ).

E 2.37 Sea Q = R? x (0,1).
1. Demostrar que toda u € Hj () verifica [Jul| r2(q) < [|05ul| 120

2. Demostrar que la forma bilineal a(-,-) : HE(2) x H}(Q) — R, definida
por

a(u,v) ::/Vu-Vvdac—I—/xgvagudar
Q Q

es continua y coerciva en H}(().

3. Sea f € L*(R?) dada. Demostrar de manera razonada que existe una tnica
u € HY(Q) que verifica

/Vu-Vvdx—i—/xnggudx:/ng(xhxg)v(x)dx Vv € Hy ().
Q Q Q

4. Acotar la norma ||[Vul[z2 en funcién de || f||z2(m2)-.

5. Caracterizar u como solucién de un problema de contorno.

E 2.38 Para Q = (—1,1) x R? y B € R, se considera la forma bilineal continua
a(-,) : HY(Q) x H*(Q) ~ R, definida por

a(u,v) :=9 Vu-Vvdx—F/\/2(x1+3)u8111d33—,8 uvdr
Q Q Q

1. Demostrar que ||u||L2 @ < 4)|01ul|3 2( Para toda u € HL(D).

2. Demostrar que si 3 < 2 la forma bilineal es coerciva en H{(f2) y, para
cada f € L?(Q2), existe una tnica u € H}(Q) tal que

a(u,v) = /vadx Vv € H ().

3. Caracterizar u como solucién de un problema de contorno.
E 2.39 Sean Q = (—1,1)Y c RN, vy € Ry a(-,-) : HY(Q) x H}(Q) — R,
definida por

a(u,v) ::/Vu~Vvda:+/($~Vu)vdx+7/uvdm.
Q Q Q

1. Usando la desigualdad de Poincaré en H{(€2), probar que, para v > N/4,
a(-,-) es coerciva en H} ().

2. Probar que la funcién g : RN +— R, dada por g(z) = Zivzl |z;| para cada
x € RY, pertenece a H'(Q).
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3. Probar que, para cada v > N/4, existe una dnica u que verifica
a(u,v) =0 Yo e H} ), wueg+ HHQ).
Hallar una estimacion de [|ul| g1 (o) en funcién de ||g||z2() v V9llL2()-
4. Caracterizar u como solucién de un problema de contorno.

E 2.40 Sean Q = B(0;1) CRN, vy e Ry a(-,-) : H(Q) x H(Q) — R, definida
por

a(u,v) ::/Vu~Vvd1:+/ |x|(:r:-Vv)udm+’y/uvda:.
Q Q Q

1. Probar que, para vy > (N +1)/2, a(-,-) es coerciva en H}(Q).

2. Probar que la funcién g : RY — R, dada por g(z) = ||, pertenece a
HY(Q).

3. Sea f € L?(). Probar que para cada v > (N + 1)/2 existe una tinica u
que verifica

a(u,v):/fvdx Yo € HY(Q), u€g+ HHDQ).
Q

Con f(x) = |z|, hallar una estimacién de [Jul| g1 (q)-
4. Caracterizar u como solucién de un problema de contorno.

E 2.41 Sean Q = (—1,1) x (=1,1), K > 3, a(-,-) : HY(Q) x H*() — R la
forma bilineal continua definida por

a(u,v) := / (K281u8w + O2udav + z1v01u — uv) dz.
Q

y ¢ la funcién definida en Q por g(x1,x2) = wosinxy si 1 > 0, g(x1,x2) = o1
si T S 0.

1. Demostrar que g € H' ().

2. Demostrar que [|[v]|p2(q) < 2/|6010]|12(0) para cada v € Hj(Q) y deducir
que a(-, ) es coerciva sobre Hg ().

3. Demostrar de manera razonada que existe una y sélo una funcién u que
verifica

a(u,v):/xlvdac Yo e H3(Q), ueg+ Hy(Q).
Q



Capitulo 3

Teoria espectral de
operadores compactos y
aplicaciones a las EDPs

En este Capitulo presentaremos una introduccién a la teoria espectral de
operadores. En particular, analizaremos la estructura del espectro de un opera-
dor lineal compacto y autoadjunto. Este analisis permitira llegar a importantes
consecuencias en el marco de las EDPs lineales de segundo orden. Por ejemplo,
conducird a resultados de existencia y unicidad de solucién para problemas de
valores iniciales y de contorno para la EDP del calor.

3.1. Operadores lineales compactos. Propieda-
des

3.1.1. Definiciones y propiedades

En esta Seccién, X e Y son espacios de Banach cuyas normas se denotan
respectivamente || - ||x y || - ||y-

En el espacio de Banach £(X;Y) hay algunos operadores particulares que
merecen nuestra atencion: los operadores lineales compactos.

Definicién 3.1 Sea T € L(X;Y). Se dice que T es compacto si la imagen T'(B)
de todo conjunto acotado B C X es relativamente compacta en Y .

Recordemos que un conjunto K C X es relativamente compacto si su ad-
herencia K es un compacto, es decir, si y sélo si de todo recubrimiento abierto
de K puede extraerse un sub-recubrimiento finito. Recordemos también que, si
K C X es relativamente compacto, todo subconjunto de K de nuevo lo es.

Dado que todo espacio de Banach es en particular un espacio métrico com-
pleto, K es relativamente compacto si y sélo si para cada € > 0 existe un
recubrimiento finito de K formado por bolas de radio €; véase por ejemplo [17]
y el ejercicio |3.1

67
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Esto es también equivalente a la siguiente propiedad, de caracter secuencial:
de toda sucesién {v,} con los v, € K puede extraerse una subsucesién conver-
gente (por supuesto, el limite de esta subsucesién pertenecerd necesariamente
a K, pero puede no estar en K); véase el ejercicio

Es 1util tener presente que, en todo espacio de Banach, la suma algebraica de
conjuntos relativamente compactos es relativamente compacta y que el producto
por un escalar de un conjunto relativamente compacto también lo es.

Observacién 3.1 Sabemos que la bola unidad cerrada Bx es compacta si y
sblo si X posee dimension finita; para una demostracién de esta afirmacion,
véase por ejemplo [4]; véase también el ejercicio Por tanto, si X es un
espacio de Banach de dimensién infinita, la identidad Id : X — X es un operador
lineal continuo no compacto. Por el contrario, si Y es de dimensién finita, todo
operador T' € L(X;Y) es compacto. a

Proposicion 3.1 Sea T € L(X;Y). Son equivalentes:

1. T es compacto.

2. De toda sucesion {x,} que sea acotada se puede extraer una subsucesion
{zn,} tal que {Tx,, } es convergente (en'Y ).

3. T(Bx) es relativamente compacto en'Y .

Demostracion: Evidentemente, la primera afirmacion implica la segunda.

Por otra parte, si suponemos que la segunda afirmacién es cierta, es también
evidente que de toda sucesién {Tx, } con los x,, € Bx se puede extraer una sub-
sucesién convergente. Luego T'(Bx) es relativamente compacto. Esto muestra
que la segunda afirmacién implica la tercera.

Finalmente, supongamos que T'(Bx) es relativamente compacto en Y y sea
B C X un acotado. Entonces existe r > 0 tal que B C rBx, de donde T(B) C
rT(Bx). Pero, por hipétesis, 7T (Bx) es relativamente compacto; por tanto,
también lo es T'(B). Asi, la tercera afirmacién implica la primera. O

Proposicion 3.2 Sean X, Y y Z tres espacios de Banach y sean T € L(X;Y)
y S € L(Y;Z). Si alguno de los operadores T ¢ S es compacto, entonces lo es
el operador S oT.

La demostracion es inmediata. En particular, si X es de dimensién infinita
y T € L(X;Y) es compacto, entonces T no puede tener inverso en £(Y; X). Esa
ultima propiedad “sugiere” que los operadores compactos deben tener un rango
en cierto modo “pequeno”, lo cual es cierto, como veremos a continuacién.

Por el momento, consideraremos un tipo especial de operadores compactos
de gran utilidad practica: los operadores de rango finito.

Definicién 3.2 Sea T € L(X;Y). Se dice que T es de rango finito si R(T)
posee dimension finita.
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Como consecuencia de la proposicién todo operador de rango finito es
compacto (en todo espacio de dimensién finita los acotados son relativamente
compactos).

En lo que sigue, denotaremos K(X;Y) el conjunto de los operadores lineales
compactos de X en Y. Cuando tengamos X =Y, pondremos K(X) en vez de
K(X;X).

Teorema 3.1 K(X;Y) es un subespacio cerrado de L(X;Y).

Demostracién: Es facil probar que toda combinacion lineal de operadores com-
pactos es un nuevo operador compacto. Por tanto, I(X;Y) es un subespacio
vectorial de £L(X;Y).

Veamos ahora que C(X;Y) es cerrado. Sea {T,,} una sucesién de operadores
de K(X;Y),seaT € L(X;Y) y supongamos que T, — T en L(X;Y'). Debemos
probar que T es compacto.

Sea {x,} una sucesién de puntos de Bx. Por el procedimiento diagonal
habitual, es posible extraer de ella una subsucesién {z,,} tal que todas las
sucesiones {T;(xy, )} convergen en Y. Veamos que {T(z,,)} es una sucesién de
Cauchy.

Sea entonces ¢ > 0. Existe ¢ > 1 tal que

IT: = Tllexivy < 5 (3.1)

Wl m

Por otra parte, como la sucesién {T;(zy, )} es de Cauchy, existe ko > 1 tal que,
si k,j > ko, entonces

€
HTl(mnk) - Ti(xnj)HY S § (32)
De (3.1)) ¥ (3.2) deducimos que, cuando k,j > ko,
T (2n,) = Tiwn)ly + 1Ts(@n,) = T'(@n,)lly (3.3)

<e.

Asi, hemos demostrado que para cada € > 0 existe kg > 1 tal que, sik,j > ko,
necesariamente
HT(xnk) - T(an)HY <e.

Esto prueba que {T'(z,,)} es una sucesién de Cauchy y, por tanto, termina la
demostracion. (]

Una consecuencia inmediata de este teorema es el corolario siguiente:

Corolario 3.1 Sea {T,,} una sucesion de operadores de rango finito y sea T €
L(X;Y) tal que || T, = T||zx;v) — 0 cuando n — oo. Entonces T € K(X;Y).

Observacién 3.2 Si X e Y son espacios de Hilbert, se puede demostrar el
reciproco del corolario En otras palabras, dado T' € K(X;Y), siempre exis-
ten sucesiones {7}, } de operadores de rango finito tales que ||7;, =T £ (x.y) — 0.
La demostracién no es excesivamente complicada; véase el ejercicio [3.7] para el
caso en que Y es separable. No obstante, este resultado no es cierto en general;
para mas detalles, véase [4]. O
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Terminaremos esta Seccién con el teorema siguiente:

Teorema 3.2 Sean H y G dos espacios de Hilbert y sea T € L(H;G). Entonces
T es compacto si y solo si T* es compacto.

Demostracién: Basta demostrar que si T es compacto también lo es T*, dado
que (T*)* =T.

Supongamos por tanto que T es compacto y sea {y,} una sucesién acotada
en G. Sea M > 0 tal que ||y,||lg < M para cada n > 1. Tenemos que probar
que existe una subsucesién {y,, } tal que {T*y,, } converge en H.

La sucesion {T™y, } estd acotada en H:

1T ynlle < IT* @iy M ¥n = 1.

Por tanto, existe una subsucesién {yy, } tal que {T'(T*y,, )} converge. Veamos
que {T*y,, } es una sucesién de Cauchy en H, con lo cual estard probado lo que
queriamos. En efecto, para k, ¢ > 1 tenemos

HT*ynk - T*ynz ||2H = (ynk — Ynes (T © T*)(y”k - ynz))H
= (y’l’bk - yTIE?T(T*yTLk) - T(T*yne))H
< 2M|T(T"yn,) = T(T"yn, )|l

y este 1ltimo miembro tiende a cero cuando k, ¢ — oc. O

3.1.2. Primeros ejemplos: operadores integrales

Los ejemplos no triviales méas naturales de operadores compactos son los
operadores integrales.

Recuérdese que, para cada K € L*((a,b) x (a,b)), el operador integral de
Fredholm en L?(a,b) de nicleo K estd dado como sigue:

b
Tk (0)(t) ::/ K(t,s)¢(s)ds c.p.d.en (a,b), Vo€ L*(a,b). (3.4)

Por otra parte, si K € C%([a,b] x [a,b]), llamaremos operador integral de
Fredholm en C°([a,b]) de nicleo K a la aplicacién definida por

b
(Sko)(t) :z/ K(t,s)¢(s)ds VYt € [a,b], Vo< Ca,b]). (3.5)

Se tiene el resultado siguiente:

Teorema 3.3 Si K € L?((a,b)x (a,b)), el operador lineal T definido por
es compacto: Tr € K(L?(a,b)).

Por otra parte, si K € C°([a,b] x [a,b]), el operador lineal Sk definido por
(3.5) es compacto: Sk € K(C([a,b])).

Demostracién: Supongamos en primer lugar que K € L?((a,b) x (a,b)). Sa-
bemos que Tx : L?(a,b) — L?*(a,b) estd bien definido, es lineal y continuo y
verifica

1Tk Nl 22(ap) < 1K N 22((a by @by |0l L2ap) V& € LP(a,b). (3.6)
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Veamos que Tk es compacto. Para ello, probaremos que Tk es el limite en
el espacio de Hilbert £(L?(a,b)) de una sucesién de operadores compactos.

La sucesién puede ser construida del modo siguiente. Como C°(([a, b] X [a, b])
es denso en L?((a, b)x (a, b)), existe una sucesién { K, } de funciones de C°([a, b] x
[a,b]) que verifican

// |K,(t,s) — K(t,s)]*dtds — 0 (3.7)
(a,b) % (a,b)

cuando n — oo. Para cada n, denotaremos T, el operador de Fredholm en
L?(a,b) de niicleo integral K,,, esto es, la aplicacién lineal definida por

b
(Tho)(t) := / K, (t,s)¢(s)ds c.p.d.en (a,b), V¢ <€ L*(a,b). (3.8)

Entonces T}, converge a Tx en L(L?(a,b)). En efecto, T}, — Tk es, para cada
n, el operador integral de niicleo K, — K; en virtud de con K sustituido
por K, — Ky , tenemos que [T, — Tk || £(£2(a,p)) — O-

Veremos a continuacion que los operadores de Fredholm T, son compactos.
Para ello, probaremos que Tj, es el limite en £(L?(a,b)) de una sucesién de
operadores de rango finito.

En efecto, el espacio de las funciones polinémicas es denso en C°(([a,b] x
[a,b]). Asi, existe una sucesién {H,,} de funciones de la forma

dm,
Hp(t,s) = ai(t) s,
=0

con las a; polindmicas, tales que H,, — K, en C°(([a, b] x [a,b]) cuando m — oco.
Obviamente, esto implica

// |H oo (t,s) — Kn(t,s)|[*dtds — 0 (3.9)
(a,b)x (a,b)

cuando m — oo. Sea S, el operador de Fredholm en L?(a,b) de nticleo H,,. En-
tonces S,, es de rango finito y, gracias a , tenemos que ||Sy, =Ty || £(22(a,b)) —
0 cuando m — oo.

Por tanto, los T,, son efectivamente compactos, de donde lo es Tk. Esto
prueba la primera parte del teorema.

La demostracién de la segunda parte es andloga (e incluso més sencilla) y se
deja como ejercicio. O

3.2. El teorema de alternativa de Fredholm. Pri-
meras aplicaciones

Sean H y G dos espacios de Hilbert cuyos productos escalares (resp. cuyas
normas) se denotan por el momento, respectivamente, (-, )g v (+,)g (vesp. |||z
v |l llg)- SeaT € L(H; Q). Por definicién, el nicleo de T es el conjunto N(T') :=
{v e H:Tv=0}. Por otra parte, el rango de T es R(T) := {Tv :v € H }.
Obviamente, N(T) es un subespacio cerrado de H y R(T) es un subespacio (no
necesariamente cerrado) de G.
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Proposicién 3.3 Dado un operador T € L(H;G), se tiene:
1. N(T) = R(T*)* y N(T*) = R(T)*.
2. N(T)* = R(T*) y N(T*)* = R(T).

Demostracién: Observemos que u € N(T) siy sélo si (Tu,v)g = 0 para cada
v € G y que esto ocurre si y sélo si (u, T*v)y = 0 para cada v € G, es decir, si
y s6lo si u € R(T*)*. Esto prueba la primera parte del aptdo. 1.

Por otra parte, como H es la suma directa ortogonal de R(T*) y R(T*)* y
sabemos ya que R(T*)* = N(T), deducimos que N(T)* = R(T*). Esto prueba
la primera igualdad del aptdo. 2.

Las restantes afirmaciones son ahora inmediatas, cambiando T por su ad-
junto T*. O

El resultado central de esta Seccién esté relacionado con la existencia o no
de soluciones de ecuaciones de la forma

v—Tv=f, wveH, (3.10)

donde T € K(H) y f € H. Para su demostracién, necesitaremos el resultado
siguiente, cuya prueba es inmediata:

Lema 3.1 Sean H un espacio de Hilbert y M C H un subespacio cerrado no
trivial. Entonces existen puntos v € H tales que

lvllg =1, dist (v, M) := fn?w lv—m|g =1 (3.11)
me

Teorema 3.4 Sean H un espacio de Hilbert y T € K(H) y denotemos Id el
operador identidad en H. Se tiene entonces lo siguiente:

1. N(Id = T) es un espacio de dimensién finita.
2. R(Id —T') es un subespacio cerrado de H. Por tanto,
R(Id—T) = N(Id - T*)*.

3. NId—T)={0} siy sdlo si RAd—T)=H.
4. Las dimensiones de los espacios N(Id = T) y N(Id — T™*) coinciden.

Demostracién:

Veamos en primer lugar que N(Id — T') es un espacio de dimensién finita.
Pongamos M = N(Id — T) y sea By la bola unidad cerrada de M. Entonces
es inmediato que By C T(Bpy) C T(Bpg), de donde By es compacta y la
dimensién de M es necesariamente finita.

Veamos ahora que R(Id —T) es cerrado. Sean entonces {v, } una sucesién de
H y supongamos que las y,, = v, — T'v,, convergen en H hacia y. Comprobemos
quey € R(Id—T).

Siy = 0, esto es evidente. En caso contrario, podemos suponer que y, # 0 (y
por tanto v ¢ M) para cada n > 1. Sea P : H — M el operador de proyeccién
ortogonal habitual. Entonces T Pv,, = Pv, y podemos escribir que

Yn = Uy, — Py, — T(v, — Pv,) Vn > 1 (3.12)
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La sucesién {v, — Pv,} estd acotada. En efecto, si no fuera asi, al menos
para una subsucesién {v,, — Pvy, } tendriamos |[v,, — Pvn, ||z — occo. Poniendo

Up,, — Puop,

||vnk - Pv"kHH’

Znyg,

encontrarfamos que z,, € ML, ||z, |lg =1y

Yny,

S L —) (3.13)
ank - PvnkHH

Zn, — Pz, =

Eventualmente extrayendo una nueva subsucesion, podriamos suponer que las
Tz, convergen a z en H. Luego también tendriamos que z,, — z y que ||z||g =
1. Pero entonces habrfamos encontrado un punto z € M N M=+ distinto de 0, lo
que es absurdo.

Como {v, — Puv,} estd acotada, existen una subsucesién {v,; — Pv,,} y un
punto w € H tales que T'(v,,; — Pv,;) — w. Pero entonces v, — Pv,;, = w+y
y en consecuencia T'(v,, — Pv,;) — Tw + Ty. Pasando al limite en con
n = n;, obtenemos que y = (Id — T)(y + w), esto es, y € R(Id = T).

Dado que R(Id — T) es cerrado, tenemos que coincide con su adherencia y
por tanto con N(Id — T%)* .

Veamos a continuacién que si N(Id — T') = {0} entonces R(Id — T) = H.
Supongamos lo contrario. Entonces H; = R(Id — T') es un subespacio cerrado
propio de H (y por tanto un nuevo espacio de Hilbert). Si denotamos T3 la
restriccién de T a Hj, es inmediato que Ty € K(Hy) y Ho = R(Id — Ty) vuelve
a ser un subespacio cerrado propio de Hq, etc.

De este modo, conseguiriamos una sucesion estrictamente decreciente de
espacios de Hilbert {H,}, todos ellos subespacios de H. De acuerdo con el
lema|3.1] para cada n > 1 existe e, € H, tal que

llenllz =1, dist(en, Hpt1) = 1. (3.14)
Para n > m, tenemos que

Ten, —Tem =—(en —Ten) + (em —Tem) + (en — €m)
= [_(en - Ten) + (em - Tem) + en] — €Em

y, como —(e, — Tep) + (€ — Tem) + €, € Hpyy1, obtenemos la desigualdad
ITe, — Tem|lm >1.

Pero esto estd en contradiccién con que T sea compacto. Por tanto, necesa-
riamente R(Id —T) = H.

Reciprocamente, supongamos que R(Id —T) = H. Entonces N(Id — T*) =
R(Id — T)* = {0}. Dado que T* € K(H), podemos aplicar el razonamiento
precedente a T*, lo que conduce a que R(Id — T*) = H. En consecuencia,
N(Id - T) = R(Id — T*)* = {0}.

Esto prueba que, efectivamente, N(Id —T') = {0} si y sélo si R(Id—T) = H.

La demostracién de que los espacios N(Id—T') y N(Id—T*) poseen la misma
dimensién queda como ejercicio. O
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Observacién 3.3 Se puede demostrar un resultado andlogo al teorema [3.4
cuando X es un espacio de Banach y T' € K(X); para mds detalles, véase [4]. O

El teorema [3.4] se conoce con nombre de teorema de alternativa de Fredholm.
Para justificar esta denominacién, consideremos la ecuacion , donde T €
K(H) y f € H es dada. En primer lugar, podemos afirmar que la ecuacion
homogénea asociada

v—Tv=0, veH, (3.15)

posee a lo sumo un niimero finito de soluciones linealmente independientes.
En segundo lugar, tenemos que posee solucién para cada f € H siy
sélo si sélo posee la solucién trivial.
Finalmente, si posee soluciones no triviales, entonces, dada f € H, la
correspondiente ecuacion posee solucién (en cualquier caso no dnica) si'y
sblo si f es ortogonal a las soluciones de la ecuacidon adjunta

v—T"v=0, veH. (3.16)

En la préactica, esto significa que f debe satisfacer un ntimero de restricciones
lineales que coincide con la dimensién del espacio de soluciones de (3.15]).

Observacién 3.4 El teorema es evidentemente cierto (y bien conocido)
cuando H posee dimensién finita. En particular, si H es de dimensién finita,
toda aplicacién lineal de H en si mismo es inyectiva si y sélo si es sobreyectiva.

Por el contrario, el resultado no es cierto en general si la dimensién de H es
infinita vy 7 no es compacto. Asi, por ejemplo, en el espacio de Hilbert ¢2 de las
sucesiones de cuadrado sumableEI la aplicacién lineal

L{xy, 29, 23,...} = {0,21,29,...} V{z,} € (3.17)
es inyectiva pero no sobreyectiva. Por otra parte, la aplicacién
S{x1,20,...} = {wg,23,...} V{x,} €?

es sobreyectiva pero no inyectiva. O

3.3. El espectro de un operador lineal compacto

Con frecuencia, en las aplicaciones se encuentran ecuaciones similares a
(3.10) en donde interviene también un pardmetro (un nidmero real), en prin-
cipio desconocido. Se trata de ecuaciones que tienen la estructura

v=MANTv=Ff, (v,\)€HXxXR, (3.18)

donde T € L(H) y f € H son dadas. En esta Seccién, veremos (entre otras
cosas) qué se puede decir sobre la existencia de solucién de (3.18) cuando T es
compacto.

! Tenemos €2 := {{zn} :2n ER ¥R >1, 3 o |zn|? < +o0}, con las operaciones habi-
tuales de suma y producto por un escalar y el producto escalar ({zn}, {yn})s2 := > 51 TnYn.
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3.3.1. Definiciones y resultados fundamentales

Definicién 3.3 Sea T € L(H). Se llama resolvente de T al conjunto de los
1 € R tales que el operador T — uld : H — H es biyectivo. Se llama espectro de
T al conjunto o(T) =R\ p(T).

Gracias al teorema de Banach del operador inverso, si u € p(T), existe (T —
uld)~! y es un operador lineal continuo de H en sf mismo. Por otra parte, si
€ o(T), al menos una de las dos cosas siguientes ocurre: o bien N (T — pld) #
{0}, o bien R(T — puId) # H.

Definicién 3.4 Sea T € L(H). Se dice que p es un valor propio de T si N(T —
uId) # {0}. En tal caso, se dice que N(T — uld) es el subespacio propio asociado
a vy alos elementos de N(T — pld) no nulos se les llama vectores propios o
autovectores asoctados.

Dado T € L(H), denotaremos VP(T) el conjunto de valores propios de T
Obviamente VP(T") C o(T'), pero esta inclusién puede ser estricta. Asi, para la
aplicacién definida en (3.17), tenemos que 0 € o(T") pero 0 & VP(T).

Si p € o(T)\ VP(T), necesariamente R(T — pld) # H. Esto puede ocurrir
de dos maneras:

= R(T — pld) es denso en H, pero no es cerrado. En este caso se dice que
pertenece al espectro continuo de T'.

= R(T — pId) no es denso en H. Se dice entonces que p pertenece al espectro
residual de T'.

Por tanto, o(T) se puede escribir como la unién disjunta
o(T)=VP(T)Uo.(T)Uo(T), (3.19)
donde o.(T) (resp. 0,.(T)) es el espectro continuo (resp. residual) de T'.

Obsérvese que, si u € o.(T), entonces necesariamente

(T — pld)vlla
nf ———2 = — inf T — pld)v||g = 0; 3.20
B T N (Ca (3.20)
véase el ejercicio Por tanto, cuando p € o.(T), existen puntos vy, vs, ...
en H tales que

Tv, — vy, = 0, |lopllg =1 Vn>1.

Por esta razoén, los u € o.(T) se suelen denominar valores propios generalizados.
Proposicién 3.4 Sea T € L(H). Entonces o(T) es un compacto contenido

en el intervalo [—||T|| 2y, | Tl z(m))- En consecuencia, p(T) es un abierto no
acotado de R.

Demostracién: Veamos en primer lugar que si || > [|T||zq) entonces p €
p(T). Esto probaré que o(T') C [Tl (), 1Tl c())-
En efecto, si || > || T']|z(x), para cada f € H la ecuacion

Tv—pv=f, veH, (3.21)
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posee solucién tnica. Esto es consecuencia de que (3.21) admite la formulacién

equivalente

1
v=—Tv—-f), veH,
]

que es una ecuacion de punto fijo a la que se puede aplicar el teorema de Banach.

Veamos ahora que p(T") es un abierto. Con esto quedard demostrada la pro-
posicién. Sea entonces py € p(T). Dada f € H, la ecuacién (3.21)) equivale
a

Tv —pov=f+ (p—po)v, veH.

Pero ésta puede también escribirse en la forma
v = (T — pold) ' (f + (1 — po)v), v € H,

que es de nuevo una ecuacién de punto fijo a la que puede aplicarse el teorema
de Banach a condicién de que | — po| sea suficientemente pequeno. Por tanto,
existe € > 0 tal que, si p € Ry | — uo| < ¢, tenemos p € p(7T).

Esto prueba, como querfamos, que p(T) es un abierto. (I

El resultado principal de esta Seccion es el siguiente:

Teorema 3.5 Sean H un espacio de Hilbert de dimensidon infinita yT € K(H).
Se tiene entonces lo siguiente:

1. 0 € o(T) (y por tanto o(T) es un compacto no vacio).

2. o(T)\ {0} = VP(T) \ {0}.

3. Los puntos de o(T) \ {0} son aislados. Mds precisamente, o bien o(T) \
{0} es el vacio, o bien es un conjunto finito, o bien es numerable. En
este ltimo caso, los puntos de o(T) \ {0} pueden ser ordenados como los
términos de una sucesion cuyos valores absolutos decrecen estrictamente
y convergen a (.

Demostracién: En primer lugar, observemos que, si tuviéramos 0 € p(T'), el
operador T seria biyectivo, en contra de ser T' compacto y H de dimension
infinita. Por tanto, 0 € o(T).

Veamos a continuacién que si g € o(T) \ {0} entonces N(T' — uld) # {0}.
Esto probara que o(7T') \ {0} = VP(T") \ {0}.

Supongamos entonces que p € o(T), p # 0y N(T — pId) = {0}. Como
N(T — pId) = N(Id — %T) y el operador ,%T es compacto, por el teorema
tenemos que

H:Rmf%ﬂ:R@fMM
Luego T — uld es biyectivo, en contra de que sea pu € o(T).

Para demostrar el aptdo. 3, supongamos dada una sucesién {u,} de puntos
de o(T) \ {0} todos distintos que converge a p y veamos que u = 0. Para cada
n > 1, tenemos p,, € VP(T), de donde podemos elegir e, € N(T — p,Id) con
en # 0.
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Los e, son linealmente independientes. En efecto, si tuviéramos e,y; =
n 7 > .z ’
> i oie; para algin n > 1y algunos a; € R, también tendriamos que

n n
Te,i1 = E a;Te; = E QL e;
i=1

=1

n
Hn+1€n+1 = Z Qifn41€4,
i=1
de donde necesariamente a;(p; — pin+1) = 0 para cada 4, lo que es imposible.
Para cada n > 1, pongamos X, := [e1, ..., e,] (el espacio generado por los ¢;
coni=1,...,n). Pongamos también X, := {0}. Entonces {X,,} es una sucesién
estrictamente creciente de subespacios de H de dimensién finita (y por tanto
cerrados) que verifican

(T = )Xy C Xno1 Vn > 1. (3.22)

En virtud del lema existe una sucesién {v,} de puntos de H que verifican
lo siguiente:

Up € Xy Nopllg =1 y dist (vp, Xpn—1) =1 paracada n > 1.

Veamos que

m

1 1
| —Tvm — —Tvj||lg >1 VYm,j>1, m#j. (3.23)
7 1

En efecto, podemos suponer por ejemplo que j < m. Entonces X;_; C X; C
Xm_1. Como

|- T — =Ty 1 = o+ —— (L — o) — —(T; — ;) = v
Hm Hj Hm J

y se cumple (3.22)), esta cantidad es necesariamente > dist (v,,, X;n—1), de donde
obtenemos (3.23]).

Dado que T € K(H), es evidente que {Tv,, } posee subsucesiones convergen-
tes. Sin embargo, esto sélo puede ocurrir si g = 0. En efecto, si fuera u # 0,
también podrfamos extraer subsucesiones convergentes de {ju, 'Tv,}, lo cual
contradice (3.23]).

Finalmente, comprobemos que o(T") \ {0} es como se dice en el aptdo. 3.

Para cada n > 1, sea

on(T) = o(T) N {p € Rl > ).

Entonces 0, (T) es vacio o a lo sumo finito (si fuera infinito, contendria un
punto de acumulacién, en contra de lo que se afirma en el aptdo. 3). Por tanto,
o(T) \ {0} es a lo sumo numerable. Ademds, si este conjunto contiene una
infinidad de puntos distintos, es claro que éstos pueden ordenarse en la forma
que se ha indicado. O
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Observacién 3.5 En las condiciones del teorema [3.5, puede ocurrir que el ori-

gen sea un valor propio, un valor propio generalizado o un valor espectral resi-
dual. Véanse los ejercicios donde se muestran ejemplos de operadores
que estan en cada una de estas tres situaciones. (|

Observacién 3.6 Sea X un espacio de Banach y sea T' € L£(X). De forma
andloga a como se hizo maés arriba, se pueden definir en este contexto los con-
juntos p(T), o(T) y VP(T'). Hecho esto, la proposicién [3.4]y el teorema [3.5] son
de nuevo ciertos. Para la demostracién, véase [4]. (]

3.3.2. Aplicacion a la resolucién de algunas ecuaciones in-
tegrales

Gracias a los resultados precedentes, podemos analizar la existencia de so-
lucién de la ecuacion integral de Fredholm de sequnda especie

b
(1) — A / K(t,5)o(s)ds = f(£) c.pd. en (a,b),

(6,\) € L%(a,b) x R.

(3.24)

En (3.24) supondremos que K € L?*((a,b) x (a,b)) y f € L*(a,b). Pondremos
M = ||K||12((a,p)x (a,b)) ¥ Supondremos que M > 0.

El primer resultado de existencia se obtiene facilmente a partir del teorema
de Banach del punto fijo cuando |A| es suficientemente pequerio:

Teorema 3.6 Para cada f € L*(a,b) y cada X\ € (—47,77) existe una tinica
solucion ¢ de (3.24]).

Demostracion: Supongamos que f y A son dadas y cumplen las condiciones
del teorema. Sea A : L?(a,b) — L?(a,b) la aplicacién dada por

b
(AG)() = F(t) + A / K(t, 5)o(s)ds cp.d.en (a,b) (3.25)

para cada ¢ € L?(a,b).

Entonces es facil comprobar que A estd bien definida y es contractiva (esto
ultimo gracias a que |A| < 1/M). En consecuencia, A posee un tnico punto fijo
en L?(a,b) que evidentemente coincide con la tinica solucién de (3.24)). O

Sabemos que para los valores precedentes de A el método de las aproxima-
ciones sucesivas aplicado a A converge. Por tanto, si ponemos

oo = 10,

bi(t) = F(H)+ A / K (t, 5)do(s) ds,
%

pa(t) = f(t)—i—)\/ K(t,s)p1(s)ds,
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para t € (a,b) c.p.d., sabemos que la sucesién {¢,} converge en L?(a,b) hacia
la solucién ¢. Tras un cédlculo simple, no es dificil probar que, para cada n > 1,

b n
on(t) = f(t) + )\/ ZKj(t,s)/\jfl f(s)ds c.p.d. en (a,b),

donde las funciones K son las siguientes:
K (t,s) = K(t,s),
b
Kjti(t,s) = / K(t,0)Kj(o,s)ds para j > 1.

También es sencillo probar que, para casi todo t, la serie Ej>1 K;(t, s)M 1
converge en L?(a,b).

Por tanto, cuando f € L?(a,b) y A € (=1/M,1/M), la tnica solucién de
(3.-24)) verifica

b
o(t) = f(t) + )\/ R(t,s;\)f(s)ds c.p.d.en (a,b), (3.26)
donde hemos hecho uso de la notacién siguiente:

R(t,s;0) =Y Kn(t,s)¥ ' VAER cpd en (a,b) x (a,b). (3.27)

j>1

Investiguemos a continuacién qué puede ocurrir cuando || > 1/M.

Consideremos el operador integral de Fredholm Ty . Sabemos que Tk es
un operador lineal compacto del espacio de Hilbert L?(a,b) en si mismo. Para
A #£ 0, la ecuacién integral también se puede escribir en la forma

Tr¢ — po = —pf, (3.28)

donde = 1/A.
Por tanto, por el teorema existe un conjunto a lo sumo numerable {\,}
tal que

= Si A # \, para todo n, para cada f € L?(a,b) existe una tnica solucién
de la correspondiente ecuacién (3.24)).

» Si A = \, para algin n, dada f € L?(a,b), existe solucién (no tnica)
de (3.24) si y sélo si (f,%)r2(ap) = 0 para toda solucién de la ecuacion
adjunta

= AT =0. (3.29)

En la préctica, esto significa que f debe verificar un ntmero finito de
condiciones de ortogonalidad que coincide con la dimension del espacio
propio asociado a \,.

Obsérvese que Ty es un nuevo operador integral de Fredholm. En efecto,
coincide con el operador asociado al nicleo K*, donde

K*(t,s) = K(s,t).
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Se suele decir que los A, son los autovalores de Tk (naturalmente, se trata
de los inversos de los valores propios).

Si el conjunto de los A, es el vacfo, para todo A € R y para toda f € L?(a,b)
la ecuacién posee solucién unica. Si es finito, esto mismo es cierto salvo
un nimero finito de valores de A. La tercera y tltima posibilidad es que {\,}
sea numerable y entonces los A\, pueden enumerarse como los términos de una
sucesion cuyos valores absolutos tienden a +o0.

Observacién 3.7 Se puede construir una funcién meromorfa cuyos ceros sobre
la recta real coinciden con los autovalores de Tkx. En efecto, para cada j > 1,
pongamos

K(tl,sl) Kj(tl,Sj)
Hj(tl,...,tj,sl,...,sj):det :
Kty s1) -+ Kj(t),s;))

para ti,...,t;,81,...,8; € (a,b) c.p.d. y

b b
d]:// Hj(tl,...,tj,tl,...7tj) dtldt]

Entonces la serie de potencias

|
i1 I
converge en todo el campo complejo y la funcién entera
V)
dN) =1+ (-1)d; i VA eR (3.30)
j>1

tiene la propiedad deseada: los autovalores de K son los ceros reales de d. [

Para mas detalles sobre las ecuaciones integrales de Fredholm, véase por
ejemplo [7], [13].

3.4. El teorema de Hilbert-Schmidt

A continuacién, consideraremos el caso en que H es un espacio de Hilbert
separable y el operador lineal T : H — H es compacto y autoadjunto (recuérdese
que esto ultimo quiere decir que T' = T%).

Todo espacio de Hilbert separable posee bases ortonormales, esto es, sistemas
ortonormales completos que pueden ser construidos facilmente por el procedi-
miento de Gram-Schmidt; véase el ejercicio [3.6| En el resultado principal de
esta Seccién, veremos que, si T es compacto y autoadjunto, existe una base
ortonormal de H que permite “diagonalizar” T

Proposicién 3.5 Sea T € L(H) un operador autoadjunto y pongamos

mp = inf  (Tv,v)g, Myp:= sup  (Tw,v)q.
veEH,||v||lp=1 veH,|lv||lp=1

Entonces o(T) C [mp, Mp|. Ademds, se tiene que my € o(T) y My € o(T).
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Demostracién: Sea p € R, con p > My. Veamos que p € p(T).
Tenemos por definicién que

(Tv,v)g < Mr|v||3 Vv e H.
Por tanto,
(pv —Tv,v) g > (u— Mrp)|jv||3 Vv € H, (3.31)

con p— My > 0. Teniendo en cuenta (3.31]), resulta que la forma bilineal ar (-, -),
con
ar(u,v) := (pu — Tu,v)g  Yu,v € H,

es continua y coerciva. Por tanto, en virtud del teorema [2.2] pld — T es un
isomorfismo vy, efectivamente, u € p(T).

De modo andlogo se prueba que todo p € R con p < mp también pertenece
a p(T). En consecuencia, o(T) C [mp, M.

Veamos ahora que Mt € o(T). Consideremos la forma bilineal ar(-,-), con

ar(u,v) == (Mpru—Tu,v)g Vu,v € H.

Claramente, ar(-,-) es continua, simétrica (porque T es autoadjunto) y no ne-
gativa, es decir,
ar(v,v) >0 Yve H.

Por tanto,
ar(u,v)| < ar u,ul/QdT v,v1/2 Vu,v € H,

de donde, tomando v = Mpu — Tu, obtenemos que

|Mru — TUH%{ = ar(u,v) < Car(u, u)1/2||MTu —Tullg

|Mpu — Tul|g < Car(u,u)*/? Yue H. (3.32)

Sea {uy} una sucesién de puntos de H tal que ||u,|lg = 1 para todo n y
(Ttn, un) g — My cuando n — oo. Se deduce de (3.32) que, necesariamente,
HMTUn — Tun||H — 0.

Si fuera Mp € p(T), entonces Mpld — T' serfa un isomorfismo y tendriamos
u, — 0 en H, lo que es imposible. Luego My € o(T).

La demostraciéon de que mr € o(T') es andloga y se deja como ejercicio. [

Como consecuencia, tenemos el resultado siguiente:

Corolario 3.2 Sea T € L(H) autoadjunto y supongamos que o(T) = {0}.
Entonces T' = 0.

Demostracién: Por hipétesis, mp = Mp = 0, de donde
(Tv,v) gy =0 YveH.

Por tanto,

(Tu,v) g :%[(T(u+v),u+v)H—(Tu,u)H—(Tv,v)H] =0 VYu,ve H

y en consecuencia 1" = 0. (|
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Definicién 3.5 Sea { H, : n > 0} una familia de subespacios cerrados de H.
Se dice que H es la suma de Hilbert de los H,, si

1. Los H,, son ortogonales dos a dos, esto es, se tiene que

(Vm, V) B = Omn  YOm € Hy,, Vv, € H,, Vm,n>1.

2. El espacio vectorial generado por U,>oH,, (formado por las combinaciones
lineales finitas de puntos de Up>0H,,) es denso en H.

Teorema 3.7 Sea { H, : n > 0} una familia de subespacios cerrados de H
y supongamos que H es la suma de Hilbert de los H,. Para cada n > 0, sea
P, : H— H, el operador de proyeccion ortogonal sobre H, . Entonces

v=Y Pw= im Y Pw YweH (3.33)
n>0 n=0
y
lol3 =" I1Pwl} WweH (3.34)
n>0

(igualdad de Parseval generalizada).

Por otra parte, si los v, son dados y tenemos v, € H, para cada n > 0 y
> s llvnll? < +o00, entonces la serie Y, < vn converge en H hacia un v € H
que verifica P,v = vy, para todo n > 0.

Demostracion: Para cada k > 1, pongamos

k
Se=>_ P
n=0

Sea v € H. Entonces Spv = Y. _ Pov y ISkl = S5 _, |Pav]/%. Veamos
que limy 00 || — Skv|lg = 0 y limg o0 ||Skv||% = |[vl|%, lo cual probard (3.33)
y (3.34).

Denotemos F' al subespacio generado por U, >oH,,; sabemos que F' es denso
en H. Por otra parte,

ISewllg < |lwllg Ywe H (3.35)

para cada k > 1.
Sea ¢ > 0. Entonces existe v, € F tal que ||[v — v.||g < ¢/2. Existe k. tal
que v, es suma de puntos de Hy, Hy, ..., Hy_; por tanto,

Spve = v, Vk > k.. (3.36)
En consecuencia, si k > k. tenemos que
o = Skvlla < llv = vellg + [|Skve — Skvlla <e.

Esto prueba que limy_, o ||[v — Skv|| g = 0.
Teniendo en cuenta que

k
lo = Skollzr = lolldr = D I1Pavlldr = lolld — I1Skoll,

n=0
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se deduce también que limy_, || Skv[|% = ||v]|%-
Reciprocamente, supongamos que v, € H, para cada ny > o, |lva|? <
+o0. Entonces, para m > k > 0 tenemos que -

m

1Smvn = Skonllzr = D> [lvallfr =0
n=k+1

cuando k, m — oo. Por tanto, la serie > ., v, converge en H hacia un v que,
evidentemente, verifica las igualdades P,v = v, para cada n. [l

El resultado principal de esta Seccién es el teorema siguiente, conocido como
teorema de Hilbert-Schmidt:

Teorema 3.8 Sea H un espacio de Hilbert separable y sea T € K(H) un ope-
rador autoadjunto. Entonces existe una base ortonormal de H formada por au-
tovectores de T

Demostracién: Supongamos de momento que el conjunto o(T') \ {0} es nume-
rable y sea {4, } una enumeracién de éste, con

[l > p2| > > fpn| >+, pn — 0.

Pongamos pug =0y H, = N(T — u,Id) para cada n > 0. Entonces H es la suma
de Hilbert de los H,,.

En efecto, los H,, son ortogonales dos a dos: si v, € H, y v, € H,, con
n # m, entonces

,U/n(UnaUm)H = (T'Unavm)H = (vnaTUm)H = Mm(vnavm)Hy

de donde (vy,, v;m) g = 0.

Por otra parte, si llamamos F' al espacio generado por U,>qH,,, tenemos que
F+ ={0}.

Para probar esta iltima afirmacién, razonaremos como sigue. En primer
lugar, observamos que T'(F) C F (porque T'(H,,) C H,, para cada n); por tanto,
también se tiene que T(F*) C Ft. Asf, T, = T|p. estd bien definido como
operador de L£(F1) y es autoadjunto y compacto en F'*.

Si o(T) contuviera un ntmero real p # 0, tendriamos p € VP(T) \ {0} y
entonces

Tov, = pvy

para algin v, € F+, v, # 0. Pero esto significa que v, € F'y por tanto conduce
al absurdo de que F+ N F # {0}. Luego o(7.) = {0}.

En virtud del corolario obtenemos que T, = 0, de donde F+ C N(T) C
Fy, finalmente, F'+ = {0}.

Eso prueba que F' es denso en H y, en consecuencia, H es la suma de Hilbert
de los H,,. Ahora, eligiendo en cada uno de los H, una base ortonormal, obte-
nemos facilmente una base ortonormal de H. Esto prueba el teorema cuando
o(T) \ {0} es numerable.

Cuando o(T)\{0} es un conjunto finito, la demostracién es andloga (e incluso
més sencilla) y se deja como ejercicio. U
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Observacion 3.8 En la demostracién precedente, los Hi, Ho,... son espacios
de dimensién finita. El Unico H, que puede no ser de dimensién finita es Hy.
De hecho, la separabilidad de H se usa sélo para poder asegurar que Hj posee
una base ortonormal. O

Observacion 3.9 En el caso particular en que T es inyectivo, el espacio Hy =
{0} y H es la suma de Hilbert de los H,, con n > 1 (todos de dimensién finita).
Si ademas T es positivo, es decir,

(Tv,v)gy >0 YveH,

entonces todos los valores propios de T son estrictamente positivos. O

3.5. El caso de un operador eliptico autoadjunto

En esta Seccién, aplicaremos los resultados precedentes en el caso particular
en que H = L%(Q) (2 C RY es un abierto conexo no vacio) y T es el operador
que asocia a cada f € L?(Q2) la solucién débil de un problema eliptico similar a
en donde f aparece como segundo miembro. A continuacién, deduciremos
algunas consecuencias.

Necesitaremos previamente probar un resultado abstracto que conecta los
valores propios de un operador compacto autoadjunto con los autovalores de
una forma bilineal continua.

3.5.1. Un resultado abstracto

Utilizaremos la definicién siguiente:

Definicién 3.6 Sean V y H dos espacios de Hilbert. Se dice que (V,H) es
un par de Lions si V' es un subespacio denso de H y la inyeccion V — H es
continual?

Como ejemplos inmediatos de pares de Lions encontramos (H{(£2), L2(£2))
y (L*(2), H~(Q)), donde hemos identificado, una vez mds, L?({2) con un espa-
cio de formas lineales continuas sobre H}(); véase el ejercicio

Teorema 3.9 Sean V y H dos espacios de Hilbert separables de dimension
infinita. Supongamos que (V, H) es un par de Lions tal que la inyeccion V. — H
es compacta, es decir que todo acotado de V es relativamente compacto en H.
Sea a(-,-) una forma bilineal continua, simétrica y coerciva sobre V. Entonces
existe una sucesion {\,} de nimeros reales y una base ortonormal { e, :n > 1}
de H que verifican

0<M\ <A <., lim A\, = +o0. (3.37)

n— oo

{ alen,v) = Aplen,v)g Y EV, e, €V,

Ademds, {)\fll/zen :n > 1} es una base ortonormal de V' para el producto
escalar a(-,-).

2 Algunos autores usan la denominacién par de Courant.
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Demostracion: Vamos a aplicar el teorema [3.8a un operador lineal compacto
apropiado. Este operador se construye como sigue.
Dado que la inyeccién V — H es continua, existe C' > 0 tal que

vl < Cllvlly Yo e V. (3.38)

Por tanto, para cada f € H, v — (f,v)y es una forma lineal continua sobre V'
y en virtud del teorema existe un tnico uy que verifica:

a(ug,v) = (f,v)p YoeV, upeV. (3.39)
Consideremos la aplicacion S : H — V definida por
Sf =uf Vf € H.

Es inmediato que S € L(H;V). Ademds, combinando (2.7), (3.39) y (3.38),

obtenemos .
ISfllv < EHJCHH Vf e H.

El operador T' deseado es la composicién de S con la inyeccién de V en H.

Gracias a la proposiciéon T es un operador lineal compacto: T' € K(H).
Ademsds, dado que af(-,-) es simétrica y coerciva, deducimos que T' es autoad-
junto y positivo. En efecto, tenemos por una parte que

(Tf,9)m = (9, Tf)m = alug, uy) = alup,ug) = (f,T9)u Vf,g € H,

mientras que
(Tf, flu = alug,ug) 2 |luglly, Vf e H.

El operador T es también inyectivo puesto que, si T'f = 0, entonces
(f,v)g =alup,v) =0 YveV

y entonces f es ortogonal a V (que es denso en H), de donde f = 0.

Por el teorema [3.8] y la observacién el conjunto de los valores propios
de T puede escribirse como una sucesién {fi,,} de nimeros reales positivos que
decrece estrictamente a cero. Consideremos la nueva sucesién {f, }, donde hemos
contado cada ji,, tantas veces como indica su multiplicidad y pongamos

1
Ap=— Vn>1.
fin

Entonces {\,} es una sucesién no decreciente de nimeros reales positivos que
tiende a +o00.

Eligiendo una base ortonormal en cada uno de los espacios N(T — fi,Id),
conseguimos una base ortonormal {e,} de H.

Es claro que los e, € V. En efecto, cada e, verifica Te,, = u,e, para algin
n, con p, 7 0. Teniendo en cuenta las definiciones de T" y de los A, obtenemos
ademas que

a(en,v) = Apa(Ten,v) = Ap(en,v)g Vo > 1.

Por tanto, para terminar la demostraciéon del teorema, sélo queda probar que
{)\;1/26”} es una base ortonormal de V' para el producto escalar a(-, -).
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Que los A\, 1/ 26n son ortonormales para este producto escalar es inmediato.
Por otra parte,siv eV y

alen,v) =0 Vn>1,

entonces 1
(en,v)g = )\—a(en,v) =0 Vn>1,

n

de donde v = 0. Esto prueba que el subespacio generado por los Ay, Y 2en es denso

en V para la norma inducida por el producto escalar a(-,-). Luego {)\;1/2%}
es efectivamente una base ortonormal. (]

En las condiciones del teorema, se suele decir que los A,, son los autovalores
de la forma bilineal a(-,-) y que los e, son los autovectores o vectores propios
asociados.

3.5.2. Autovalores y autofunciones de un operador eliptico
autoadjunto

A menos que se indique otra cosa, supondremos en lo que sigue que el abierto
Q C RY es acotado. Supondremos dados los coeficientes

aij:ajiEL”(Q) (i,j:L...,N), CELOO(Q)
y utilizaremos la notacién

0 ov

1,0=1
Definicién 3.7 Sea A € R. Se dice que A es un autovalor de L en Q (con
condiciones de Dirichlet) si el problema

N

0 ou
_ Z o (aijﬁxj> +cu=MAu, x€Q,

ij=1

u =0, x € 01,

(3.41)

posee soluciones débiles no triviales. En tal caso, estas soluciones se llaman
autofunciones asociadas a .

Obviamente, A es un autovalor de L en  y u es una autofuncién asociada
siy sélo si

N
/(Z aijﬂ@—kcuz})da::)\/uvdx
a\5=, = Ox; Ox 0 (3.42)

1,)=
Yo € HY (), wue€ Hi(Q),

es decir, si y s6lo si A es un autovalor de la forma bilineal sobre H{ () asociada
a L del modo habitual. Esto explica la terminologia utilizada.

El conjunto de todas las autofunciones correspondientes a un autovalor A es
obviamente un subespacio vectorial de L?(£2) que se denomina subespacio propio
asociado a .



Autovalores y autofunciones de un operador eliptico autoadjunto 87

Observacién 3.10 En (3.42)), u no es necesariamente el minimo de un funcional
cuadratico asociado a L y A. En efecto, puede ocurrir perfectamente que la

funcién N
1 dv Ov 9
UH2A(2]Z_10118%8%+(C—A)|U|)dx

no esté acotada inferiormente. O

El primer objetivo de esta Seccién es probar que existe una sucesiéon de
autovalores de L que crece hacia +oo.

Utilizaremos el resultado siguiente, conocido como teorema de Rellich:

Teorema 3.10 Si Q C RY es un abierto conexo acotado no vacio, la inyeccion
HY(Q) — L*(Q) es compacta.

La prueba se basa en los dos lemas siguientes:

Lema 3.2 Para cada f € H} (), sea Ef la funcion definida c.p.d. en RN como
stque:
| flz), sizeq,
Ef(z) = { 0 1 no.

Entonces la aplicacion E : H}(Q) — HY(RY) estd bien definida y es lineal,
continua e isométrica.

Lema 3.3 Sea B C L?(RY) un conjunto no vacio. Se tiene que B es relativa-
mente compacto en L?(RN) si y sélo si B es acotado,

lfim Sup/ |f|?dx | =0 (3.43)
R—+oo \ feB J{|z|>R}

lim <sup lTaf — f”LQ(RN)) =0. (3.44)
a—0 fEB

Aqui se usa la notacion 1, f para designar la funcion definida como sigue:
Tof(x) = f(x —a) cp.d enRN.
Para las demostraciones de estos lemas, véanse los ejercicios y

Demostracion del teorema Veamos que la imagen mediante la aplica-
ci6n identidad de todo acotado de H}(f2) es relativamente compacto en L?((Q2).

Claramente, esta aplicaciéon puede escribirse como la composicién del opera-
dor de extensién E con el operador de restriccién canénica r : L2(RY) — L2(Q),
definido como sigue:

(rF)(z) = F(z) cp.d.enQ, VF € L*([R"Y).

Obviamente, 7 es lineal y continuo. Por tanto, basta probar que la imagen
mediante E de todo acotado de HE(Q) es relativamente compacto en L?(RY).
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Si B C H} () es acotado, entonces E(B) es un acotado de L?(RY) para el

que se cumplen las condiciones (3.43) y (3.43)). En efecto, si Ry > 0 es tal que
Q) C B(0; Ry), para cada R > Ry y cada f € B se tiene

/ |Ef|?dz = 0.
{lz[>R}

Esto prueba (3.43)) para E(B). Por otra parte, para todo f € B, se dan las
desigualdades siguientes:

17aEf — B2, :/ \Ef(z—a) — Bf(2)? da

B(0;Ro+]al)

- /B(O;R0+a)

1
< |a|2/ / |VEf(x — sa)|* ds dx
B(0;Ro+]|al) YO

~ [af? / IVE[Pdr

< Clal?.

1 2
/ VEf(x —sa)-ads| dzx
0

De aqui se deduce facilmente (3.43|) para E(B).
La consecuencia es que, si B es un acotado de Hg (), E(B) es relativamente
compacto en L?(RN). O

Gracias al teorema tenemos que (H}(Q), L2(2)) es un par de Lions que
cumple las condiciones del teorema [3.9]

Observacién 3.11 Se puede demostrar que las funciones de H'(Q2) pertenecen
a adecuados espacios LP(Q2) con p > 2. Mds precisamente, pongamos 2* := +00
si N = 1, 2* := cualquier exponente en [1,+00) si N =2y 2* := 2N/(N — 2)
si N > 3. Entonces H'(Q) < L* (Q), con inyeccién continua. Combinando este
resultado con el teorema [3.10] no es dificil demostrar que, si €2 es acotado y
1 < p < 2%, la inyeccién H}(Q) — LP(Q) es compacta; véase el ejercicio
Para més detalles, véase por ejemplo [T}, 12]. O

Teorema 3.11 Sea L como en (3.40), donde los a;; y c verifican las condiciones
stguientes:

Aijj = Qjj ELOO(Q) (i,jzl,...7N),

N ) N (3.45)
> aij(@)6& > alé]? VEERY, cpd enQ, a>0,
ij=1
ceL>®(Q), ¢>0 c.p.d en Q. (3.46)

1. Los autovalores de L forman una sucesion no decreciente {\,} de nimeros
positivos que tiende a +0o. Ademds, existe una base ortonormal { p, : n >
1} de L?(Q) formada por autofunciones asociadas. Las correspondientes
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)\;1/2%1 constituyen una base ortonormal de H}(Q) para el producto es-
calar a(-,-) definido por los a;j y c:

N
Ou Ov :
a(u,v) = /Q(”z_:l aij 9x; o, + cuv) dx Vu,v € Hy(Q). (3.47)

2. Para cada f € L?(0), la solucién débil del problema de Dirichlet

N
_Za(aijau>+cuzfa erv
=) O \ 7 Oz (3.48)
u =0, T € 01,
estd dada por
1
= 3 n)L2 ¥n; A4
u=> (fren)rey (3.49)

n>1 n

donde la serie converge en H} ().

Demostracién: Casi todo es inmediato, en virtud de los teoremas [3.9] y [3.10}
Lo tnico relativamente nuevo es que debemos probar que, para cada f € L?(1),

la correspondiente solucién débil de (3.48)) es (3.49).

Pero esto es consecuencia de las propiedades de las ¢,. En efecto, como

{)\;1/2<pn} es una base ortonormal de H{(£2) para el producto escalar ,
la serie que aparece en converge en Hj(2) hacia la tnica funcién u que
verifica

alu, on) = (fypn)rz Yn>1, ue HH(Q).

Pero ésta es la solucién de ((3.48|). d

Analizaremos a continuacién la existencia de pares (u, \) que resuelven el
problema

N

0 Ju
_ Z 8in(al-jaw])—|—cu-)\u—4—f, x€Q,

ij=1 (3.50)
u =0, x € 09,

donde f € L?(9).

Gracias al teorema [2.2] sabemos que, para cada A\ < 0, existe una tnica u
tal que (u, A) es solucién de . Cuando A > 0, la situacién es més compleja,
pero queda clarificada en el resultado siguiente:

Teorema 3.12 Sea A € R, con A > 0.

1. Si X no es autovalor de L en €, para cada f € L?*() eriste una tinica
funcion u tal que (u, \) es solucidn de ([3.50]).

2. Por el contrario, si \ es autovalor de L en §), dada f € L?(Q) existe u tal
que (u, \) es solucidn de (3.50)) si y sdlo si

(f,v)rz =0 Vv e E(N),

donde E(X) es el subespacio propio asociado a \. En tal caso, el conjunto
de todas estas u es una variedad afin de L*() de espacio soporte E(\).
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La demostracién es sencilla, a partir de los teoremas precedentes y del teo-
rema (recuérdese la interpretacién que se dio de la ecuacién (3.10) tras la
demostracién del teorema |3.4)).

Ejemplo 3.1 En el caso més sencillo posible, con N =1, Q= (0,7) y ¢ € Ry,
el problema ([3.50)) se reduce a

du

da?

u(0) = u(m) = 0.

+eu= u+f, xe€(0,m),

Los A\, y las autofunciones asociadas se pueden calcular explicitamente. Se trata
de los siguientes:

A =c+n?  pu(z)= (2/77)1/2 sin(nz) Vz e (0,7), n>1.
(I

Ejemplo 3.2 Otro caso en que se pueden realizar calculos explicitos es el que
sigue. Pongamos N =2, = (0,7) x (0,7) y de nuevo ¢ € R y consideremos

el problema
o%u 0%
0 o +eu=Xu+f, (z,y)€,
w=0, x € 0.

Buscando soluciones de variable separada, es decir, funciones u que se puedan
escribir como el producto de una funcién de la variable x por una funcién de la
variable y, no es dificil demostrar que, en este caso, los autovalores y autofun-
ciones son los siguientes:

2
Am = c+n*4+m?, @n m(x) = =sin(nz) sin(my) Y(z,y) €Q, n,m > 1.
™
]

Observacion 3.12 Es posible deducir muchas propiedades de los autovalores
de L y de las autofunciones asociadas. En particular, si denotamos V,, el subes-
pacio de L?(Q) generado por las @1, ..., ¢, y ponemos Wy = {0} y W, := V-
para n > 1, se puede demostrar la caracterizacion variacional siguiente:

P G RV
veEW, 1 ||’U||L2
Para un andlisis detallado, véase por ejemplo [11]. O

Observacion 3.13 Si ) es un abierto conexo y acotado de frontera suficiente-
mente regular, la inyeccién H*(Q2) — L?(£2) es de nuevo compacta. Por tanto,
en este caso, se pueden repetir los argumentos precedentes en el contexto del
problema de Neumann

N

0 ou
- a. i a = ) Qv
”2218% <ajaxj)+cu A+ f, x€
’ (3.51)
al ou
E Qij=— N4 =0, r € 0.

8xj

i,j=1
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Es posible demostrar resultados similares a los teoremas y que se dejan
como ejercicio. [l

3.6. Soluciones débiles de problemas de evolu-
cién. Casos particulares

El teorema puede también ser aplicado a la resolucién (al menos formal)
de problemas de Cauchy-Dirichlet para las EDPs de evolucién

u+Lu=fy uy+ Lu=f.

Recuérdese que, cuando L = — A, estamos respectivamente frente a las EDPs
del calor y ondas N-dimensionales.

Una vez conocidos los autovalores de L, la construccién de la candidata a
solucion es casi inmediata en ambos casos por el método de separacion de va-
riables. De este modo, llegamos a una serie de funciones cuyas propiedades de
convergencia deben ser analizadas en una etapa posterior. Este proceso permite
resolver una gran cantidad de problemas de valores iniciales y de contorno para
las EDPs precedentes.

En esta Seccion, presentaremos brevemente las ideas que hay debajo de este
procedimiento.

3.6.1. Soluciones débiles de EDPs de tipo parabdlico
Consideremos en primer lugar el problema
ug + Lu =0, (z,t) € Q x (0,7),
u(z,t) =0, (x,t) € 92 x (0,T), (3.52)

U(l‘,O) = U’O(a:)7 T e Qa

donde L estd en las condiciones del teorema y up € L2(€2). Se suele decir
que la EDP de (3.52)) es de tipo parabdlico.

Definicién 3.8 Diremos que u es solucion débil de (3.52)) si
u € L*(0,T; Hy () N C°([0, T]; L*(2)), (3.53)
u(-,0) = ug (igualdad en L*(2)) (3.54)

y, para cada v € H}(Q), la funcion t — (u(-,t),v) 2 verifica

%(u(~,t),v)Lz + a(u(-,t),v) =0, (3.55)

donde a(-,-) es la forma bilineal dada por (3.47) y la derivada en tiempo se debe
entender en el sentido de D'(0,T).

Obsérvese que, si u es solucién débil, las funciones t — (u(-,t),v)r2, que en
principio sélo son continuas, poseen derivada en L?(0,T).
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Notese también que la definicién que precede es coherente. En efecto, si v y
los coeficientes de L son regulares en € x (0,7") y u es una solucién clésica de
la EDP de (3.52)), entonces, para cada ¢ € D() tenemos

4
dt

es decir, (3.55).
Es natural buscar la solucién de (3.52)) de la forma

u(z,t) = Z ane Mo, (x), (3.56)

n>1

(ul- 1), @) 12 = / Lu(e, t) o(z) dz = —a(u(- 1), ),

Q

donde los A, son los autovalores de L en 2 y las ¢,, son autofunciones asocia-
das, por comodidad elegidas con norma unidad en L?(Q2). En otras palabras, se
supone aqui que

L@n = /\nSOnv YIS Q’
n =0, x € 01

(PnsPm)r2 = Onm  Yn,m > 1.

Cada uno de los términos de es solucion de la EDP de y verifica
ademds la condicién de contorno sobre 9§ x (0,T"). Por tanto, parece razonable
tratar de determinar coeficientes a,, tales que la serie de posea buenas
propiedades de convergencia y, ademads, la correspondiente funcién u verifique

la condicién inicial en (3.52)).

Dado que { ¢, : n > 1} es una base ortonormal de L?(£2), tenemos

uo = Y (U0, n)L> Pn

n>1

(con convergencia en L?(€2)). En consecuencia, si existen unos a, tales que la

solucién de ((3.52) puede escribirse como en (3.56)), ha de tenerse a,, = (uo, ©n)r2
para cada n > 1 y la candidata natural a solucién es

U(SC, t) = Z(u0> SDH)L2 eiAntSDn(z) (357)

n>1

Veamos a continuacién que las igualdades (3.57) proporcionan la solucién

débil de (3.52):
Teorema 3.13 Sea u : [0,T] — L*(Q) la funcién dada por (3.57), es decir,

u( at) = Z(an <pn)L2 e_)\"tQOn vt € [OaT]

n>1
Entonces u estd bien definida y es la dnica solucion débil de (3.52)).

Demostracion: En primer lugar, probaremos que u esta bien definida y verifica
las relaciones (3.53)(3.53).

Para todo t € [0, T, la serie que hay en converge (al menos) en L?(Q2).
Por tanto, u : [0,T] — L?(2) estd bien definida.
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Veamos que u € C°([0,T]; L?(2)). En efecto, dados ¢t € (0,7) y h € R con
h > /2, tenemos que

lul- 4 h) = ul Ol = Y e — e (ug, o) 2

n>1

p
< Z e — 12722 (ug, pp) 12 [* + 4 Z |(uo, on) 2|
n=1

n>p+1

para cada p > 1. Dado € > 0, existe p tal que la ultima suma es (por ejemplo)
< ¢2/8. Por otra parte, fijado este p, tenemos

P
S le Mt = 1P (g, o) pa* < mdx e =123 (g, o) 2

1<n<
n—=1 =P n>1

< Anh 112 2
mix e " = 1 ug

y existe hg tal que, para 0 < |h| < ho,

2 82
n _ 1 .
(3” ') < Al

La consecuencia es que, cuando h esta en estas condiciones,
lu(- t+h) —u(-, )]z <e.

Esto prueba que u es continua en todo ¢ € (0,7"). De modo totalmente analogo
se prueba que u es continua en t =0 y t = T. En particular, obtenemos que

lim |lu(-,t) — uollz2 = 0. (3.58)

t—0t

Veamos ahora que u € L?(0,T; H}(€)). En primer lugar, notamos que para
todo t € (0,T] tenemos que u(-,t) € Hi(2). Esto es consecuencia de que, para
estos valores de ¢, la serie de (3.57)) se puede escribir en la forma

u( ,t) = Z |:)‘111/2(u0790n)L2 ei)mt ()‘;1/29071)

n>1

y, por tanto, es una serie de Fourier en HJ(f2) asociada al producto escalar
a(-,-); recuérdese que los P

y obsérvese que

¢n, constituyen una base ortonormal en H ()
Z Anl(u0, on)p2]? €72t < oo
n>1

Ademas, la igualdad de Parseval nos dice que

a(u(-,t),u(-,1)) = > Anl(uo, o) 2] e

n>1
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de donde
' T
/ a(u(,,t),ul,, 1)) dt = Anl(uo, on) 2] / 2t gy
0 P O

1 —

- 5 Z |(u0790n)L2‘2 (]_ —e 2)\,LT)

n>1

1

< §||uo||2

y se deduce que, efectivamente, u € L?(0,T; HE (Q)).

Asi, vemos que u verifica (3.55]).

Por construccién, u Veriﬁc. Finalmente, comprobemos que, para cada
v € H}(Q), se tiene (3.55)). Esto es facil: para cada ¢ € D(0,T), se dan las
igualdades

T
<%(uvv)L2a¢> = _/0 (U( ,t)ﬂ))Lz%(t) dt
B _n>1(“0»90n)L2(90mU)L2 </0 G_Mt%(t) dt)
. T —Ant
= *;Anwoa%)m(wmvm ( /0 e Arty(t) dt)
T —Ant
= —nZZ:l(uO,%On)Lz a(@n,v) </0 e . 1/;(t) dt>

T
:-/O a(u(- 1), v) (t) dt.

Para terminar la demostracién, veamos que toda solucién débil de ([3.52))
debe coincidir con wu.

En efecto, sea w : [0,T] + L?*(2) una funcién que cumple (3.53)—(3.55).
Existen unas funciones wy, wa, -+ € C°([0,T]) tales que

w(- 1) =Y wa(t)pn Vte[0,T].

n>1

Dado que (w( 7t)7 (pn)L2 = wn(t) y a(w( >t)7 QOn) = )‘nwn(t) en [07 T] para todo
ny w(-,0) = ug, deducimos que las funciones wy,, verifican

dw,,
— 4+ Awy, =0, te (0,7),
o + Aw € (0,7)

wy(0) = (uo, ¥n)L2-
Por tanto, necesariamente,

wp(t) = (ug, n)r2 e ™t Yt e[0,T], ¥Yn>1

y tenemos que w = u.
Esto termina la demostracién. O
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En muchos casos particulares, conociendo con detalle el comportamiento de
los A, se pueden deducir propiedades adicionales de u. Comprobaremos esto a
continuacion en un caso particularmente sencillo.

Ejemplo 3.3 Veamos qué ocurre en la situacion mas sencilla posible, con N =
15 Q= (077()7 Up € L2(077T) Yy

du

Lu=——. 3.59
u=-—a (3.59)
El problema es el siguiente:

Up — Ugy =0, (z,t) € (0,m) x (0,7,

u(0,t) = u(m,t) =0, te€(0,7T), (3.60)

u(z,0) = uo(x), x € (0,m).

Los pares autofunciones-autovalores son los

(©n,An), con o, =+/2/m sin(nz), A, =n?. (3.61)

Por tanto, la solucién débil de (3.60)) es la funcién

u(z,t) = % Z (/W u (&) sin(né) d§> et sin(nx). (3.62)

n>1 70

No es dificil comprobar que la serie que aparece en posee muy buenas
propiedades de convergencia. Mas precisamente, la funcién definida por
posee derivadas parciales continuas de todos los érdenes en el conjunto [0, 7] X
(0, T] que pueden conseguirse derivando la serie término a término y, en conse-

cuencia, es solucién de la EDP de (3.60) en (0,7) x (0,T) y verifica las condi-
ciones de contorno de (3.60) para z =0 y x = 7 en un sentido clésico:

up(x,t) — uge(x,t) + cu(z, t) =0 V(z,t) € (0,7) x (0,T),

u(0,t) = u(m,t) =0 Vte (0,T). (3.63)

Por otra parte, sabemos que u verifica la condicién inicial de (3.60]) en el sentido

de (3.58).
Para mds detalles, véase []]; véase también el ejercicio O
3.6.2. Soluciones débiles de EDPs de tipo hiperbdlico
Consideremos ahora el problema
uy — Lu = 0, (z,t) € Q2 x(0,T),
u(z,t) =0, (x,t) € 092 x (0,T), (3.64)

u(z,0) =uo(z), ur(z,0) =wi(z) =€,

donde de nuevo L estd en las condiciones del teorema up € H}(Q) y uy €
L?(9). Se suele decir que la EDP de (3.64)) es de tipo hiperbdlico.
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Definicion 3.9 Diremos que u es solucion débil de (3.64) si
ue C°([0,T); Hy () nC* ([0, T]; L*(2)), (3.65)
u(-,0) = ug, u(-,0) =wuy (igualdades en HE(Q) y L*(), resp.)  (3.66)

y, para cada v € H} (), la funcién t — (u(-,t),v) 2 verifica

d2
@(u( 1),0) 2 +alu(-,t),v) =0, (3.67)

donde la derivada sequnda en tiempo se debe entender en el sentido de D'(0,T).

Esta vez, es natural buscar la solucién de (3.52)) de la forma

u(@,t) =Y (ancos (vVAnt) + by sin(v/Ant)) on (), (3.68)

n>1

donde hemos conservado la notaciéon considerada més arriba.

La explicacion es que cada uno de los sumandos que aparecen en
verifica la EDP y la condicién de contorno de .

Tenemos que

Uo = Z(Uo,<ﬂn)L2 Prny UL = Z(ulv@n)LQ Pn

n>1 n>1

(con convergencia en HE(Q)) y L%(Q), respectivamente). En consecuencia, si
existen unos a,, y unos b,, tales que la solucién de (3.64) puede escribirse como

en (3.68)), ha de tenerse

1
ap = (U0a<pn)L2 y b=

(u1,pn)rz Yn>1.

=

La correspondiente candidata a solucién es por tanto

u(z,t) = Z((uo,gan 12 o8 (\/ Ant) o u1,<pn 12 sin(y/Ant)) )
n>1

(3.69)

Teorema 3.14 Sea u: [0,T] — H}(Q) la funcién dada por (3.69), es decir,

u(-,t): Z((Uoﬂﬂn £2€0s ( \/>?f 1 ©n) 12 sin( \/>t )L,On vt € [0, T].

n>1

(3.70)
Entonces u estd bien definida y es la dnica solucion débil de (3.52)).

Demostracion: Probaremos en primer lugar que u estd bien definida y verifica

E5) G0,

Para todo t € [0, 7], la serie que hay en (3.70]) converge al menos en H} ().
En efecto, podemos escribir el n-ésimo término en la forma Un(t))\gl/zwn, donde

Un(t) = aluio, Ay V20) cos (V/Ant) + (ur, 00) 2 sin(v/Ant))
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Teniendo en cuenta que {)\;1/2gan} es una base ortonormal en H}(€2), que ug €
H} () y que u; € L?(2), obtenemos la convergencia deseada.

Por tanto, u estd bien definida. Ademas, u € C°([0,T]; H}(f2)). Esto se
puede demostrar fijando ¢ € [0,T] y h € R y escribiendo que

a(u(- t+h) = u(- ), ul- t+h) —u- ) = Y |Un(t + h) = Un(t)[?
n>1
P
<Nt = UF +4 Y (lauo, A 200 + (s, o) el
n=1 n>p+1

para cada p > 1. Dado € > 0, existe siempre p > 1 tal que la ultima suma es
< £2/8. También, existe hg (dependiente de p) tal que, para 0 < |h| < hy,

max |cos (v An(t + h)) — cos (v/ Ant)]

1<n<p - 4a(u0,u0)

2

max |sin(v/ A, (t + h)) — cos (v/ Ant)|

1<n<p - 4” 1”

Por tanto, cuando h esta en estas condiciones,
a(u(-,t+h) —u(-,t),ul-, t +h) —u(-,t) <&
Esto prueba que u es continua. En particular, obtenemos que

i [fu(- 1) — o sy o) = 0.

Veamos ahora que u € C1([0,T]; L?(£2)). Para ello, pongamos

Zu() 1= 2 (=aluo, on) sin(/At)+ (1, 9n) 2 c0s (VAut) )

y
=3 Zn(t)pn Vte[0,T).
n>1
Bastara demostrar que
lim || ( (-t +h) —u(-,t)) = 2(-,1)[[L2 = 0. (3.71)

h—0

Pero +(u(-,t+h) —u(-,t)) — z(-,t) es la suma de una serie que converge en

L?(Q), de término general X,,(t)¢,, donde

Xalt) = —a(ug, 91) 005 (At +0h)) — 5 (11, 00) 2 sin/ R+ 0,1)

con 0 <6, <1, de donde

I3 (et 1) = (- 1)) = 2, D)3 < O2

y, en consecuencia, (3.71)) es cierto. En particular, tenemos que

tl_%{r |ue(-t) —url|2 = 0.
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Asi, vemos que u verifica (3.65|
Por construccién, u Verlﬁca 1 . Finalmente, comprobemos que, para cada
v € HE (), se tiene (3.67): para cada ¥ € D(0, T) se tiene

d%
S

=
I (/ INoLa >dt>

T
:fZA Pnsv (/ Un<t>¢<t>dt>

d2

(o (1) dt

U’ULZ

Para terminar la demostracién, comprobemos que toda solucién débil debe
coincidir con wu.

En efecto, sea w : [0, 7] — L*(2) una funcién que cumple (3.65)—(3.67). Por
hypétesis, existen unas funciones Wy, Wy, - -- € C1([0, 7)) tales que

=Y Walt)en Vtel[0,T].
n>1

Dado que (w( 7t)u Qpn)L2 = Wn(t> y a’(w( vt)7 QOn) = /\an(t) en [07 T] para todo
n, w(-,0) = ug y wi(-,0) = uy, deducimos que las W, verifican

d*W,

dt?

W, (0) = (uo, ¥n) L2, d?;" (0) = (u1,on)r2

Por tanto, necesariamente, W, (¢t) = U, (t) para todo ¢t € [0,T] y para todon > 1

y tenemos que w = u.
Esto termina la demostracién. O

+ A\ W, =0, te(0,7T),

Ejemplo 3.4 El caso més sencillo corresponde de nuevo a N =1, Q = (0,7) y
L como en (3.59)). El problema es el siguiente:

Ut — =0, (x,t) € (0,m) x (0,T),
(O,t) = u(w,t) =0, te (0,7), (3.72)
u(z,0) = up(x), u(z,0) =ui(z), =€ (0,7),

donde ug € H}(0,7) y uy € L?(0, 7). Teniendo en cuenta (3.61)), obtenemos la
expresion siguiente:

u(z, [(/01 up(§) sin(nf) d{)cos (nt)

n>1

1
/ up(§) sin(né) df) sm(nt)] sin(nx).
0
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Usando los desarrollos en serie de Fourier de ug y u1, no es dificil sumar explici-
tamente la serie precedente en los conjuntos

Qrs ={(z,t) € (0,m) x (0,T) : x+t € (rm,(r + 1)m), x—t € (sm,(s+ 1)m) }

parar=0,1,... ys=0,—1,-2,.... O

3.7. Ejercicios

E 3.1 Sea (X,d) un espacio métrico y K C X un conjunto no vacio.

1. Probar que K es compacto si y sélo si es precompacto (i.e. para todo
€ > 0 exist un recubrimiento finito de K formado por bolas de radio ¢) y
completo.

2. Deducir que en todo espacio métrico completo un conjunto es relativa-
mente compacto si y sélo si es precompacto.

E 3.2 Sea (X,d) un espacio métrico y K C X un conjunto no vacio. Pobar
que K es relativamente compacto si y sélo si de toda sucesion en K se puede
siempre extraer una subsucesion convergente.

E 3.3 Sea X un espacio de Banach. Probar que las tres afirmaciones siguientes
son equivalentes:

1. X es de dimensién finita.
2. La bola unidad Bx es relativamente compacta.
3. Todo acotado de X es relativamente compacto.

E 3.4 Sea H un espacio de Hilbert separable y sea {u, : n > 1} un sistema
ortonormal de H, i.e. un conjunto numerable con la propiedad siguiente:

(Uns U ) i1 = Op,. Yy > 1.
Probar lo siguiente:

1. Para cada v € H, la serie ), -, (v, un)mu, converge en H hacia un punto
¥ que verifica

(O, un)g = (V,un)g VY > 1.

2. Para cada v € H, la serie de términos positivos Y - [(v,u,)x|? converge

en R y ademas
Do l@un)ul® < ol
n>1

(desigualdad de Bessel).

E 3.5 Sea H un espacio de Hilbert separable y sea {u, : n > 1} un sistema
ortonormal de H. Probar que las tres afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. {u, :n>1} es completo, i.e. el subespacio de H generado por los u,, es
denso en H (se dice también que {u, : n > 1} es una base ortonormal).
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2. Para cada v € H, se tiene que

v = Z(U,UH)H Uy,

n>1

3. Para cada v € H, se tiene que

lollZ = (0, un)

n>1
(identidad de Parseval).

E 3.6 Sea H un espacio de Hilbert separable y sea {u,, : n > 1} un conjunto
de H denso y numerable.

1. Construir un nuevo conjunto { v, : n > 1} denso y numerable con los v,
linealmente independientes.

2. Supongamos que los z, y los w, estan dados como sigue:

a) z1=v y w = ||21H;1121.
b) Dados n > 1y los wy,...,w,,
- 1
Zn4+1 = Ung1 — Z(vn+1;wi)Hwi; Wn41 = ||Zn+1HHzn+1.

i=1

Probar que {w, : n > 1} es una base ortonormal de H. El método de
construccién de esta base se conoce como procedimiento de Gram-Schmidt.

E 3.7 Sean H y G dos espacios de Hilbert, con G separable y sea T' € K(H; G),
Probar que existe una sucesién {7}, } de operadores T;, : H +— G de rango finito
que verifican

T,—T en L(H;G) cuando n — +o0.

Indicacion: Téngase en cuenta que G posee una base ortonormal.

E 3.8 Seana,b e Rcona <b, 1 <p <2y K e L”((a,b) x (a,b)) (p' es el
exponente conjugado de p). Se considera la aplicacién Fg : LP(a,b) — LP(a,b),
definida por

Fre(6)(t) = / K(t,5)o(s)ds cp.d. en (a,b), Yo LP(a,b).

1. Probar que se trata de una aplicacién bien definida, lineal y continua de
L?(a,b) en si mismo, con

1 Fxlleczr@b)) < MK Lo (ap)x (b))
2. Probar que Fix es un operado lineal compacto.

E 3.9 Se considera el operador integral de Volterra Vi € L£(L?(a,b)), don-
de (a,b) es un intervalo acotado y K € L?((a,b) x (a,b)). Probar que Vi €
K(L?(a,b)).
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E 3.10 Hallar el operador adjunto del operador de inyeccién Id : HJ(0,1) —
L2(0,1).

E 3.11 Hallar el adjunto del operador derivada de HE(0,1) en L?(0,1). Hallar
el nicleo y el rango del operador de derivacién y de su adjunto. Comprobar las
relaciones de ortogonalidad que se tienen entre estos subespacios.

E 3.12 Sean H un espacio de Hilbert, T € L(H) y p € o.(T). Probar que se
tiene (3.20)).

E 3.13 Se considera el espacio de Hilbert ¢2 y el operador T : £2 — (2, con
T({x1,20,...}) = {0,6121,6020,...} V{z1,20,...} € %

donde &, := n~2. Probar que T estd bien definido y es un operador lineal
compacto. Probar también que 0 € o,(T).

E 3.14 Sea T : L*(0,1) — L?(0,1) el operador definido por
1 1
Tf=u & ue Hé(O,l),/ u'v' dx :/ fodr Yo € H}(0,1).
0 0

Probar que T estd bien definido y es un operador lineal compacto. Determinar
o(T), VP(T) y los espacios propios asociados. Probar también que 0 € o.(T).

E 3.15 Se define el operador T : C°([0,1]) — C°([0, 1]) como sigue:
(Tw)(t) = v(0) +tu(1) Vte[0,1], Yo C0,1]).

Probar que T € K(C°([0,1])). Hallar su espectro, sus valores propios y los
espacios propios asociados. En particular, compruébese que 0 € VP(T).

E 3.16 Sea T : L?(0,1) — L?(0,1), definido por
(To)(t) = to(t) te (0,1)cpd., Ve L*0,1).

Probar que T' € L£(L?(0,1)) es autoadjunto y no tiene valores propios. Hallar su
espectro.

E 3.17 Se considera el operador T': L?(0,1) ~ L?(0, 1), definido por

(To)(t) = /0 (1 + cos (7t) sin(7s))¢p(s)ds  c.p.d. t € [0,1], V¢ € L?(0,1).

1. Probar que las ecuaciones (Id—7")¢ = 0y (Id—T")¢ = 0 tienen soluciones
no triviales en L?(0,1).

2. ; Qué condiciones debe verificar f € L?(0,1) para que la ecuacién (I —
T)¢ = f tenga solucién en L?(0,1) ?

E 3.18 Se considera el operador T : C°([-1,1]) — CY([—1,1]), definido como

(Tw)(t) = /1 v(s)ds +v(1)t3 Vte[-1,1], Yve C%-1,1]).

-1
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1. Demostrar que T € £(C°([-1,1])) y es compacto.

2. Hallar el espectro y los autovalores de T', asi como los espacios propios
asociados y las dimensiones de éstos.

E 3.19 Se considera el operador T : C°([0,1]) — C°(]0,1]), definido como
1
(Tw)(t) = / v(s)ds Yt e[0,1], VYuve Co,1)).
0

Probar que T € K(C°(]0,1])). Hallar su espectro, sus autovalores y los espacios
propios asociados.

E 3.20 Se considera el operador T : L?(0,1) + L?(0,1), definido por

(qu)(t):/o K(t,s)p(s)ds t€(0,1)cp.d., Vo¢e L*0,1),

donde ( )
t(l—s) si0<t<s<1
K(t’s){ s(1—t) si0<s<t<l

Hallar los valores propios de T y los autoespacios asociados.

E 3.21 Se considera el operador T : L?(0,7) — L?(0,7) definido por
(Tw)(t) = / K(t,s)v(s)ds, te(0,7)cpd., YveL*0,n),
0

donde
sintcoss si 0<s<t<mw

sinscost si 0<t<s<m

K(t.) = {

1. Probar que T es un operador compacto y autoadjunto en L?(0, 7).
2. Hallar los valores propios de T' y los subespacios asociados.

3. Sea f(t) =sin(t/2). Para cada A € R, discutir la existencia y unicidad de
solucion de
v—ATv=f wvelLl?0,7m), AeR.

E 3.22 Se considera el operador T': L?(—m, ) + L?(—n,7), definido por

(Tw)(t) = /7T (sins+sint)v(s)ds te€ (—m,m) cpd, YveL*(—m,m).

1. Demostrar que T satisface las hipétesis del teorema de Hilbert-Schmidt.

2. Hallar el espectro y los autovalores del operador T' definido en el apartado
anterior. Determinar los espacios H,, que se obtienen al aplicar el teorema
de Hilbert-Schmidt.

E 3.23 Probar que (L*(Q2), H (), donde L?*(2) queda identificado con un
espacio de formas lineales continuas sobre H}(2) del modo habitual, es un par
de Lions.
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E 3.24 Probar el lema 3.2
Indicacion: Considerar el operador de extension andlogo Ey, definido sélo en
D(Q) y razonar por densidad.

E 3.25 Sea {p,} una sucesiéon regularizante en RY y sea B C L2*(RY) un
conjunto acotado que verifica (3.44]).

1. Probar que, para cada f € By cadan > 1,

1f % pn — fllez@yy < sup |7 f — fll2@yy-

la|<1/n

Deducir que, para todo € > 0, existe k£ > 1 tal que
||f * P — f||L2(RN) <e Vf € B.
2. Seann > 1y R > 0y consideremos el conjunto de las funciones

f:f*/)n

B(0;R)

donde f € B. Probar que B es relativamente compacto en el espacio de
Banach C°(B(0; R)).

Indicacion: Apliquese a B el teorema de Ascoli-Arzella.

E 3.26 Probar el lema [3.26

Indicacién: Suponer en primer lugar que B C L? (RN ) es relativamente com-
pacto, fijar € > 0, deducir que B est4 contenido en una unién finita de bolas de
radio ¢ y, de aqui, que existen Ry > 0y dg > 0 tales que, si R > Ro y |a| < do,

/ R|f\2dm§252 y 7af = fllL2@yy <3¢ Vf € B.
x|>

Reciprocamente, suponer que se verifican las propiedades del lema y fijar € > 0,
R >0y k>1 tales que

/ll fPPde <& y llpe = f— fllrz@yy <e VfE€B.
z|>R

Aplicando el resultado del ejercicio |3.25] deducir que existe una familia finita
de bolas de radio v5e que recubre B.

E 3.27 Sea Q acotado y supongamos que H'(RY) < L4(R"Y), con inyeccién
continua, donde ¢ > 1. Probar que, para cada p € [1,q), la inyeccién H}(Q) <
LP(Q) es compacta.

E 3.28 Probar que, la funcién v definida por (3.62)) posee derivadas parciales
continuas de todos los érdenes en el conjunto [0, 7] x (0,77 y es solucién de la
EDP y las condiciones de contorno de (3.60) en el sentido (cldsico) indicado
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E 3.29 Supongamos que N =2, Q = (0,7) x (0,7) y up € L*(f). Se considera
el siguiente problema para la EDP del calor bidimensional:

ut—um—uyyzoy (xayat)EQX(O7T)7
u = 0, (:Cayat) € (O7T)’
u(z,0) = up(x), x € 02 x (0,7).

Se pide:

1. Obtener la solucién débil como suma de una serie de funciones que con-
verge en L%(Q)) para cada t.

2. Probar que esta funcion verifica la EDP y las condiciones de contorno
precedentes en un sentido clésico.

E 3.30 Se considera el problema (3.52), donde 2 C R es un abierto conexo
acotado y L es como en el teorem. Se supone que, para todo A > 0,
existen ng > 1y C > 0 tales que A\, > A logn — C para todo n > ng. Probar
que la solucién débil verifica la EDP y las condiciones de contorno en un sentido
clésico.

E 3.31 Se considera el problema (3.72)), donde ug € H}(0,7) y uy € L*(0, ).
Razonando como en el ejemplo [3-4] obtener explicitamente la candidata a solu-
cién en los conjuntos Qo 0, Qo,—1 y Q1,0

E 3.32 Se considera de nuevo el problema ([3.72)). Probar que, si los datos ug
y uy verifican

entonces la candidata a solucién es de hecho una solucién cldsica de (3.72]). Mds
precisamente, u € C?([0, 7] x [0, +00)) ¥

Utt(x,t) - umm(xat) =0 V(xat) € (va) X (O,T),

u(0,t) =u(m,t) =0 Vte (0,T),
u(z,0) = up(z), uy(z,0) =ui(z) Vo el0,n].
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