ANALISIS FUNCIONAL Y ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES
HOJA 1: GENERALIDADES

E 1. Se considera la EDP del transporte
uy + Mu, = 0.

Probar que u es solucién clasica de esta EDP en el abierto R x Ry C R? si y s6lo si existe f € C1(R) tal
que
u(z,t) = f(xr — Mt) VY(z,t) e R x R,.

Como aplicacién, dada ug € C*(R), resolver el problema de Cauchy
{ up + Mu, =0, (z,t) e R xRy
u(z,0) =up(z), z€R
E 2. Efectuar el cambio de variables & = x + 2t, n = = + 3t en la ecuacién
2wee + Bwey + Twy, = 0.
E 3. Se considera el problema de la cuerda vibrante

U — gy = F(x,t), a<x<b, t>0,
u(z,0) = f(z), w(x,0) = g(x), a<z<bh,
u(a,t) = p(t), u(b,t) = q(t).

Efectuar el cambio de variable
¢ = T—a __c
b—a T b—a
y re-escribir el problema en las nuevas variables & y 7.

E 4. Demostrar que la EDP

Ugp — AUy — KUgy = 0,

donde a y k son constantes, puede reducirse a una ecuaciéon analoga con a = k = 1.
Indicacién: Intentar un cambio de variable de la forma £ = Ax, n = Bt, siendo A y A constantes
adecuadas.

E 5. Demostrar que la EDP
Uy — au — CQUM =0,

donde a y ¢ son constantes, puede reducirse a otra ecuacién andloga con a = 0.
Indicacion: Intentar un cambio de variable de la forma v = «a(t) u, siendo « una funcién adecuada.

E 6. Demostrar que la funcién u(z,y) = f(x)g(y) es solucién de
Ullgy = Ugly
para todo par de funciones dos veces continuamente diferenciables f y g.

E 7. Hallar la solucién general, esto es, una familia de soluciones dependientes de dos funciones arbi-
trarias, de las siguientes ecuaciones:

a)Uzy = 0; D) Ugy =0; ) Ugy +uy =0; d)uze +u=0,
con u = u(x,y).
E 8 (*). Se consideran las EDPs
Ut + Uzz =0, Ugp =0, Ut —Ugz =0, Ut — Ugp = 0.
Denominaremos Problema i al constituido por la i-ésima EDP en R?, complementada con las condiciones
u(z,0) =0, u(z,0)=¢(x), R (¢ € CH(R)).

En cada caso, diremos que u es solucién si u € C?(R?) y verifica la EDP en D y las condiciones adicionales
en todo (z,0). Probar lo siguiente:



1. El Problema 1 sélo posee solucién si ¢ es analitica.
El Problema 2 sélo posee solucién si ¢ es constante.

El Problema 3 sélo posee solucién si ¢ = 0.

= W N

El Problema 4 posee solucién tinica para toda ¢ € C1([—1,1]). Hallar la solucién en este caso.

Indicacion: Realizar el cambio de variables £ = x + ¢, 7 = x — t y resolver la EDP resultante.
E 9. Sea £ € RY. Probar que, para cada Cq,Cs € R, la funcién
Cllog#Jng siN=2
v(z) = [z = ¢l (1)
Clm +Cy siN>3
es solucion clasica en RN\ {¢} de la EDP de Laplace. Deducir que también lo son las funciones siguientes:

r1—& mi—w—&+& o€ —2x — &)?

, , para N =2,
|z — &2 |z — |2 |z — &[4
T =& m —4wg — & + 48 3(z2 — &) (3 — &3)

, , — = para N = 3.
|z — &3 |z — &3 |z —&J°

E 10. Probar que, fijado ¢ € RY, las tinicas soluciones de la EDP de Laplace en R™ \ {¢} que sdlo
dependen de |z — &| son las funciones que aparecen en (1).

E 11. Se considera la EDP lineal de coeficienes constantes

N
0%u
- igz:l aiji@xiax]‘ = f(z), €, (2)

donde 2 C R es un abierto no vacfo, la matriz A = {a;;} es simétrica y definida positiva y f € C°(Q).
Probar que existe un cambio de variables y = Pz que permite re-escribir esta EDP de forma equivalente
como una EDP de Poisson en Q* := { Pz : x € Q}. Deducir que, para cada ¢ € R, la funcién

N

u(z) := |Px — ¢V Zpljacj -G

j=1
es solucién clasica en RV \ {P~1¢} de la EDP (2) para f = 0.

E 12 (*). Sea n € R3. Probar que las funciones z(x) :=
soluciones clasicas en R? \ {n} de la EDP

T (a1 cosh |z — n| + ag sinh |z — n]) son

—Au+u=0.

i, Son éstas las unicas que s6lo dependen de |z — 7| ?
E 13 (*). Sean Ry > 0 y w € R. Se considera el problema siguiente: Hallar v = u(z,t) y R = R(t) tales
que

—Au+u=0, z€B(0;R(t)), t>0,

u(z,t) =u, |z|=R(t), t>0,

ou .
%(x,t) =—R(t) |z|=R(t), t>0

R(0) = Ro
Probar que la tnica solucién de este problema es:

sinh |z|/|z|

sinh R(t)/R(t)’

donde H es una primitiva de la funcién

R(t) = H'(H(Ry) +ut), para z € B(0;R(t)), t>0,

U=1u
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