ANALISIS FUNCIONAL Y ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

HOJA 2: FORMULACION DEBIL DE PROBLEMAS ELIPTICOS )

E 1. Sean X e Y dos espacios normados y sea T : X — Y una aplicacion lineal. Probar que las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. T es acotada.
2. T: X —Y es continua en 0.

3. T:X —Y es continua en todo punto.
E 2. Sean X e Y dos espacios de Banach.

1. Probar que, si T : X — Y es una aplicacion lineal, continua y sobreyectiva, T" es abierta, esto es, la
imagen mediante T de todo abierto de X es un abierto de Y (teorema de la aplicacién abierta).

2. Deducir que, si T : X + Y es una aplicacién lineal, continua y biyectiva, su inversa 77! : Y — X
es también lineal y continua (teorema de Banach de la aplicacién inversa).

3. Deducir también que, si T': X + Y es una aplicacién lineal y para cada sucesiéon {x,} en X con
Zn — 0y Az, — y se tiene y = 0, entonces T' € L(X;Y) (teorema del grafo cerrado).

Indicacion: Daremos por valido el teorema de Baire y, mas concretamente, que un espacio de Banach
no puede escribirse como la unién numerable de conjuntos cerrados de interior vacio.

Pruébese en primer lugar que, si T : X — Y es una aplicacién lineal, continua y sobreyectiva, el
conjunto T'(B) (donde B es la bola unidad de X), es un entorno de 0 en Y. A continuacién, demuéstrese
que T'(B) es también un entorno de 0 y que, en consecuencia, T' es abierta.

E 3. Sean X e Y dos espacios normados y sea L(X;Y) el espacio normado de las aplicaciones lineales
continuas T': X — Y. Probar que, si Y es completo, entonces también lo es L(X;Y).

Indicacion: Sea {T,} una sucesién de Cauchy en L(X;Y'). Probar que, para cada x € X, {T,,x} una
sucesién de Cauchy en Y. Deducir que existe T : X — Y tal que T,,# — Tz en Y para todo x € X y
probar a continuacién que T' € L(X;Y) y T, = T en L(X;Y).

E 4. Sean H un espacio de Hilbert y a(-,:) : H x H — R una forma bilineal. Probar que las tres
afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. a(-,-) es acotada.
2. a(-,-) : H x H+— R es continua en (0,0).

3. a(-,-) : H x H — R es continua en todo punto.

E 5. Sean H un espacio de Hilbert y a(-,-) : H x H + R una forma bilineal continua. Probar que las
dos afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. Para cada f € H’, existe un tnico u que verifica

a(u,v) = f(v) YveH, wuweH.

2. a(-,-) verifica la propiedad siguiente, conocida como condicidén inf-sup:

inf sup M > 0.
uweH yepr [|ull [|v]]

Dar un ejemplo de forma bilineal a(-,-) no coerciva que verifique la condicién inf-sup precedente.



E 6. Sea K € L*((a,b) x (a,b)) una funcién dada. Por definicién, el operador integral de Fredholm en
L?(a,b) de niicleo K es la aplicacién Tk, dada por

(T o) (t /Kts ds c.p.d.en (0,T), VY€ L?*(a,b).

Probar que Tx € L(L?*(a,b)) y que (Tk)* = Tk+, donde el niicleo K* estd dado por

K*(t,s) = K(s,t) c.p.d. en (a,b).
E 7. Sea K € L?((a,b) x (a,b)). Se denomina operador integral de Volterra en L?(a,b) de nicleo K a la
aplicacién Vi, dada por

(Vo) (t /Kts ds c.p.d.en (0,T), VY€ L?*(a,b).

Probar que Vx € L(L*(a,b)). ; Qué operador es V3 7

En los ejercicios que siguen, I (resp. 2) denota un intervalo abierto (resp. un abierto conexo no vacio
de RV, con N > 2).

E 8. Sea p € [1,+00) y sea p’ el exponente conjugado de p. Probar la desigualdad de Hoélder en los

LP(Q):
1/p , 1/p' )
/ |uv| dz < </ |u|P da:) (/ [v|? dx) Yu € LP(Q), Yv € LP ().
Q Q Q

E 9. Sea p € [1,+00). Probar la desigualdad de Minkowski en £P(2):

1/p 1/p 1/p
</ lu+ vfP da:) < (/ |ul? dm) + (/ |v|P da;) Vu,v € LP().
Q Q Q

E 10. Probar que el espacio de Banach L*(£2) no es separable.

Indicacion: Sea {E, : n > 1} una familia numerable de abiertos no vacios E,, C 2, disjuntos dos a dos.
Sea F la famila de funciones de L*°(£2) que toman el valor 0 6 1 en cada E,, y 0 en Q\ U, E,. Pruébese
que F es no numerable y que la distancia en L>°(Q2) de dos funciones de F distintas es siempre 1.

E 11. Sea  acotado, supongamos que K € L>(2 x Q) y pongamos K := || K| qxq). Utilizando el

teorema de Lax-Milgram y suponiendo que K|Q| < 1, probar que para cada f € L%() existe una tnica
solucién u € L?(Q) de la ecuacién integral

- [ K@iy = ). we@ epd

E 12. Calcular las derivadas primeras y segundas en D’(R) de las funciones siguientes:
1. Funcién de Heaviside: H(z) =0six <0y H(x) =1six > 0.
2. Funcién valor absoluto.

E 13. Sean Q = (—1,1) x (—1,1) C R? y g la funcién definida en €2 por

({L‘ CU)_ T1T2 Si$1>0,
g\, T2) = T sixlgO.

Calcular las derivadas parciales primeras y segundas de g en el sentido de las distribuciones en 2.

E 14. Sea Q el interior del cuadrado de vértices (1, 1), (2,0), (3,1) y (2,2) (un abierto de R?). Denotemos
T la funcién caracteristica de @, i.e. T(z) = 1g(z) =1siz € Q y T(z) = 0 en caso contrario. Se pide
calcular las siguientes derivadas en el sentido de las distribuciones en R?:

or ot o1
0x1' Oxy’ Oxiza




E 15. Sea B = B(0;1) C RN con N > 3 y sea u(z) = |z|~%, con a < N/2 — 1. Probar que u € H(B) y
que, por tanto, cuando N > 3, las funciones de H'(£2) no pertenecen necesariamente a L>(f2).

E 16. Sea Q = B(0;p) € R? con p < 1. Probar que la funcién u(x) = (—log|z|)*, definida pargd
z € 0\ {0}, pertenece a H'(2) si 0 < k < 1. En consecuencia, tampoco para N = 2 las funciones de
H'(Q) pertenecen necesariamente a L°°(Q).

E 17. Sea u € L?(Q). Demostrar que u € H*(£2) si y sélo si existe C' > 0 tal que

‘/ u O0;p dx
Q

E 18. Probar que D(RY) es denso en H'(RY).

Indicacion: Sea v € H'(RY). Construir en primer lugar una sucesién {v, } de funciones de H'(RY)
tales que los sop v,, son compactos y v, — v en H'(RY) cuando n — +o0. A continuacién, con ayuda de
una sucesién regularizante, fijado n, construir una sucesién {v,,,} de funciones de D(R¥) que verifican
Vpm — Vp en HY(RY) cuando m — +oo0.

<Clgllrz@ YeeD'(Q), 1<i<N.

E 19. Supongamos que 02 € C%1,

1. Probar que existe una aplicacién lineal continua E : H'(Q) — H*(RY) que permite “extender” las
funciones de H'(f2), esto es, verifica

Ev=v en Q Yvec H(Q).

2. Probar que D(2) es denso en H' ().

E 20. Probar el teorema de trazas cuando @ C RY es un abierto conexo acotado no vacio de frontera
09 de clase C1.

Indicacion: Con ayuda de cartas locales, descomponer la construccion de  en un nimero finito de
construcciones anédlogas a las que corresponden al caso en que €2 = Rﬂ:’ .

E 21. Probar que, cuando Q =RY y f € R(y) se tiene
[ Qg P e < o
RN*I

Indicacion: Pruébese previamente que toda funcién v € H*(RY) verifica

+oo
[ 0+ 1€PiE on) + ol an)l?] de' da < o
0o Jryn-1

donde ¢ = 9(¢', x ) denota la transformada de Fourier de v respecto de la variable £’

E 22. Probar que si v € H'(Q2) y existe un compacto K C € tal que v = 0 en Q\ K, entonces v € Hj(Q).
Probar también que si v € H(Q2) N C%(Q) y v(x) = 0 para todo x € 91, entonces v € H ().

E 23. Sean fo, f1,...,fn € L?(Q) y sea F': H}(Q) — R la forma lineal definida como sigue:
N
F(”>:/(f0v+2fi6iv)dx Yo € HY(Q). (1)
@ i=1

Probar que F € (H'(Q))" y que

N 1/2
IE )y < (Z ||fi||%2> ;
i=0

donde | - |1y es la norma en (H'(Q2))" inducida por la norma de H'(Q). Probar también que,
reciprocamente, si F € (H'(Q))’, existen N + 1 funciones fo, fi,...,fn € L?*(Q) tales que se tiene

1)y

N 1/2
IFllary = (Z ||fz-||%2> :

=0



E 24. Supongamos que § es acotado al menos en una direccién. Sea f; € L?(Q) parai=1,...,N y sea
F: H}(Q) — R la forma lineal definida como sigue:

N 4
F(v) = /Q (Z fi aw> dr Vv e H(Q). (2)

Probar que F € H~1(Q) y que

N 1/2
[1Fl« < (Z IIfi||2L2> ;
i=1

donde |||+ es la norma en H~1(Q) inducida por la norma de H}(Q). Probar también que, reciprocamente,
si F € HY(Q), existen N funciones fi,..., fxy € L*(Q) tales que se tiene (2) y

N 1/2
I1El« = (Z ||f1'||222> :
i=1

E 25. Sean Q2 C RY un abierto acotado no vacio y f € C°(Q) una funcién dada. Supongamos que u
es solucién débil del problema de Dirichlet para la EDP de Poisson con segundo miembro f y dato nulo
sobre la frontera y que u € C?(2) N C*(Q). Probar que u es solucién clésica.

E 26. Demostrar las afirmaciones siguientes:

1. Existe una funcién ¢g € D(I) tal que

/gpo(a:) dx = 1.
I
2. Para cada f € D(I), existe ¢ € D(I) tal que

1@ =@+ ([ f)dy) pote) ot
I
siendo ¢ la funcién que aparece en el apartdo precedente.

3. Sive L} (I) es tal que

loc
/v(x) o'(x)dz =0 Yo e D),
I
existe una constante C' € R tal que v(z) = C c.p.d. en I.

4. Sige L} (I), xg € I y ponemos G(x) := / g(y) dy, entonces G € C°(I) y

loc
Zo

[ 6@ @ar=- [ g e vpe D)

I I

Indicacién: Pruébese el resultado en primer lugar cuando g € C%(I) y razénese a continuacién por
densidad.

5. Se supone a partir de ahora que I es acotado. Siu € H L(I), entonces existe un tinico representante
@ de u que verifica @ € C°(I) y
to _
ﬂ(tg) — '&(tl) = / ’U/(S)dS Vitq, to € 1.
ty

En consecuencia, identificando cada elemento de H L(I) con su representante continuo, podemos
escribir que H*(I) c C°(1).

Indicacién: Sean 4 un representante de u, ¥ un representante de v’ y pongamos
T
uo () ::/ v(s) ds.
Zo

Entonces ug € C°(I) y ug — % es c.p.d. igual a una constante C. uego basta tomar @ = i = uy — C.



6. Existe una constante C7 tal que
[a(t)| < Crllull gy Vte I

Por tanto, u ~ @ es una aplicacién lineal continua e inyectiva de H'(I) en C°(I).

Indicacién: Usar el aptdo. precedente con to = t € I fijo y #; en un intervalo contenido en I e
intégrese respecto de t;.

7. De hecho, la inyeccién precedente es compacta, es decir: la imagen mediante ella de todo acotado
de H!(I) es relativamente compacto en C(T).

Indicacion: Usese el teorema de Ascoli-Arzela.

8. Se tiene la siguiente férmula de integracién por partes:

/u’(x) v(z) dz = u(b)v(b) — u(a)v(a) — /u(:c) v'(z)dr Vu, v € HY(I).
I

I

E 27. Compruébese que C°(I) ¢ H'(I), esto es, que existen funciones continuas que no poseen derivada
generalizada en L?(I).

En los siguientes ejercicios se suponen conocidos los resultados del ejercicio E26. También se supone
conocido el resultado siguiente, que es consecuencia inmediata del apartado 5:
Siu,veC'I)y
/’U(pd.’[? = —/ugo’dac Vo € D(I),

I I

entonces u € CY(I) y su derivada cldsica coincide con v en I.

Usaremos que, cuando I es acotado, C1(I) es denso en H'(I) y, mds generalmente, que C1(Q) es
denso en H'(2) si 2 C RY es un abierto acotado de frontera 9Q € C%1.

E 28. Sean [ = (—1,1) CRy f: HY(I) = R, con f(v) = v(0) para todo v € H(I).
1. Demostrar que f € (H*(I))'.
2. Probar que existe una unica funcién u que verifica
(w, V)i = f(v) Yo e HY(I), ue H'Y(I).
Determinar u.
3. Probar que f € H=(I) y hallar w tal que

(W, V) gy = f(v) Vv e Hy(I), we Hy(I).
E 29. Sea I = (0,1) CR. Sea a(-,-) : H'(I) x H(I) — R la forma bilineal definida por
1
a(u,v) = / (u'v" + 2zu’v + 3uv) dz
0

1. Demostrar que a(-,-) es continua y coerciva en H(I).

2. Probar que existe una tnica funcién u que verifica

a(u,v) =v(0) +v(l) Yoe HYI), we HYI).

3. Concluir de manera razonada que u € C*°([0, 1]) y es solucién cldsica de un problema de contorno
que se determinara.



E 30. Sea I = (0,1) CR. Sea a(-,-) : H*(I) x H'(I) — R, definida por
a(u,v) == /(u’v' + uv) dx + ku(0)v(0), 6
I

con k > —1 fijado. Se considera el siguiente subespacio cerrado de H*(I): V :={v e HY(I): v(1) =0}.

1. Demostrar que la forma a(-,-) es coerciva en V.

2. Dada f € L?(I), probar que existe una y sélo una uy tal que
a(ug,v) = /fvdx YoeV, upeV.
I

Caracterizar uy como solucién de un problema de minimos.

3. { Qué se puede decir de uy si f € CO(I) ? Caracterizar en este caso uy como solucién cldsica de un
problema de contorno.

E 31. Se define a(-,-) : H'(0,1) x H(0,1) — R como

a(u, v) :/Ol(u/v’—i-uv)dx— (/Oludx> (/Olvdx)

para u,v € H(0,1). Por otra parte, para una constante k # 1 fija, ponemos V = {v € H'(0,1) : v(0) =

kv(1) }.
1. Demostrar que existe una constante Cy > 0 tal que
lv]| Lo 0,1) < Co||vl||L2(o,1) Yo eV
y que existe otra constante C7 > 0 tal que
HUHHl(O,l) < 01”71/”[,2(0’1) Yv e V.

2. Probar que, cualquiera que sea f € L?(0, 1), existe una dnica us con la propiedad de que

a(uf,v):/lfvdx YoeV, upeV.

3. Probar que, si f € CY([0,1]), entonces us € C?([0,1]). Caracterizar el problema de contorno que
satisface u s, asi como el problema de minimos asociado.

E 32. Sean I = (1,3) CRya(-,-): H*(I) x H'(I) — R la forma bilineal continua definida por

3
a(u,v) = / [0/ ()" (1) + tu/ (t)o(t) + du(t)o(t)] dt Yu,v € H'(I).
1
Se pide:
1. Demostrar que la forma a(-, ) es coerciva sobre H*(I).
2. Demostrar que existe una tnica solucién del problema

a(u,v) = gv(?)) - %v(l) + /13v(t) dt Yve HYI), we HY(I). (3)

3. Demostrar que la solucién u de (3) pertenece a C*°(I) y es solucién cldsica de un problema de
contorno que se determinara.



E 33. Sea V ={ve H'0,1): v(0) =0} y consideremos la forma bilineal a(-,-) sobre V definida por

a(u,v) :A o (1) (1)t — %u(l)v(l) Y, v € H(0,1). 7

Se pide:
1. Probar que para toda v € V se tiene que ||’UH%2(O < HU’H%Q(O 1

2. Sea f € L?(0,1). Demostrar que existe una y sélo una solucién del problema
1

(PV) Hallar v € V tal que a(u,v) = / f)V(t)dt YweV
0

y que, para dicha solucién, se tiene ||ullco(o,1) < 2|/ fllz2(0,1)-
3. Caracterizar la solucién u del problema (PV) como solucién de un problema de minimos.

4. Probar que, si f € C*(]0,1]), entonces la solucién u de (PV) pertenece a C?%(]0,1]). Obtener el
problema de contorno del cual u es solucién.

E 34. Sean [ = (1,2) CRy a(-,-) : H'(I) x H'(I) — R, definida por
au,v) = /1 (' ()0 () + tu' ()v(t) + 2u(t)v(t)) dt  Yu,v € H(I).

1. Demostrar que la forma a(-,-) es continua y coerciva sobre H*(I).

2. Demostrar que existe una y sélo una solucién del problema
2
a(u,v)zv(l)—i—/ v(t)dt Yve HY(I) we HYI). (4)
1

3. Demostrar que la solucién u de (4) pertenece a C?(I) y determinar el problema de contorno del
que u es solucién clasica.

E 35. Sea i € {1,..., N}. Se pide:

1. Probar que si a € C*(Q) entonces

/Qa(x)ap( ) Osp(x :—f/aa z)dz Vo € CH().
2. Probar que si a € CH(Q) N L>®(Q) y d;a € L>(Q) entonces

/Qa() u(z) Ou(x :—7/6(1 z)dr Yu € Hi(Q).

E 36. Sea Q =R? x (0,1).
1. Demostrar que toda u € Hg () verifica |[ul|f2(q) < |0sullr2(q)

2. Demostrar que la forma bilineal a(-,-) : H}(Q) x Hg(2) = R, definida por
a(u,v) = / Vu - Vudz +/ x3v O3udx
Q Q

es continua y coerciva en H} ().

3. Sea f € L?(R?) dada. Demostrar de manera razonada que existe una tnica u € H}(Q) que verifica

/Vu~Vvdx+/asgvagudx:/zgf(xl,zg)v(x)d:c Yo € Hi(Q).
Q Q Q



4. Acotar la norma ||Vul[z2 en funcién de || f||z2(me2)-
5. Caracterizar u como solucién de un problema de contorno.

E 37. Para Q = (—1,1) x R? y 3 € R, se considera la forma bilineal continua a(:, ) definida por

a(u,v) ::Q/QVu-Vvdx—l—/Q\/2(x1+3)u51vdx—5/guvdx

1. Demostrar que ||u||2L2(Q) < 4||31U||%2(Q) para toda u € Hg(€).

2. Demostrar que si 3 < 2 la forma bilineal es coerciva en H{(Q2) y, para cada f € L?(2), existe una
tnica u € H}(Q) tal que

a(u,v) = / fodz Yo € HJ(Q).
Q
3. Caracterizar u como solucién de un problema de contorno.

E 38. Sean Q= (-1,1)Y cRY, yeRya(-,-): H}(Q) x H}(Q) — R, definida por

a(u,v) ;== [ Vu-Vovdzx +/

(x - Vu)vdx —|—’y/ uv dx.
Q Q

Q

1. Usando la desigualdad de Poincaré en H}(Q), probar que, para v > N/4, a(-,-) es coerciva en
Hy(Q).

2. Probar que la funcién g : RY + R, dada por g(z) = Zf\il |z;| para cada € RY, pertenece a
HY(Q).

3. Probar que, para cada v > N/4, existe una dnica u que verifica
alu,v) =0 Yo € H}(Q), u€g+ Hy(Q).
Hallar una estimacion de ||ul| g1 (o) en funcién de ||gl|z2) v IVgllL2(0)-

4. Caracterizar u como solucién de un problema de contorno.

E 39. Sean Q= B(0;1) RN, ye R ya(-,-) : H () x H(Q) — R, definida por

a(u,v) ::/Vu'Vvder/ |x|(x~Vv)uda:+’y/uvdz.
Q Q Q

1. Probar que, para v > (N +1)/2, a(-,) es coerciva en H} ().
2. Probar que la funcién g : RY — R, dada por g(z) = |z|, pertenece a H! ().

3. Sea f € L?(Q). Probar que para cada v > (NN + 1)/2 existe una tnica u que verifica
a(u,v) = / fode Yo € HY(Q), ucg+ Hi(Q).
Q

Con f(x) = |z|, hallar una estimacién de ||u| g1 (q)-
4. Caracterizar u como solucién de un problema de contorno.

E 40. Sean Q = (—1,1) x(~=1,1), K > 3, a(-,-) : H*(Q) x H*(R2) = R la forma bilineal continua definida
por

a(u,v) = / (K201ud1v + Oyudav + 21001u — uv) de.
Q
y g la funcién definida en §2 por g(x1,x2) = zesinz; si 1 > 0, g(z1,22) = x1 si 1 < 0.
1. Demostrar que g € H'(1Q).

2. Demostrar que |[v][12(q) < 2[|01v]|12(q) para cada v € Hg(Q) y deducir que a(-, -) es coerciva sobre
H ().

3. Demostrar de manera razonada que existe una y sélo una funcién u que verifica

a(u,v):/xlvdm Yo € HY (), u€g+ HHQ).
Q



