ANALISIS FUNCIONAL Y ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES
HOJA 3: TEORIA ESPECTRAL Y APLICACIONES A LAS EDPs

E 1. Sea (X, d) un espacio métrico y K C X un conjunto no vacio.

1. Probar que K es compacto si y sélo si es precompacto (i.e. para todo € > 0 exist un recubrimiento
finito de K formado por bolas de radio ¢) y completo.

2. Deducir que en todo espacio métrico completo un conjunto es relativamente compacto si y sélo si
es precompacto.

E 2. Sea (X,d) un espacio métrico y K C X un conjunto no vacfo. Pobar que K es relativamente
compacto si y sélo si de toda sucesiéon en K se puede siempre extraer una subsucesion convergente.

E 3. Sea X un espacio de Banach. Probar que las tres afirmaciones siguientes son equivalentes:
1. X es de dimensién finita.
2. La bola unidad Bx es relativamente compacta.

3. Todo acotado de X es relativamente compacto.

E 4. Sea H un espacio de Hilbert separable y sea {u, : n > 1} un sistema ortonormal de H, i.e. un
conjunto numerable con la propiedad siguiente:

(Un, Um)H = Opm  Yn,m > 1.
Probar lo siguiente:
1. Para cada v € H, la serie Zn21(v, Un) g Un converge en H hacia un punto 9 que verifica
(O, un)g = (V,un)g ¥n > 1.

2. Para cada v € H, la serie de términos positivos », -, [(v, un)z|? converge en R y ademés
1wl < ol
n>1

(desigualdad de Bessel).

E 5. Sea H un espacio de Hilbert separable y sea {u, : n > 1} un sistema ortonormal de H. Probar
que las tres afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. {un : n > 1} es completo, i.e. el subespacio de H generado por los u, es denso en H (se dice
también que {u, :n > 1} es una base ortonormal).

2. Para cada v € H, se tiene que

v = Z(v,un)Hun.

n>1

3. Para cada v € H, se tiene que

lollZ =D (v, un)

n>1

(identidad de Parseval).
E 6. Sea H un espacio de Hilbert separable y sea {u, : n > 1} un conjunto de H denso y numerable.

1. Construir un nuevo conjunto { v,, : n > 1} denso y numerable con los v,, linealmente independientes.

2. Supongamos que los z, y los w, estan dados como sigue:



(a) z1 =v1 y w1 = ||21]| 57 21

(b) Dados n > 1y los wy,...,wn,,

n
1
It = Unpt — 3 (Vng1, Wi) HWi,  Wni1 = |

T Zn41-
- Py

Probar que { w, : n > 1} es una base ortonormal de H. El método de construccién de esta base se
conoce como procedimiento de Gram-Schmidt.

E 7. Sean H y G dos espacios de Hilbert, con G separable y sea T' € K(H;G), Probar que existe una
sucesién {T,,} de operadores T, : H — G de rango finito que verifican

T, —T en L(H;G) cuando n — +o0.

Indicacion: Téngase en cuenta que G posee una base ortonormal.

E 8. Sean a,be Rcona <b, 1<p<2yK e L((a,b) x (a,b)) (p es el exponente conjugado de p).
Se considera la aplicacién Fk : LP(a,b) — LP(a,b), definida por

b
Fre(o)(t) = / K(t,5)6(s)ds c.p.d. en (a,b), Vo € LP(a,b).
1. Probar que se trata de una aplicacién bien definida, lineal y continua de LP(a,b) en s{ mismo, con
1Fxllecze@b) < WK L (a,0)x (a,b))-

2. Probar que Fix es un operado lineal compacto.

E 9. Se considera el operador integral de Volterra Vi € L(L?(a,b)), donde (a,b) es un intervalo acotado
y K € L*((a,b) x (a,b)). Probar que Vi € K(L?(a,b)).

E 10. Hallar el operador adjunto del operador de inyeccién Id. : HZ(0,1) — L2(0,1).

E 11. Hallar el operador adjunto del operador derivada de HE(0,1) en L?(0,1). Hallar el nicleo y el
rango del operador de derivacién y de su adjunto. Comprobar las relaciones de ortogonalidad que se
tienen entre estos subespacios.

E 12. Sean H un espacio de Hilbert, T € L(H) y u € 0.(T). Probar que

: (T — pld.)v|| g .
inf ———CPNE —inf (T = pld )| g = 0.
veHv20  |vlln oy 1T = . Jola

E 13. Se considera el espacio de Hilbert £2 y el operador T : £2 — £2, con

T({z1,22,...}) = {0,e121, 6070, ...} V{x1,29,...} € £

donde &, = n=2.

que 0 € 0,.(T).

Probar que T esta bien definido y es un operador lineal compacto. Probar también

E 14. Sea T : L?(0,1) = L?(0,1) el operador definido por
1 1
Tf=u & u€ H&(O,l),/ u'v' dx :/ fvdr Vv e H(0,1).
0 0

Probar que T estd bien definido y es un operador lineal compacto. Determinar o(T'), V P(T) y los espacios
propios asociados. Probar también que 0 € o.(T).

E 15. Se define el operador T : C°([0,1]) — C°([0,1]) como sigue:
(Tw)(t) = v(0) +tv(1) Vte[0,1], Yo C0,1]).

Probar que T € K(C([0,1])). Hallar su espectro, sus valores propios y los espacios propios asociados.
En particular, compruébese que 0 € VP(T).



E 16. Sea T': L?(0,1) — L%(0,1), definido por
(To)(t) =tp(t) te(0,1)cp.d., Ve L*0,1).
Probar que T € £(L?*(0,1)) es autoadjunto y no tiene valores propios. Hallar su espectro.

E 17. Se considera el operador T : L%(0,1) — L?(0,1), definido por

1
(T)(t) = / (1 + cos (7t) sin(ns))d(s)ds c.p.d. t €[0,1], Vo € L*(0,1).
0
Probar que las ecuaciones (Id.—T)¢ = 0y (Id.—T*)¢ = 0 tienen soluciones no triviales en L?(0,1). § Qué
condiciones debe verificar f € L?(0,1) para que la ecuacién (I —T)¢ = f tenga solucién en L%(0,1) ?
E 18. Se considera el operador T : C%([—1,1]) — C°([-1,1]), definido como
1
(Tv)(t) = / o(s)ds + (1) Ve [-1,1], Vo e CO(-1,1]).
~1

Demostrar que T' € £(CY([-1,1])) y es compacto. Hallar el espectro y los autovalores de T', asf como los
espacios propios asociados y las dimensiones de éstos.

E 19. Se considera el operador T : C°(]0,1]) ~ C°([0, 1]), definido como
1
(T)(t) = / (s)ds Ve [0,1], YoeC®(0,1]).
0

Probar que T € K(C°([0,1])). Hallar su espectro, sus autovalores y los espacios propios asociados.

E 20. Se considera el operador T : L2(0,1) — L?(0,1), definido por

(T¢)(t)=/0 K(t,s)p(s)ds t€(0,1)cp.d., Vo¢ec L*0,1),

donde ( )
t(l—s) si0<t<s<1
K(t’s)_{ s(l—t) sio<s<t<l1
Hallar los valores propios de T' y los autoespacios asociados.

E 21. Se considera el operador T : L?(0,7) + L?(0,7) definido por
(Tw)(t) = / K(t,s)v(s)ds, te(0,7)cpd, VoeL2(0,7),
0

donde
sintcoss si 0<s<t<mw

K(t,s) = { sinscost si 0<t<s<m
1. Probar que T es un operador compacto y autoadjunto en L?(0,).
2. Hallar los valores propios de T" y los subespacios asociados.

3. Sea f(t) =sin(t/2). Para cada A € R, discutir la existencia y unicidad de solucién de
v—ATv=f wveclL*0,r), McR.
E 22. Se considera el operador T : L?(—m,7) v L?(—7, ), definido por
(Tv)(t) = / (sins +sint)v(s)ds t€ (—n,7)cpd., Vo€ L*(—m,).

Demostrar que T satisface las hipdtesis del teorema de Hilbert-Schmidt. Hallar el espectro y los auto-
valores del operador T' definido en el apartado anterior. Determinar los espacios H, que se obtienen al
aplicar el teorema de Hilbert-Schmidt.



E 23. Probar que (L?(Q), H~1(Q)), donde L?(2) queda identificado con un espacio de formas lineales
continuas sobre H{ (2) del modo habitual, es un par de Lions.

E 24. Sea {p,} una sucesién regularizante en RY y sea B C L?(R") un conjunto acotado que verifica4

lim (sup [ Taf — f|L2(RN)> =0.
a—0 feB

Probar que, para cada f € By cadan > 1, |[f * pn — fllL2@yy < supjq<1/n ITaf — fllL2@n). Deducir
que, para todo € > 0, existe k > 1 tal que || f * pr, — f||z2r~) < € para todo f € B.
Sean n > 1y R > 0y consideremos el conjunto de las funciones

f:f*pn

‘B(0;R)
donde f € B. Probar que B es relativamente compacto en el espacio de Banach C°(B(0; R)).

E 25. Probar que B C L?(R") es relativamente compacto en L?(RY) si y sélo si B es acotado,

lim sup/ |fPdz ) =0 y lim | sup||7af — fllz2@n~) | =0.
R—+o00 feB {|x|>R} a—0 feB

Indicacidn: Suponer en primer lugar que B C L?(RY) es relativamente compacto, fijar ¢ > 0, deducir
que B estd contenido en una unidn finita de bolas de radio ¢ y, de aqui, que existen Ry > 0y dg > 0 tales
que, si R > Ro vy |a| < do,

[ UPdr<22 v g~ ey <3 e B,
|z|>R
Reciprocamente, fijar e > 0, R >0y k > 1 tales que

/| FPde<e y lloesf— flisgm < VfeB.
z|>R

Deducir que existe una familia finita de bolas de radio v/5e que recubre B.
E 26. Sea (2 acotado y supongamos que H'(RY) — LI(R™), con inyeccién continua, donde ¢ > 1.
Probar que, para cada p € [1,q), la inyeccién Hg(2) < LP(Q) es compacta.
E 27. Supongamos que N =2, Q = (0,7) x (0,7) y up € L%(2). Se considera el siguiente problema para
la EDP del calor bidimensional:
Up — Upy — Uyy =0,  (z,y,t) € 2 x(0,T),
UZO, (xayat) € (OaT)a
u(z,0) = up(x), x € 002 x (0,).
Obtener la solucién débil como suma de una serie de funciones que converge en L?({2) para cada t. Probar
que esta funcién verifica la EDP y las condiciones de contorno precedentes en un sentido clasico.
E 28. Se considera el problema
Ugg — Ugg = 0, (x7t) € (O’W) X (OvT)’
wl(0,6) = u(r, 1) = 0, te(0,7), (1)
w(z,0) = up(x), ui(z,0) =ui(x), z€(0,7),
donde ug € HE(0,7) y u; € L?(0,7). Obtener explicitamente la candidata a solucién en los conjuntos
Qo,0, Qo,—1y Q1,0-
E 29. Se considera de nuevo el problema (1). Probar que, si los datos ug y uy verifican
ug € C*([0, 7)), up(0) = ug (0) = up(m) = ug(7) =0,
up € CH([0,7]),u1(0) = uy (7)) = 0,
entonces la candidata a solucién es de hecho una solucién cldsica. Més precisamente, u € C?([0, 7] x
[0, +00)) ¥
gt (2, 8) — Uge (2, t) =0 V(z,t) € (0,7) x (0,7T),
u(0,t) = u(m,t) =0 Vte (0,T),
u(z,0) = up(x), uz(z,0)=ui(z) Vzel0,n].



