ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES Y ANALISIS FUNCIONAL

Problemas complementarios, Tema 2

1. Sean Q@ C RY un abierto conexo acotado de frontera 92 € C% 0,09 C Q dos abiertos disjuntos
no vacfos que verifican O UQy = Q y o, 8 > 0. Pongamos m(z) = asixz € Oy y m(z) = f si
T € Q.

(a) Sea
a(u,v) = / m(x)Vu-Vodr Yu,v € H}(Q).
Q

Probar que a(-,-) es una forma bilineal continua y coerciva sobre Hg ().

(b) Deducir que, para cada f € L?(f2), existe una tinica u que verifica
a(u,v) = / fode Yo € Hj(Q), ue€ HHQ).
Q

Obtener una estimacién de [lul[z; en funcién de los datos Q, f y a.

(c¢) Interpretar u como solucién débil de un problema de contorno. Hallar u en el caso particular
enque N =1, Q= (-1,1), % = (-1,0), Q2 = (0,1) y f(z) =1+ = para cada = € .

2. Sea Q = B(0; R) C R3. Hallar las soluciones radiales no triviales del problema

—Au = Au, T €,
u =0, x € 09,

para los distintos valores de A € R.

3. Sean Q C RY un abierto conexo acotado no vacio de frontera regular, f € L?(Q2) y m,b € L>(1),
con m(z) > mo > 0y |b(x)] < by y supongamos que b3 < 4my.

Para u,v € H(f2), pongamos
a(u,v) = / (Vu - Vo +b(x)ohuv + m(x)uv) de, £(v) = / fude
Q Q

(a) Probar que a(-,-) es una forma bilineal continua y coerciva sobre H!(£2).

(b) Deducir que existe una tnica u € H(Q) que verfica a(u,v) = £(v) para todo v € H'(Q) e
interpretar v como solucién de un problema de contorno.

4. Sean ) C RY un abierto conexo acotado de frontera 9Q € C%! m,c € L>(Q) con m(x) > mg > 0
ye(x)>co>0cpd. y fi,...,fn € L?(). Pongamos

a(u,v) = /Qm(:r)Vu'Vvdz+/Qc(x)uv dx Yu,v € H (Q)

N
F(v) = /Q (Z fi(z)ﬁiv> dr Vv e HY(Q).

(a) Probar que a(-,-) es una forma bilineal continua y coerciva sobre H*(£2). Deducir que existe
una unica u que verifica

a(u,v) = F(v) Vv e HY(Q), ue HY(Q).
Deducir también que existe una nica ug que verifica

a(ug,v) = F(v) Vv € HJ(Q), wug€ HH(Q).



(b)
()

.. De qué problemas de contorno son soluciones débiles u y ug ?

Determinar u y ug en el caso particular en que N =1, Q = (0,1), m=c =1, fo =0y

fl = —X.

5. Sean 2 C RY un abierto conexo acotado de frontera 9Q € C% € HE(Q) con v¢ < 0y
K={veH}Q):v>v cpd.en Q}.

(a)
(b)

()

Probar que K es un convexo cerrado no vacio de H{ ().

Supongamos que los a;; = aj;, ¢ € L>(), que se tiene la condicién habitual de elipticidad
uniforme para los a;;, que ¢ > 0 c.p.d. en Q y que f € L?(2). Sean a(-,-) y ¢ las formas
bilineal y lineal asociadas a los coeficientes a;; y ¢ y a la funcién f, respectivamente. Probar
que el siguiente problema posee solucién unica:

alu,v—u) >Lblv—u) YveK, ueK.

Determinar u en el caso particular siguiente: N =1, Q = (—1,1), ¢(x) =1 — 222, f(z) =0,

1
a(u,v) = / (u'v' + duv) de Yu,v € Hy(Q).

—1

6. Sean 2 C RN un abierto conexo acotado de frontera 902 € C%1, M > 0y K = {v € HZ(Q) :
[Vu| <M cpd.en Q}.

(a)
(b)

()

Probar que K es un convexo cerrado no vacfo de H} ().

Supongamos que los a;; = aj;, ¢ € L>(), que se tiene la condicién habitual de elipticidad
uniforme para los a;;, que ¢ > 0 c.p.d. en Q y que f € L?(2). Sean a(-,-) y ¢ las formas
bilineal y lineal asociadas a los coeficientes a;; y ¢ y a la funcién f, respectivamente. Probar
que el siguiente problema posee solucién unica:

a(u,v—u) >L(v—u) YwekK, uek.

Determinar u cuando N =1, Q = (—1,1), a(u,v) = fil wv'de, f(a) =2y M =2, M=16
M =1/2.

7. Sean Q C RY un abierto conexo acotado de frontera 92 € C%!, con 9Q = I'y UT;, siendo I'y un
abierto no vacio. Sea V = {v € H(Q) : yv =0 sobre Iy }.

(a)
(b)

Probar que V es un subsepacio cerrado no trivial de H'(£2) (y por tanto un nuevo espacio de
Hilbert).

Sean

a(u,v) = Vu-Vv+alx-Vu)v+ c(x)uw) de Yu,v €V,
Q

€(v):/gfvdx Yv eV,

donde o € R, ¢ € L>®() con ¢ > ¢o > 0 c.p.d. y f € L*(). Hallar condiciones sobre o y ¢
suficientes para que a(-,-) sea coerciva en V.

Deducir que, en tales condiciones, existe una tnica solucién del problema
a(u,v) =~L(v) YveV, ueV
e interpretar la solucién en términos de un problema de contorno para una EDP.

i, Ocwrre estosi N =1, Q2= (0,1), Ty ={0},a =3y =07

Aalizar el caso particular en que N =1, Q= (0,1), To = {0}, a=3,c=0y f(z) = 1. Sies
posible, hallar w.



8. Denotemos I el intervalo abierto (1,2) y a(-,-) la forma bilineal sobre H*(I) x H*(I) definida como

a(u,v) = /1 (' (s)v'(s) + su'(s)v(s) + 2u(s)v(s)) ds.

Se pide:

(a) Demostrar que la forma a(u,v) es continua y coerciva sobre H!(I).

(b) Demostrar que el problema

uGHl(I)
(P) { = [7(25* — 1)u(s)ds +20(2) —v(1) Yo e HY(I)

posee una y s6lo una solucion.

(c) Demostrar que la solucién u de (P) pertenece a C%(I), y hallar el problema de contorno del
que es solucién clésica.

9. Sean ) C R2 un abierto conexo y acotado no vacio de frontera regular, f € L?(Q) y k € Ry
pongamos a(u,v) = [, ((1+|z[*)Vu - Vv + kuv) dz y ((v) = [, fvdz para u,v € H'(Q).

(a) Determinar para qué valores de k la forma bilineal a(-,-) es continua y coerciva sobre H'(£2)
y para qué valores de k es continua y coerciva sobre H}(Q).

(b) Deducir cuando sea posible resultados de existencia y unicidad para los problemas

a(u,v) = L(v) Yve HYQ), wue HY(Q)

a(w,v) = L(v) Yve HHQ), we HHQ)

e interpretar razonadamente u y w como soluciones de problemas de contorno para EDP
elipticas de segundo orden.

(c) Calcular razonadamente u y w cuando N =1, Q= (0,1), k =0y f(z) =

10. Sean Q = (—1,1) x (0,1) C R?, a(+,-) la forma definida sobre H'(Q2) por
a(u,v) = / (5 O1udv + Daudav + 2x1001u — wv) da,
Q

y g la funcién definida sobre 2 por g(x1,x2) = x1 + |z2|. Se pide:

(a) Probar que g € H'(1Q).
(b) Probar que |[v]|z2(0) < 2[|01v][2(0) ¥ que [[v]|12(0) < [|020]|2(0) Yo € Hg ().
(c) Probar que a(-,-) es coerciva sobre H}(Q).

)

(d) Probar, de manera razonada, que existe una y s6lo una solucién u del problema
(PV) Hallar u € g + Hy(Q) tal que a(u,v) = / rivdr Yo € HJ(Q).
Q

(e) Caracterizar u como solucién débil de un problema de contorno.

11. Sean I = (1,3), V. ={v e H(I): v(3) =0} y a(,-) la forma definida por

a(u,v) = /I(t +1)%u/ (t)' (t) dt — gu(l)v(l) Yu,v € HY(I).

Se pide:

(a) Probar que [v(1)] < V2 |V/||r2(r) ¥ [[vllz2ry < V2 V|| 22(r) para todo v € V.
(b) Sea g(t) = |t|. Probar que g € H(I).



(¢) Probar que el problema

u €V,

(PV) a(u, v) = / gt () dt YoeV,
I

posee una y sélo una solucién.

(d) Probar que la solucién v de (PV) pertenece a C'(I) y caracterizarla como solucién de un
problema de contorno.

12. Sean Q C R? un abierto conexo acotado no vacio de frontera regular, f € L%(2), A € R,

a(u,v) = / {Vu-Vv+ (Ad1u + 209u)v + 2uv} dx
Q

f(v):/f’udm
Q
para u,v € H'(Q).

(a) Probar que a(-,-) es coerciva en HE(Q) para todo A € R.

(b) Probar que a(-,-) es coerciva en H'({)) para A = 1; de hecho, se puede probar que a(-,) es
coerciva en H1({2) para todo A € (—2,2).

(¢) Deducir resultados de existencia y unicidad para los problemas

(1) a(w,v) = L(v) Yo € HYQ), we H Q)
y
(2) a(u,v) =L(v) Yve HY(Q), ue HY(Q)

e interpretar razonadamente w y u como soluciones de apropiados problemas de contorno para
una EDP eliptica de segundo orden.

13. Sean Q C R? un abierto conexo acotado no vacio de frontera regular, f € L%(Q), k € L?(0Q),
A €eR,

a(u,v):/Q{Vu'VerA(ﬁlu)eruv} de y E(v):/ﬂfvder/agkvdF

para u,v € H'(Q). Se pide:

(a) Probar que a(-,-) es una forma bilineal continua y £ es una forma lineal continua sobre H!(2).

(b) Probar que a(-,-) es coerciva en H*(2) para A € (—2,2). (Es coerciva para A = 2?7 ;Y para
A=-27

(¢) Sea A € (—2,2); deducir la existencia y unicidad de solucién del problema
a(u,v) =L(v) Yo e HY(Q), ue HY(Q)

e interpretar razonadamente v como la solucién de un problema de contorno para una EDP
eliptica de segundo orden.



