Sobre el operador de Volterra

1 El operador V. Primeras propiedades
Suponemos: K € L?((a,b) x (a,b)).

Definicién de Vi: Para cada ¢ € L?(a,b), ponemos

(Vied)(t) = / K(t,5)6(s)ds c.pd.en (a,b) ¥é € L2(a,b).

Por el teorema de Fubini, s — K(t,s)d(s) es integrable para casi todo ¢
(luego tiene sentido la integral) y la funcién ¢t — (Vi @)(t) es medible. Adem4s,

(Vo) (t)]* < (/: K(?%S)IIQS(S)IdS)2 < (/at K(t,8)2d8> 1172

y por tanto Vi ¢ € L%(a,b), con
Vi llz < 1K1 L2 () x (@b 19l L2 Vo € L2 (a, b).

Esto prueba que el operador es lineal continuo de L?(a,b) en sf mismo.

2 Contractividad de V}"

Suponemos ahora: (a,b) es un intervalo acotado, K € L*((a,b) x (a,b)). Pon-
dremos M := |‘K|‘L°°((a,b)><(a,b))~
Veamos lo siguiente:

1. Para todom >1
Vi =V, . (1)

Aqui,
t
Ki=K y Knii(t,s) :/ K(t,0)K,(0,8)ds Vs,t € (a,b) Ym > 1.

2. Para cada m > 1,

(Mt —spmt

Vs, t € (a,b). (2)



Una vez probado esto, tendremos

(
[ Kl o< oy < M5

de donde
IVE 222 (ap)) < 1K mllL2((a,b)x (a,b))
(M (b—a))™
(m—1)!
En particular, para m suficientemente grande, V' serd contractiva.
Probaremos (1)—(2) por induccién:

< (b= a)[|[ K|l oo ((ab)x (ap)) <

e Para m =1, (1)—(2) es evidente.

e Supongamos que (1) es cierto para m =1,...,¢ — 1. Entonces

(Vo) (t) = Ve (Vi) (0 = [ KoV o)) ds

- /:K(t,s) (/ Ko_1(s,0)0)(0) do) ds

-/ t < / Kt 8) Ko (s,0) ds) #)(0) do

para casi todo ¢, de donde obtenemos (1) para m = /.

e Supongamos ahora que (2) es verdad para m =1,...,¢ — 1. Entonces

(Ko (t,8)] <

/ K (t,0)| [Ke(o,5)| do

¢ (o — s)é_l
It
(M(t - 5))*

14

y también obtenemos (2) para m = £.

<M*

<M

3 Consecuencia

Sea f € L%(a,b) y consideremos la ecuacién integral (llamada ecuacién de
Volterra de segunda especie)

t
(t) —/ K(t,s)¢(s)ds = f(t), te(ab) cpd, ¢eLab)
Esta ecuacién puede escribirse en la forma

¢=A¢):=Vko+[f, ¢eLab). 3)

La aplicacién A : L?(a,b) — L*(a,b) estd bien definida y es tal que A™ es
contractiva para m suficientemente grande. En efecto,

A™(@) =VE' S+ fm,
donde f,, = Vi~ f 4+ -+ Vg f + f. Luego (3) posee soucién tnica.
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