Introduccion a la resolucion numérica de
problemas para ecuaciones diferenciales
ordinarias (I)
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Problema de Cauchy para un SDO
Los datos:
El problema:

lo = [to, to + T], f € CO(ly x R™;R™M), yp € R™

{ y =f(ty), teb
y(to) = Yo
Definicion

¢ : lp — R es solucion de (1) (a derecha de ) si

@ € C'(Io;R™), ¢'(t) = f(t, o(1)) Vt € h, ©(to) = Yo
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El problema de Cauchy para un SDO

Recordatorio (1)
» f continua, loc. Lipschitz. respecto de y = 3! solucién local (definida
en [ty, fo + €]), 3! solucién maximal ¢ : [ty, T,) — R™

Ademas, o bien T. = fo + T, o bien limsup, , 1 [¢(t)| = +o0

» f continua, C' en y = dependencia continua de ¢ respecto de datos
((fo, ¥0) y 1)

»fe Cl(lp xR, R™) = ¢ € C?([ty, T.); R™)
Ademas, ¢ (1) = (1, 4(1)), con £ := 4f; + iy, ;

» Mas generalmente: f € CX(ly x R™;R™) = ¢ € CK'([ty, T..); R™)
Ademas, ok+1)(t) = fK)(¢, (1)), con

m
O .— f, fi(k) — atf,-(k_” + Zﬁa}’/fi(k_” (k >1)
j=1

[m] = =
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|o(t) — o(s)] < K|t — s
entodo lpy

Recordatorio (2)
» f continua, loc. Lipschitz. respecto de y, |f| < K = ¢ esta definida
entodo Ipy

Vi, s € ly
» f continua, glob. Lipschitz. respecto de y (cte. L) = ¢ esta definida

En lo que sigue:

0) = ol < (¢ ) (méxif(s.ye)] ) o) v €l
S€ly

@ f continua, global. Lipschitz. respecto de y (cte. L)

@ Por tanto: Iy esta contenido en el intervalo de definicién de ¢
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Los métodos de un paso

Descripcidon de los métodos de un paso

Por simplicidad, m = 1 (EDO). Formulacién general:

Yo dado
(M1P)
thi1 =th+hn, Yoyt = Yn+ B ®(tn, ¥n, hn), Nn>0

con®: [fp,lop+ T] x R x [0, h*] — R continua, 0 < h, < h < h*
Ejemplos

h, = h=T/N (paso uniforme)

1-Euler:yni1 = yn+ hf(tn, yn)

2 - Euler mejorado: yp1 = Yo+ 3 (f(tn, ¥n) + f(ta + h, Yo + hf(tn, ¥n)))
3 - Heun: yp1 = Yn + hi(th + 2, yn + Bf(tn, yn))
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Consistencia
Definicion (Consistencia)

Error de consistencia: e = (en(p ))n o con

() i Elner) = ()

n

d)(tna QO(tn), hn)
(M1P) es consistente si limp_,o (Maxn|en(v)])

=0
Teorema (Condicion suficiente de consistencia)
(t,y,0) =f(t,y) = (M1P) es consistente

{};( f(t,y),

telb, o+ T]
y

v

Reciproco cierto. Se usa: V(t,¥) existe solucién Gnica en [fy, ty + T] de
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Los métodos de un paso

Orden de consistencia

dado
(M1P) { Yo

Yne1 = Yn+ hn®(ta, Yo, hn), n>0

con ¢ : [fp, lp + T] x R x [0, h*] — R continua, h* > 0,0 < h, < h< h*
Definicién

Recordemos: en(yp) := (p(t"“i,_ #(t) _ & (tn, o(tn), hn)
(M1P) es de orden de consistengia p si3C (indep. de h) tal que

méx en(e)| < ChP
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Los métodos de un paso Consistencia

Condicion suficiente para orden de consistencia p
Teorema

Suponemos: f € CP([to, o + T] x R), 322, ..., &% y son continuas. Si
f a(t ,¥,0) = f;(t,y)
P 1o 1.,
Spp=T(LY,0) = 'Bf(P D(t,y)
OPd
(P)
ap(bY:0)  #  gELY)

(M1P) es de orden de consistencia exactamente igual a p

v

Reciproco cierto. Se usa: V(t, y) existe solucién Unica en [y, ty + T] de

yit)=y
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Idea de la demostracion:

Taylor =
€n(‘P) = SO(tn_HL_ SO(tn) - cI)(hna W(tn)a hn)
p-1
=" B (tn, (1)) + O(HP)
k=0
con

1 K 1 9k
TR R T

llJk(tvy): (tvy70)
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Convergenciay estabilidad
Convergencia

Definicion
Error de discretizacion: e = (en(<p))ﬁ:‘01, con en(¢) := ¢(tn) — ¥n
(M1P) es convergente si limp_,o (maxn|en(¢)]) =0

Teorema

Suponemos: ¢ loc. Lipschitz, |yn| < C Vn, orden de consist. p > 1
Entonces: esquema convergente, con orden de convergencia p, i.€.

. TAk) — 1
max |en(y)| < exp(TAx) —1 ChP
n Nk

Aqui: Nk es una cte. de Lipschitz de ® en un compacto K adecuado

v
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Los métodos de un paso

Idea de la demostracion:

Por simplicidad: h, = hvn

Dltair) = pltn) + O(tr, (1), h) + hen(i)
Yn+1 = Yn+ h®(tn, ¥n, h)

= ent1(p) = enlp) + h(®(tn, @(tn), h) — (tn, ¥n, h)) + hen(p)
= lenri1(p)) < (1 +AKf7’_) len(p)| + ChPH!

ek 1
= |en(y)| < ChP* TAch

K: compacto de R3 que contiene todos 10s (tn, ¢(tn), h) Y (tn, ¥n, h)

Hemos usado: -
a =081 <(1+Aha,+B, a,>0VYn = a,< < B Vn
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Los métodos de un paso Convergencia y estabilidad

Estabilidad y expresidn asintética del error
Definicién
(M1P) es estable si zy = yy + ho po,

Yn+1 = Yn+ hn®(tn, ¥Yn, hn), Znit1 = Zn + hn®(tn, Zn, hn) + hn pn
implican max, |z, — yn| < Cmaxy |pn|

Suponemos: h, = 8(t,)h + O(K?) con @ : [y, ty + T] — (0, 1] Lipschitz
Teorema (Expresion asintotica del error)

Suponemos: f,® € CPH', (M1P) estable, orden de consistencia p
Entonces: en() = ¢(tn) — ¥Yn = hPZp(ts) + O(hPT1), con

{ Zp(t) = 9y f(t, (1)) 2p(t) + Wp(t, p(1))0(1)°,  tE [to, 1o+ T]
Z(t) =0

1 0P

1
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Idea de la demostracion-1
Queremos probar: ¢(ty) — hPzp(ty) — yn = O(hP*1)
Para p, := Wnit — Wn o

Pongamos w,, = ¢(ty) — hPzy(ty). Cuestion: i wy, — y, = O(hPF1) ?
hn

(tn, Wn, hp), tenemos

Yn+1 = Yn + hn®(tn, Yn, hn)

Wpni1 = Wp + hp®(tn, Wn, hn) + hn pn
Estabilidad =

Max |wn — yn| < Cmax|pn|
n n
Todo se reduce a demostrar que

z 1
max |pn| = O(AP*)
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Los métodos de un paso

Idea de la demostracidon-2
Tenemos:

@ Orden p = en(p) = MoWp(tn, o(tn)) + O(RPT) (Taylor)
@ Ademas:
a) zp(t+ h) = z(t) + hz)(t) + hO(h)
b) ¢(th) — wp = O(hP) = ®(tn, ©(tn), hn) — P (tn, Wn, hp)
= Oy f(tn, p(tn))(p(tn) — Wn)+hn O(HP)

( hnpn = Wnpy — Wp — hp ®(th, Wa, hn)
= hnen(p) — PPl2p(thi1) — 2(tn)]
+hn[¢(tn7 ‘P(tn)» hn) - (D(tﬂ? th hn)]
= M p(tn, (1))
—hPhp, (Z;,(tn) — 8yf(t,,, (p(tn))Zp(tn)) + hnO(hp'H)
L = hp O(hp+1)

Se ha usado: la definicién de z, y que h, = 0(t)h + O(h?)
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Casos particulares

e Método de Euler: consistente con orden 1y estable.
e Método mejorado de Euler: consistente con orden 2 y estable.
e Método de Heun: consistente con orden 2 y estable.

Luego ...
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Andlisis de los errores de redondeo-1
Por simplicidad: Euler explicito con paso constante
Los verdaderos calculos:
{ Yo =
donde:

7 =Yp+hf(ta, y3) + hpn+ pn

|ien| < p errores producidos en el calculo de f
lpn| < p errores de redondeo

Pondremos: e := o(ty) — y;:
Se comprueba que
LT LT
e~ —1 e
;| = e|eg| + (Ch+ p) T £
Cuando h — 0:

— +0(h)
lenl — e'Tleg| +

LT
e
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Los métodos de un paso

Andlisis de los errores de redondeo-2

Aceptamos: |e;| < ¥(h) == C1+ Coh+ p%
Ci:¥o & f (= 1079);

> h: método (=~ h); pCs/h: redondeo (~ 107°/h)
Ponemos: h := PCs

C (minimo de )

R

Para h = h: error del método (C h) ~ error de redondeo ("—,?3)
No conviene h < h!

o 5 =
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Los métodos de un paso Cuestiones de interés practico

Extrapolacion de Richardson

Una aplicacién de la expresion asintotica de ep:
Suponemos h, = h (6(t) = 1)

Ponemos y(t; h): aprox. de ¢(t) con (M1P) y paso h
Para 7 en las particiones correspondientes a hy gh:

{ () — y(r: h) = hPzp(7) + O(hPHT)
(1) — y(7: gh) = @° hPzy(7) + O(qP+! hP*T)

Consecuencia: una aproximacion de ¢(7) de orden O(hP*+') es

yatri . qh) = TAZD=XET) _ i) 1 ot J

Casos particulares:

e Euler, p = 1: yg(r; h, gh) := w o() + O(h?)

e Euler mejorado, p = 2: yg(7; h, gh) := w = o(7) + O(h®)
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Los métodos de un paso

Control del paso-1

Para llegarde fy a to + T, N pasos:

2

N— - N—1 T
h; h; h; /t°+ at
pu— R pu— 1 —_— —
N ,Ezo b~ 2 hah) +O(1) con ?:0 W ). o

Tenemos en(p) = hPzy(tn) + (1 — np)2o(tn) + O(APH)
Problema

Con N dado, elegir @ = 0(t) (que determina la particién) tal que los
valores hPz,(t,) se hagan minimos

Se tiene

() = z(n) [ PoEEENIE

70(s) °

u]
@
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Los métodos de un paso

Control del paso-2
Con & = hd, llegamos a un problema extremal:

Minimizar

/t"” V(s (9))E” o
to 2y(8)

fo+T
ﬁ = M € R dado
b &(S)

Sujeto a ¢ € C%(ly), € >0,
Se puede demostrar: si Wy(s, ¢(s)) # 0 en Iy, la Unica solucion es
1/p+1
) ds

_ () )P _ 1 ot T ([Vp(s.e(s))]
&0 = (wietgyy)  cona= g [T (M
Algoritmos modernos: usan paso variable. Dos objetivos:

@ Minimizar coste de resolucion

© Detectar eventuales singularidades
3 varios procedimientos, todos basados en un estimacion &, de &,

error de consistencia.
o 5 =
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Métodos de Runge-Kutta
Fijamos c;, aj, bjpara1 <i,j<q

Esquema general del método de Runge-Kutta de orden g:
a) yp dado

q
0) Yns1 = Yo+ D _ Bif(taj, ¥ny), con
j=1
tn7j=tn+cl‘hn /=1,7q
{¥n;}7, solucion del sistema de g equaciones

q
Yn,iZYn+hnZaijf(tn,j7Yn,j)7 1_17 e
j=1
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Formulacion matricial
Re-escritura:

Yn+1 = Yn + hn®(tn, ¥n; hy) con

q q

o(t,y;h) = > bif(t+chz), zi=y+h)_ af(t+ch,z)
j=1

Se asocia la tabla

j=1
C1

ary

Cq | gt dqq
| b1 . bq
Casos particulares: Euler (g = 1), Euler mejorado y Heun (g = 2)
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Los métodos de un paso

Métodos de Runge-Kutta explicitos e implicitos-1

Suponemos: f € C°(ly x R), glob. Lipschitz respecto de y, constante
de Lipschitz L > 0, h, = hVn (por simplicidad)

Consideramos: Runge-Kutta de orden g
Definicion (R-K explicito)

Método explicito: si A = {ay} triangular inferior estricta (aj = 0 sii < j)J

En tal caso: célculo “inmediato” de los yj,

( Yni = Vn
Yn2 = Yn+ hap f(tn,1 ) Yn,1)
M
Yni = Yn+t hz a; jf(tnj, ¥nj), con y,;ya conocidos
j=1
\

u]
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Métodos de Runge-Kutta explicitos e implicitos-2

Definicion (R-K semi-implicito)
Método semi-implicito: si A = {aj} triangular inferior no estricta
(aj=0sii<]j)

Célculo de los y,, ; algo mas complicado:

Yni = Yn+hai1f(ts1,yn1) ecuacion en y, 1
Yn2 = Yn+hapif(taq, yn1) + hazef(tn2, yn2) ecuacion en ypo

(s6lo ecuaciones separadas para los yj, ;)

Definicion (R-K implicito)
Si R-K no es explicito ni semi-implicito, se dice implicito J

o = = = = 9ae
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Métodos de Runge-Kutia
Orden de consistencia de los métodos de Runge-Kutta

Yn+1 = Yn+ hp®(tn, ¥n; hn) con

q q
o(ty;h)=>_ bf(t+ch,z), zi=y+h)_ af(t+ch,z)
j=1 Jj=1

arT ... a1q C ... 0 b1 1
A=| i . | C=| 1 i b= i |e=]:

Teorema (Caracterizaciéon de un orden < 3)
Q R-Kesdeorden1 < ble=>7 b =1
©Q R-Kesdeorden2 < ble=1, blCe=blAe=1/2
ble =1, b'Ce=blAe=1/2
© R-Kesdeorden3 < { b!C%e = b!CAe =1/3
b!ACe = b'A’e =1/6
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Estabilidad de los métodos de Runge-Kutta-1
Notacion: A := (ay)_,, |Al := (la;])]_,
Teorema

@ hLp(|A|) < 1 = R-K bien definido (3! solucidn de cada sistema)
@ Si, ademas, h*Lp(|A|) < 1, R-K es estable VO < h < h*
Idea de la Demostracién: Ponemos A : R? — RY, con

»
Y =

1yl
7|Y‘= :

Yq

D1(Y)
: aA(Y) = :
Z]

. )
Uq(Y)
Dpto. EDAN, Universidad de Sevilla ()
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Los métodos de un paso

Estabilidad de los métodos de Runge-Kutta-2
(YY) =y +hyl af(t+ghy) Yi=12....q |A=(la);

q
° [9,(Y) - 9(2)| < hLY  |ajl|y; — zj| = hL(IA|Y - Z]);
i=1
@ Notacion: Y <Z <= y; <z Vi=1,...,q
Entonces:
IAN(Y) = N(2)| < hLIALY - Z|
@ Calculos apropiados =
(Y)~N3(Z)] < PRLAAR|Y - Z|,...
IA(Y) — A"(2)| < A'L"A"Y -Z] =
[IA"CY) = A"(2D)llw < [IA"L7IAIMFlY — Z|
@ hLp(|A]) <1 &limy_ ||B¥||/k = p(B) VB = 3Imy tq
[|A"L"A"||F = [|(hL]A])"||F < 1 = A" contractiva

[m] = = =
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Los métodos de un paso

Estabilidad de los métodos de Runge-Kutta-3

Yn+1 = Yn+ hn®(tn, yn; hn) con

q q
o(t,y;h)=> bf(t+ch,z), zi=y+h>_ af(t+ch,z)
Jj=1 Jj=1

Para estabilidad: basta comprobar que ¢ es glob. Lipschitz respecto
de yen [ty to+ T] x R x [0, h*]

Consecuencia del Teorema (estabilidad de R-K explicitos)
Método de R-K explicito = p(|A]) =0
Consecuencia: h*Lp(|A|) < 1 y método estable

u]
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Un caso particular
Por simplicidad, h, = h

h
Ynt1 =Yn+ 5 (ki + 2ko + 2k3 + Ka) ,
k1 = f(tn,yn),

h
k2: f(tn+—aYn+§k1)a k3: f(tn+§7}/n+§k2);
Ko = f(th + h, yn + hk3)
Luego ...

Explicito, consistente con orden 4, estable
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