Introduccidn a la resolucion numérica de

problemas para ecuaciones en derivadas
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Métodos de diferencias finitas

Recordatorio (I)
QcRN abierto acotado no vacio, 9Q € co1
aj, bi,c € C°(Q), f € C°(Q2), g € C°(09)

El problema de Dirichlet para una EDP eliptica:

N 92U N BU
u(x) = g(x), X €09

Se dice que L es uniformemente eliptico si
Jo* > 0 con SfL, a(x)6i > a*E2 ¥ € RN, vx € Q

Teorema (Existencia y unicidad)
Suponemos: f € C% *(Q) y acotada, o € (0,1], g € C°(99),

loc
aj, bj, ¢ € C%*(Q), L uniformemente eliptico, ¢ > 0

Entonces: 3! solucion u € C?(Q) N C°(Q)
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Recordatorio (II)
En lo que sigue: los aj, b;, ¢ y £ como antes

Teorema (Principio del maximo débil)

Suponemos: u € C?(Q)NC°Q), Lu<0enQ
Entonces: maxg U = maxaq U

Corolario

Suponemos: u € C?(Q) N C%(Q), Lu < 0en Q, u < 0 sobre 9N
Entonces: u < 0en Q

Si Q es conexo, algo mas:

Teorema (Principio del maximo fuerte)

Suponemos: mismas condiciones para u, Q2 conexo
Entonces: o bien u es constante, o bien u(x) < maxgqu Vx € Q

Dpto. EDAN, Universidad de Sevilla () Resolucién de EDP 3/15



Métodos de diferencias finitas

CO,a

El problema de Poisson-Dirichlet en un cuadrado
Suponemos: N =2,Q = (0,1) x (0,1), f €
a € (0,1], g € C°(0Q)

loc

{ —Au=f(x), xeQ

u=g(x),

(Q) y acotada,
x €00

Fijamos M > 1 entero, h=1/(M + 1), x; = (ih, jh), i = 0,1,
(M + 2)? nodos en la malla, M? de ellos internos

(1)
oM+
(M+1)h
Mh
2h
h

0 h 2h (M+1)h
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Resolucion del problema de Dirichlet
El método habitual de diferencias finitas:

e Escribimos la EDP y la condicion de contorno en los x;:
—Au(xj) = f(x;), i,j=1,2,....M

u(xj) = 9(x;) parai=0,M+1yparaj=0,M+1

e Buscamos u; ~ u(x;) imponiendo igualdades aproximadas:
“Aproximacion de —Au(x;)” = f(x;), i,j=1,2,...,.M
uj = g(xj)parai=0,M+1yparaj=0M+1

® X

La aproximacion en x; usa el valor en x; y puntos adyacentes
ij+1

@ @
X1 X,
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Métodos de diferencias finitas

Aproximacion del operador de Laplace

Si u es regular, Taylor:

U(xir1) = () + hse () + 5 58 0x) + 1§ S8 0g) + 5 54 06) + ..
U(xi-17) = U(xg) — 32 () + % Z80x) — 2 240) + 15 2%(xy) -
u(xiji1) = u(xy) + h5% (xy) + gg_( Xj) + %gixg(x,,) + gg%;(x,,) +..
u(xij1) = u(xp) = e 0) + 5 5805 — 5 S8 00) + By 54 0a) -

—Au(xj) ~ # [—u(Xi1) = u(Xij1) + 4u(x;g) — u(Xi1 ) — u(Xi 1))

1 -
7 [—ui1j = Uijo1 +8Uij — Uirj— Uija] = f(xg), i j=1,2... M J

Las incognitas: ujconi,j=1,2...M
uj = g(x;) parai=0,M+ 1y paraj=0,M + 1 (conocidos)

[m] = = =
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2
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El sistema lineal resultante
(4upy — U1 — Uiz = PPf1 + Qo1 + Gro

—Uj11 +4Ujs = Uipg 1 — U = IPhy + go, 1=2,3,...,M—1
—Up—11 + 4Um1 — Unz = PPyt + Guo + Gt 1
—Unj1 +4hj — Upj — Uy 1 = PFj + o)

—Ujj = Ujj1 +4Uj — Uiy j — Ujjrg = PPFy,

— p2
~Un—1) — Umj—t + AUy — Umjer = P + Gu

i=23, ... M—1
—Uy p—1 + dUiy — Uoy = WP Fj+ Jom + 91 M1
—Ui1,M — Ujp—1 + 4Um — Uie1.m = WPfiy,
| —Um—1.m — Umm—1 + dUnm = PP fumg + Out .m0 + Oum
(atencién: 2 <j < M —1)

i=2,3,....,M—1
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Orden natural y escritura matricial
(11, U1, - -, Uns, Un2, Uz,

- Upmz,

t
< Upm, Uz, - - '7UMM)

2 . sy
Para u = (uy, Us, ..., Uye)! tenemos Au = b con A € L(RM") simétrica,
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Otras condiciones de contorno: Neumann

De nuevo: N =2,Q = (0,1) x (0,1), f € C,OO’?(Q) y acotada, « € (0, 1],
g € C°09)

ou
Frie g(x), x € 00

Se puede demostrar: 3! solucion u € C?(Q) N C'(Q)

{ —Au+u=f(x), xeQ

Como antes: malla uniforme con paso h=1/(M + 1), i.e. (M + 2)?
incognitas uj ~ u(x;), i,j =0,1,....M+1

1 L
7 [ Uit = Uij1 +4U; = Uit = Ujja ] + Uy = F(xp), 1,j=0,1... M+1
Aparecen incognitas “extra”

Se eliminan usando las condiciones de contorno

o 5 =
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Eliminacién de incognitas “extra” para Neumann
» Por ejemplo, sobre x; = 0:
ou

ou
%(07)(2) = a(oﬁ(z) ~

u(h, x2) — u(—h, xz)
2h
Las igualdades %(xoj) = 9(xoj) se aproximan como sigue:
U_q;— U
2h

= Qoj»

j=1,....M

u-q;= U1j—|-2hg0j, vi=1,2,....,.M
Procedimiento analogo sobre los otros lados . ..
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Métodos de diferencias finitas

Neumann: el problema finito-dimensional

El orden natural:

t
(Uo1, Uity - s UM A5 - - Uo Mt s UL M1 s - - - UM M4 1)

Para u = (up, ug, . . ., u(M+2)2)t tenemos de nuevo:

Au = b con A € L(RM+2)?) simétrica, tridiagonal por bloques (bloques
tridiagonales), def. positiva, b € R(M+2)?

Consecuencia: 3! sol. del problema aproximado
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Métodos de diferencias finitas

Otras condiciones de contorno: Dirichlet-Fourier

Procedimiento también valido (por ejemplo) para el problema de
Dirichlet-Fourier

—Au = f(x), x el
u = gi(x), x el

u
%"’_UZQQ(X), XEFQ

u=g,

u=g,

it
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Métodos de diferencias finitas
Otro operador de segundo orden
Suponemos: N =2, Q = (0,1)
d%u
Lu=—-a(x)—5 —
( )8x12
(uniformemente eliptico)

(0,1), a,b,c € C%*(Q)
2
2b(x) Y.

o) 2u
0X10Xo

xi+1 J+H1

X
Aprox. de

Xi-1 i1

I+ X, Xis11
(X//), (X,,) habitual
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Un operador de cuarto orden
Suponemos: N=2,Q = (0,1) x (0,1)

Culx) = o*u N o*u N o*u
S Ox2 T OxROxE2  Oxg

® X
X4 1 ‘Xi’j ") zin 1
® @ @ X @ L
Xigj i i X1, Xi,2)
[ @ L
Xi-1,j-1 Xid’-‘ Xi+1,j-1

® X
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El problema de Dirichlet en un dominio general
{ —Au = f(x),

x e
u=g(x),

X € 0Q

Resolucién de EDP
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Tratamiento especial en puntos “vecinos” de la frontera...
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