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Teorema de Lax-Milgram
Datos:

@ V: Hilbert
@ a(-,-): V x V— R:forma bilineal, continua y coerciva:

» IM > 0: |a(u,v)| < M|ull||v]| Yu,veV
» Ja>0: a(v,v) > alv|2VveV

e/leV

Teorema (Lax-Milgram)
Jlu que verifica

alu,v)={,v)y YveV, ueV

Ademas: si a(-, -) es simétrica, u es la unica solucion de

%a(u, u) — (¢, u) = min (%a(v, v) =, V>)

veV
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El espacio de Sobolev H'

Q c RV abierto no vacio (N > 1)

Definicion (Derivada generalizada)

u € L} () posee derivada generalizada respecto de x; si

v € LL(Q) tal que / Vi dx — — / o dx, Yo € D(Q)
Q Q

Espacio de Sobolev H'(Q):

H'(Q) = {vel?Q):3vel2(Q), 1<i<N}

@ Vv =(d4,...,0N) es el gradiente de v

@ (U, V)t = (U, V)2 + (Vu, V)2 (producto escalar)
e H'(Q) Hilbert separable

=] =
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Los espacios de Sobolev H™y W™MP
m>1entero,1 < p<+oco

HM(Q):={ve L2(Q) - 0% € LZ(Q) Vie| < m}
Tenemos

WmP(Q) :={v e LP(Q): 0% € LP(Q) V|a| < m}
@ |a|=a1+

+ay, 0¢
@ (u,v)y

Hled

= x0T XN
oxg' . Xy

la|<m

= > (0“u,0°v),z (producto escalar)
o [Vliwme = (ijcm 197V

’
Lp) P si1 < p < +oo (norma)
IV||wme = MaX|q|<m |0“V||.~ (norma)
@ H™(Q): Hilbert separable
WMP(Q): Banach (separable si p < +00)
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Resultados previos Algunos espacios de funciones

Inyecciones de Sobolev
Q c RN abierto conexo, 99 Lipschitz, m > 0 entero, 1 < p < 40

Inyecciones continuas

WmP(Q) — LP"(Q), F=1-F sim<Z
WmP(Q) — LI(Q), Vg e [1,400) si m= g
WmP(Q) — COmM-N/P(Q), si ¥ < m <H+1
WmP(Q) — CO(Q), Vo<a<1 si m =Ny {
WmP(Q) — CO1(Q), +1 <m

Inyecciones compactas (Kondrachov); 2 acotado

WmP(Q) — L9(Q) Y1<qg<p*g=1%—F m<%
WmP(Q) < LI(Q) Vg € [1,+00) m="
Wme(Q) — CO(Q) N m
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Algunos espacios de funciones
El espacio de Sobolev H] — Trazas

H{ (Q) := adherencia de D(Q) en H'(Q)
Subespacio cerrado de H'(Q) (nuevo espacio de Hilbert)
Teorema (Trazas)

Suponemos: Q c RN abierto conexo acotado no vacio, 9Q € C%'
Entonces: 31y € L(H'(Q); L2(0Q)) con

(V) = V]sa Vv e CLQ)

Im(v) C L2(0Q) (inclusion estricta), N(v) = H}(Q) y

/u&;vdx:—/a,-uvdXJr/ y(u)y(v)nidlr Vu,v e H(Q)
Q Q Elo)
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El espacio H] — Desigualdad de Poincaré

Teorema (desigualdad de Poincaré)

direccion
Entonces: 3C > 0 tal que

Suponemos: Q c RN abierto no vacio, acotado al menos en una

/|v\2dx§ c/ VvPdx v e H(Q)
Q Q

Un nuevo producto escalar en H}(£), equivalente al usual:

(u, V)HJ(Q) = (Vu,Vv)2

o 5 =
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El problema de Dirichlet para —A
Q c RN abierto acotado no vacio, f € L?(Q)

{ —Au = f(x),

xe
u=20,

X € 0f2

Problema variacional - Poisson-Dirichlet - solucion débil
{ Hallar u € H{(Q) tal que

Vu-Vvdx = [ fvdx Vve H)(Q)
Q Q
Lax-Milgram = 3! solucion (débil)
Sifel?2(QnC%R),uec C3Q)NC'Q)
u es solucién clasica < u es solucién débil
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Generalizacion: problema de Dirichlet, EDP eliptica
N N

— > Oi(aoiu) +ou=1fh— Y of, xeQ
ij=1 i=1
u=g(x), x € 0Q

a,, = aj € L=(Q),
Zau x)&i&; > aolé? Ve € RN cpd.enQ, a9 >0

ij=1
cecl®(Q),c>0 cpd.enQ fyf,....flycl?Q), gcH|(Q)

Problema variacional

Hallar u € H}(Q) tal que

/Q<Za,jalu8,v+cuv> /(fov+2f8, >dx Vv e HY(Q)

ij=1

v
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Problema de Neumann para —A + 1
fel?(Q), he [2(6Q)

—Au+u="f(x), xe€Q
ou

an ="

(x), x € 00
Problema variacional - Poisson-Neumann - solucién débil

Hallar u € H'(Q) tal que
/ (Vu-Vv+uv)dx= | fvdx+
Q Q

Vv e H'(Q)

hv dr
9

Lax-Milgram = 3! solucion (débil)
Sifel?2(Q)nC%Q), he C'(Q), uec C?(Q)nC'(Q)

u es solucioén clasica < u es solucion débil
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Resultados previos

Problema mixto de Dirichlet-Neumann para —A
fel?(Q), k e LA(Ty)

—Au=1f(x) xeQ

u=0, X elp
ou

Problema variacional - Poisson-Dirichlet-Neumann - solucion
débil
Hallar u € V tal que
/VU-Vvdx:/fvdx+ kv dr
Q Q M4
YveV

V={veH (Q):v=0sobrel}
Lax-Milgram + generalizacion de Poincaré (v — ||Vv/||;2 €s una norma
en V equivalente a la habitual) = 3! solucion (débil)

v
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Aproximacion variacional (Tema 60)

Teoria abstracta de aproximacion variacional
V: Hilbert, a(-, -) bilineal, continua, coerciva, ¢ € V'
Problema (abstracto)

(P) Hallar u € V tal que
a(u,v)=({{,v) vveV

Vy, € V, dim Vj, = I(h) < 400, h € (0,1]

Problema (aproximado)

(Py) Hallar uy, € Vj, tal que
n a(up, va) = (€, vh) Yvh € Vy

Cuestiones:

@ d! solucion de (Pp)? Sl, Lax-Milgram
@ Convergencia de up, hacia u? Sl, si | J;, V), es denso en V

[m] = = =
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Aproximacion variacional (Tema 60)

Resultados generales de convergencia

Teorema (Cea)

U= unllv < Cllu—=Vvally Vvy eV

Corolario

Suponemos: 3 subespacioV C V, denso en V, tal que
Vh3r, : Vi Vyconlimp_ol|lv—rpv|ly =0Vv eV
Entonces:

lim||lu—u =0
Iim [l — ully

it
N
el
2

Dpto. EDAN, Universidad de Sevilla () Resolucién de EDP



Aproximacion variacional (Tema 60)

Generalidades sobre los MEFs

Los espacios V;, deben cumplir buenas propiedades:
@ Funciones de base ¢; € V}, sencillas
(coeficientes a(¢y;, ¢;) facilmente calculables)

@ Soportes de los ¢; pequenos
(muchos a(y;, ¢;) nulos, matriz hueca)

@ Los a(y;, ¢;) # 0 cerca de la diagonal principal
(numeracion adecuada de los nodos; bajo coste computacional;
matriz banda)

@ Los Vj, elegidos tales que up — u, con buenas estimaciones del
error

MEF es un procedimiento de construccion de familias de espacios V}, )

u]
@
I
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Aproximacion variacional (Tema 60)

Construccion de subespacios de dimensidn finita (l)

Descomposicién de Q:
R
Q= U Q,
r=1
con 99, “regular’, QN Qs =0,Vr #s

Teorema

Suponemos: u € C"1(Q), ulq, € H™(Qy), Vr
Entonces: u € H™(Q)

u]

@
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Aproximacion variacional (Tema 60)

Construccidn de subespacios de dimensidn finita (1)
Definicion (Triangulacion)

Familia f/n/ta Th = {K,} 1, con los K, cerrados no vacios, Q=U,K,,
K # K = Kin K 0

Para cada K € Tj,: Px es un espacio vectorial de funciones p : K — R,
condim Pk < +o0

@ Silos P C H1(;%), entonces
Xy = {veC'Q),v|kePx VKeTy c H(Q)
Xon = {veEXyv=0 sobredQ} c H}(Q)

@ Silos Py C Hz(}%), entonces

X, = {veC'(Q):vlkePx VKeTh)cHQ)
Xon = {veXy:v= 0 sobre 99} C H?(Q) N H}(Q)
Xoon = {veX,:v=23 =0 sobre 89} - H2(Q)
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Aproximacion variacional (Tema 60)

Grados de libertad. Unisolvencia

@ Py: espacio vectorial de funciones p : K — R, con dim Py < oo

@ Y x: familia de formas lineales sobre Py (grados de libertad):
Tk = {1,

Definicion (Unisolvencia)

LSOy, ®iEP, i=1,....M
Y k es Pk-unisolvente si

Vaq,...,ay €R dlp e PK ; d>,-(p) = Qj Vi
Definicion (Elemento finito)

Terna (K, Pk, Xk) con Xk Pk-unisolvente
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Aproximacion variacional (Tema 60)

Grados de libertad. Unisolvencia

@ X i Pk-unisolvente = dim Px = M = Card Lx

@ Funciones de base (o de forma) de (K, Pk, Xk):1as p1,...,Pu,
definidas por ®;(p;) = 0;, Vi,j =1,... M

Reformulacion de la unisolvencia

K c RN: compacto con }%;é (); Pk: espacio de funciones p: K — R
Suponemos: dim Px = M = Card(Xk)

Entonces: ¥k es Px— unisolvente & T : p € Px — {®(p) f-‘i1 e RM
es biyectiva
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Aproximacion variacional (Tema 60)

N-simplex. Elementos finitos triangulares (Lagrange)
El elemento: (K, Py(K), Z4(K))

@ K esun N— simplex de RN de vértices

ai= (a1, ap,....an) €RN, j=1,... N+ 1

N-+1
Suponemos

N+1
i=1

i=1
ayr ... ant an411
det | -
aN

1

K={xeRV:x=> Xxa, \>0, Y x=1}

1

. . 20
ann  an+1,N
1
Ai(x): coordenadas baricéntricas de x (\i(&;) = dj)
Dpto. EDAN, Universidad de Sevilla ()
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Aproximacion variacional (Tema 60)

N-simplex. Elementos finitos triangulares (Lagrange)
@ P,(K): espacio vectorial de dimension

Zﬁ ) de las
funciones polindmicas de grado < /
® 3 y(K) ={®1,..., Py}, con ®i(p) = p(c;) Vi,

{C1, .,CM}:{X:)\]'(X)E{O,%,...

?—1
1 ,
— 1}
] N1
oo(K) = N7
Veremos:

Z a; es el baricentro de K
i1
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Aproximacion variacional (Tema 60)

Casos particulares: N = 1

K: segmento de extremos a; y a»

a,

@ (=0:Py(K)={p:p=cte.},dim Py(K) =1,
Yo(K) = {3(a1 + a)}, Card (To(K)) =1, pi(x) =1

(112,112)

a, ;1(1,0)
@ (=1:Pi(K)={p: p=Cix+ Cp},dim Py(K) =2
Y1(K)={ay,a}, Card (X1(K)) =2

p1(X) = A1(x), p2(X) = A2(x)

a,(0,1)
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Aproximacion variacional (Tema 60)

Casos particulares: N = 2

K: triangulo de vértices a1, a> y a3

a,

@ (=0: Py(K)={p:p=cte.},dim Py(K) =1,

To(K) = {1(a1 + a2 + a3)}, Card (£o(K)) = 1

a

y P (X) =1
[ ]
(1/3,1/3,1/3)

3
(0,0,1)
a,

a,(1,0,0)

(0,1,0)
e /=1 P1(K):{p:pE Cixq +ng2+C3},dim P1(K) =3
Y¢(K)={ay,a, a3}, Card (X1(K)) =3
p,'(X) = )\,’(X), i= 1,2,3
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Aproximacion variacional (Tema 60)

Casos particulares: N = 2

K: triangulo de vértices ay, a> y a3

@ (=2:P3(K)={p: K+~ R, p=funcion polinémica, grado < 2},
=\

dim Po(K) =6, To(K) = {ai, 5(a1 + a2), 3(a1 + as), (a2 + a3)},
Card (X2(K)) =6
pi(x)

a3(0,0,1)
(112,0,112) @,

,'(X)(Q)\,‘(X) — 1), i = 1,2,3, ij(X) = 4)\j(X))\k(X),j < Kk

(1/3,0,2/3)
(2/3,0,1/3)

a5;(0,0,1)

a,

(0,1/3,213)
(0,1,0)

°
(1/3,1/3,1/3)
a, (23130
(1,0,0)

(0,2/3,1/3)

(113,213,0) *'az
0,1,0)
@ (=3: P3(K)={p: K~ R,p = funcion polinébmica, grado < 3},
dim P3(K) =10, X3(K) = {x: \; € {0,1/3,2/3,1}, j =1,2,3},
Card (X3(K)) =10
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Aproximacion variacional (Tema 60)

Casos particulares: N =3

K: tetraedro de vértices ay, a»,as y as

@ (=0:Py(K)={p:p=cte.},dim Py(K) =1,

a,

o
(1/4,1/4,1/4,1/4)

To(K) = {3(a1 + a2 + as + &)}, Card (To(K)) =1, pi(x) =1
a,

a, &

(1,0,0,0)
a2

(0,0,1,0)
(0,1,0,0) a2
@ /=1 P1(K) = {p :p=Cixy+ Coxo+ C3x3+ C4}, dim P1(K) =4
Y1(K) ={ay,as,as, a4}, Card (£1(K)) =4
pi(x) = Xi(x),i=1,23,4

Dpto. EDAN, Universidad de Sevilla ()

Resolucién de EDP



Aproximacion variacional (Tema 60)

Elemento finito P,-Lagrange

Teorema
Y(K) es Py(K)-unisolvente, ¢ > 0.
Consecuencia: (K, Py(K), Z,(K)) es un elemento finito (P,-Lagrange)

Demostracion:

Construimos las funciones de base p,, € P{(K), con
N+1 )

= (e i) 0.y < 630y = £

N+1 - N+1 =1
Pulx) = (H u,-!) (A(x) = 1)
0

j=1 j=1 i=

u]

@
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Aproximacion variacional (Tema 60)

Aproximacion interna de H' por P,-Lagrange

Q c RN abierto acotado de frontera poliédrica,
Tn = {K:}7_, (h € (0, 1]) una triangulacion de Q:

@ Todo K € T, es un N— simplex con 6(K) < h

Zf, = UKe77, (K)

@ SiK,K' € Th K#K',0KNOK'" es m— simplex (m < N) 6 ()
X! = {vy € COQ, vhlx € Pu(K)VK € Tp} € H'(Q), dim X! < +o00

Teorema

Entonces: dim X{ = Card ©¥ y toda vy, € X}, esta univocamente
determinada por los vi(a), a € £

Dpto. EDAN, Universidad de Sevilla ()

v
Resolucién de EDP



Aproximacion variacional (Tema 60)

Elementos finitos rectangulares de Lagrange

El elemento: (K, Qi(K), M,(K))

@ K: N-rectangulo de RN, K = [T, [a;, bj]
(rectangulo para N = 2, hexaedro recto para N = 3)
Q Q(K)={p:K—R,p=

funcién polindbmica, grado < ¢, en cada variable},
dim Q= (¢ + )N
Q M[(K) = {X CXi = a; + K;

b—
7
Card M, = (¢4 1)V

& j=1,...,N, k€ {0,1,.

L0
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Aproximacion variacional (Tema 60)

Casos particulares: N = 2

e /=1 (K

={p:p=Coo+ CioX1 + Co1 X2 + C11 X1 X2}
dim Qi(K) =4, Mi(K) = {x: x; = a; + ki(b; — a;), ki € {0,1}},
Card (M;(K)) — 4
Xy X,
b, b,
a, a,
a,

D, X

a,
@ (=2:Q(K)={p:p=cCoo+ CotXo + -+ CooX? + Co1X2 X}
Mo(K) = {x : xi = aj + ki

0,
Pl ‘7ki€ {07152}}

bi—a;
dim Q(K) = Card M;(K) =9

X,
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Aproximacion variacional (Tema 60)

Elemento finito Q,-Lagrange

Teorema
My (K) es Qu(K)-unisolvente, ¢ > 0.
Consecuencia: (K, Qi(K), My(K)) es un elemento finito (Q;-Lagrange)

Demostracion: Por simplicidad, N = 2 . _
Construimos las funciones de base p; € Qu(K), con my # ki, mp # kb:

p) =+ TT (- G+ m ™) (e - G+ e 2))

Ky my,mp ¢
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Aproximacion variacional (Tema 60) Elementos finitos rectangulares de Lagrange

Aproximacion interna de H' por Q,-Lagrange

Q c RN abierto acotado
0Q: union finita de “caras” de N-rectangulos
Tn = {K:}, (h € (0,1]) una triangulacion de Q:
@ Todo K € T es un N-rectangulo con §(K) < h
@ SiK,K' € Th K#K', 0KNOK": m-rectangulo (m < N) 6 ()

Y{ = {v, € COQ, vh|k € Qu(K)VK € Tp} € H'(Q), dim Y} < +o0
Mf; = UKeTh M,(K)

Teorema

Entonces: dim Y} = Card M} y toda vy, € Y} esta univocamente
determinada por los vi(a), a € M},
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Aproximacion variacional (Tema 60)

Elementos finitos para problemas de cuarto orden

@ Triangulo de Argyris

Permiten construir aproximaciones de H?(Q)
@ Triangulo de Bell

@ Rectangulo de Bogner-Fox-Schmit
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Aproximacion variacional (Tema 60)

Triangulo de Argyris
@ K:triangulo de vértices a1, a», as
@ Ps5(K) = {p: p=funcidn polindmica, grado < 5}, dim Ps(K) = 21
Q Ta(K):={0] &), 1<i<3 1<k<(<3, |3 <2} con

o} (p) = (0°p)(@), ®Li(p) = o2 (ak)
Card X4(K) = 21

Teorema

Y A(K) es Ps(K)-unisolvente. Luego: (K, Ps(K), Xa(K)) es un
elemento finito (Triangulo de Argyris)
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Aproximacion variacional (Tema 60)

Triangulo de Bell

@ K:triangulo de vértices a1, a», as

Q Pi(K):={pe Ps(K): 22 ¢ P3(K")}, dim Pi(K) = 18

@ Ti(K) = {¢/(p) = %p(a)), 1<i<3, |5 <2},
Card X 5(K) =18

a,

Teorema

Y 5(K) es P:(K)-unisolvente. Luego: (K, Pi(K),Xg(K)) es un
elemento finito (Triangulo de Bell)
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Aproximacion variacional (Tema 60)

Rectangulo de Bogner-Fox-Schmit
@ K:rectangulo de vértices a;, i =1,2,3,4
Q@ (K),dim Q3(K) =16

© Xprs(K) = {p(a), o1p(a;), d2p(a;), O12p(a;), 1<i<3},
Card (ZBps(K)) =16

AXZ
End a,
a, a,

Teorema

Y grs(K) es Qs(K)-unisolvente. Luego: (K, Qz(K), Xgrs(K)) es un
elemento finito (Rectangulo de Bogner-Fox-Schmit)
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