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problemas para ecuaciones en derivadas

parciales (III)

Dpto. EDAN, Universidad de Sevilla

Dpto. EDAN, Universidad de Sevilla () Resolución de EDP 1 / 19



Resultados de interpolación y consecuencias Planteamiento del problema

Planteamiento del problema
V : Hilbert, a(· , ·) : V ⇥ V 7! R bilineal, continua, coerciva, ` 2 V 0

Vh ⇢ V , dim Vh = I(h) < +1, h 2 (0, 1]

(P)

⇢
Hallar u 2 V tal que
a(u, v) = h`, vi v 2 V (Ph)

⇢
Hallar uh 2 Vh tal que
a(uh, vh) = h`, vhi 8vh 2 Vh

Objetivo: estimación del error
Determinar m tal que ku � uhkV  Chm

Sabemos: ku � uhkV  Cku � vhkV 8vh 2 Vh

Dada u, ¿ es posible construir ⇡hu 2 Vh con ku � ⇡hukV = O(hm) ?
(el Vh-interpolante de u)

Ası́, tendrı́amos: ku � uhkV  Cku � ⇡hukV  Chm
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Resultados de interpolación y consecuencias Resultados generales de carácter local

El operador de PK -interpolación

(K ,PK ,⌃K ): elemento finito de tipo Lagrange, i.e.
⌃K = {�1, . . . ,�M} ⇠ {a1, . . . , aM}, �i(v) = v(ai) 8v 2 PK
p1, . . . , pM : base “canónica” de PK

Definición (Operador de PK -interpolación)
⇡K : C0(K ) 7! PK , dado por

⇡K (v) =
MX

i=1

�i(v)pi =
MX

i=1

v(ai)pi 8v 2 C0(K )

Se tiene: �i(⇡K v) = �i(v), i = 1, . . . ,M

Primer objetivo:
Estudiar el error local de interpolación v � ⇡K v para v 2 C0(K )
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Resultados de interpolación y consecuencias Resultados generales de carácter local

Teorema de Bramble-Hilbert

K ⇢ RN compacto, conexo,
�

K 6= ;, ` � 0 entero

Notación: |v |H`+1(K ) =
⇣P

|↵|=`+1 k@↵vk2
L2(K )

⌘1/2

Teorema (Bramble-Hilbert)
Suponemos:

⇡ 2 L(H`+1(K ),Hm(K )), 0  m  `+ 1, ⇡ p = p for all p 2 P`(K )
Entonces:

9CBH(`,⇡,K ) con kv � ⇡ vkHm(K )  CBH |v |H`+1(K ) 8v 2 H`+1(K )

En particular: si (K ,PK ,⌃K ) ⌘ elemento finito P`-Lagrange, el
resultado se aplica a ⇡K

Interesa conocer cómo depende CBH de la geometrı́a de K
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Resultados de interpolación y consecuencias Resultados generales de carácter local

Caracterı́sticas geométricas de K y consecuencias (I)

1 hK = máxx ,y2K |x � y |: diámetro de K
2 ⇢K = máx{⌘ > 0 : 9B⌘ ⇢ K}: grosor de K

Ilustración para N = 2, K triangular:
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Resultados de interpolación y consecuencias Resultados generales de carácter local

Caracterı́sticas geométricas de K y consecuencias (II)
bK ⇢ RN : elemento de referencia (compacto, conexo,

�
bK 6= ;)

Suponemos:
9FK : bK 7! K con FK (bx)⌘BK bx+bK , BK 2 L(RN), det BK 6= 0, bK 2 RN

Teorema (Error local de interpolación)
Suponemos:

b⇡ 2 L(H`+1(bK ),Hm(bK )), 0  m  `+ 1, b⇡ bp = bp 8bp 2 P`(bK )

Si K = FK (bK ) y ⇡K 2 L(H`+1(K ),Hm(K )) está definida por

d⇡K v = b⇡bv , 8v 2 H`+1(K ),

entonces: 9C1(N,m, `, b⇡, bK ) con

|v � ⇡K v |Hm(K )  C1
h`+1

K
⇢m

K
|v |H`+1(K ) 8v 2 H`+1(K )
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Resultados de interpolación y consecuencias Resultados generales de carácter local

Caracterı́sticas geométricas de K y consecuencias (III)

Idea de la demostraci

´

on:

1 kBKk  hK
b⇢ , kB�1

K k 
bh
⇢K

2 Si v 2 Hr (K ), bv 2 Hr (bK ), bv = v � FK , entonces 9C(N, r) tal que
(

(a) |v |Hr (K )  CkB�1
K kr | det BK |1/2|bv |Hr (bK )

(b) |bv |Hr (bK )
 CkBKkr | det BK |�1/2|v |Hr (K )

3 Conclusión . . .
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Resultados de interpolación y consecuencias Aplicación a elementos de tipo Lagrange

El caso del N-sı́mplex P`-Lagrange (I)
Suponemos:

(K ,PK ,⌃K ) = (K ,P`(K ),⌃`(K )), ⌃`(K ) = {ai}M
i=1

(bK ,P`(bK ),⌃`(bK )): elemento de referencia
⇡K 2 L(C0(K );P`(K )) y b⇡ 2 L(C0(bK );P`(bK ))): operadores de
P`(K ) y P`(bK )-interpolación

Entonces

d⇡K v = b⇡bv 8v 2 C0(K )

Teorema
Suponemos: N  3, ` � 1, 1  k  `, 0  m  k + 1
Entonces: 9C2(N, k) > 0 con

|v � ⇡K v |Hm(K )  C2
hk+1

K
⇢m

K
|v |Hk+1(K ) 8v 2 Hk+1(K )
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Resultados de interpolación y consecuencias Aplicación a elementos de tipo Lagrange

El caso del N-sı́mplex P`-Lagrange (II)

Observación
Con máxima regularidad, v 2 H`+1(K ) y

|v � ⇡K v |Hm(K )  C2
h`+1

K
⇢m

K
|v |H`+1(K )

Demostraci

´

on:

N  3 ) Hk+1(bK ) ,! C0(bK ) y b⇡ 2 L(Hk+1(bK );Hm(bK )) bien definida
Son válidos los resultados precedentes . . .
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Resultados de interpolación y consecuencias Aplicación a elementos de tipo Hermite

El caso del triángulo de Argyris (I)
Suponemos:

(K ,PK ,⌃K ) = (K ,P5(K ),⌃A(K )) (Argyris), {p1, . . . , pM}:
funciones de base
(bK ,P5(bK ),⌃A(bK )): elemento de referencia
⇡K 2 L(C2(K ),P5(K )) y b⇡ 2 L(C2(bK ),P5(bK ))): operadores de
P5(K ) y P5(bK )-interpolación

Entonces

d⇡K v 6= b⇡bv 8v 2 C0(K )

(FK no transforma derivadas normales en derivadas normales)
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Resultados de interpolación y consecuencias Aplicación a elementos de tipo Hermite

El caso del triángulo de Argyris (II)
Para superar esta dificultad: triángulo de Argyris modificado
(K ,P5(K ),⌃⇤

A(K )), con

⌃⇤
A(K ) = {�0

i ,�
1,j
i ,�2,m,n

i ,�1
i }

�0
i (p) = p(ai), �

1,j
i (p) = rp(ai)(aj � ai),

�2,m,n
i (p) = D2p(ai)(am � ai , an � ai), �1

i (p) = rp(bi) · (ai � bi)
con 1  i , j  3, 1  i , j  3, i 6= j , 1  m < n  3, m, n 6= i
Si ⇤K y b⇤ son los operadores de interpolación asociados, ahora

[⇤K v = b⇤bv 8v 2 C2(K )
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Resultados de interpolación y consecuencias Aplicación a elementos de tipo Hermite

El caso del triángulo de Argyris (III)
Teorema (Error local de interpolación para Argyris modificado)
Suponemos: N = 2, 3  k  5, 0  m  k + 1
Entonces: 9C⇤

A(k) con

|v � ⇤K v |Hm  C⇤
A

hk+1
K
⇢m

K
|v |Hk+1 8v 2 Hk+1(K )

Teorema (Error local de interpolación para Argyris)
Suponemos: N = 2, 3  k  5, 0  m  k + 1
Entonces: 9CA(k) con

|v � ⇡K v |Hm  CA
hk+1

K
⇢m

K

✓
1 +

hK
⇢K

◆
|v |Hk+1 8v 2 Hk+1(K )

Obsérvese: Hk+1(K ) ,! C2(K )
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Resultados de interpolación y consecuencias Error de interpolación global para elementos de tipo Lagrange

Error global, elementos de tipo Lagrange (I)
Suponemos: ⌦ ⇢ RN poliédrico, {Th} familia regular de triangulaciones
con N� sı́mplices, i.e.

lı́mh!0(máxK2Th hK ) = 0
9� > 0 tal que hk

⇢K
 � 8K 2 Th, 8h 2 (0, 1]

Recordemos: X `
h = {v 2 C0(⌦) : v |K 2 P`(K )8K 2 Th}

Operador de interpolación global: ⇡`
h 2 L(C0(⌦);X `

h), con

⇡`
h v |K = ⇡K (v |K ) 8v 2 C0(⌦), 8K 2 Th

(⇡K es el operador de P`(K )-interpolación, local)
Teorema (Estimación del error de interpolación global)
Suponemos: N  3, 1  k  `, m = 0, 1
Entonces: 9C(N, k) con

kv � ⇡`
h vkHm(⌦)  Chk+1�m|v |Hk+1(⌦) 8v 2 Hk+1(⌦)
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Resultados de interpolación y consecuencias Error de interpolación global para elementos de tipo Lagrange

Error global, elementos de tipo Lagrange (II)

Idea de la demostraci

´

on:

Hk+1(⌦) ,! C0(⌦) y ⇡`
hv bien definida para v 2 Hk+1(⌦)

Estimación del error local )

|v � ⇡`
h v |2Hm(⌦) =

P
K2Th

|v |K � ⇡K (v |K )|2Hm(K )

 C2
2
P

K2Th

✓
hk+1

K
⇢m

K

◆2
|v |K |2Hk+1(K )

 C
⇣

hk+1�m|v |Hk+1(⌦)

⌘2

Se ha usado: Th es regular y hK  h 8K 2 Th
Consecuencia:

kv � ⇡`
h vk2

H1(⌦) =
P1

i=0 |v � ⇡`
h v |2Hi (⌦)

 Ch2(k+1)|v |2Hk+1(⌦)
+ Ch2k |v |2Hk+1(⌦)

= Ch2k (1 + h2)|v |2Hk+1(⌦)

 Ch2k |v |2Hk+1(⌦)
, h 2 (0, 1]
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Resultados de interpolación y consecuencias Error de interpolación global para elementos de tipo Lagrange

Error global, elementos de tipo Lagrange (III)

También:

kv � ⇡`
h vkL2(⌦) = |v � ⇡`

h v |L2(⌦)  Chk+1|v |Hk+1(⌦)

Observación
Con máxima regularidad para v , tenemos:

m = 1: kv � ⇡`
h vkH1(⌦)  C(N, `) h`|v |H`+1(⌦)

m = 0: kv � ⇡`
h vkL2(⌦)  C(N, `) h`+1|v |H`+1(⌦)
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Resultados de interpolación y consecuencias Error de interpolación global para elementos de tipo Lagrange

Error global, elementos de tipo Lagrange (IV)
Teorema (Error global. Convergencia)
Suponemos: N  3, V = H1(⌦) ó V = H1

0 (⌦)
ó V = {H1(⌦) : v = 0 sobre �0}, {Th} regular
Entonces

lı́mh!0 ku � uhkH1(⌦) = 0

Si u 2 Hk+1(⌦), 1  k  `, se tiene

ku � uhkH1(⌦)  C(N, k)hk |v |Hk+1(⌦)

Idea de la demostraci

´

on: Cea + Error global
Observación
Con máxima regularidad para v : ku � uhkH1(⌦) = O(h`)

Veremos a continuación: ku � uhkL2(⌦) = O(h`+1)
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Resultados de interpolación y consecuencias Error de interpolación global para elementos de tipo Lagrange

Error global, elementos de tipo Lagrange (V)
Suponemos: H Hilbert, V ,! H con inyección continua y densa
Notación: Para g 2 H, 'g denota la única solución de

⇢
Hallar 'g 2 V tal que
a(v ,'g) = (g, v)H 8v 2 V

Teorema (Aubin-Nitsche)
9C (independiente de h) con

ku � uhkH  Cku � uhkV sup
g2H,g 6=0

⇢
1

kgkH
ı́nf

vh2Vh
k'g � vhkV

�

Aplicaci

´

on: Ponemos V = H1(⌦), H = L2(⌦)
Suponemos: 'g 2 H2(⌦) y k'gkH2(⌦)  kgkL2(⌦) 8g 2 L2(⌦)

Si 1  k  `, u 2 Hk+1(⌦), entonces ku � uhkL2(⌦) = O(h`+1)
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Resultados de interpolación y consecuencias Error de interpolación global para elementos de tipo Hermite

Error global, triángulo de Argyris (I)

Suponemos: ⌦ ⇢ R2 poliédrico, {Th} familia regular de triangulaciones
Recordemos: Xh = {v 2 C1(⌦) : v |K 2 P5(K ) 8K 2 Th}
Operador de interpolación global: ⇡h 2 L(C2(⌦);Xh), con

⇡hv |K = ⇡K (v |K ) 8v 2 C2(⌦), 8K 2 Th

(⇡K es el operador de P5(K )-interpolación, local)

Teorema (Estimación del error de interpolación global)
Suponemos: N = 2, 3  k  5, m = 0, 1, 2
Entonces: 9C(k) con

kv � ⇡hvkHm(⌦)  Chk+1�m|v |Hk+1(⌦) 8v 2 Hk+1(⌦)
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Resultados de interpolación y consecuencias Error de interpolación global para elementos de tipo Hermite

Error global, triángulo de Argyris (II)

Teorema (Error global. Convergencia)
Suponemos: N = 2, V ⇢ H2(⌦) subespacio cerrado, {Th} regular
Entonces

lı́mh!0 ku � uhkH1(⌦) = 0

Si u 2 Hk+1(⌦), 3  k  5, se tiene

ku � uhkH2(⌦)  Chk�1|v |Hk+1(⌦)
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