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Planteamiento del problema

V: Hilbert, a(-,-) : V x V — R bilineal, continua, coerciva, ¢ € V'
Vh C V,dimVy = I(h) < 400, h € (0,1]

(P) Hallar u € V tal que (Py) Hallar u, € Vj, tal que
a(u,v)=(t,v) veV VM a(up, vi) = (0 V) Vv € Vy

Objetivo: estimacion del error
Determinar m tal que ||u — up||y < Ch™ J

Sabemos: ||u — up|ly < Cllu— vp|ly Vvy € Vy

Dada u, ¢ es posible construir mpu € V, con |ju — mpully = O(A™) ?
(el Vp-interpolante de u)

Asi, tendriamos: ||u — up||y < C|lu — mpully < Ch™
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Resultados generales de caracter local
El operador de Pk-interpolacion

(K, Pk, Xk): elemento finito de tipo Lagrange, i.e.

Yk ={P1,...,0u} ~{ar,...,aun}, ®i(v)=v(a) Vv e Pg
pi, ..., Py base “candnica” de Pk

Definicion (Operador de Pk-interpolacion)

7k : C°(K) — Pk, dado por

M M
(V) =Y ®i(v)pi =D v(a)p; Vv € CO(K)
i=1

i=1

Se tiene: ¢,‘(7TK V) = ¢,‘(V), i=1,....M

Primer objetivo:
Estudiar el error local de interpolacion v — mi v para v € CO(K) J
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Resultados de interpolacion y consecuencias

Teorema de Bramble-Hilbert

K c RN compacto, conexo, }%75 0, £ > 0 entero
1/2
Notacion: [v| e (x) = (ZM —opq llO° v||L2 K))

Teorema (Bramble-Hilbert)
Suponemos:

7€ L(HH(K),H"(K)),0 <m<{+1,7p=pforallpc PyK)
Entonces:

3CpH(¢,m, K) con ||V — 7 v||ym(ky < CBH|V|H€+1(K) Vv € HAH(K)

En particular: si (K, Pk, Xx) = elemento finito P,-Lagrange, el
resultado se aplica a g

Interesa conocer como depende Cgy de la geometria de K
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Resultados de interpolacion y consecuencias

Caracteristicas geométricas de K y consecuencias (l)
@ hx = méx, ek |x — y|: didmetro de K

@ px =max{n > 0:3B, C K}:grosorde K

llustracion para N = 2, K triangular:

VAN

N
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Resultados generales de caracter local
Caracteristicas geométricas de K y consecuencias ()

K c RN: elemento de referencia (compacto, conexo, R;«é 0)
Suponemos:
JFk:K — K con FK(/)?)EBKB(\—i-bK, Bk € ﬁ(RN), detBx # 0, bk € RN
Teorema (Error local de interpolacién)
Suponemos: _ N R

T E L(IA-I‘“(K), H™(K)),0<m</{+1,7p=p Vp e PyK)
SiK = Fx(K) y mx € L(HH(K), H"(K)) esta definida por

—

Tk V=7V, Yve HT(K),

entonces: 3C{(N, m, ¢, 7, f() con

+1
v — mk V’H’"(K) < Cq ;_?|V|H5+1(K) Vv e HZ_H(K)
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Caracteristicas geométricas de K'y consecuencias (lll)
Idea de la demostracion:
Q [IBkll <

h
Q Sive H"

K), Vv € H'(K), V = v o Fk, entonces 3C(N, r) tal que

(@) [VIurk) < ClIB|I"| det Bk|'/2V],x
(B) |Vl gy < ClIBkll"| det Bi|~"/2|v]urk)
© Conclusion ...

1Bl <

—~~

PK
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Aplicacion a elementos de tipo Lagrange
El caso del N-simplex P,-Lagrange (I)

Suponemos:
® (K, Pk,Tk) = (K, Pi(K), Zo(K)), Zo(K) = {a}},
(K Pg( ), g( )): elemento de referencia
o mx € L(COK); Py(K)) y 7 € L(CO(K); P,(K))): operadores de
Pi(K)y PZ(IA() interpolacion
Entonces

— ~

Tk V=7V Yve COK) J

Teorema
Suponemos: N <3,/ >1,1<k</{,0<m<k+1
Entonces: 3C>(N, k) > 0 con

K+1
|V — 7k V|H'"(K) < Cg—gm |V|Hk+1(K) vv e HkH (K)
K
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El caso del N-simplex P,-Lagrange (ll)
Observacion

Con méaxima regularidad, v € H+'(K) y

hZ-H

K

|V =7k VIpmy < Co—m |VInes1 (k)
Demostracion:

Son validos los resultados precedentes ...

N <3 = HY(K) < COK)y 7 € L(HK(K); H(K)) bien definida
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El caso del triangulo de Argyris (I)

Suponemos:
® (K, Pk, xk) = (K, Ps(K),Za(K)) (Argyris), {p1,
funciones de base

' - Pm}:
(K P5(K) ZA(K)) elemento de referencia
@ 1k € L(C?(K),Ps(K))y 7 € L(C?(K), Ps(K))): operadores de
Ps(K) y Ps(K)-interpolacion
Entonces

KV A7V Vv e CUK)
(Fk no transforma derivadas normales en derivadas normales)
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Resultados de interpolacion y consecuencias

El caso del triangulo de Argyris (I1)
Para superar esta dificultad: triangulo de Argyris modificado
(K, Ps(K),xX;4(K)), con

EH(K) = {0f, 0] 02" o]}
®0(p) = p(ay), ¥;7(p) = Vp(a) (g — a),
®P™"(p) = D?p(a;)(am — ai, an — &), ¢} (p) = Vp(by) - (& — b))
con1<ij<3,1<ij<3,i#j,1<m<n<3 mn#i
SiAky A son los operadores de interpolacion asociados, ahora

— ~

Ak v =AV Vv e C3(K) J
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Resultados de interpolacion y consecuencias Aplicacion a elementos de tipo Hermite

El caso del triangulo de Argyris (111)

Teorema (Error local de interpolaciéon para Argyris modificado)
Suponemos: N =2,3< k<5 0<m<k+1
Entonces: 3C; (k) con

k1
IV — Ak V|pm < C:Zg—m’V|Hk+1 vv e HKH1(K)
K

Teorema (Error local de interpolacion para Argyris)

Suponemos: N =2,3< k<5 0<m<k+1
Entonces: 3Cx(k) con

k+1
h
|V — Tk V|pm < Ca—5m <1 + P_Z> V]t YV € HKHY(K)
K

Obsérvese: H*1(K) — C?(K
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Resultados de interpolacion y consecuencias Error de interpolacion global para elementos de tipo Lagrange

Error global, elementos de tipo Lagrange (1)
Suponemos: Q c RN poliédrico, {75} familia regular de triangulaciones
con N— simplices, i.e.

@ limy_,o(maxker, hx) =0
® Jo > 0talque /= < o VK € Tp, Vh € (0,1]
Recordemos: X} = {v € C%(Q) : v|x € Pu(K)VK € Ts}
Operador de interpolacion global: 7}, € £(C%(Q2); X}), con
mhvik = mk(Vlk) Vv € COQ), VK € Th
(mk es el operador de Py(K)-interpolacion, local)
Teorema (Estimacion del error de interpolacion global)

Suponemos: N < 3,1 < k</{, m=0,1
Entonces: 3C(N, k) con

Iv = 7 VIim@) < CHF =MV sy Vv € H(Q)
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Resultados de interpolacion y consecuencias

Error global, elementos de tipo Lagrange (ll)
Idea de la demostracion:

HK+1(Q) — C°(Q) y =} v bien definida para v € Hk+1(Q)
Estimacion del error local =

|V - Wﬁ Vﬁ-/m(g) = ZKeTh |V|K - 7TK(V|K)|$-/m(K)

hk+1 : k+1—m 2
< CZ EKe’ﬁ, (_> |V|K|Hk+1 (K) <C <h |V|Hk+1(Q))

Se ha usado: 7, esregulary hy < hvK € Ty
Consecuencia:

IV = 7 VIRaggy = S IV — 7h V0
< crU v, @+ PV g

— CHPK(1 + 1)
< OFK[V2,10q). € (0.1]

| V|?./k+1 Q)

o
Dpto. EDAN, Universidad de Sevilla () Resolucién de EDP



Error global, elementos de tipo Lagrange (lll)
También:

¢ ¢ et
v = mh vz =V = Th Vi) < CH Ve g
Observacion

Con maxima regularidad para v, tenemos:

o m=1:;: HV—’}T% v”H‘(Q) < C(N,E) hZ|V|He+1(Q)
@ m=0:|v—mf vz < C(N,€) i1 |V]|pen g
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Error de interpolacion global para elementos de tipo Lagrange
Error global, elementos de tipo Lagrange (1V)
Teorema (Error global. Convergencia)
Suponemos: N < 3, V = H'(Q) 6 V = H}(Q)
6V ={H'(Q):v=0sobrely}, {Th} regular
Entonces
® limp o ||U = Unllp1(q) =0
@ Siue HK1(Q), 1 < k < ¢, se tiene

lu = Unll ) < CIN, k)N |V] s )

Idea de la demostracion: Cea + Error global
Observacion

Con méxima regularidad para v: [|u — up| 1 (q) = O(h")
Veremos a continuacion: |[u — uUp|[2(q) = O(h“*1)
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Resultados de interpolacion y consecuencias Error de interpolacion global para elementos de tipo Lagrange

Error global, elementos de tipo Lagrange (V)

Suponemos: H Hilbert, V — H con inyeccion continua y densa
Notacion: Para g € H, ¢4 denota la Unica solucion de

{ Hallar o4 € V tal que
a(V, SDg) = (gv V)H VveV

Teorema (Aubin-Nitsche)
3C (independiente de h) con

1 .
|u—uplln < Cllu—uplly sup < —— inf g — vallv
geH,g20 LIIGIIH vheVn

Aplicacion: Ponemos V = H'(Q), H = L2(Q)
Suponemos: g € H*(Q) y legllHe) < 1912y VO € L2(Q)
Si1 < k<t ue H(Q), entonces ||u — up|j2q) = O(h*T)
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Error de interpolacion global para elementos de tipo Hermite
Error global, tridngulo de Argyris (1)

Suponemos: Q ¢ R? poliédrico, {75} familia regular de triangulaciones
Recordemos: X, = {v € C'(Q) : v|kx € Ps(K) VK € Tp}
Operador de interpolacion global: 7, € £(C?(Q); Xp), con

mavlk = 7k(vIk) Vv € C*(Q), VK € Th
(rk es el operador de Ps(K)-interpolacion, local)

Teorema (Estimacion del error de interpolacién global)
Suponemos: N =2,3< k<5 m=0,1,2
Entonces: 3C(k) con

[V = mnVllmy < CHH V] WV € H1(Q)
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Entonces

Error global, triangulo de Argyris (ll)
Teorema (Error global. Convergencia)

@ limp 0 [|U — Un||H1() =0

Suponemos: N = 2, V ¢ H?(Q) subespacio cerrado, {T,} regular
@ Siuc H1(Q), 3 < k <5, se tiene

lu — Unllpege) < CH* V] ()
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