4 REDUCCION A DIMENSION FINITA 21

4. Reduccién a dimension finita de problemas para EDPs
elipticas lineales

Los problemas que interesa resolver, tales como (26), (30), etc. tienen la estructura siguiente:

{ Hallar u € V tal que

a(u,v) =L(v) Yv eV, (38)

donde V' es un subespacio cerrado de H*(f2) de dimensién infinita, a(-,-) : V x V + R es una
forma bilineal continua y coerciva y £ : V +— R es una forma lineal continua.

Obviamente, el calculo exacto de u estd fuera de nuestro alcance. Por tanto, tiene sentido
formular y resolver problemas aproximados.

En este contexto, la aproximaciéon mas natural se consigue considerando problemas totalmente
andlogos donde V' queda sustitutido por un subespacio V}, de dimensién tal vez grande pero finita:

Hall 1
{ allar uj, € Vj, tal que (39)

a(un,vy) = L(vp) Yop € Vi,

Con caracter general, el paso de (40) a (39) se suele denominar procedimiento de Galerkin.

La seccién siguiente estd dedicada a un método de construccion de V;, que posee un gran ntimero
de ventajas.
Observacién 4.1 Cuando la forma a(-, -) es simétrica, (40) se puede reformular como un problema
de minimos:

{ Hallar u € V tal que (40)

Ju) < Jw) YwevV,
donde tenemos

J(v) = %a(v,v) —L(v) YveV.

Por tanto, otro modo completamente natural de aproximar (40) consiste en tratar de minimizar J
en Vj. Este método suele denominarse procedimiento de Ritz. O

4.1. Construccién de un subespacio de H!(): elementos finitos de tipo
P-Lagrange
La herramienta de partida serd una triangulacion de €.

Por definicién, una triangulacién 7, es una familia finita de N-simplices K (intervalos cerrados
si N = 1, tridngulos cerrados si N = 2, tetraedros cerrados si N = 3) con las propiedades siguientes:

(1) O =Uger, K.

(m) Si K,K' € T, y K # K’, entonces K N K’ sélo puede ser el vacio o un vértice, lado o cara
comun a Ky K'.

Fijada una triangulacién 7;, de Q, pondremos
Wy, == {Uh € Co(ﬁ) : Uh|K S Pl(K) VK € n},

donde, para cada K, P;(K) es el espacio vectorial de las funciones polinémicas de grado < 1 en
las variables z1, ...,z xy. Nétese que la dimension de P (K) es N + 1.

El conjunto W), es un espacio vectorial para las operaciones habituales. Obviamente, su dimen-
sion es finita. Tenemos ademas el resultado siguiente:
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Teorema 4.1 W}, es un subespacio de H'(Q) cuya dimension coincide con el mimero de vérti-

ces de Tp. De hecho, si denotamos a',a>,...,al los vértices de Ty, fijados los mimeros reales
al,a?,..., ol existe una unica vy, € Wy, que verifica
vpp(@)=a" Vi=1,... 1. (41)

Prueba: Por brevedad, probaremos el teorema cuando N = 3. Para N =1 o N = 2, la prueba es
analoga e incluso més sencilla.

Veamos en primer lugar que W), C H*(Q).

Sea v, € Wp, v consideremos la funcién wy,, definida c.p.d. en 2 como sigue:

wp, = 01 (’Uh|K) en[o( VKCE.

Veamos que wy, es la derivada generalizada de vy respecto de x1.
En efecto, si ¢ € D(Q), tenemos:

dx = dx = 0 d
/Qwh(p X Z/Kwhgo X Z/K 1(’Uh|K)g0 X

KeTy, KeTh
= Z <—/ vhalcpdx+/ vmpn?df)
KeT, K oK
zf/vhalgodqu Z / vhcpn{(df,
Q KeT, Y OK

donde nf = nf(x) es, para cada K € Ty, la primera componente del vector normal exterior a K

en los puntos de 0K.

En la igualdad precedente, el ultimo término se puede escribir como una suma de integrales sobre
las caras de los tetraedros K € Tp. Algunas caras estan sobre 0€2; las correspondientes integrales
se anulan, dado que ¢ = 0 sobre 0f). Las otras caras son siempre comunes a dos de los tetraedros,
por lo que aparecen dos veces en la suma. Como v, € C°(€2), vemos que los correspondientes

. . e . . /
integrandos se cancelan (si la cara en cuestién coincide con K N K, tenemos ni = —nf"). Por
tanto,
g / v pnis dl = 0
KeT;, 19K

y tenemos que

/whapdx:—/vhalgodx.
Q Q

Dado que ¢ es arbitraria en D(2), obtenemos lo anunciado.

De igual modo se puede proceder con las otras d;v,. La conclusién es que v, € HY(Q) (y, de
hecho, las derivadas generalizadas de vy, pertenecen a L>°(2)).

Sea {a!,...,a’} el conjunto de los vértices de T y consideremos la aplicacion M : Wy, — RI

definida como sigue:
Moy, = (vp(a'),...,v(@")) Vo, € Wi,

Se trata de una aplicacién lineal del espacio vectorial W}, en RI. Veamos que M es inyectiva y
sobre, con lo cual quedard demostrado el teorema.

Si Mwy, = 0, entonces, en cada tetraedro K € Tp, vh|K es una funcién polinémica de grado < 1
que se anula en los cuatro vértices. Se observa facilmente que esto implica vy, |, = 0. Por tanto,
vp, = 0 y este argumento muestra que M es inyectiva.
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Por otra parte, supongamos dado (al,... ,aI) en R!. Fijemos K en 7T; y supongamos que
los vértices de K son a’, a/, a¥ y a™. Es inmediato que existe una tinica funcién p® en P;(K)
verificando

pX(a’) =o', pX(al) = o, pK(a¥) =a* y pF(a™) =a™

K en K. Repitiendo este proceso en todo otro tetredro de Ty, seremos

Pondremos entonces vy, = p
asi capaces de definir v;, en todo el conjunto . Observemos que esta definicién es correcta: en
efecto, sobre una cara comin a dos tetraedros K y K’, p& y p& ' coinciden, dado que se trata de
dos funciones polinémicas en dos variables que son idénticas en tres puntos no alineados. Ademads,

por construccién, v, € Wy, y Muy, = (ol ..., a!). Esto muestra que M es sobre. O

Por definicién, W), es un espacio de elementos finitos. Més precisamente, se dice que para cada
K € Ty, la terna {K,P(K), Xk}, donde Xk es el conjunto de los vértices de K, es un elemento
finito de tipo P;-Lagrange.

Se puede generalizar este procedimiento de construccién de subespacios de H'()) en varias
direcciones. Por ejemplo, podemos definir

Zh = {Uh S Co(ﬁ) : vh‘K S IPQ(K) VK € 77L};

donde ahora Py(K) es el espacio vectorial de las funciones polinémicas de grado < 2 en las varia-
bles z1,...,zN; obsérvese que la dimensién de Po(K) es (N + 1)(N + 2).
Con una prueba similar a la del Teorema 4.1, tenemos:

Teorema 4.2 Zj, es un subespacio de H'(Q) cuya dimension coincide con la suma del nimero

de vértices y de puntos medios de los lados de Tj,. De hecho, si denotamos a',a?, ..., al los vérti-
ces y bL, b2, ... . bH los puntos medios de los lados, fijados los niumeros reales at,a?,...,al y
B, B2,..., B, existe una tunica z, € Z;, que verifica

m@)=a" Vi=1,...,I, z,(b)=p" Vj=1,... H. (42)

Obtenemos asi el nuevo espacio de elementos finitos Z;,. Especificamente, se dice que, para cada
K € Ty, la terna {K,Py(K), Ak}, donde Ak es el conjunto de los vértices y puntos medios de los
lados de K, es un elemento finito de tipo Ps-Lagrange.

4.2. La aproximacion numérica

Volvamos a la situacién descrita en (40). Supongamos elegida una de las dos estrategias P;-
Lagrange o P-Lagrange y sea {7, }x~0 una familia de triangulaciones. Para cada Ty, considera-
remos el correspondiente problema (39), donde V;, = Wy NV o V, = Z, NV. En esta seccién
mostraremos que, cuando la familia {75 },~0 cumple condiciones adecuadas, las soluciones asocia-
das uy, convergen hacia la solucién u de (40).

En primer lugar, tenemos el resultado siguiente:

Teorema 4.3 Existe una constante C' > 0 tal que, para todo h > 0, se tiene:

lu —upllgr < C inf |lu—ovp|g (43)
v EVR

Prueba: Para cada v, € V), tenemos que
allu —upl3: < alu —up,u—up)
= a(u — up,u —vy) + alu — up, vy — up)
= a(u — up,u — vp)

< M|u— up|| g ||u — vp) g
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Por tanto,

M
[lw — up| g2 < EHU—U}LHHl Yup, € Vi,
de donde resulta (43). O

Asi pues, el andlisis de la convergencia de uy, hacia u se reduce a un problema de aproximacién:
fijada la familia {74 }r>0, icémo se comporta la cantidad

dist. (u, V) == U:’rg/} [lw —vp || g2
3

cuando h — 07
Utilizaremos la notacién siguiente:

§(K):= sup |x—x'| (el “didmetro” de K),
x,x'€eK

p(K) :=méx{d(B): B esunabola, BC K} (el “grosor” de K).
Teorema 4.4 Supongamos que {Tp}n>o es una familia reqular de triangulaciones, es decir:
(1) 0p := méxgeT;, 0(K) — 0 cuando h — 0.
(11) Eziste una constante C' > 0 tal que

. O(K)
Ir(nea%p(K)fC Vh >0

FEntonces up, — u en'V cuando h — 0.

Puede encontrarse la demostracién por ejemplo en [1, 2]. Se basa en la existencia y propiedades
de los operadores de interpolacién asociados a los V.

Observaciéon 4.2 Si u es suficientemente regular, se pueden decir mas cosas. Asi, en el caso de la
aproximacién Pj-Lagrange, existe una constante C' > 0 (que depende de u pero es independiente
de h) tal que

lu — up|| gy < Ch.

Para la aproximacién P»-Lagrange, se puede probar un resultado analogo con una estimacion mejor:
2
lw — up|| g < Ch°.

Obervamos por tanto (una vez mds) un fenémeno tipico del andlisis numérico: se puede conseguir
una mejor aproximacion a costa de aplicar un método mas costoso, pero el trabajo computacional
extra es necesario. O

4.3. Aspectos practicos de la resolucién numérica

En la préctica, el problema (39) se puede re-escribir como un sistema lineal de ecuaciones que
sabemos que posee solucién tnica.



4 REDUCCION A DIMENSION FINITA 25

En efecto, supongamos por ejemplo que V = H!(£2), hemos fijado la triangulacién T;, de vértices

los al, ... al y hemos elegido la aproximacién Pj-Lagrange (Vj, = W},). Sea { p!,..., ! } una base
de V}. Entonces, la tarea consiste en hallar &1,...,&; € R tales que
i=1

y después tomar
I
un =&
i=1

En consecuencia, interesa una base tal que la matriz Ay, := {a(¢%, ¢7)} tenga, a ser posible, las
propiedades siguientes:
= Las componentes de A, son faciles de calcular.

= Aj, es una matriz hueca, es decir, casi todos los a(¢?, ¢’) son cero.

= Aj, es una matriz banda, esto es, sélo las componentes de A;, préximas a la diagonal principal
son distintas de cero.

Es facil comprender que las dos primeras condiciones se cumplen cuando se elige la base candnica
de V},. Por definicién, se trata de la base caracterizada por lo siguiente:

eV, @) =6; Vij=1,...,1I (45)

En efecto, estd claro que las funciones ¢ que verifican (45) constituyen una base de V.

Cada ¢’ se anula en todos los K € T}, a los que no pertenece el vértice a’. Dicho de otro modo, el
soporte de ¢° coincide con la unién de los intervalos, tridngulos o tetraedros de 77, que contienen al
vértice a’. Por tanto, el célculo de los a(p?, ¢7) es sencillo; cada una de estas componentes se puede
escribir como la suma de un numero reducido de integrales extendidas a intervalos, tridngulos o
tetraedros.

Por ejemplo, en el caso del problema (30), tenemos

N
a(g',¢’) = Z /K ( Z Uy (X) O p" D p? +C(X)<Pi<pj> dx,

Kek;; m,n=1

donde, por definicién, K;; es la familia de los K € T}, tales que a’, a’ € K. Esta igualdad muestra
también que, casi siempre, a(p?, ¢?) = 0 (para que sea # 0, debe existir un K que contenga a la
vez a' y al).

Ademids, observemos que es relativamente ficil conseguir que la matriz A, posea estructura
banda. En efecto, para que esto sea cierto basta con que se dé la propiedad siguiente:

a' es préximo a a’ < i es préoximo a j.

Y esto se obtiene con una enumeracién adecuada de los vértices de Tp,.

Consideraciones analogas pueden hacerse para los otros problemas presentados en la Seccién 3.
También es sencillo extender y adaptar estos comentarios al método P»-Lagrange; para mas detalles,
véase [3].

La principal conclusién es que los métodos de elementos finitos expuestos son computacional-
mente eficientes y apropiados para la resolucién de problemas elipticos lineales en dimensién 2

y 3.



4 REDUCCION A DIMENSION FINITA 26

Bibliografia

[1] BRENNER S.C., ScOoTT L.R., The mathematical theory of finite element methods, 2nd edition.
Texts in Applied Mathematics, 15. Springer-Verlag, New York, 2002.

[2] CIARLET, PH.G., The finite element method for elliptic problems. Classics in Applied Mathe-
matics, 40. Society for Industrial and Applied Mathematics (STAM), Philadelphia, PA, 2002.

[3] HECHT, F., Freefem++, 3rd edition, Version 3-19.1. University of Paris VI, Laboratoire
Jacques-Louis Lions, http://www.freefem.org/ff++/index.htm.



	Introducción
	La EDP del calor (I): Motivación, deducción y resultados básicos
	Motivación y deducción de la EDP del calor
	Resultados básicos
	Otras aplicaciones de la EDP del calor

	EDPs elípticas lineales
	Soluciones fuertes
	Soluciones débiles
	Un resultado abstracto: Teorema de Lax-Milgram
	Derivadas generalizadas y espacios de Sobolev
	Aplicaciones (I): Problema de Dirichlet
	Aplicaciones (II): Problema de Neumann
	Aplicaciones (III): Problemas de Fourier y otros


	Reducción a dimensión finita
	Construcción de un subespacio de H1(): elementos finitos de tipo Pk-Lagrange
	La aproximación numérica
	Aspectos prácticos de la resolución numérica

	La EDP del calor (II)
	Un resultado abstracto: Teorema de Lions
	Aplicaciones (I): Problema de Cauchy-Dirichlet
	Aplicaciones (II): Problema de Cauchy-Neumann y otros


