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6. La EDP de ondas (I): Motivacién, deduccién y resultados
basicos

En esta seccién, describiremos la evolucién de los fenémenos ondulatorios més sencillos (de
nuevo con origen en Fisica, Quimica, Biologfa, etc.) en un abierto espacial 2 C RN durante un
intervalo de tiempo (0,7). Una vez mds, se supone conocida la situacién en el tiempo t = 0 e
intentamos predecir qué ocurrird en todo ¢ € (0,7).

6.1. Motivacion y deduccion de la EDP del ondas

Por simplicidad, consideraremos en primer lugar un medio eldstico 1D (una “cuerda” eldstica)
que ocupa el intervalo (0, L). Un punto genérico de la cuerda serd denotado x.
Denotaremos
= u = u(z,t) el desplazamiento producido en la punto de la cuerda que ocupa la posicién x en
el instante t.

w F, = F,(t) la resultante de las fuerzas eldsticas (internas) que actian en el punto a en el
instante ¢.

= F = F(xz,t) una densidad de esfuerzos externos aplicados en los distintos puntos del medio.

Nuestro objetivo principal es calcular los valores de u o, al menos, aproximaciones numéricas
de los mismos. Para determinar el modelo satisfecho por u, usaremos:

(1) La ley de Newton en cada intervalo (a,b) en cada instante de tiempo:

d b b
o </a pUL dx) = Fy(t) — Fu(t) —&—/a F(z,t)dx (67)
Va,b € [0,L] (cona<b), Vte][0,T],

donde p es una constante positiva (la densidad de masa del medio).

(11) La ley de Hooke: asi, supondremos que existe una constante positiva c2 > 0 tal que

F.(t) = cZuy(a,t) Va€l0,L], Vte[0,T]. (68)

Teniendo en cuenta (67)—(68), llegamos a que

b b
/ (puse — ugy) do = / F(z,t)dx Ya,be[0,L] (cona<b), Vte|0,T].
De aqui, deducimos la EDP de ondas 1D:

Upy — gy = f(z,1), (2,t) €Q, (69)

donde hemos introducido ¢ :=co/\/py f:= %F.
En dimensién superior a 1, con una deduccién bsada en argumentos similares, se llega a la EDP

g — Au = f(x,t), (x,t) €Q. (70)
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Cuando N = 2, las soluciones pueden ser interpretadas como ondulaciones producidas sobre una
regién plana por efecto de unos esfuerzos f = f(x,t) y, eventualmente, una perturbacién inicial.
Los esfuerzos internos producidos por u estdn dados por ¢>Vu y, como antes, f se interpreta como
una densidad de esfuerzos externos (por unidad de masa). Asi, estamos frente a una EDP que
modela (por ejemplo) el comportamiento de las ondas que se producen sobre la superficie de un
estanque.

Cuando N = 3, las soluciones de (70) describen vibraciones producidas por ondas que evolucio-
nan en el espacio Euclideo habitual; por ejemplo, las ondas actsticas, épticas (0 més generalmente
electromagnéticas) evolucionan de acuerdo con esta EDP. Los esfuerzos internos y externos estén
dados por expresiones similares a las precedentes.

Es claro que ¢ debe tener las dimensiones de una velocidad; de hecho, esta constante debe ser
interpretada como la velocidad a la que se mueven las ondas que generan la solucién; véase por
ejemplo [3].

Asi, si N = 1, no es dificil demostrar que u es solucién de (69) en un abierto D C R? si y sélo
si existen funciones F' y G (definidas en intervalos adecuados) tales que

u(z,t) = Fx +ct) + G(z —ct) en D. (71)

Se dice entonces que u es la superposicion de dos ondas que se desplazan respectivamente hacia la
izquierda y hacia la derecha de los valores de x con velocidad c.

Por otra parte, veremos mas adelante que, para N = 2 y N = 3, las ondas producidas se
desplazan (en todas las direcciones) también con velocidad c¢. En particular, cuando N = 3, la
constante ¢ se suele llamar velocidad del sonido.

Para calcular u, necesitamos afnadir a (70) condiciones complementarias. Teniendo en cuenta
que estamos frente a una EDP de segundo orden en ¢, una posibilidad consiste en anadir informacién
sobre los valores de u y u; para t = 0 y sobre la frontera lateral. Asi, dados un abierto  y un
tiempo final T en las condiciones habituales y recordando la notacién habitual @ = Q x (0,T)
y X =00 x (0,T), el problema de Cauchy-Dirichlet para la EDP de ondas es

gy — 2 Au = f(x,1), (x,t) €Q
u = up(x,t), (x,t) € X (72)
u(x,0) = ug(x), u(x,0) =wui(x), x€Q,

donde f, ur, ug y u1 son funciones dadas. Las tres tltimas se interpretan, respectivamente, como
los valores de los desplazamientos de las particulas que estdn sobre ¥ y los desplazamientos y
velocidades de las particulas en el instante inicial ¢t = 0.

Otra posibilidad consiste en dar informacién sobre los esfuerzos eldsticos normales sobre Y. De
este modo llegamos al problema de Cauchy-Neumann

Ut — CQAU = f(Xa t)a (th) S Q
@2 (1) (x.t) €T (73)

u(x,0) = ug(x), us(x,0) =wui(x), x€Q,

donde g es una funcién dada.

6.2. Un resultado abstracto y algunas aplicaciones



6 LA EDP DE ONDAS (I): MOTIVACION, DEDUCCION Y RESULTADOS BASICOS 35

Presentaremos a continuacién un resultado abstracto que puede ser aplicado a problemas con
una estructura similar a la de los que preceden.
Supondremos dados

= Dos espacios de Hilbert separables V' y H de normas y productos escalares || - ||v, (-, )v, ete.
» Una familia {a(t;-,-)}+epo,7) de formas bilineales sobre V.
» Los datos F € L?(0,T; H), up € V y u; € H.
Tenemos entonces:
Teorema 6.1 Supongamos que
V C H, la inyeccion de V en H es continua y V' es denso en H. (74)
Supongamos también que existen M, o, 8 > 0 (independientes de t) tales que

la(t;u,v)] < Mlullv o]y Vu,v eV (75)

a(t;v,0) 2 ollvlly, — Bllvlh YeeV (76)

para t c.p.d. en [0,T]. Finalmente, supongamos que
t— a(t;u,v) es continua y diferenciable c.p.d. con derivada en L™ Yu,v € V. (77)

Entonces existe una unica solucion del problema siguiente:

Hallar w € C°([0,T); V)N C*([0,T); H) tal que
d2
@(u,v)H +a(t;u,v) = (Fyu)g Yo eV, cp.d. en (0,7) (78)

(u(0),ut(0)) = (uo, ).

La demostracién puede encontrarse por ejemplo en [2, 5|. De nuevo puede conseguirse intro-
duciendo una sucesién creciente de subespacios V,,, C V de dimensioén finita tal que su unién sea
densa en V| reduciendo (78) para cada m a un problema diferencial ordinario de segundo orden
y comprobando que las correspondientes soluciones u,, convergen (en un sentido adecuado) hacia
una funcién u que verifica (78).

A continuacién, presentaremos aplicaremos el teorema precedente a la resolucién de varios
problemas que contienen, como casos particulares, (72) y (73).

Consideraremos una vez mas un abierto & C R" con las propiedades indicadas en la Seccién 4.
Supongamos dados los coeficientes a;; y ¢, con

a;; = Qji, C S LOO(Q)
N
> a(x)&8 > alé? VEeRN, x cpdoen Q a>0
i,j=1

y pongamos

N
Lu:=— Z 0i(ai;(x)0;u) + c(x)u.

i,5=1
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Por otra parte, sean
fel*Q), wuye€ Hi(Q), wu €Ll*Q) (80)

y consideremos el problema de Cauchy-Dirichlet

Ut —+ Lu = f(X,t), (X,t) S Q
u=0, (x,t) € X (81)
u(x,0) = ug(x), us(x,0) =ui(x), xe€.

Pongamos

N
a(u,v) ::/Q Z aij(x)0udv + c(x)uv | dx Yu,v € Hy (). (82)

ig=1
Definicién 6.1 Se dice que u es solucidn débil de (81) si

u € C°([0,T]; Hy (2)) n C*([0, T]; L*(2))

j?(u,v)p +alu,v) = (f(-,t),v)2 Yo € HY}(Q), c.p.d. en (0,T) (83)

u|t=0 = Uo, ut|t=0 = u1.

Obviamente, estamos generalizando el concepto de solucién habitual de (81); por brevedad,
omitiremos los detalles.
Aplicando el Teorema 6.1, obtenemos el resultado siguiente:

Teorema 6.2 Bajo las hipdtesis (79)—(80), existe una unica solucién débil de (81).

Observacién 6.1 El resultado contintia siendo cierto si los a;; y ¢ dependen de la variable ¢ de
manera suficientemente regular. Por ejemplo, esto ocurre si los coeficientes son derivables respecto
de t en casi todo (x,t), con

aaij Oc
,— € L™(Q).
ot ' ot (@)
En efecto, en tal caso, es posible definir una familia de formas bilineales continuas sobre H}(Q)
que cumple las propiedades adecuadas. O

Observacién 6.2 Contrariamente a (55), el problema (81) tiene cardcter conservativo. Esto quiere
decir que, si f = 0, una cierta cantidad asociada a la solucién que juega el papel de “energia”
asociada permanece constante en el tiempo. En efecto, a partir de (83) con segundo miembro cero
y v = u(-,t), obtenemos facilmente para casi todo ¢ que

o I+ [”ut( ) t)||2L2 + a(u( ’t)>u(' at))] =0,

de donde resulta la denominada tdentidad de energia

e, Ol + aul-,6),ul-, )] = % [lu1llZ> + a(uo, uo)] vt € [0,T]. (84)

N =

Otra propiedad que tiene la EDP de (81) es la reversibilidad. Més precisamente, obsérvese que el
cambio de variables ' = —t deja invariante la EDP y, por tanto, tiene perfecto sentido considerar
problemas de Cauchy-Dirichlet con condiciones finales en tiempo. Obviamente, esto no es cierto
para la EDP que aparece en (55). O
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Ejercicio 6.1 Se considera el siguiente problema para la EDP del telegrafista (con potencial o
término de Klein-Gordon adicional):

Ugs + auy — gy +m(z)u = f(x,t), (z,t) €Q
w(0,t) =u(L,t) =0, te(0,T)
U(.%,O) = UO(‘T); ut(x,()) = ul(x) T e (OaL)a

donde a € R, m € L*°(0, L) y los otros datos cumplen las condiciones habituales.

Definir adecuadamente el concepto de solucion débil y probar un resultado de existencia y uni-
cidad. ;Qué puede decirse de las soluciones asociadas a distintos valores de a y distintas funciones
m cuando a — 077 ;Y cuando m — 0 en L>°(0, L)?

Indicacion: Realizar un cambio de variable u = e*w con A adecuado. O

También es posible formular (y resolver) problemas de tipo Cauchy-Neumann en este contexto.
Asi, supongamos de nuevo que los a,j, ¢, f y uo verifican (79) y (80), sea

g€ L*(%) (85)
y consideremos el problema
ug + Lu = f(x,1), x €
N
Z a;j(x,t)0un; = g(x,t), (x,t)€X (86)
i,j=1

uly_g =0, uil,_y =1
Pongamos ahora

N

a(u,v) = /Q igz:l a;;(x)0;u 0;v + c(x)uv | dx Vu,v € H () (87)
y
F(t)(v) := /Qf(x,t)v dx + /{m g(x,t)vdl' Yv e H (), (88)

para casi todo ¢ € [0,T].

Definicién 6.2 Se dice que u es solucion débil de (62) si

we L2(0,T; H' (Q)) N C°([0, TT; L*(2))

%(u, v)p2 +a(t;u,v) = F(t)(v) Yo e HY(Q), c.p.d. en (0,T) (89)

ul,_g =0, uel,_y =1,
De nuevo tenemos un resultado de existencia y unicidad (basta comprobar que se puede aplicar
el Teorema 6.1 con V = H1(Q), H = L*(Q), a(-,-) como en (87), F como en (88) y ug € HL(Q)
y up € L*(Q)):

Teorema 6.3 Bajo las hipdtesis (79)—(80) y (85), existe una dnica solucion débil de (86).

Naturalmente, el Teorema 6.1 puede ser aplicado a muchos otros problemas de segundo orden
en tiempo similares, con condiciones de Fourier, condiciones distintas sobre distintas partes de X,
ete.
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6.3. Algunas ideas sobre la aproximacion numérica

Veremos a continuacion cémo se pueden conseguir aproximaciones numéricas de la solucién
de (81). Los argumentos son andlogos a los que se usaron en la Seccién 5.2 para la EDP del calor.
De nuevo procederemos por etapas:

ETAPA 1 - APROXIMACION EN TIEMPO:
Fijemos un entero Mp > 1, el paso en tiempo 7 = T/Mr y la particién de [0, T

{0=t0<t1<"'<tMT},

donde t,,, := m7 param = 0,1, ... M7. En una primera etapa, hallamos aproximaciones u%, u', . ..

de las u(-, %), u(-,t'),...
En primer lugar, tomamos simplemente u° = ug, u' = u® + Tul.
A continuacién, con m > 1, evaluamos la EDP de (81) en los distintos t™*! y sustituimos las
derivadas temporales de (55) por cocientes en diferencias. El esquema habitual conduce al resultado

1

siguiente:
um—i—l —2u™m + um—l
2

+ Lu™t = f(x, ™), x€Q

T (90)

™t =0, x €N

ETAPA 2 - APROXIMACION EN ESPACIO:
Como en la Seccién 5.2, conseguimos reducir la tarea a la resoluciéon de un nimero finito de
problemas elipticos, todos con la estructura

(91)

au+ Lu = f(x), xeQ
u=0, x €099,

donde ahora a = 1/72.

Obviamente, si 7 es suficientemente pequeno, estamos en las condiciones de la Seccién 3.2.3
y cada uno de estos problemas posee solucién tnica. Por otra parte, las técnicas descritas en la
Seccién 4 permiten construir aproximaciones numéricas de (91).

Observacién 6.3 Supongamos (por ejemplo) elegida la estrategia P;-Lagrange para la resolucién
numérica de los problemas (90) y supongamos dada una familia regular de triangulaciones {7 } n>0-
Para cada 7 = T/My y cada h > 0, se puede construir una “aproximacién” u,j de w como sigue:

w urp:[0,T] — Vj, es continua y afin a trozos.
» u; ,(0) =ugp ¥y urn(7) = u1,, (aproximaciones respectivas de u® y u! en V},).
w u, (") = u T (1a solucién aproximada de (90) determinada por 7y,).

Entonces es posible demostrar que existe una constante K > 0 tal que, si 7,h — 07 y 7 < Kh,
las u,; convergen, en un sentido adecuado, hacia la solucién w cuando 7,h — 0*+.! Para més
detalles, véase por ejemplo [1, 4]. O

I La condicién precedente sobre 7 y h quiere decir que, para un nivel de aproximacién en espacio dado, la
aproximacién en tiempo elegida debe ser suficientemente buena. Generalmente, se conoce como condicién CFL (de
Courant-Friedichs-Levy).
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Para conseguir aproximaciones numéricas de la solucién de (86) (y otros problemas andlogos
correspondientes a condiciones de contorno distintas), se puede proceder de forma andloga.
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