Tema 1

Introduccion a las Ecuaciones
y Sistemas Diferenciales Ordi-
narios. Métodos elementales
de integracion

1  Ecuaciones Diferenciales de primer orden

Durante todo el Curso, usaremos la expresion EDO como sinénimo de Ecuacion
Diferencial Ordinaria.

Definicién 1.1 Una EDO de primer orden es una expresion de la forma
F(z,y,y') =0, (1.1)

siendo F una funcién dada, definida en un conjunto O C R3, con valores en
R, que depende efectivamente de al menos la tercera variable. A x se le deno-
mina la variable independiente, y = y(x) es una funcidn incdgnita dependiente
sélamente de la variable x, e y' denota a la derivada primera de y respecto de
x.

Observacién 1.2 Con frecuencia se usa la letra t, en vez de x, para designar a
la variable independiente en la ecuacion (1.1). En tal caso, es también corriente
utilizar la letra © para designar a la funcion incdgnita, dependiente ahora de la
variable t, e incluso usar & para denotar a la derivada primera de x respecto de
t, con lo que la EDO (1.1) se escribe entonces

F(t,z,#) = 0. (1.2)

Nosotros usaremos preferentemente la notacién (1.1), pero a veces, dependiendo
del contexto, haremos uso de (1.2) u otras notaciones equivalentes.



Definicién 1.3 Una solucidn de (1.1) es cualquier funcion ¢ : I — R, con
I C R intervalo de interior no vacio, satisfaciendo:

(i) Eziste la derivada ¢'(x) en todo punto x € I, donde si x es un extremo de
I, ¢'(x) denota a la correspondiente derivada lateral,

(ii) (x,p(x), ¢ (z)) € O, para todo x € I,
(i) F(z,p(z),¢ (x)) =0, para todo x € I.

Se dice también en tal caso que la pareja (I, ) es una solucion local de (1.1), o
que ¢ es una solucion de (1.1) en el intervalo I.

La ecuacién (1.1) se dice que estd en forma implicita. En el caso en que y’
aparece despejada en la EDO, se dice que ésta esta en forma explicita o normal.
Mas exactamente:

Definicién 1.4 Diremos que una EDO de primer orden estd en forma explicita
o normal, si estd escrita en la forma

y' = f(z.y), (1.3)

con f:Q C R?2 — R una funcién dada. En tal caso, esta ecuacidn puede ser
escrita en la forma (1.1), tomando O = Q x R, con F(z,y,y") =y — f(z,y).

En este Curso, nos vamos a centrar en el caso de las EDOs en forma nor-
mal. La nocién de solucién para (1.3) no es més que un caso particular de la
correspondiente nocién para (1.1)

Definicién 1.5 Una solucidon de (1.3) es cualquier funcién ¢ : I — R, con
I C R intervalo de interior no vacio, satisfaciendo:

(i) Ewmiste la derivada ¢'(z) en todo punto x € I, donde si x es un extremo de
1, ¢'(x) denota a la correspondiente derivada lateral,

(i) (z,¢(x)) € Q, para todo x € I,
(iii) ¢'(x) = f(z,p(x)), para todo x € I.

Se dice también en tal caso que la pareja (I, ) es una solucion local de (1.3), o
que @ es una solucion de (1.3) en el intervalo I.

Observacion 1.6 En general, consideraremos que £ es un subconjunto abierto
de R2, y que f es continua. En ese caso, la condicion (i) en la definicion
precedente puede ser sustituida por pedir que ¢ € C1(I).



Observacién 1.7 La ecuacion (1.3) admite una interpretacion geométrica sen-
cilla. A cada punto (xg,y0) € Q, la funcidn f le asocia el nimero pg = f(z0, Yo).
Si pensamos en py como el valor de la pendiente de la recta que pasa por (xo,Yo),
obtenemos en Q) un campo de direcciones. En este sentido, buscar solucion ¢ a
(1.3) equivale a buscar una curva plana de ecuacién en coordenadas cartesianas
y = p(x), tal que para cada punto (xo,yo) de la curva, la pendiente de la recta
tangente a la curva en dicho punto sea precisamente el valor pg = f(xo,yo0) del
campo en el citado punto.

A continuacioén, discutimos algunos ejemplos de problemas que dan lugar a
la apariciéon de EDOs de primer orden.

Ejemplo 1) Al eliminar un pardmetro.

En concreto, supongamos dada una familia uniparamétrica de funciones re-
gulares y = y(z, C), dependientes del pardmetro C € R, y que vienen definidas
de manera implicita por la ecuaciéon

®(z,y,0) =0, (1.4)

con ® una funcién regular dada. En tal caso, derivando respecto de z en (1.4),
obtenemos para cada valor de C,

D, (z,y,C) + @y (z,y,C)y’ =0, (1.5)

donde por ®, (respectivamente, ®,) denotamos a la derivada parcial primera
de ® respecto de x (respectivamente, respecto de y).

Entonces, eliminando C entre (1.4) y (1.5), en principio cabe pensar que se
va a obtener una expresién de la forma (1.1).

Por ejemplo, si consideramos la familia de pardbolas de ecuacién y = Cz?,
con C € R arbitrario, estamos en el caso ®(z,y,C) = y — Cz?, derivando en
dicha ecuacidén respecto de x obtenemos 3’ = 2Cz, y eliminando C entre las dos
ecuaciones, obtenemos la EDO satisfecha por la familia dada de parabolas, que
en forma normal se escribe

Ejemplo 2) En problemas de tipo geométrico.

Por ejemplo, supongamos dada una familia uniparamétrica de curvas regu-
lares en el plano cartesiano y = y(z, C'), dependientes del pardmetro C' € R, y
que vienen definidas de manera implicita por la ecuacién (1.4). Nos planteamos
el problema de hallar curvas que corten de manera ortogonal a todas las curvas
de la familia dada.

Para abordar este problema, lo que se puede hacer en primer lugar es, me-
diante el procedimiento descrito en el Ejemplo 1), obtener por eliminacién de



C la EDO F(z,y,y’) = 0 satisfecha por la familia de funciones y = y(z,C). A
continuacion, se observa que, fijado un valor Cy de C' y un punto (zo, y(xo, Co))
sobre la curva correspondiente, si y = () es una curva que corta a y = y(z, Cp)
en dicho punto de manera ortogonal, entonces forzosamente ¢ (zg) = y(xo, Co),
y la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto, que viene dada por
¢'(x9), ha de coincidir con la inversa cambiada de signo de la pendiente de la
tangente a la curva y = y(x, Cy) en el mismo punto, es decir,

1
/
T0) = ————
#(wo) y' (0, Co)

Sustituyendo las relaciones obtenidas en la igualdad F(zq, y(zo, Co), ¥’ (z0, Cp)) =
0, y eliminando el subindice, llegamos a que

Fa,¢(@). - —5) =0,
o cambiando de notacién,
Fla,y(a), ) =0,
y'(z)

es la EDO de la familia buscada.
Por ejemplo, si consideramos la familia de parabolas de ecuacién y = Cz?,
con C' € R arbitrario, del ejemplo anterior, resulta que, como la EDO

/ 2y
Yy =—
X

es la correspondiente a dicha familia, entonces la EDO

’ —T

ZU:@

es la correspondiente a las curvas ortogonales a familia de parabolas. En este
caso, es muy sencillo obtener, usando los métodos elementales de integracion
de EDO que se describiran posteriormente, que, como se comprueba facilmente,

la dltima EDO tiene por soluciones, a todas las funciones definidas de manera
2

. ;. . X .-
implicita por ecuaciones de la forma y?> + = = k, con k constante positiva

arbitraria. Se obtiene por tanto una familia de elipses centradas en el origen.

Ejemplo 3) En problemas de dindmica de poblaciones.

Consideremos una especie aislada en un determinado habitat, y denotemos
por p(t) a la poblacién, es decir al nimero de individuos, de esa especie presente
en el citado habitat en cada instante ¢t. Un modelo muy simplificado para la
evolucién de p(t) es suponer que el incremento de poblacién en un corto intervalo



de tiempo (¢,t + At) es proporcional al nimero de individuos presentes en el
instante ¢t multiplicado por el tiempo transcurrido, es decir

p(t + At) —p(t) = ap(t)At,

con « > 0 constante. En tal caso, dividiendo por At y pasando la limite cuando
At — 0, se obtiene el modelo

p(t) = ap(t), (1.6)

que fue propuesto por Malthus en 1798.

Es inmediato comprobar que toda funcién de la forma p(t) = Ce®!, con
C € R arbitraria, es solucién de (1.6). Si conocemos que en un instante ¢, hay
po > 0 individuos de la especie, entonces la solucién correspondiente a (1.6) que
satisface esta ultima condicién viene dada por

p(t) = poe =",

igualdad que en particular describe la evolucién futura de p(t) para t > to. Se
observa que, por tanto, el modelo de Malthus predice un crecimiento exponencial
al infinito de la poblacién, cuando ¢ — +o00. Ello hace que el modelo sea poco
realista, al menos para tiempos grandes. Una hipdtesis razonable es suponer
que pasado un cierto umbral 3 > 0, la poblacién empieza a decrecer, debido por
ejemplo a la competencia por el alimento existente. Esta hipdtesis conduce a
un modelo de la forma

p(t) = ap(t)(B — p(t)), (1.7)

que es también estudiado en dindmica de poblaciones. Este y otros modelos se
pueden consultar en [1].

Vemos que en los ejemplos anteriores, las EDO de primer orden que han
aparecido poseen infinitas soluciones. Si se quiere singularizar una solucién,
hace falta imponer una condicién adicional. En general, esa condicién adicional
consiste en imponer que la solucién pase por un punto prefijado del plano

Definicién 1.8 Denominaremos Problema de Cauchy o de walores iniciales
para la EDO (1.3) al problema consistente en, fijado un punto (xo,yo) € Q,
hallar una solucion local (I,p) de (1.3) tal que xo € I y p(xo) = yo. En tal
caso, se dice que (I,p) es una solucion local del Problema de Cauchy

(PC) {yl = f(a:,y),
y(zo) = Yo-

Como un ejemplo adicional de Problema de Cauchy, consideremos el siguiente:



Ejemplo 4) Nos planteamos el problema consistente en encontrar una curva
regular en el plano cartesiano, que pase por el punto (1,2), y tal que la recta
normal a la curva en cada punto de la misma pase por el origen de coordenadas.

Para resolver este problema, supongamos que y = @(x) es la ecuacién de
la curva que se busca. En tal caso, la recta normal a la curva en cada punto
(0, p(x0)) de la misma tiene por ecuacién,

1
Yy —¢(xo) = *m(x — Z0),

con lo que, si pedimos que esa recta pase por el origen de coordenadas, se ha de

satisfacer
Zo

¢'(20)’
y esto para todo valor de xg. En consecuencia, eliminando el subindice de la

ultima igualdad, y sustituyendo ¢(z) por y, obtenemos que la EDO que ha de
satisfacer la curva que buscamos, escrita en forma normal, es:

—p(wo) =

estamos por tanto ante el Problema de Cauchy

y, = _fa
(PC) v
y(l) =2.

La EDO anterior se puede escribir yy’ = x, y es fdcil de resolver con los métodos
que describiremos con posterioridad, obteniéndose que todas las funciones de la
forma y = vVR? — 22, 0 y = —vR? — 22, con R constante arbitraria, son solu-
ciones de la misma. Si imponemos la condicién adicional y(1) = 2, obtenemos

como solucién del (PC')
o(x) = V5 —a?,

funcién definida en el intervalo I = (—+/5,4/5). La funcién y = (x) viene
definida de manera implicita por la igualdad x? + y? = 5, asi pues, la curva
buscada es la circunferencia de centro el origen y radio v/5.

2 Sistemas Diferenciales Ordinarios de primer
orden

Usaremos la expresién SDO como sinénimo de Sistema Diferencial Ordinario.
Consideremos fijado un entero N > 1.



Definicién 2.1 Un SDO de primer orden y dimension N en forma normal o
explicita es una expresion de la forma

yll = fl(m7y17"'7yN)a
................................ s (28)

ij = fN(xayl, ~~~,yN)7

siendo f;, para 1 < i < N entero, N funciones dadas, definidas en un conjunto
Q c RY*Y, con valores en R. A z se le denomina la variable independiente,
las yi, para 1 < i < N, son funciones incognitas dependientes sélamente de la
variable x, e y; denota, para cada i, a la derivada primera de y; respecto de x.

Observacion 2.2 Hablando con propiedad, la denominacion SDO de primer
orden, referida a (2.8), deberia estar reservada al caso en que N > 2, pero
hemos aceptado también el caso N = 1 en nuestra definicion, con el fin de
que el concepto de SDO de primer orden en forma normal contenga como caso
particular al de una EDO de primer orden en forma normal.

De forma anéloga a los conceptos de solucion y de Problema de Cauchy para
una EDO de primer orden en forma normal, tenemos los correspondientes para,
un SDO de primer orden en forma normal.

Definicién 2.3 Una solucidn local de (2.8) es cualquier N+1-upla (I, 1, ..., oN),
con I C R intervalo de interior no vacio, y las p;, 1 < i < N, N funciones
w; - I — R, satisfaciendo:

(i) Emiste la derivada }(z) en todo punto x € I, y para todo 1 < i < N,
donde si x es un extremo de I, p}(z) denota a la correspondiente derivada
lateral,

(i) (z,¢1(x),...,on(x)) € Q, para todo x € 1,
(iil) ¢i(x) = fi(z, p1(x), ..., on(2)), para todo x € I, y para todo 1 <i < N.

Se dice también entonces que la N-upla (p1, ..., pN) €s una solucion de (2.8) en
el intervalo I.

Definicion 2.4 Denominaremos Problema de Cauchy o de walores iniciales
para el SDO (2.8) al problema consistente en, fijado un punto (o, Y1y - YN, )
perteneciente a S, hallar una solucion local (I, @1, ..., on) de (2.8) tal que xg € T
y wi(zo) = yiy, para todo 1 < i < N. En tal caso, se dice que (I, 1,...,o0N) €S
una solucion local del Problema de Cauchy
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Y1 = fl(xay17"'7yN)a

y?\f = fN(wny "'7yN)a

yl(xo) =Ygy eeeee- ayN(xO) = YNo-

Observacién 2.5 La formulacién del SDO (2.8), asi como las definiciones 2.3
y 2.4 pueden ser efectuadas en una notacion compacta que formalmente contenga
la situacion de una EDO de primer orden como caso particular. Para ello, lo
que se hace es introducir la notacion vectorial, denotando en particular a los
elementos de RN como vectores columna. Denotemos

Y1 N P1 o1
Yy = 5 yl = P Y = 3 30/ = P (29)
YN Yn $YN PN
fl(xayla"'ayN> Yo,
fla,y) = : o= |- (2.10)
fN(aj?yla"wyN) Yon
De esta forma, el SDO (2.8) puede ser escrito como
y' = f(z,y), (2.11)

con f: Q — RN dada. Una solucién local de (2.11) es entonces una pareja
(I,¢) tal que I C R es un intervalo de interior no vacio, y ¢ : I — RN es una
funcion que satisface:

(i) Existe la derivada (componente a componente) ¢'(xz) en todo punto x € I,
donde si x es un extremo de I, ¢'(z) denota a la correspondiente derivada
lateral,

(ii) (x,@(x)) € Q, para todo x € I,
(i) ¢'(z) = f(z,¢(x)), para todo x € 1.

De igual manera, se puede formular el Problema de Cauchy para (2.11)

(PC){yl:f(xyy),

y(zo) = yo,

como el problema consistente en, fijado un punto (xg,y0) € Q, hallar una
solucion local (I,p) de (2.11) tal que o € I y o(x0) = yo. En tal caso, se
dice que (I, ) es una solucion local del Problema de Cauchy.

Obsérvese la completa analogia existente entre estas notaciones y las corres-
pondientes al caso de una EDO de primer orden en forma normal.



Los SDOs aparecen en las aplicaciones a la Fisica, Biologia, Economia, etc.
Citemos como un ejemplo el denominado sistema de Lotka-Volterra,

p1 = ap; — Bp1pa,
. 2.12
{ P2 = —Yp2 + dp1pe2, (2.12)

donde «, 3, v y d son constantes positivas dadas, y p; y p2 son dos funciones
incégnitas dependientes solamente de la variable tiempo t.

Un sistema de Lotka-Volterra como (2.12), se denomina también un sistema
de tipo presa-depredador. En efecto, en (2.12) la variable p;(t) puede ser inter-
pretada como la cantidad de individuos de una especie, las presas, presentes en el
instante ¢ en un determinado hébitat, y la variable ps(t) puede ser interpretada
como la cantidad de individuos de otra especie, los depredadores, presentes en
el instante ¢ en el mismo habitat. Se supone que los depredadores se alimentan
de las presas, mientras que éstas no se alimentan de los depredadores. Con estas
suposiciones, el modelo (2.12), en su primera ecuacién, estd expresando que, en
ausencia de depredadores, las presas crecen a un ritmo constante, mientras que
la presencia de los primeros hace disminuir el niimero de presas en proporcién
directa al de depredadores presentes. De igual manera, la segunda ecuacién en
(2.12) indica que, en ausencia de presas, los depredadores decrecen a un ritmo
constante, mientras que la presencia de las presas hace aumentar el nimero de
depredadores en proporcién directa al de aquellas presentes.

3 Métodos elementales de resoluciéon de EDOs
de primer orden

En esta seccién vamos a exponer métodos para resolver algunos casos sencillos
de EDOs de primer orden. Las notas que siguen estan tomadas en gran medida
de [3] (ver también [4]).

En el caso de una EDO de primer orden, diremos que hemos resuelto la
ecuacién si somos capaces de hallar una familia infinita de funciones ¢(x,C),
dependiente de x y de una constante arbitraria C' € R, tal que para cada valor
fijado de C la funcién correspondiente sea solucién de la EDO. En tal caso,
diremos que la expresién y = p(z,C) es la solucién general de la EDO. De
manera més general, diremos que hemos resuelto la ecuacién si somos capaces
de hallar una funcién regular ®(z,y, C), dependiente de z, y, y una constante
arbitraria C' € R, tal que para cada valor fijado de C' la igualdad ®(z,y,C) =
0 defina de manera implicita una o varias funciones ¢(z,C) soluciones de la
correspondiente EDO. En tal caso, diremos que la expresiéon ®(z,y,C) = 0 es
la integral general de la ecuacién.

Pasamos a exponer seguidamente una coleccion de casos en que es posible
resolver una EDO.

1.- EDO de la forma y' = f(z).
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En este caso, f no depende de y, y si por ejemplo f € C°(I), con I
intervalo de R de interior no vacio, la resolucién es inmediata. Basta
tomar como solucién general y = F'(z) + C, siendo F' una primitiva de f.
EDO de primer orden de variables separables.

Este es el caso en que la EDO puede ser escrita en la forma

C))
y = ) (3.13)

con a(z) funcién continua dependiente sélo de la variable z, y b(y) funcién
continua dependiente sélo de la variable y.

En este caso, la EDO también puede ser escrita en la forma

b(y)y' = alx), (3.14)

de la que se dice que estd escrita con las variables separadas. Sean A(x)
una primitiva de a(z), B(y) una primitiva de b(y), y ¢(x) una funcién
derivable. En tal caso,

%B@(x)) = b(p(2))¢' (@),

con lo que, si ¢(x) es solucién de (3.14), entonces

d d

%B(S@(x)) = %A(l“)’

y en consecuencia

con C' € R arbitraria.
Por tanto, la expresion

B(y) = A(z) + C, (3.15)
es la integral general de (3.13).

En la practica, para llegar a la integral general se puede proceder como
sigue. La EDO (3.14) se puede escribir formalmente

y en consecuencia, integrando los dos miembros de esta ultima igualdad,
se obtiene (3.15).

Asi, si consideramos por ejemplo el Problema de Cauchy

’ 2
(PC){y =1+y2
y(0) =0,
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observamos que la EDO que aparece en dicho problema puede ser escrita
de manera formal

d
vy __ dx,
1492
con lo que integrando los dos miembros de esta igualdad, obtenemos como

integral general,
arctgy=xz+C, CeR,

de la que, despejando y, obtenemos la expresién de la solucién general de
la citada EDO,

y = tg(x + C)
Ahora, imponiendo la condicién y(0) = 0, y teniendo en cuenta que el
intervalo de definicién de la solucién del Problema de Cauchy planteado
ha de contener al cero, resulta finalmente que dicha solucién viene dada
por y = tgz, con intervalo de definicién I = (—7/2,7/2).
EDO lineal de primer orden.

Este es el caso en que la EDO es de la forma
ao(2)y’ + a1(2)y + az(z) =0, (3.16)

con a;(x) € C(I), i = 0,1,2, funciones dadas, siendo I C R intervalo de
interior no vacio, y donde suponemos que ag(z) # 0 para todo = € I.

En este caso, denotando

ao

—~

x) ao(z)

la ecuacién (3.16) también puede ser escrita en la forma
y' = a(z)y + b(z), (3.17)

con a(x) y b(x) funciones dadas en C(I).

A partir de ahora nos centramos en esta tltima formulacién de la ecuacion
lineal.

Definicién 3.1 Si b =0, se dice que (3.17) es una EDO lineal de primer
orden homogénea. En el caso en que b # 0, se dice que la ecuacidn (3.17)
es una EDO lineal de primer orden no homogénea. En este ltimo caso,
se dice que

Y = alx)y, (3.18)

es la ecuacidn homogénea asociada a (3.17).
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Denotemos,

Vo = {¢ € C'(I); ¢ es solucién de (3.18) en I},
y de manera mas general,

Vi, = {p € C(I); ¢ es solucién de (3.17) en I}.
Como primer resultado, tenemos

Proposicién 3.2 El conjunto Vy es un subespacio vectorial de C*(I) de
dimension 1.

Demostracién.- Denotemos por A(z) a una primitiva de a(z). Sea ¢ €
C(I) una funcién dada. Es inmediato comprobar que ¢ pertenece a V;
si y sélo si,
¢ (2)e= 2@ —q(x)p/ (x)e 4@ =0, Vzel,
es decir, si y sdlo si,
d
dz

lo cudl es equivalente a afirmar que existe una constante C' € R tal que

(go(:c)eiA(@) =0, Vzel,

(r)e @ =0, VYzel

En resumen, ¢ pertenece a Vj si y sélo si es de la forma ¢(z) = CeA®),
con C' € R arbitraria. Asi pues V{ coincide con el subespacio vectorial
generado por la funcién e?(*),

Vo = (eA@),

Observacion 3.3 De la proposicion precedente, se tiene en particular que
toda combinacion lineal de soluciones de (3.18) en I, es también solucidon
de (3.18) en I.

En la Proposicion 3.2 hemos encontrado de hecho la solucion general de
la EDO homogénea (3.18). Si la denotamos por pp(x,C), hemos obtenido
que

on(z,C) = Cer®),
con A(z) una primitiva de a(x).
El mismo resultado puede ser obtenido observando que (3.18) es una EDO
de variables separables, que se puede escribir formalmente
dy _

a(x)dx,
) (z)
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y por tanto, calculando primitivas de cada uno de los dos miembros de la
igualdad, tenemos
log |y| = A(z) + &,

es decir,

|y| _ ekeA(ac),

con k € R arbitrario, expresién que, denotando €* = C, es la misma que
la obtenida precedentemente para op(z,C).

Una vez hemos visto como hallar V{, nos planteamos la cuestién de deter-
minar V4 cuando b # 0.

En primer lugar, es inmediato comprobar que se satisfacen la dos propiedades
siguientes:

a) Si gy ﬂ; pertenecen a Vj, es decir, son soluciones de (3.17) en I,
entonces @ — 1) pertenece a Vp, es decir, es solucién de (3.18) en 1.
b) Si ¢ pertenece a V4, es decir, es solucién de (3.17) en I, y ¢ pertenece

a Vp, es decir, es solucién de (3.18) en I, entonces @ + ¢ pertenece a
Vp, es decir, es solucién de (3.17) en I.

Como consecuencia de a) y b), es inmediato obtener que si @, es una
solucién particular de (3.17) en I, entonces

Vo ={®p + ¢; ¢ € W}, (3.19)

es decir, V}, coincide con la variedad afin @, + Vj.

La igualdad (3.19) se expresa también diciendo que la solucién general de
(3.17) es igual a la suma de una solucién particular de dicha ecuacién, més
la solucién general de (3.18).

El problema es por tanto cémo calcular una solucién particular de (3.17).
Vamos a ver que, de hecho, en la busqueda de dicha solucién particu-
lar encontraremos nuevamente la igualdad (3.19), es decir, hallaremos la
solucién general de (3.17).

Una primera forma de hallar una solucién particular de (3.17), y como
yva hemos dicho encontrar de hecho la soluciéon general, es proceder como
para la demostraciéon de la Proposicién 3.2.

En efecto, sea A(x) una primitiva de a(z), y sea @ € C*(I) una funcién
dada. Es inmediato comprobar que ¢ es solucién de (3.17) si y sélo si,

@' (x)e™ 2@ — q(2)@ (x)e A = b(x)e A Vel

es decir, si y sélo si,

d
= (Bla)e)) = b@)e @), vaer. (3.20)
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Si denotamos por D(x) a una primitiva de la funcién b(z)e=4(®), es inmedi-
ato que (3.20) es equivalente a afirmar que existe una constante C € R
tal que

P(x)e 2@ = D)+ C, Vzel,
es decir

P(x) = D(x)er ™ + A vrel, (3.21)

que es la expresién de la solucién general de (3.17), siendo la funcién

una solucién particular de la misma. Se observa que (3.21) implica en
particular a la igualdad (3.19).

Otra manera de reencontrar (3.21) se basa en el denominado método de
Lagrange de variacién de la constante. La idea del citado método consiste
en, una vez que se ha hallado ¢, (z,C) = Ce® como solucién general
de la EDO homogénea, buscar @(x), solucién de (3.17), de la forma

B(x) = C(z)er™, (3.22)

con C(z) funcién derivable de la variable x por determinar. Para hallar
C(x), se exige que p(x) satisfaga (3.17), lo que conduce a

C'(x)e® + a(z)C(x)e ™ = a(z)C(x)e*™@ +b(z), Vzel,
es decir,
C'(z)e™ = b(z), Vrel,

lo cudl conduce a

C(x)=k+D(z), Vzel,
con k € R arbitrario, y por tanto, llevando esta expresién de C(x) a (3.22),
obtenemos nuevamente (3.21).

Como ejemplo de aplicacién de las consideraciones precedentes, conside-
remos la EDO
y' +ycosx = senx cosx (3.23)

La ecuacién homogénea asociada es

y +ycosz =0,

que es inmediato ver que tiene por solucién general yp,(z,C) = Ce™ 5" %
con C' € R constante arbitraria. Utilizando el método de variaciéon de

constante, buscamos solucién de (3.23) de la forma

y — C(x)e— sen T
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Para determinar C'(x), exigimos que y satisfaga (3.23), y obtenemos
C'(z)e*"* — C(x)e” %" " cosx + C(z)e” *"* cosz = senx cos x,

es decir,
C'(z) = *"*sen z cos ,

con lo que
C(z) = /ese‘”” senx cosx dr + k,

con k € R constante arbitraria.

Ahora bien, integrando por partes, se obtiene facilmente que
/ e*"*senx cosxdr = " (senz — 1),

y en consecuencia,
C(z) =e*"*(senx — 1) + k,
con lo que obtenemos como solucién general de (3.23)

y(z) = ke "% +senx — 1, ke€R.
El mismo resultado se puede obtener multiplicando la EDO (3.23) por
€*°"* e integrando.

EDO de Bernoulli.
Una EDO de Bernoulli es de la forma

y' =a(x)y +b(x)y*, a#0,1, (3.24)
con a(x) y b(x) funciones dadas en C(I).
Para resolver (3.24), se pueden utilizar dos métodos.

Un primer método consiste en efectuar el cambio de funcién incégnita

=Y

Con ese cambio,
-,/

Z/ = (1 - Ol)y Y,
con lo que, multiplicando (3.24) por (1 — a)y~?, se obtiene
=1 -a)a(z)z+ (1 - a)b(z),

EDO lineal que sabemos ya cémo resolver.
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Otro método para resolver (3.24) consiste en buscar solucién de la forma
y(x) = u(@)o().
Sustituyendo en la EDO, se obtiene
uw'v+uw' = a(z)uv + b(z)u*v®. (3.25)

Entonces, tomando como v una solucién de la EDO lineal homogénea

por ejemplo u(x) = eA*), con A(z) primitiva de a(z), y sustituyendo
dicha u en (3.25), se obtiene

v = b(z)u® v,
ecuacion que, al ser conocida u, es de variables separables en la funcién
incognita v.

En cualquiera de los dos métodos, hay que tener en cuenta, cuando a > 0,
que y = 0 es también solucién de (3.24).

Como un ejemplo, consideremos la EDO
1 log x
Y+ -y =—1y (3.26)
x x

Efectuando el cambio y = uv, obtenemos

1 log x
W+ ur + —uw = —==u0?
x

1
Tomando u solucién de v’ + —u = 0, por ejemplo
x

U= —,
x

y sustituyendo en la EDO anterior, se obtiene

r_ logz 5

)

x2

EDO de variables separables, que conduce a

v T

con C € R constante arbitraria. Integrando por partes, es facil obtener

/logxdx _ _logx _ l,

x2 T T
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y en consecuencia,

v x x
Llevando las expresiones obtenidas para v y v a la igualdad y = wv,
obtenemos

1

- - 2
logz +1—Cx’ (3:27)

Y

expresién de la solucién general de (3.26), a la cudl hay que anadir la
solucién y = 0.
Como ya hemos dicho, teniendo en cuenta que en este caso o = 2, se puede
obtener la misma expresién de la solucién general de (3.26), mediante el
cambio z = y~!, que permite escribir la ecuacién como

1 log x

/!
2= —z=- ,
x x

EDO lineal que se puede resolver facilmente. Para ello multiplicamos por

1/x, obteniendo
i (E) _ _1og33
de \z/) 22’

1
f:—/ ngxdx—l—k,
x x

es decir,

con k € R constante arbitraria. Sustituyendo el valor de la integral, que
ya hemos hallado, obtenemos

z=logx + 1+ kzx,

con lo que, como y = 1/z, cambiando k¥ = —C, obtenemos de nuevo la
expresion (3.27).

EDO homogénea.
Una EDO de la forma y' = f(z,y) se dice homogénea si

f(Az, \y) = f(z,y), VAeER.

De manera general, una funcién f(z,y) se dice homogénea de grado n si
f(Az, Ay) = A" f(z,y), para todo A € R. En consecuencia, una EDO de la
forma y' = f(x,y) se dice homogénea si f(z,y) lo es de grado 0.

Si la EDO es homogénea, se puede hacer el cambio
y(@) = zu(z),
con lo que se obtiene

ru' +u= f(xaxu) = f(l,u),
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y por tanto
= g(u),

con g(u) = f(1,u) — u, EDO que es de variables separables.

Asi, por ejemplo, si consideramos la ecuacién
/22 12
y = u’ (3.28)
T

es inmediato comprobar que es homogénea. Haciendo el cambio y = zu,
obtenemos
zu + Va2 — x2u?

u+azu = =uxV1-—u?
x

es decir,
du dx

— =+
V1—u? x

con lo que integrando, se tiene
arcsen(u) = £log|Cx|,

con C' € R\{0} constante arbitraria. Con lo que resulta, y = +xz sen(log |Cx|),
o lo que es lo mismo, teniendo en cuenta el caracter arbitrario de C,

y = zsen(log |Czl).

A esta expresién de la solucién general de (3.28), hay que anadir dos
soluciones particulares que se han perdido al dividir por v1 — u2, y que
se corresponden con u = +1,

Mencionemos también, dentro de este caso, un tipo de ecuaciones que son
facilmente reducibles a homogéneas, y que son las EDOs de la forma

, ax+by+r
=g —2— 3.29
4 g(cx—l—dy—l—s)’ (3:29)

donde a, b, ¢, d, r, s son nimeros reales dados, y g = ¢(¢) es una funcién de
una sola variable.

Si las rectas de ecuaciones ax + by +1r = 0y cx +dy + s = 0 son paralelas,

es decir, si
a b
det( e d > =0,
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entonces existe p € R tal que a = pe, y b = ud, con lo que (3.29) se escribe

, (u(cx+dy)+r)

_ 3.30
V=9\ " a1 (3.30)

e introduciendo el cambio de incégnita z = cx + dy, se obtiene de (3.30)

Z/C+dg<’uz+r>’

zZ4+s

ecuacién que es de variables separables, y que una vez resuelta, permite
obtener y a partir de z.

Si las rectas de ecuaciones ax +by +r = 0y cx +dy + s = 0 no son

paralelas, es decir, si
det( Z 2 ) £0,

entonces existe un punto (zg, yo) € R? tal que
axg+byo +r =0,
cx0+dy0+s:O.

Trasladando el origen a dicho punto, es decir, introduciendo el cambio de
variables
{ X =z — xo,
Y =y —yo,
y teniendo en cuenta que en tal caso

, _dy dY dydX dY

Y=4r " dz ~ dXdz  dX’

es inmediato que la EDO (3.30) se transforma en

ﬁ_g cX +dY

ecuacion que es homogénea, y ya sabemos resolver mediante el cambio
Y = Xu.

Asi, por ejemplo, si consideramos la EDO

dy <ax+by>

, x+y+1
= — 3.31
V=TT (3.31)
como las rectas x + y+1 =0,y z —y — 1 = 0, tienen por punto de corte
(x0,v0) = (0, —1), haciendo el cambio

X =ux,
Y=y+1,
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obtenemos de (3.31)
Y X+Y

X X -Y
Ahora, para resolver (3.32), hacemos el cambio Y (X) = Xu(X), y obte-
nemos

(3.32)

du X + Xu 14+u

u+Xﬁ_X—Xu: 1—u’
es decir,
du 1+u 14 u?
X 1-w “Ta-w
con lo que

(1 —-wdu dX

1+u2 X’
y por tanto, integrando, obtenemos

1
arctg u — 3 log(1 +u?) = log |CX]|,

con C' € R\ {0} constante arbitraria. Esta ultima expresién se puede
escribir de manera algo més abreviada

arctg u = log ‘C’X\/ 1+ u2’ . (3.33)

Deshaciendo los cambios de variables, obtenemos de (3.33), como integral
general de (3.31),

1
arctg <y—;> —log|Cv/x2 4+ (y+1)%| =0.

EDO exacta.
Consideremos una EDO de primer orden en forma explicita de la forma
r_ _ M(‘Ta Y)
N(z,y)

con M y N funciones continuas definidas en un abierto Q C R2, y
N(z,y) # 0, para todo (x,y) € Q.

Dicha ecuacion puede ser escrita, de manera equivalente como
M(z,y) + N(z,y)y" =0. (3.34)

Se dice que la EDO (3.34) es exacta si existe una funcién ® € C*(Q) tal
que

Qyp(2,y) = M(x,y), v @y(x,y) =N(z,9), V(r,y)eQ.  (3.35)
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Si (3.34) es exacta, e y(z) es una solucién de esta ecuacién en un intervalo
I, entonces

L b, y(0) = Dl () + By )y ()

= M(z,y) + N(z,y)y'(x) =0, Vzecl,

y por tanto la expresién ®(x,y(x)) se mantiene constante en todo I. Es
decir, la expresion

®(z,y) =C,
es la integral general de (3.34).
Las dos cuestiones que se plantean son, en primer lugar, cémo reconocer
si (3.34) es exacta, y en segundo lugar, en el supuesto de que (3.34) es
exacta, cémo hallar ®(z,y) satisfaciendo (3.35).
Supongamos que M y N son funciones en C*(£2). En tal caso, es inmediato

deducir de la igualdad de las derivadas ®,, y ®,;, que una condicién
necesaria para la existencia de ® es que se satifaga la relacién

Ml/(xay) :Na:(xay)7 V(Ivy) € Q. (336)

De hecho, y con la condiciéon de regularidad de M y N antes supuesta, si
ademds ) es un abierto simplemente conexo, entonces la condicién (3.36)
es también suficiente para la existencia de ®(z,y) satisfaciendo (3.35).
Nosotros nos vamos a contentar con comprobar esta tltima afirmacién en
el caso en que €2 es un “rectangulo” de la forma

Q= (a,b) x (¢,d), —x<a<b<4o00, —oo<c<d<+oo. (3.37)

En tal caso, la existencia de ® puede ser demostrada mediante integracion
por caminos paralelos a los ejes de coordenadas. En concreto, supongamos
Q definido por (3.37), M y N en C'(Q) satisfaciendo (3.36). Fijemos un
punto (zo,yo) € §, y definamos

O(z,y) = /z M(s,y0) ds + /y N(z,s)ds, Y (x,y)€ Q. (3.38)

Es inmediato que ® estd bien definida y pertenece a C%(£2). Ademads, es
inmediato que ®,(z,y) = N(x,y) en todo punto (z,y) € Q. Finalmente,
derivando respecto de x en (3.38), y teniendo en cuenta (3.36),

Yy
@y (z,y) = M(z,y0) + | Ny(z,s)ds

Yo
Yy
= M(wvyO) +/ Ms(xa S) ds
Yo

= M(z,y0) + M(z,y) — M(x,y0) = M(z,y),
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en todo punto (x,y) € Q. En consecuencia, la funcién definida por (3.38)
satisface (3.35).

Obsérvese que (3.38) nos da una férmula para hallar ®(x,y), y que dicha
funcién satisface ®(xg,yo) = 0. En consecuencia, bajo las hipéGtesis ante-
riores, la solucién del problema de Cauchy

M(z,y) + N(z,y)y’ =0,
(PC) {
y(z0) = Yo,
viene dada de manera implicita por
O(z,y) =0,

con ¢ definida por (3.38).

En la préctica, para hallar ®, supuesta satisfecha la condicién (3.36),
se puede proceder como sigue. En primer lugar, como queremos que se
satisfaga @, (x,y) = M(z,y), tomaremos

@@wszmww+ww

con p(y) funcién de la variable y por determinar. Para hallar dicha
funcién, imponemos la condicién @, (z,y) = N(z,y), obteniendo

a% /M(x,y) da +¢'(y) = N(z.y),

ecuacion de la que hallar ¢(y).

Naturalmente, para hallar ®, también se puede intentar proceder como
precedentemente, pero intercambiando los papeles de x e y, es decir, im-
poniendo primero la condicién ®,(z,y) = N(z,y), y depués la condicién
Oy (2,y) = M(z,y).

Como un ejemplo, consideremos la EDO
3 2
7+ Ty
y = (3.39)
Y +y
Obsérvese que dicha ecuaciéon es homogénea, pero también es exacta, ya
que
M(z,y) =" +2y°, y N(z,y) =2y +°
con lo que My (z,y) = 2zy, y Ny(x,y) = 2xy.
Para hallar ®(z,y), imponemos @, (z,y) = 23 + 2y, lo que nos lleva a

4 2,2
‘P(:E,y):/(fv3+xy2)dfﬂ+s0(y):£+x Y

1 5 )
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Para determinar ¢(y), imponemos ahora ®,(z,y) = z%y+y>, y obtenemos
2y +¢'(y) = 2%y +

es decir, ¢'(y) = y3, con lo que nos sirve la funcién

En consecuencia, obtenemos en este caso

4 2,2 4

T T2y Y 1
O(z,y) = Tt T T 1(3524'?}2)2-

Con ello, la integral general de (3.39) viene dada por ®(z,y) = C, o
simplificando,
22 +y? =2,
con C' € R constante arbitraria.
EDO reducible a exacta: factor integrante

Consideremos una EDO de primer orden de la forma
M(z,y) + N(z,y)y' =0, (3.40)
con M y N funciones de C1(2), siendo 2 C R? un abierto simplemente

conexo, y supongamos que (3.40) no es exacta.

Se dice que p = p(x,y) es un factor integrante en Q de la EDO anterior,
sipe CHQ), u(x,y) # 0 en todo punto (z,y) € 2, y la EDO

p(z, y) M (2, y) + p(x,y)N(z,y)y" =0, (3.41)

es exacta.

Obsérvese que, gracias a la condicién p(z,y) # 0, (3.40) y (3.41) poseen
las mismas soluciones. En consecuencia, si conocemos un factor integrante
w(z,y), y hallamos ®(z,y) tal que

Oy (7,y) = plz,y)M(z,y), v Py(z,y)=p(z,y)N(z,y),

entonces ®(x,y) = C es la integral general de (3.40). Por ello, si existe
un factor integrante para (3.40), diremos que ésta es una EDO reducible
a exacta.

De las consideraciones del caso de una EDO exacta, sabemos que la
condicién necesaria y suficiente para que exista un factor integrante p(z, y),
es que se satisfaga
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es decir,

N(z,y)pa(z,y) — M(2,y)py (2, y) + (Na(2,y) — My(z,y))pu(z,y) = 0,
para todo (z,y) € €, que es una Ecuacién en Derivadas Parciales en la
incégnita pu(x,y).

Asi pues, para la busqueda de un factor integrante, hay que encontrar
p € CH(Q) satisfaciendo (3.42). Este problema, en determinados casos
particulares, puede ser llevado al de resolver una EDO.

Por ejemplo, si consideramos la EDO lineal

y' = a(x)y +b(x),

en este caso podemos tomar M(x,y) = a(z)y + b(x), y N(z,y) = —1.
Supongamos que nos planteamos encontrar un factor integrante que de-
penda sélamente de x, es decir, 4 = u(x). Entonces, la ecuacién (3.42) se
escribe

(a(z)pw(z)y + b(2)p(2))y = (—p(2))s,
es decir,
a(z)u(x) = —p'(2),

ecuacion que, en particular, admite como solucién

() = A,

con A(z) una primitiva de a(z). Es decir, la exponencial que utilizamos
en su momento para resolver la EDO lineal de primer orden no era sino
un factor integrante de dicha ecuacién.

Consideramos ahora un ejemplo mas complicado que el precedente. En
concreto, supongamos que nos planteamos resolver la EDO

z(1—y)+ (y+22)y =0, (3.43)

mediante la btisqueda de un factor integrante de la forma y = p(x? + 32).
Es decir, buscamos en primer lugar una funcién p = p(t), de una séla
variable t, de tal manera que se satisfaga la ecuacion

(@(1 = y)p(z® +y%))y = ((y + 2*)p(@® +y?))a, (3.44)

para a continuacién resolver (3.43).

Si denotamos por f(t) a la derivada de u(t) respecto de ¢, de (3.44) obte-
Hemos

—ap(x?+y°) +20y(1—y)p(a® +y°) = 2op(a® +y°) + 2z (y+2°) ia(2* +37),
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es decir,
(2zy(1 —y) — 2x(y + 2°))u(z® + y°) = 3zp(a® + ),

con lo que, simplificando, dividiendo por z y denotando x? + y? = t,
obtenemos

~24i(t) = 3(t),
como EDO que ha de satisfacer u(t). Evidentemente, como solucién a esta

tltima EDO se tiene u(t) = t~3/2, y por consiguiente un factor integrante

para (3.43) es
plz,y) = (2% +4) 72,

Ahora, para resolver (3.43), hemos de hallar una funcién ®(z,y) tal que
Ou(r,y) = a(1—y)(@® +y°) 7%y Oy(x,y) = (y+2°)(a” + )%

Integrando la primera de las ecuaciones, obtenemos
®(z,y) = —(1 - )@ + )72 + oly),
con lo que de la segunda ecuacion se tiene
(@ +y") P+ L=y + )P+ @ (y) = (y +a?) (@ + )72,
ecuacion que simplificada nos lleva a
¢'(y) =0.

Por consiguiente, podemos tomar ¢(y) = 0, y escribir

(1-y)@®+y*) 2 =C,
con C € R arbitraria, como integral general de (3.43).
EDO de Riccati.
Se denomina ecuacién diferencial de Riccati a la EDO

y' = a(a)y +b(z)y” + c(x), (3.45)

con a,b,c € C(I), y ¢ Z0. Obsérvese que si ¢ = 0, entonces (3.45) es una
ecuacién de Bernoulli, que ya sabemos como resolver.

Es conocido que, en general, la EDO (3.45) no se puede resolver median-
te cuadraturas (resultado debido a Liouville, ver [2]). Sin embargo, si se
conoce una solucién particular y, de (3.45), entonces si que es posible re-
solverla. En efecto, en tal caso, efectuando el cambio de funcién incégnita

1
Yy=1yp+ " (3.46)
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obtenemos de (3.45),

b(x) = 2b(x)

u a(z) 2
! + b(x)yp + ? + T + C(l‘),

Yp — 5 = a(x)yp +

u? U

con lo que, teniendo en cuenta que y, satisface (3.45), tenemos

v a(z) n b(x) N Qbiz)

(3.47)

u2 U u2

2

Multiplicando en (3.47) por —u?, se obtiene

v = —(a(z) + 2b(x))u + b(z),
EDO lineal de primer orden que ya sabemos cémo resolver.

Como un ejemplo, consideremos el problema de Cauchy
y' = (1—-2z)y —y? + 2z,
e { (1 - 22)
y(0) = 0.

Es inmediato comprobar que y = 1 es solucién de la EDO que aparece en
(PC). Por consiguiente, hacemos el cambio

1
y= 1 + )
u
y sustituyendo en la EDO, obtenemos
! 1-2 1 2
7%2172z+M717—277+2L
u U u u
con lo que, simplificando y multiplicando por —u?, se obtiene
v =2+ 1)u+1, (3.48)
ecuacién que ha de satisfacer u junto con la condicién u(0) = —1.

Para resolver (3.48), multiplicamos por e*(m%””), y obtenemos

d

dx
con lo que, integrando esta tltima ecuacién desde 0 hasta x, y teniendo
en cuenta que u(0) = —1, se tiene

(e—(m2+z)u) — e—(az2+w),

e TPy (z) + 1 :/ e~ (7 +9) g,
0

y por tanto, deshaciendo el cambio, obtenemos

ef(w2+x)

y(@) =1+ T
—1+/ e~ () s
0

como solucién de (PC).
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4 Ecuaciones Diferenciales de orden superior

Nos restringimos al caso de EDOs en forma normal. Consideremos fijado un
entero n > 1.

Definicién 4.1 Una EDO de orden n en forma explicita o normal es una ex-
presion de la forma

y ™ =gz, y, ¢y y "), (4.49)

siendo g una funcion dada, definida en un conjunto O C R"!, con valores en
R. A x se le denomina la variable independiente, y es una funcidn incégnita
dependiente sélamente de la variable z, y' denota a la deriwada primera de y
respecto de x, y para k > 2, y'¥) denota a la derivada k-ésima de y con respecto
ax.

Observacién 4.2 Nosotros, como es la costumbre, usaremos la notacion y"
para denotar a derivada sequnda y?). De esta forma, en el caso de una EDO
de sequndo orden en forma normal, se escribe

y' =g(,y.y).

Al igual que en el caso de primer orden, con frecuencia se usa la letra t, en vez
de x, para designar a la variable independiente en la EDO de orden superior,
y en tal caso, se suele utilizar la letra x para designar a la funcidén incdgnita,
dependiente ahora de la variable t, & para denotar a la derivada primera de x
respecto de t, y & para denotar a la derivada sequnda de x respecto de t, con lo
que, por ejemplo, la EDO de sequndo orden se escribe entonces

& =g(t,x,z). (4.50)

De manera andloga a la definicién 1.5, se introduce la nocién de solucién de
(4.49).

Definicién 4.3 Una solucidn de (4.49) es cualquier funcidn ¢ : I — R, con
I C R intervalo de interior no vacio, satisfaciendo:

(i) Ewiste la derivada n-ésima ©™ (x) en todo punto x € I, donde si x es un
extremo de I, p(™) (z) denota a la correspondiente derivada lateral,

(i) (x,0(x), ¢ (), ..., "V (2)) € O, para todo x € T,
(iif) ¢ (2) = gz, ¢(x),¢' (), ..., oD (2)), para todo x € I.

Se dice también en tal caso que la pareja (I,p) es una solucidn local de (4.49),
o0 que @ es una solucion de (4.49) en el intervalo 1.
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En general, cabe esperar que una EDO de orden n posea una infinidad de
soluciones, dependiente de n constantes arbitrarias. Asi, por ejemplo, es inme-
diato comprobar que para la EDO y®) = 24z, todas las funciones de la forma
o(z) = 2+ C12% + Coz + Cs, con C1, Cy y C3 constantes reales arbitrarias, son
soluciones en I = R de la EDO. Por consiguiente, si se quiere singularizar una
solucién de una EDO como (4.49), hace falta imponer n condiciones adicionales.

Las EDOs de orden superior a uno, y sobre todo las de segundo orden,
aparecen por ejemplo en problemas de la Fisica. Como un ejemplo, consideremos
el siguiente:

La EDO del péndulo simple.

Consideremos una masa m suspendida en el extremo de una barra muy
delgada de longitud L. Suponemos que la barra esté fijada por el otro extremo,
y en posicién de reposo vertical al suelo, a un punto O situado a una altura
H > L del mismo. Supongamos que, en el instante ty = 0, desplazamos la barra
de su posicién de reposo un dngulo 8y € (0,7/2), e inmediatamente, estando
la barra en reposo, la soltamos. Se desea predecir la evoluciéon de la posicion
y velocidad de la masa m conforme pasa el tiempo. Para ello, hacemos las
suposiciones simplificadoras que siguen:

- El rozamiento del aire y la friccién de la barra en el punto O son despre-
ciables.

- La masa m puede ser considerada como un punto.
- La barra es rigida y de masa despreciable

- El movimiento de la barra se produce en un plano, y solo bajo la acciéon
de la fuerza de gravedad, cuya aceleracién g suponemos constante.

Para resolver el problema basta con conocer la funcién 6(t) que nos da el
angulo con vértice en O que en cada instante ¢ forma la barra con la vertical al
suelo. En efecto, tomando coordenadas cartesianas con origen en O y ordenada
la vertical al suelo, las coordenadas de posicién de la masa m vendran dadas en
cada instante ¢ por

x(t) = Lsen@(t), y(t) =—Lcosh(t).

Para determinar la funcién 6(t), observemos que por las condiciones impuestas
al problema, la energia total E(t) del sistema ha de ser constante, siendo E(t) la
suma de la energia cinética F.(t) més la energia potencial E,(t). En este caso,

1 2

con
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y
E,(t) =mg(H — Lcos6(t)),

con lo que
1 .
E(t) = imLQGQ(t) +mg(H — LcosO(t)),

y por tanto, derivando esta tltima expresion, y teniendo en cuenta la conser-
vacién de E(t), obtenemos, tras dividir por mL?6(t), la EDO que describe el
comportamiento del péndulo,

6+ %sen@ =0. (4.51)

Dicha ecuacion debe ser complementada, tal y como hemos planteado el proble-
ma, con las condiciones adicionales

0(0) =6, 6(0)=0,
que junto la EDO (4.51) constituyen un Problema de Cauchy.

Exponemos ahora algunas consideraciones elementales sobre resolucion de la

EDO de segundo orden

y' =g(z,y,9). (4.52)
Estas consideraciones son facilmente generalizables al caso de EDOs de orden
superior a dos.

Diremos que hemos resuelto la ecuacion (4.52), si somos capaces de hallar una
familia infinita de funciones ¢(x, C1, Cs), dependiente de = y de dos constantes
arbitrarias C1, Ce € R, tal que para cada valor fijado del par (C1, C2), la funcién
correspondiente sea solucion de la EDO. En tal caso, diremos que la expresiéon
y = ¢(x,C1,Cy) es la solucién general de (4.52). De manera més general, dire-
mos que hemos resuelto la ecuacién si somos capaces de hallar una funcién regu-
lar ®(x,y, C1, Cs), dependiente de x, y, y dos constantes arbitrarias C1,Cy € R,
tal que para cada valor fijado del par (C1,C>) la igualdad ®(x,y,C;,C3) = 0
defina de manera implicita una o varias funciones p(z, Cy, Cs) soluciones de la
correspondiente EDO. En tal caso, diremos que la expresién ®(z,y, C1,C2) =0
es la integral general de la ecuacién (4.52).

Exponemos ahora algunos casos sencillo en que es posible resolver (4.52), o
al menos reducirla a una EDO de primer orden.

a).- EDO de la forma y" = g(x).

En este caso, g no depende de y ni de 3/, y si por ejemplo g € C°(I), con
I intervalo de R de interior no vacio, la resolucién es inmediata. Basta
tomar como solucion general

y= /G(x)+C’1x+C'2,

siendo G una primitiva de g.
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EDO de la forma 3" = g(z,v’).

Si g no depende de y, se puede reducir el orden de la EDO haciendo el
cambio z = y'. De esta forma, obtenemos la ecuacién de primer orden z’ =
g(z, 2), que si sabemos resolver nos permite hallar y integrando después
z.

Por ejemplo, si consideramos la EDO

Y’ =2z(a+19y)?, (4.53)
con a € R constante dada, haciendo el cambio z = ' obtenemos

2 =2zx(a+ 2)?,
ecuaciéon que tiene por soluciéon general

1

S e

a,

con Cy € R constante arbitraria. A esta solucién general hay que anadir
z = —a,

que es también solucién.

Resolviendo ahora 3’ = z, obtenemos

1 z
Yy = —a$+02 — Farctg (W) s
1 1

con C1,Cs constantes arbitrarias, como solucién general de (4.53), junto
con la familia de funciones

y = —ax + Co,

que formalmente se obtienen de la expresién de la solucién general tomando
Cl = +o00.

EDO de la forma 3" = g(y,v').

Si g no depende de x, se puede reducir el orden de la EDO haciendo el
cambio

y'(x) = p(y(x)),

con p(y) funcién por determinar. De esta forma, teniendo en cuenta que

M=%MMM@=%MW@@L
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obtenemos la ecuacién

® o)

dyp =9\y;Dp),
EDO de primer orden en la incégnita p(y), que si sabemos resolver nos
permite hallar y integrando después p(y).

Por ejemplo, si consideramos la EDO
Y+ (y)? =277, (4.54)
haciendo el cambio y'(z) = p(y(z)), obtenemos

d
Pt p?=2e7Y,
dy

o dividiendo por p,

d, Ly
Lo prep,
dy
que es una EDO de Bernoulli. Esta ultima ecuaciéon puede ser facilmente
resuelta, obteniéndose como solucién general

p=te Y/ 4eY¥ + C1,

con C7 € R constante arbitraria. Para obtener ahora la soluciéon general
de (4.54), hemos de resolver

Yy = e Y\/4e¥ + Cy,

es decir,
ey

\/4€y + Cl

que, integrando, proporciona

dy = +dzx,

1
5 46y+01 = :t(l’+02)

Elevando al cuadrado, despejando y, y cambiando —C4 /4 por C1, obten-
emos
y = log|(z + C2)* + C4,

como solucién general de (4.54).

EDO lineal de segundo orden.

Las consideraciones que siguen seran tratadas con mas generalidad en el
Tema 5.

Se denomina EDOQO lineal de segundo orden a una ecuacion de la forma

ao(x)y” + a1 (z)y’ + az(x)y = b(x), (4.55)
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con a;(z) € C(I),i=0,1,2,y b(x) € C(I), funciones dadas, siendo I C R
intervalo de interior no vacio, y donde suponemos que ag(z) # 0 para todo
x € I. A las funciones a;(z) se las denominan los coeficientes de (4.55), y
a b(z) el término independiente de la EDO.

Definicién 4.4 Sib =0, se dice que (4.55) es una EDO lineal de sequndo
orden homogénea. En el caso en que b % 0, se dice que la ecuacidn (4.55)
es una EDO lineal de seqgundo orden no homogénea. En este ultimo caso,
se dice que

ao(2)y” + a1 (2)y’ + az(2)y =0, (4.56)

es la ecuacion homogénea asociada a (4.55).

Denotemos,
Vi = {p € C*(I); ¢ es solucién de (4.56) en I},
y de manera més general,

Vi2 = {¢ € C*(I); ¢ es solucién de (4.55) en I}.

Nos centramos en primer lugar en el caso de una EDO homogénea. Es
inmediato comprobar que toda combinacién lineal de soluciones de (4.56)
en I es también solucién de (4.56) en I, es decir, Vi es un subespacio
vectorial de C2(I). De hecho, en el Tema 5 demostraremos el siguiente
resultado que, por ahora, admitimos sin demostracién.

Proposicién 4.5 El conjunto V¢ es un subespacio vectorial de C*(I) de
dimension 2.

Asf pues, para resolver (4.56) basta con hallar dos soluciones ¢1 y 2 en
V@ que sean linealmente independientes. En tal caso, se dice que el par
{1, 92}, que constituye una base de VZ, es un sistema fundamental de
soluciones de (4.56), y la solucién general y,,(z,Cy,Cs) de esta ecuacién
viene dada por

yn(x,C1,Co) = Crp1(z) + Copa(x), Vael,
siendo C1,Cs € R constantes arbitrarias.

A diferencia de para el caso de una EDO lineal de primer orden, no existe
una férmula general que permita obtener un sistema fundamental de solu-
ciones de (4.56), no obstante, existen algunos casos importantes en que
ello es posible, y que exponemos a continuacion.
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dl).- Caso en que se conoce una solucién particular no nula.
Si conocemos una solucién y,(x) de (4.56) en I, tal que y, # 0,
entonces, haciendo el cambio

y(@) = yp(z)u(),
y teniendo en cuenta que
v =yputypd, Y =yput 2y +ypu”
y que y, satisface (4.56), se obtiene como ecuacién para u
ao(@)yp ()’ + (ar (2)yy (@) + 2a0(x)y) (@)’ = 0,

EDO que se puede reducir de orden con el cambio z = /.
Por ejemplo, consideremos la ecuacion

xy” 4+ 2y + 2y =0, (4.57)
en I = (0, +00), de la cuél suponemos conocido de antemano que
__senx

yp - T ]
es una solucién particular.
Haciendo el cambio

sen x
Y= U,
x

obtenemos de (4.57)

(sen z)u” + <QSenx N 2x cos T — 256113:) o =0,
x x

con lo que poniendo z = v/, y simplificando, tenemos
(senz)z’ + 2(cosx)z = 0,
de donde facilmente se obtiene
log |z| = —2log|senz| + C,
con lo que

/ &

U =z =

sen?x’
e integrando,
u = —C1 cotgx + Co,
y por tanto, la solucién general de (4.57) viene dada por

cos T sen x
+ Cq ,
x

y(z) = -Cq

T

. Senx cosx . .
es decir, , constituye un sistema fundamental de solu-

T T
ciones de la citada EDO.
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d2).- EDO lineal homogénea de segundo orden de coeficientes
constantes.

Se dice que (4.55) es una EDO lineal de segundo orden de coeficientes
constantes si los a; son constantes, es decir a;(z) =a; € R,71 =0, 1, 2.
En el caso en que la ecuacién es homogénea, es facil hallar un sistema
fundamental de soluciones.

En efecto, consideremos la EDO
aoy” + a1y’ + azy =0, (4.58)

cona; €R,¢=0,1,2.
Se denomina polinomio caracteristico asociado a la ecuacién (4.58),
al polinomio

p(A) = agA® + a1\ + as

Sean A1 y A2 las dos raices del polinomio caracteristico, es decir, las
soluciones de

p(A) = 0.
Se pueden presentar tres casos:

i) Las dos raices son reales y distintas.
En tal caso, si definimos

on(r) =M k=1,2, (4.59)

las dos funciones son linealmente independientes, y es inmediato
comprobar que

a0 (x) + a1, (x) + azpr(x) = p(Ar)e* =0,

con lo que {eM® e*2?} es un sistema fundamental de soluciones

de (4.58), es decir, la solucién general de dicha EDO viene dada
por
yn(z, 01, Cy) = CreM® + Cre™®, Yz e R.

ii) Las dos raices son reales e iguales.
En este caso, las dos funciones definidas por (4.59) coinciden.
Desde luego, la funcién ¢;(z) = eM®, es una solucién de (4.58),
y el problema es como hallar otra solucién linealmente indepen-
diente de ésta.
Para ello, basta tomar

wo(x) = xe/\””,
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funcién que evidentemente es linealmente independiente de 1 (z).
Pero ademds, teniendo en cuenta que A; es raiz doble de p()),
podemos afirmar que

dp

ﬁ()\l) = 2a0)\1 +a; = 0.

Pero,
Oh(x) = zAeM® + My ol (x) = xX2eMT 42X M7,
con lo que

a0y () a1 (x)+asps(x) = p(A1)xeM®+(2apA 1 +ay )eM® = 0,

y por tanto @ (z) = 2e*1?, es solucién (4.58).

En resumen, cuando A\ = Ag, {e’\lx,a:e/\””} es un sistema fun-
damental de soluciones de (4.58), es decir, la solucién general de
dicha EDO viene dada por

yh(x, C, CQ) = (Cl + CQI)G/\IE, Vz e R.

iii) Si las dos raices son complejas conjugadas.
En tal caso,
M =a+Fi, I =a— [,

cona€R,y feR\{0}.

Razonando como en el caso i), se comprueba que las funciones
¢1(x) = eMTy po(x) = €27 son soluciones de (4.58), pero toman
valores complejos. Para solventar este problema, y limitarnos al
caso de funciones con valores reales, se toman como soluciones
de (4.58), las funciones parte real y parte imaginaria de o1 (x),
es decir,

Y1(x) = e cos(fBz), o(x) = e* sen(fzx),

que son linealmente independientes.

En resumen, en este caso, {€*® cos(fx), e sen(Bx)} es un sis-
tema fundamental de soluciones de (4.58), es decir, la solucién
general de dicha EDO viene dada por

yn(x,C1,Co) = e**(Cicosx + Cysenzx), VzeR.

d3).- EDO de Euler de segundo orden.
La EDO de Euler de segundo orden es una ecuacién de la forma

aox?®y” + a1xy’ + asy = 0, (4.60)
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con a; € R,i=0,1,2, dados.
Para resolver (4.60) en I = (0,400), se puede efectuar el cambio de

variable independiente
t =logu, (4.61)

que convierte la ecuacién en una lineal homogénea de coeficientes
constantes.

En efecto, si denotamos por y a la derivada primera de y respecto de
t, e § a la derivada segunda de y respecto de t, teniendo en cuenta

que
/ 1 i ]- ]-
y=9-, e y'=i5 -9,
xr x x

sustituyendo en (4.60), y simplificando, obtenemos
a0 + (a1 — ag)y + azy =0,

EDO de coeficientes costantes que, una vez resuelta, y tras cambiar
t por logz, nos proporciona la solucién general de (4.60) en I =
(0, +00). Para resolver la misma ecuacién en (—oo,0), basta hacer el
cambio ¢t = log(—x), y proceder de manera similar.

Otra manera de actuar para resolver (4.60), consiste en buscar solu-
ciones de la forma y = 2, con \ por determinar. En este caso,
derivando y sustituyendo en la ecuacién, se obtiene

agA(\ — 1)35)‘ + a ™ + agz =0,
con lo que si A es solucién de la ecuacién
apAA—=1)+a1A+ a2 =0, (4.62)

entonces y = x> es solucién de (4.60). En consecuencia, si las dos
soluciones de (4.62) son reales y distintas se obtiene as{ un sistema
fundamental de soluciones de (4.60). El andlisis de lo que hay que
hacer si (4.62) posee solucién real doble o soluciones complejas con-
jugadas, se deja como ejercicio.

Una vez hemos visto varios casos en que sabemos cémo hallar ViZ, nos
planteamos la cuestién de, conociendo Vi, o lo que es lo mismo, un sis-
tema fundamental {1 (z), 2(x)} de soluciones de (4.56), determinar V;2,
cuando b # 0, es decir hallar la solucién general de (4.55).

En primer lugar, como en el caso de las EDO lineales de primer orden, es
inmediato comprobar que se satisfacen la dos propiedades siguientes:

a) Sipy 12 pertenecen a V2, es decir, son soluciones de (4.55) en I,
entonces $ — 1) pertenece a Vi, es decir, es solucién de (4.56) en 1.
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b) Si @ pertenece a V2, es decir, es solucién de (4.55) en I, y ¢ pertenece
a Vi, es decir, es solucién de (4.56) en I, entonces $ + ¢ pertenece a
V2, es decir, es solucién de (4.55) en I.

Como consecuencia de a) y b), es inmediato obtener que si @, es una
solucidn particular de (4.55) en I, entonces

Vi ={@p+ v ¢ V7}, (4.63)

es decir, V}? coincide con la variedad afin @, + V2.

La igualdad (4.63) se expresa también diciendo que la solucién general de
(4.55) es igual a la suma de una solucién particular de dicha ecuacién, més
la solucién general de (4.56).

El problema es por tanto cémo calcular una solucién particular de (4.55).
Vamos a ver que, al menos en teoria, ello es posible si se conoce un sis-
tema fundamental {¢1(z), p2(z)} de soluciones de la ecuacién homogénea
(4.56).

Para ello, se puede usar el denominado método de Lagrange de variacion
de las constantes, cuya idea, al igual que en el caso de las EDO de primer
orden, consiste en, sabiendo que

yn(z, C1,C2) = Cro1(v) + Capa(w),

es solucién general de la EDO homogénea, buscar @(z), solucién de (4.55),
de la forma

Plx) = Ci(z)p1(2) + Ca(z)pa(), (4.64)
con Ck(x), k = 1,2, funciones derivables de la variable x por determinar.
Para hallar las C(z), se exige que sean soluciones del SDO

Cr(z)p1(x) + Co()pa(z) = 0,

b(z 4.65
Cl@)gh(2) + Ch()h(a) = (469
ao(x)
Que (4.65) posee soluciones (Cy(x),Ca(z)) € CYHI) x CY(I), serd de-
mostrado en el Tema 5, y lo admitimos por ahora.
Tomando @(x) de la forma (4.64), con las Cy(z) satisfaciendo (4.65), se
tiene

¢'(x) = Cr(x)pi () + Ca(x)ph(x) + Cr(x)pr(x) + C(x)pa(2)
= Ci(x)# () + Ca(x)ph(x), Vo el,

¢ (x) = Ci(2)@ (x) + Ca(x)gy (2) + Cr ()@ (2) + Ca(x)ps(2)

—Ca)el (o) + Calolph(a) + s, Vel
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de donde

ao(2)@"(x) + a1 ()@’ (z) + az(2) ()
= C1(2) [ao(z)p7 (2) + a1 ()@ (2) + as(z)p1 (7))
+Csa(2) [ao(2)¢5 () + a1 (2)ps(x) + ag(z)p2(2)] + b(z) = b(x),

para todo x € I, con lo que p(x) es una solucién particular de (4.55).

Observacién 4.6 En el caso en que la ecuacion lineal (4.55) es de coefi-
cientes constantes, si la funcion b(x) es de la forma

e (P, (z) cos(Bz) + Qm /() sen(Bx)),

con P, (x) y Qm(x) polinomios de grado n y m respectivamente, y o, 5 € R
dados, se puede encontrar solucidn particular y,(z) de (4.55), buscdndola
de la forma

yp() = 2" (P, () cos(B) + Qy(w) sen(Sa)),

con Po(z) y Q,(x) polinomios de grado r = max(n,m), con los coeficientes
por determinar, y s igual al orden de multiplicidad de a+1i3 como raiz del
polinomio caracteristico de la ecuacion homogénea asociada a (4.55) (en
particular, s =0 si a+ 0 no es raiz del polinomio caracteristico).

Observacion 4.7 Si

y conocemos para cada 1 < j < m una solucion particular 37 (x) de la
EDO (4.55) en el caso en que el término independiente es b;(x), entonces
es inmediato comprobar que la funcion

m

S

es una solucion particular de la EDO (4.55) en el caso en que el término
independiente es b(x). Esta afirmacién se conoce como principio de su-
perposicion, y es util en algunos casos para hallar soluciones particulares
de (4.55)
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Tema 2

El Teorema de existencia y
unicidad de Picard

1 Formulacién integral del Problema de Cauchy

El objetivo del presente Tema, y del siguiente, es analizar el Problema de Cauchy
para un SDO de primer orden en forma normal. En concreto, consideremos el

problema
(PC) {y/ = f(xry)v
y(zo) = Yo,

con f:Q c RV — RY, una funcién dada, siendo N > 1 entero, y donde
(z0,y0) € Q estd fijado. Recordemos que cuando usamos la notacién (z,y) €
RN, ello significa que = € R e y € RY. Recordemos también, que si N = 1,
el SDO ¢’ = f(z,y) es en realidad una EDO de primer orden en forma normal,
y si N > 1, entonces (PC) es una notacién abreviada para el problema

yll = fl(xaylv ~~'7yN)a

y?\/’ = fN(x7y17"'7yN)v

Y1(20) = Y195 - YN (T0) = YN,
Como ya dijimos en el Tema 1, dado I C R intervalo de interior no vacio

tal que xzg € I, una solucién del problema (PC') en el intervalo I, es cualquier
funcién ¢ : I — RV, tal que :

(i) Existe el vector derivada (componente a componente) ¢’(x) en todo punto
x € I, donde si x es un extremo de I, ¢'(x) denota a la correspondiente
derivada lateral,



(i) (z,¢(x)) € §, para todo = € I,
(iii) ¢'(x) = f(z, p(z)), para todo x € I,
(iv) ¢(z0) = yo.
A partir de ahora, vamos a suponer siempre que 2 es un subconjunto abierto
no vacio de RV*1, y que f es continua de 2 en RY, lo que denotaremos

feCE:RY).

En tal caso, es inmediato comprobar que la condicién (i) en la definicién de
solucién de (PC') precedente, puede ser sustituida por pedir

(i) ¢ € CH(I;RY).

A continuacién, vamos a ver que (PC) puede ser formulado de otra manera
equivalente que nos va a resultar de utilidad para analizar la existencia de
solucion al problema.

Lema 1.1 Supongamos que Q es un subconjunto abierto no vacio de RN*!,
y que f € C(;RY). Sean I C R un intervalo de interior no vacio tal que
zo €1, y¢: I — RN una funcion dada. Bajo estas condiciones, ¢ es solucion
del problema (PC) en el intervalo I, si y sélo si satisface las tres condiciones
siguientes, denominadas formulacidn integral del problema (PC):

(j) ¢ € C(I; RY),

(i) (x,0(x)) € Q, para todo x € 1,

(i) () = yo + f(s,p(s))ds, Vax €I, donde la integral estd efectuada

o
componente a componente.

Demostracion.- Que (i), (ii), (iii) y (iv) implican (j), (jj) y (jjj), es inme-
diato de comprobar, sin mds que integrar en (iii) desde z( hasta z, y hacer uso
de (iv).

Reciprocamente, si ¢ satisface (j), (jj) v (jjj), en particular, teniendo en
cuenta que f € C(Q;RY), la funcién f(s, ¢(s)) pertenece a C(I; R™), ya que se
obtiene de la composicién de aplicaciones continuas

s €l (s,0(s) € 2 f(s,0(s)) € RV

En consecuencia, por (jjj), ¢(xo) = yo, y derivando, ¢ satisface (iii) e (i’). H

La formulacién integral de (PC') permite plantearse este problema desde un
punto de vista abstracto. En concreto, y por simplificar, supongamos por un



momento que = R¥*! vy que f € C(RV*1;RY). Sea I C R un intervalo de
interior no vacio y tal que xg € I. Consideremos la aplicacién

T:0eCLRY)— Ty e C(L;RY),

definida por
(Te)(x) = 20 +/ f(s,0(s))ds, Vxel.

Por el Lema precedente, es evidente que ¢ es solucién de (PC) en [ siy sélo si
es un punto fijo de la aplicacién T, es decir,

Ty = .

Resulta por tanto de interés el estudiar condiciones bajo las que una aplicacion
como T posee puntos fijos. Este estudio, como veremos mas adelante, pasa por
dotar al espacio vectorial C'(I; R™) de una estructura topolégica adecuada. Ello
va a ser posible en el caso en que I = [a,b] es un intervalo cerrado y acotado.

2 Espacios métricos. Espacios de Banach

Recordemos que un espacio métrico es cualquier par (X,d), donde X es un
conjunto no vacio, y d es una distancia sobre X, es decir, es una aplicacion

d:(z,y) € X x X — d(z,y) € [0,400),
tal que para todo z,y, 2z € X,

=d(y, ),

(z,y)
) <d(z,z) +d(z,y),
)

1. d(z,y

2. d(z,y

3. d(x,y) =0siysélosiz=y.

Si (X, d) es un espacio métrico, se dice que A C X es un conjunto abierto
si para cada punto a € A existe un ¢, > 0 tal que B(a;e,) C A, donde, por

definicién,
B(a;e,) = {x € X; d(z,a) < eq}.

De esta forma, queda definida sobre X una estructura de espacio topolégico. En
particular, un subconjunto C' C X serd cerrado si y sélo si su complementario
X \ C es abierto.

Una propiedad fundamental de la topologia asi definida sobre un espacio
métrico, es que puede ser analizada mediante sucesiones. En concreto, dada un
a sucesion {x, },>1 C X, se dice que converge a € X en (X, d) si

lim d(x,,z) =0.

n—oo



Es bien conocido la unicidad del limite, es decir, que si {zy },>1 C X, converge
axz € X yay € X, entonces z = y. Por otra parte, entre otras propiedades, se
satisfacen:

a) Un conjunto C' C X es cerrado, si y sélo si, dada cualquier sucesién
{zn}n>1 C C, si dicha sucesién converge a x € X, entonces forzosamente
x pertenece a C.

b) Sean (Y, d) otro espacio métrico, y T : X — Y una aplicacién. Entonces, T
es continua, es decir la imagen inversa T-1(A) es abierto de X cualquiera
que sea el abierto A de Y, siy sélo si dada cualquier sucesién {x,, },>1 C X,
si dicha sucesién converge a x en X, entonces forzosamente la sucesion
{Txy}n>1 converge a Tx en Y.

Una clase muy importante de espacios métricos la constituyen los espa-
cios normados (sobre R). Recordemos que un espacio normado (sobre R) es
cualquier par (X, || - ||), tal que X es un espacio vectorial sobre R, y || - || es una
norma sobre X, es decir, es una aplicacion

[-1I: 2 € X — |lz| € [0, +00),
tal que para todo z,y € X, y todo A € R,
L flz+yll < llz]l + llyll,
2. [zl = [l
3. ||z]] =0 siy sélosiz=0.

Si (X, | - |) es un espacio normado, entonces es un espacio métrico con la
distancia definida por

d(l’,y):||$—y||7 Vsr:,yGX7
que se denomina la distancia asociada a la norma || - ||.

Observacion 2.1 FEvidentemente, todo subconjunto no vacio de un espacio mé-
trico es un espacio métrico si sobre él consideramos la misma distancia. En
particular, todo subconjunto mo wvacio de un espacio normado es un espacio
métrico si sobre €l consideramos la distancia asociada a la norma.

También, es inmediato que todo subespacio vectorial de un espacio normado
es un espacio normado si sobre €l consideramos la misma norma.

Un primer ejemplo de espacio normado lo constituye R”Y dotado de la norma
euclidea || - ||2, definida por

N 1/2
lyla= > v’ | . YyeRN.
i=1



Otras normas posibles sobre RY son

ylloo = Ry lyil, VyeRY,

N
Wl = lwil, ¥y eRY.
=1

A partir de ahora, por razones de conveniencia notacional, denotaremos por |y|
a la norma euclidea de y € RY.

Consideremos ahora el espacio vectorial C([a,b], RY), donde —co < a < b <
+00. Sobre dicho espacio podemos considerar también las tres normas siguientes:

b 1/2
|<p2—</ |¢<x>|2dx> . VeeC(a b RY),

b
Hsonl:/ o) dz, Vg € Cla, B RY),

lplle = max [p(x)], Ve C(la,b];RY).
z€[a,b]

Sean X un espacio vectorial sobre R, y || - |1 v || - |2 dos normas sobre X.
Por definicién, ambas normas son equivalentes si existen dos constantes o > 0
y B> 0 tales que

allzll < llzlls < Bllzlh, Yz € X.

En tal caso, las topologias inducidas en X por ambas normas coinciden.

Es bien conocido que en R (de hecho en todo espacio vectorial sobre R de
dimensién finita) todas las normas son equivalentes. Sin embargo, en general,
no es ésta la situacién. Como veremos méas adelante, las tres normas antes
definidas en C([a,b]; R") no son equivalentes.

Definicién 2.2 Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesion {zy,}n>1 C X se
dice que es de Cauchy si

lim  d(zp,zm) =0,

n,m— 00
es decir, si para cada € > 0 eziste un no(e) tal que

d(xp, zm) <&, Vn,m >mng(e).



Si una sucesién {z,}n>1 C X converge a © € X, entonces es una sucesién de
Cauchy. El reciproco no es cierto, asi, por ejemplo, la sucesién de funciones

0, sizel-1,0),
on(r) =< nx, sizel0,1/n),
1, sixzell/n,1],

es de Cauchy en (C([—1,1]),] - ||2), pero no es convergente en dicho espacio.

Definicién 2.3 Un espacio métrico se dice completo si toda sucesion de Cauchy
en dicho espacio es convergente en el mismo. Un espacio de Banach es cualquier
espacio normado que sea completo para la métrica inducida por la norma.

Observacién 2.4 Sean || - |1 y || - |2 dos normas equivalentes sobre X . En tal
caso, (X, || - |l1) es un espacio de Banach si y sélo si (X,| - ||2) es también un
espacio de Banach.

El espacio RN, con cualquier norma, es un espacio de Banach. Sin embargo,
segin se desprende del contraejemplo antes expuesto, (C([a,b]), | - ||2) no es un
espacio de Banach. De la misma forma, resulta fdcil hallar contraejemplos
que demuestran que (C([a,b]), | - |[1) tampoco es un espacio de Banach (ver los
ejercicios). Mds adelante vamos a demostrar que, en general, (C([a,b]; RY), || -
lloo) es un espacio de Banach, con lo que, en particular, sobre C([a,b]), |- |1 ¥
Il - |2 no son normas equivalentes a || - || co-

Observacion 2.5 En general, todo subconjunto cerrado no vacio de un espacio
métrico completo es un espacio métrico completo si sobre él consideramos la
misma distancia. En particular, todo subconjunto cerrado no vacio de un espacio
de Banach es un espacio métrico completo si sobre €l consideramos la distancia
asociada a la norma.

También, es inmediato que todo subespacio vectorial cerrado de un espacio
de Banach es un espacio de Banach si sobre €l consideramos la misma norma.

3 El espacio (C([a,b]; RY), | - [l)

Consideremos sobre el espacio vectorial C([a,b]; RY) la norma

[@lloe = maéx [p(z)].
z€la,b]
Dicha norma se denomina también la norma de la convergencia uniforme so-
bre [a,b], ya que dada una sucesién {¢,},>1 C C([a,b]; RY), dicha sucesién
converge a o en (C([a,b]; RY), ]| - |l«) si y sélo si

i (i loa(o) = (@)l ) =0,

n—oo \ z€la,b]



es decir, si y sdlo si para cada ¢ > 0 dado, existe un ng(e) tal que
|<)07l(x)_(p(x)‘ <e, V7’2’277“()(6)7 Ve [a7b]7

que no es més que la expresién de que {¢, },>1 converge a ¢ uniformemente en
el intervalo [a, b].
Se tiene el siguiente resultado

Teorema 3.1 El espacio (C([a,b; RY), | - |l«) es un espacio de Banach.

Demostracién Sea {¢,}n>1 C C([a,b]; RY), una sucesién de Cauchy en el
espacio normado (C([a,b; RY),| - |le). En tal caso, para cada ¢ > 0 dado,
existe un ng(e) tal que

lon — Omllee <&, Vn,m >no(e),

es decir
lon(z) — pm(x)] <&, Vn>mno(e), Y€ la,b]. (3.1)

En consecuencia, para cada = € [a,b] fijado, la sucesién {¢,(z)}n,>1 es de
Cauchy y por tanto convergente en RY. Asi pues, tiene sentido definir la funcién
¢ : [a,b] — RN, por

p(z) = lim ¢,(z), VYV €la,b]. (3.2)

n—oo

De esta forma, pasando al limite para m — oo en (3.1), obtenemos que para
cada € > 0 dado, existe un ng(e) tal que

lon(z) —(x)] <&, Vn>mnele), Vz €la,b]. (3.3)

Queda claro de (3.3), que si ¢ € C([a, b]; RY), entonces la sucesion {@y, }n>1
converge a o en (C([a, b]; RY), |||l ), ¥ por tanto, para terminar la demostracién
del teorema, tan sélo nos resta comprobar que ¢ es continua en [a, b].

Sea ¢ > 0 dado, y fijemos un n > ng(e), con ng(e) satisfaciendo (3.3).
Como ¢, es uniformemente continua, existe un d(¢) > 0 tal que para todo par
x, T € [a,b] que satisfaga |z — Z| < §, se tiene

[on(@) — @n(@)] < e (34)
De esta forma, teniendo en cuenta que
[p(x) = (@) < lp(x) = n(@)] + [on(x) = en(T)] + [on(T) — (Z)],

de (3.3) ¥ (3.4) obtenemos que dado € > 0 existe un () > 0 tal que para todo
par x,T € [a,b] que satisfaga |z — T| < J, se tiene

lp(z) — (7)) < 3e,

y por consiguiente ¢ es uniformemente continua en [a, b]. ]

Como consecuencia del teorema precedente, se tiene



Corolario 3.2 Todo subconjunto cerrado no vacio de (C([a,b); RN),| - |ls),
dotado de la métrica asociada a || - ||, €$ un espacio métrico completo.
Todo subespacio vectorial cerrado de (C([a,b]; RY),| - ||le), dotado de la

misma norma, es un espacio de Banach.

4 Aplicaciones contractivas. Teorema del punto
fijo de Banach

Como ya hemos visto, resulta de interés el estudio de condiciones bajo las que
una aplicacién T : X — X posee un punto fijo. Por conveniencia notacional,
usaremos T'x para designar al transformado de = por T.

Definicién 4.1 Sea (X,d) un espacio métrico, y consideremos una aplicacion
T:X — X. Se dice que T es contractiva, si existe un nimero « € [0,1) tal que

d(Tz,Ty) < ad(x,y), Vax,ye X.

Observacion 4.2 Obsérvese que si T es contractiva, en particular es continua,
de hecho es uniformemente continua, como aplicacion de (X,d) en si mismo.

Obsérvese también que en la definicion de aplicacion contractiva, la cons-
tante o es estrictamente menor que 1. FEn el caso en que la aplicacion T no es
contractiva, pero satisface la desigualdad

d(Tz,Ty) <d(z,y), Vw,ye€X,
se dice que T es no expansiva.

Ya veremos méas adelante, y en los ejercicios, ejemplos de aplicaciones contrac-
tivas. Para este tipo de aplicaciones se tiene el siguiente importante resultado.

Teorema 4.3 (Teorema del punto fijo de Banach) Sean (X, d) un espacio
métrico completo, y T : X — X wuna aplicacion contractiva. Bajo estas condi-
ciones, existe un y sélo un punto fijo de T, es decir, existe un y sélo un T € X
tal que

TT =7.

Demostracién.- Como T es contractiva, sabemos que existe « € [0, 1) tal que
d(Tz,Ty) < ad(z,y), Vz,ye X.
Fijemos un punto z¢ € X, y de manera inductiva, definamos
Tp=Tx,_1, Yn>1,

o lo que es equivalente,
Ty, =T"xg, Vn>1,



donde por T™ denotamos a la composiciéon de 1" consigo mismo n veces.
En primer lugar, vamos a demostrar que la sucesién {z,},>1 asi definida
es de Cauchy en X. En efecto, sean m > n > 1, es inmediato que si n > 1,
entonces
d(Xm,xn) = d(Txm—1,Trn—1) < ad(Tm—1,Tn_1)-

Por consiguiente, iterando esta desigualdad n veces, obtenemos
AT, Tn) < a&"d(Tpm—n,To), Vm >n>1. (4.5)

Ahora bien, por las propiedades de la funcién distancia,
m—n
d(xm—naxo Z d xkaxk l
k=1

y por (4.5) aplicada con m=kyn=%k—1,
d(zg, zr_1) < o7 ld(z1, 20).

De estas dos ultimas desigualdades, obtenemos

3

—-n
d(xm—na-rO) S ak_ld(xth)v
1

x>~
Il

con lo que, teniendo en cuenta que « € [0, 1),

oo

1
d(Tm—n, o) < Z jd (z1,x0) ﬁd(xl,xo), Vm>n>1.

=0 -

Llevando esta ultima desigualdad a (4.5), obtenemos

n

d(x1,29), Vm>n>1. (4.6)

e
(T, ) <
Como 0 < a < 1, es evidente que lim «" = 0, y por tanto, de (4.6) se obtiene
n—oo

lim  d(zpm,z,) =0,

n,m— oo

es decir, la sucesién {x,},>1 es de Cauchy en (X, d).
Como (X, d) es completo, existe un Z € X tal que

lim z, =7,
n—oo

pero entonces, teniendo en cuenta que 7' es continua,

Tz = lim Tz, = hm Tpyl = 2,

n—oo
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y por consiguiente T es un punto fijo de 7.
Finalmente, para demostrar la unicidad, supongamos que T es otro punto
fijo de T'. En tal caso,

d(7,7) = d(T7,T7) < ad(Z, 7),

es decir,
(1 —a)d(z,7) <0,

con lo que al ser o < 1, obtenemos que d(z,Z) = 0, y por tanto T = Z. [ ]

Observacion 4.4 Obsérvese que la demostracion precedente es constructiva,
de hecho obtenemos que, bajo las condiciones del Teorema, sea cual sea el punto
inicial Ty que tomemos en X, la sucesion x, = T™xy converge en (X,d) al
inico punto fijo & de T.

Ademds, de hecho podemos obtener una estimacion de la cota de error que se
produce al tomar x, = T"xg como una aproximacién de T. En efecto, pasando
al limite en (4.6) para m — oo, se tiene

n

d(F,zn) < 10‘

d(z1,z0), Ymn>1. (4.7)

Observacion 4.5 El Teorema precedente no se satisface si T es no expansiva.
Como un contraejemplo sencillo, consideremos X = [1,400) C R con la dis-
tancia usual d(z,y) = |z —y|. Como X es un subconjunto cerrado de R, resulta
ser un espacio métrico completo. Sea T la aplicacion

1
T:x¢€ [1,—|—oo)»—>x+; € [1,400).

Teniendo en cuenta que T es una funcidn creciente en [1,4+00), es inmediato
comprobar que

d(Tz,Ty) < d(x,y), Va#yéell,+0),

y sin embargo, no existe punto fijo de T, es decir, no existe solucion en [1,400)
1

de la ecuacion r = x + —.
T

El Teorema del punto fijo de Banach se puede extender al caso en que alguna
potencia de T es contractiva. En concreto, se tiene:

Teorema 4.6 Sean (X,d) un espacio métrico completo, y T : X — X wuna
aplicacion tal que para algin entero k > 1, la aplicacion T* es contractiva.
Bajo estas condiciones, existe un y sélo un punto fijo de T, es decir, existe un
y sélo un T € X tal que

T = 7.



11

Ademds
= lim T"zg, Vzo€ X. (4.8)

n—oo

Demostracién.- Si k = 1, nuestro enunciado no es sino el Teorema del punto
fijo de Banach.

Supongamos k > 1. Es inmediato ver que si Z es un punto fijo de T', entonces
es un punto fijo de T%, ya que

T =TFYT7) =T 2= ... =T7 = 7.
Reciprocamente, si Z es un punto fijo de 7%, entonces
THTT) = T(T*%) = TZ,

y por tanto 7T es también un punto fijo de T%. Como T* es contractiva, posee
un dnico punto fijo. Consiguientemente, T2 = Z, es decir, T es un punto fijo de
T.

En resumen, vemos que bajo las condiciones del teorema, T es un punto fijo
de T si y s6lo si es un punto fijo de T*.

Como T* es contractiva, y (X, d) es completo, sabemos que existe un tinico
punto fijo Z de T*, que por tanto es el tinico punto fijo de T

Ademas, de acuerdo con la Observacién 4.4, se satisface

lim (T%)"yo =2, Vyo € X. (4.9)

Si zy es cualquier punto fijado de X, tomando yg = xp, y mas generalmente
yo = T7x0, obtenemos de (4.9)
lim T4y =%, Vj=0,1,.,k—1, VzoeX,

n—0o0

es decir, (4.8). [ |

5 Funciones lipschitzianas

En esta seccion estudiamos los conceptos de funcién globalmente lipschitziana
y de funcién localmente lipschitziana, respecto de la variable y, en €.

Consideremos fijado un conjunto no vacio, Q& € RN*! cuyos puntos deno-
tamos por (z,y) conz € Rey € RY.

Definicién 5.1 Se dice que f : Q@ — RN es una funcién globalmente lips-
chitziana respecto de la variable y en Q, si existe una constante L > 0 (depen-
diente de f), tal que

|f(x,y1)—f(x,y2)| §L|y1_y2|7 V($,y1),($,y2) €. (510)

A L se le denomina una constante de Lipschitz respecto de la variable y para f
en €.
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Al conjunto de todas las funciones f : © — RY que sean globalmente lip-
schitzianas respecto de la variable y en €2, lo denotaremos por Lip(y, (). Es
inmediato comprobar que Lip(y,()), con las operaciones usuales de suma de
funciones y producto de un numero real por una funcién, es un espacio vec-
torial sobre R. Obsérvese que, en particular, todas las funciones constantes
pertenecen a Lip(y, Q).

Observacion 5.2 En general, dada una funcion h : D C R* — R™, conn > 1
ym > 1 enteros, se dice que h es globalmente lipschitziana en D, si existe una
constante Ly > 0 tal que

\h(zl)fh(22)| SLh|2,’1*ZQ|, VZl,ZQED.

La nocion que nosotros hemos introducido en la Definicion 5.1, aunque em-
parentada con la de funcion globalmente lipschitziana precedente, es diferente,
y estd motivada por su utilidad en el estudio del Problema de Cauchy para un
SDO en forma normal que efectuaremos con posterioridad.

Definicién 5.3 Supongamos que Q0 es abierto. Se dice que f : Q — RY es
una funcion localmente lipschitziana respecto de la variable y en ), si para cada
punto (T, ) € Q existe una bola abierta de centro dicho punto, contenida en (2,
y tal que la restriccion de f a dicha bola es globalmente lipschitziana respecto
de la variable y. Es decir, f es localmente lipschitziana respecto de la variable
y en Q, si para cada punto (Z,y) € Q existen un £(z,y) > 0, y una constante
L(z,y) > 0, tales que
B((z,9),¢(7,9)) C

y para todo (x,y1), (x,y2) € B((Z,7),e(Z, 7)),
|f(z,91) — f(z,92)| < L(Z,9)|y1 — yal- (5.11)

Si Q es abierto, al conjunto de todas las funciones f : Q@ — RY que sean
localmente lipschitzianas respecto de la variable y en €2, lo denotaremos por
Lipioc(y,?). Es inmediato comprobar que Lip;,.(y,2), con las operaciones
usuales de suma de funciones y producto de un nimero real por una funcién, es
un espacio vectorial sobre R, y que

Lip(y, Q) C Liploc(ya Q)v

con contenido estricto, como veremos mas adelante.
Es también sencillo comprobar el resultado siguiente:

Proposicién 5.4 (a) Si f € Lip(y,2), entonces f es uniformemente con-
tinua respecto de la variable y en ), es decir, para todo € > 0 existe un
6 > 0, dependiente de €, tal que

If(z,y1) = f(z,92)| <&, V(x,u1), (2,y2) € Q tales que |y1 — ya| < 6.
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(b) Si f € Lipioc(y,Q), entonces f es continua respecto de la variable y en €,
es decir, para todo (Z,g) € Q y todo € > 0 existe un § > 0, dependiente de
(Z,7) y e, tal que si ly — §| < 6, entonces (Z,y) pertenece a Q y

|f(z,y) = f(Z.9)] <e.

Observacién 5.5 En general, Lip(y,Q) no estd contenido en C(Q;RYN), es
decir, existen funciones f : @ — RN que son globalmente lipschitzianas en £,
pero no son continuas en dicho conjunto. Asi, por ejemplo, la funcidn

0 stx >0,
f(:v,y)Z{ .
y sixz >0,

pertenece a Lip(y, RN*1), pero no es continua en los puntos de RN*! de la

forma (0,y).
Reciprocamente, una funcion f : Q — RN que sea continua, no necesaria-
mente es, ni siquiera, localmente lipschitziana en Q. Por ejemplo, la funcion

fl@,y) =Vyl, V(z,y) €R?

es continua en R2, pero no pertenece a Lipo.(y, R?), ya que en caso contrario,
en particular existiria un € > 0 tal que la restriccion de f a B((0,0),¢e) seria
globalmente lipschitziana, y por tanto existiria una constante L(0,0) > 0 tal
que, teniendo en cuenta que f(0,0) = 0,

[£(0,e/n)| < L(0,0)(¢/n), Vn=>2,

es decir,
ve/n < L(0,0)(g/n), Vn>2,

lo cual es un absurdo.

El resultado que sigue es de gran utilidad para decidir en un buen ntmero
de situaciones si una funcién es global o localmente lipschitziana.

Teorema 5.6 Sean Q C RN*! un conjunto abierto, y
f=(f, fn): Q= RY,

g

y;

una funcion tal que existen las derivadas parciales , para todo i,5 =1,...,N,

y son continuas en §). En estas condiciones:
(a‘) f € Liploc(y?Q)'
(b) Si ademds Q es convezo, entonces f € Lip(y,Q) si y solo si todas las

) ) of; . .
derivadas parciales a—fz, estan acotadas en §2, es decir,
Yj

sup
(z,y)ER

aﬁ(:c,y)‘ < +o00, Vi,j=1,..,N. (5.12)
dy;
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Demostracion.- (a) Sea (z,§) € 2. Como €2 es abierto, existe (Z,7) > 0,
tal que la bola cerrada

B =B((z,7),¢(%,7)),

estd contenida en 2. Teniendo en cuenta que B es un compacto contenido en

0
), vy que en particular las derivadas parciales l 1,7 = 1,..., N, son continuas

ayj’

en B, podemos afirmar que existe una constante M (Z,) > 0, tal que

max
(z,y)€B

851 (x’ y)‘ g M(j’g)7 VZ’] = 1’ ""N' (5'13)
j

Por otra parte, por el Teorema del valor medio para funciones reales de varias
variables, si (z,¥1), (x,y2) € B, entonces para cada i = 1,..., N, existe un punto
¥; en el segmento que une y; con ys, tal que

N of,
fi(x7y1)_fi($,y2)zz %(x7§i)(y1j _y2j)7
=1 0
y por tanto, teniendo en cuenta (5.13),
N
i) = filw,p2)| < M(Z,9)Y_ |y1, — y2,| < M(2,9)V Ny — vl
j=1

para todo i = 1,..., N, de donde es inmediato que

[f (@, 1) = fla,y2)] < M(2,5)N |y — 2,

para todo (z,y1), (z,y2) € B, y en consecuencia f es localmente lipschitziana
respecto de y en Q.

(b) Ahora, supongamos que € es convexo.

En primer lugar, si se satisface (5.12), entonces, razonando como en la de-
mostracién de (a), pero sustituyendo B por 2, es inmediato demostrar que f
es globalmente lipschitziana respecto de y en 2, con constante de Lipschitz

L = MN, siendo
Ofi ‘
x, .
ayj( y) >

Reciprocamente, supongamos que no se satisface (5.12), es decir, que existen
i,j € {1,..., N}, tales que

M = méx sup
ISEISN \ (2,y)e0

sup
(z,y)€Q

ofi ‘
-+ (@, = +o0.
ayj( y)
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En tal caso, para todo entero n > 1 existe un punto (Z,,7,) € Q tal que

‘ ofi
y;

({f,n’ gn) Z 2TL,

con lo que, teniendo en cuenta la definicion de derivada parcial, si denotamos
e; al vector unitario de RY de componentes todas nulas salvo la j-ésima igual
a 1, obtenemos que para cada n > 1 existe un &, > 0, tal que

fl(jnﬂgn +5n6j) - fz(s_cnagn)
En

>n

- 3

es decir,

|fi(£n7gn + 5nej) - fz(-fnagn” > Ney = n|(yn + 5nej) - yn|a

con lo que f no es globalmente lipschitziana respecto de y en €. [ |

Observacion 5.7 Considerénse las funciones f1, fo y fs, definidas todas en
R? con valores en R, dadas por

1 zy, stx >0,

fl(fﬁvy) = W’

fale,y) falery) = {

x

1+y2’ y, sixz<O0.
Resulta sencillo comprobar, por aplicacion del Teorema precedente, que f1 €
Lip(y,R?), que fa no es globalmente lipschitziana en R?, pero fa € Lipioc(y, R?),
y f2 € Lip(y,Q), para todo abierto conero Q de R? que sea acotado en la di-
reccion de x.

Finalmente, la funcién fs no satisface las condiciones del Teorema 5.6 en
R?, ya que su derivada parcial respecto de y no es continua en todo R?, pero es
inmediato comprobar que pertenece a Lipioc(y,R?), y de hecho es globalmente
lipschitziana en todo abierto ) de R? que sea acotado en la direccion de x.

Finalizamos esta seccién con el siguiente resultado:

Teorema 5.8 Sea @ C RN*! un conjunto abierto. Si f € Lipioe(y,Q), y
K C Q es un conjunto compacto no vacio tal que

sup |f(2,y)| < +o0,
(z,y)EK

entonces

[ € Lip(y, K).

Demostracion.- Fijemos, para cada punto (Z,7) € Q, un &(Z,y) > 0, y una
constante L(Z,q) > 0, tales que
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y para todo (z,), (z,y2) € B((Z,§), £(2,7)), sc satisfaga

|f(@, 1) = f@,92)] < L(Z,5)|y1 — vel. (5.14)
Evidentemente,
Kc |J B(@9).e1)/2),
(z,5)eK

y por tanto, al ser K compacto, existe una coleccién finita

{(flagl)a ceey (jnayn)} - Ka
tal que

K c U B((Zk, yr), €(Zk, Yr)/2).
k=1

Ahora, si (x,y1) y (z,y2) son dos puntos de K, fijemos un k € {1,...,n} tal
que (z,y1) € B((Z, Uk), e(Tk, Jr)/2). Para (z,y2) se tiene forzosamente una de
las dos situaciones siguientes:

(a) (z,y2) € B((Zk, Jr), (T, Tr))- En tal caso, por (5.14),

|f(z,y1) — f(z,92)| < L(Zg, Ur)|y1 — vl

(b) (x,y2) & B((Tk, Jk), £(Tk, Gr))- En tal caso,
ly1 —y2| = [(x,91) — (z,92)| < e(Tk, Ur))/2,

con lo que, si definimos

e= min (e(Zk,4x))/2), M= sup |f(z,y), (5.15)
1<k<n (z,y)EK

tenemos
|y1 - yZ‘ 2 &,

y entonces
2M
|[f (@, 91) = f(@,y2)| < 2M < ——[y1 —ya|.

En consecuencia, f es globalmente lipschitziana respecto de la variable y en K,
pudiéndose tomar como constante de Lipschitz,

oM
L = mi ix (L(Zp, Tx)), —
mAax (1?132{71( (Zk, Tk)), 5 )

con ¢ y M definidos por (5.15). ]
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6 El Teorema de existencia y unicidad local de
Picard

Vamos a demostrar en esta seccién un resultado de existencia y unicidad de
solucién, en un intervalo suficientemente pequeno, para el Problema de Cauchy

/
y' = f(z.y),
(PC) {
y(z0) = Yo
En concreto, vamos a demostrar el siguiente resultado:

Teorema 6.1 (Teorema de Picard) Sean Q C RN*! un conjunto abierto no
vacio, y f : Q@ — RN tal que

fec ]RN) N Lipioc(y, Q).

Con estas condiciones, para cada (xo,yo) € S, existe un 6 > 0, tal que si
denotamos
Is =[x — 6,0 + 4],

existe una y solo una solucion del problema (PC) en Is.

Demostracién.- Como  es abiertoy f € Lipo.(y, 2), existen ag > 0y by > 0,
tales que si denotamos

R = [z — ag, 2o + ao] X B(yo,bo),

se satisfaga
RcCQ, y felLip(yR).

Sea L > 0 una constante de Lipschitz para f en R, es decir, tal que

|f($7y1) - f(l‘7y2)‘ S Llyl - y2|a v<x7y1)7 (xva) € R7

y denotemos
M = max z,y)|,
(W)GRIJ‘( y)l

maximo que se alcanza por ser f continua y R compacto.
Fijemos un nimero § tal que

0 < 6 < min(ag,bo/M,1/L), (6.16)
y consideremos el conjunto

X ={p e CsRY); |p(z) —yo| <bo, Y € I5}. (6.17)
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Evidentemente, X no es mds que la bola cerrada en (C(I5;RYN),|| - |l«), de
centro la funcién g = yo, y radio by. En consecuencia, X es un subconjunto
cerrado no vacfo de (C(I5; RN), || - ||), y por tanto (X, d), con d definida por

d(p, ) = glg? lo(x) —(x)|, Ve,veX,

es un espacio métrico completo.
Nosotros ya hemos visto en el Tema 2 que ¢ es solucién del problema (PC') en
Is siy sélo si satisface la formulacién integral, es decir, es solucién del problema

(j) ¢ € C(I5;RN),

(i) (z,¢(x)) € Q, para todo z € Iy,

€T

(i) e(z) =yo + f(s,0(8))ds, Yz € Is, donde la integral esta efectuada
componente azgomponente.

Ahora bien, por la eleccién de 4, si ¢ satisface (j), (jj) y (jjj), entonces ¢
satisface
lp(x) —yo| < bo, Vaels,

ya que, en caso contrario, como |p(zg) — yo| = 0 < by, por continuidad de la
funcién |p(x) — yol, existiria un punto T € I, con T # xo, tal que
le(@) —yol =bo, vy le(x) —yol < bo,

para todo z en el intervalo abierto de extremos xo y Z. Entonces, por (jjj), se
tendria

™
bo = |(Z) — ol = / F(5,0(s)) ds| < Mz — x| < M8 < by,
o

lo cual es un absurdo.

En consecuencia, resulta ahora evidente que ¢ es solucién del problema (PC')
en el intervalo Iy, si y s6lo si ¢ pertenece a X y satisface (jjj).

Denotemos, para cada funciéon ¢ € X, por T a la funcién definida por

Toa)=w+ [ fspls)ds, Vaels
Zo
Es inmediato que Ty € C(Is; RY). Ademés, para todo x € I5, se tiene

[(T'p)(z) —yo| = < M|z — x| < M6 < by,

/ F(5,0(s)) ds

y en consecuencia, Ty pertenece a X. Es decir, T': X — X.
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Esta claro de todas las consideraciones precedentes, que ¢ es solucién del
problema (PC) en el intervalo I, si y s6lo si ¢ es un punto fijo de la aplicacién
T. En consecuencia, para terminar con la demostracion del teorema, basta con
comprobar que T es contractiva. Para ello, sean ¢ y 1 dos elementos de X, y
x € I5. Entonces

(Tp)(x) = (T)(x)] =

/ " F(s.0(5)) — Fls,0(s)) ds

<

/ "1 F (5. 0(s)) — F(596(5))] ds

0

<L < Llz — zold(y, ),

/ “lo(s) - (s))) ds

Zo

y por tanto,
d(Tp, T) = méx|(Tp)(x) — (TY)(2)] < Lad(p, ¥),

siendo Lé < 1 por (6.16). [ |

Observacién 6.2 Consideremos dada una funcién f : D ¢ RVNT1 — RV,

Se denomina abierto de existencia y unicidad para la EDO y' = f(x,y),
a cualquier abierto @ C D no wacio, tal que f € C(RN) N Lipoe(y,Q), v
se demomina abierto maximal de existencia y unicidad para la citada EDO a
la union de todos los abiertos de existencia y unicidad de la misma. El abierto
mazimal de existencia y unicidad paray’ = f(x,y), es por tanto el mayor abierto
de RN*Y donde, para cualquier punto (xq,vo) de dicho abierto, se puede aplicar
el Teorema de Picard al correspondiente Problema de Cauchy para la citada
EDO.

De la misma manera, se denomina dominio de existencia y unicidad para
la EDO y' = f(x,y), a cualquier abierto conexo Q@ C D no wacio, tal que
f € COULRN)N Liproe(y, ), y se denomina dominio mazimal de existencia vy
unicidad para la citada EDO a cualquier dominio de existencia y unicidad de
la citada ecuacion tal que no exista otro dominio de existencia y unicidad de la
misma que lo contenga estrictamente.

Ast, por ejemplo, si consideramos la funcion f : R?2 — R definida por

Yy, sty =1,
3, siy<l1, y>a?
f(z,y) = , )
zy, sty<l,y<z?, x>0,
0, siy<l y<a® <0,

es sencillo comprobar que los conjuntos Q1 y Qs dados por

O = {(I7y) € R2; Yy > 1}7
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Oy = {(z,y) e R*; y <1} \ {(z,2%); = € [-1,0},

son los correspondientes dominios maximales de existencia y unicidad, siendo
Q1 UQy, el abierto mazimal de existencia y unicidad para la EDO y' = f(z,y).

Observacién 6.3 Si f € C(Q;RY), con Q@ C R¥*! un conjunto abierto, pero
f & Lipioc(y, ), es posible todavia demostrar, para cada (xo,yo) € Q dado, la
existencia de un § > 0 tal que existe solucion en Is del correspondiente Problema
de Cauchy (esta afirmacion, conocida como Teorema de existencia de Peano,
serd demostrada en la asignatura Ampliacion de Ecuaciones Diferenciales Or-
dinarias, ver [2]). No obstante, si f no es localmente lipschitziana, en general
no estd garantizada la unicidad de solucion del (PC) en Is.
Asi, por ejemplo, si planteamos en Q = R? el problema de Cauchy

y' = 3y°",
(PC) {
y(0) =0,
es sencillo comprobar que, fijado & > 0, si consideramos para cada par «, 3
satisfaciendo
—-0<a<0< <,
la funcion @.p definida por

(z—a), sizel-6a),

Pag = 0, six € [, g,
(xz—B)*, sixze (B,
todas las funciones pq3 son soluciones de (PC) en Is = [-4,d].

7 El teorema de Picard para un Problema de
Cauchy para una EDO de orden n en forma
normal.

Supongamos dado un entero n > 2, un conjunto @ C R™*!, cuyos puntos

denotaremos por (z,4,%/, ...,y 1), y una funcién g : © — R.
Consideremos la EDO de orden n en forma explicita o normal

y" = g(z,y,y, .y ), (7.18)
siendo ¢ una funcién dada, definida en un conjunto @ C R"*!, con valores en
R.

Recordemos que una solucién de (7.18) es cualquier funcién ¢ : I — R, con
I C R intervalo de interior no vacio, satisfaciendo:
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(i) Existe la derivada n-ésima (™) (z) en todo punto = € I, donde si z es un
extremo de I, (™) () denota a la correspondiente derivada lateral,

(ii) (x,0(x), ¢ (), ..., "V (x)) € O, para todo z € I,

(ii)) ¢ (2) = g(z,(2), ¢ (@), .., "~V (2)), para todo x € I,

y se dice también en tal caso que la pareja (I, ¢) es una solucién local de (7.18),
0 que ¢ es una solucién de (7.18) en el intervalo I.

Definicién 7.1 Denominaremos Problema de Cauchy o de wvalores iniciales
para la EDO (7.18) al problema consistente en, fijado un punto (o, Yo, Yj, ---» y(()nfl))
perteneciente a O, hallar una solucidn local (I,¢) de (7.18) tal que 9 € I y

(e(0), ¢/ (0, s 9" (0)) = (w0, ¥ 05" "):

En tal caso, se dice que (I,¢) es una solucidn local del Problema de Cauchy

(n) — / (n—1)
y" =gz, y,y .y )5
(PC)n{

y(w0) = Yo, ¥ (€0) = Yhy -y V(o) = y§" V.

Como vamos a ver a continuacién, toda EDO de orden n en forma nor-
mal puede ser escrita como un SDO de primer orden y dimensién n en forma
explicita, de tal manera que los resultados que hemos obtenido para los SDO,
admiten una traduccién inmediata al caso de las EDO de orden n.

En efecto, consideremos fijada la EDO (7.18), e introduzcamos las nuevas
variables y;, para 1 < i < n, definidas por

n=v vo=v, 3=y, ya=y" (7.19)

y1 = Y2,

yQ = Vs,

............ : (7.20)
y;_l = Yn,

Yp = 9(T, Y15, Yn)-

Es inmediato comprobar que, con el cambio (7.19), la EDO (7.18) y el SDO
(7.20) son equivalentes, y més concretamente que (I,¢) es solucién local de
(7.18) si y sélo si (1,0, ¢, 0", ..., 0" 1) es solucién local de (7.20).

Resulta ahora sencillo extender el teorema de Picard al caso de un Problema
de Cauchy para una EDO de orden n en forma normal.
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Diremos que g es globalmente lipschitziana respecto de (y, 1/, ...,y ), en
O, si existe una constante L, > 0 tal que

n—1
1 _ k k
l9(x,yn, i) = gy s T < L Y Y — ),
k=0

para todo (x,yl,yi,...,ygn_l)), (z, Y2, Y, -, y5 ') € O, donde en el sumatorio

hemos usado la notacién y; = yj(o), yé = y§1), y;.’ = y(?).

Denotaremos Lip(y,y', ...,y =1, O;R), al conjunto de todas las funciones
g : O — R, que sean globalmente lipschitzianas respecto de (y,v,...,4™" 1), en
O. Es inmediato comprobar que, con la suma de funciones y producto de un
niimero real por una funcién usuales, Lip(y, v/, ...,y Y, O;R) es un espacio
vectorial sobre R.

De manera analoga a la Definicion 5.3, si O es abierto, diremos que la funcién
g : O — R es localmente lipschitziana respecto de (y, v, ...,y(”*l)), en O, si
para cada punto (Z, 7,7, ..., g<”*1>) € O existe una bola abierta de centro dicho
punto, contenida en O, y tal que g es globalmente lipschitziana respecto de la
variable (y, 9/, ...,y ) en dicha bola.

Denotaremos Lipjoc(y, 9/, ...,y 1), O; R), al conjunto de todas las funciones
g : O — R, que sean localmente lipschitzianas respecto de (y,%/,...,y4" 1), en
O. Es también sencillo comprobar que, con la suma de funciones y producto
de un niimero real por una funcién usuales, Lipioc(y, V', ..., y(=1, O;R) es un
espacio vectorial sobre R.

Teorema 7.2 (Teorema de Picard para una EDO de orden n) Sean
O Cc R"™ un conjunto abierto, y g : © — R una funcién tal que

9 € C(O) N Lipioc(y, 4/, ...y ", O R).
Entonces, para cada punto (xo,yo,y{),...,y(()n_l)) € O dado, existe un § > 0,
tal que en el intervalo Is = [xg — 0,0 + d] existe una y sélo una solucion del
Problema de Cauchy (PC),.

Demostracion.- Basta introducir las nuevas variables y;, para 1 < ¢ < n,
definidas por (7.19), y asociado al problema (PC),,, considerar el Problema de
Cauchy para un SDO de primer orden

yI/L = Y2,

Yy = Ys,

............ ,

............ , (7.21)
y;hl = Yn;

y1/1 = g(xayla"ﬂyn)’

Y1(20) = Yo, Y2(20) = Yy s yn(x0) = 55" V.
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Es inmediato comprobar que, con el cambio (7.19), el problema (PC),, y el pro-
blema (7.21) son equivalentes, y mas concretamente que ¢ es solucién de (PC),
en I si y sélo si (¢, ', ¢, ..., oY) es solucién de (7.21).

Basta ahora tener en cuenta que, como se comprueba facilmente, el problema
(7.21) satisface las condiciones del Teorema 6.1. [ |
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Tema 3

Soluciones maximales del Proble-

ma de Cauchy para un SDO

1. El lema de Gronwall

Como hemos visto en el tema anterior, el Teorema de Picard nos garantiza
que dados © € RV*1 abierto no vacio, f: Q — RY tal que

f S C(Q, RN) n Liploc(:% Q)a

v (zo,y0) € Q, existe un § > 0, tal que si denotamos I5 = [xg — 0, xo + J], existe
una y sélo una solucién en Is5 del problema de Cauchy

y = f(z,y),
(PO) { y(w0) = to-

En este tema nos vamos a plantear, bajo las mismas condiciones, el andlisis de
la existencia y unicidad de solucién maximal, es decir, definida en un intervalo
lo més grande posible.

Para llevar a cabo esta tarea (y otras), nos va a ser gran utilidad el resultado
siguiente:

Teorema 1.1 (Lema de Gronwall)

a) Supongamos dados —oo < xg < w1 < +00, dos funciones u, k € C([xg, x1]),
y una constante h € R, tales que k(x) >0, y

u(z) <h+ /i k(s)u(s)ds, Yx € [xo,z1]. (1.1)

T

En tal caso, también se satisface

u(i) < hef“fO k(s)ds’ YV e [Cﬂo,xl]~ (12)



b) Supongamos dados —oco < x1 < o < +00, dos funciones u, k € C([x1, zo]),
y una constante h € R, tales que k(z) >0, y

u(zr) < h+ /mo k(s)u(s)ds, Yx € [z1,z0]. (1.3)

En tal caso, también se satisface

u(z) < hels® ks vy ¢ [1, zo]. (1.4)

Demostracién. Vamos a demostrar b) (como la demostracién de a) es anéloga,
queda como ejercicio).
Denotemos

v(z) = /ZO kE(s)u(s)ds, Ya € [z1,x0].
Evidentemente, v € C([z1, z0]), con
v'(z) = —k(z)u(z), Vz € [x1, T0). (1.5)

Multiplicando la desigualdad (1.3) por k(z) > 0, y teniendo en cuenta (1.5), se
obtiene
—v'(z) — k(z)v(z) < hk(z), Vo € [z1,z0]. (1.6)

f:o k(T)dr

Si multiplicamos la desigualdad (1.6) por e , es inmediato que obtenemos

x wo s
v(z)elso ¥ < / k(s)elso "D s v € (a1, 3], (1.7)

x

y por consiguiente,
zo R R zo .
v(z) <h / k(s)elao FDAT=L2y k(dn) 4o — gy / k(s)els KD qs (1.8)

para todo x € [z1, zg].
Ahora bien, evidentemente,

s d s
k(S)@f’” k(T)dr _ % (efr k(T)dT) ,
y por tanto,

o ®
/ k(s)els FdTqg — oJ° RAT _ 1 v € [, 20).

Llevando esta tltima igualdad a (1.8), y teniendo en cuenta la definicién de
v(x), obtenemos

zo
/ k(s)u(s)ds < h (efwo k(r)dr _ 1) , Vz € [z1,20],

con lo que, de (1.3) se tiene de manera inmediata (1.4). |



Observacion 1.2 Obsérvese que en el Lema de Gronwall se obtiene, partiendo
de una estimacion sobre u en la que aparece dicha funcién en los dos miembros
de la desigualdad, otra estimacion sobre u en que ésta no aparece en el miembro
derecho.

Reseniemos por otra parte que si h = 0, entonces tanto (1.2) como (1.4) se
escriben, respectivamente,

u(w) < heP@=m0) Y € [x0,a1],
u(z) < heFE ), Vi € [y, z0]

Observacion 1.3 FEl Lema de Gronwall se puede generalizar sin gran dificultad
al caso en que h no es contante. Asi por ejemplo, en el caso a), si h, k y u
pertenecen a C([xg,z1]), y se satisface que k(x) >0 y

x

u(z) < h(x) —|—/ k(s)u(s)ds, Yz € [xg, z1],

Zo

entonces, razonando de manera similar al caso en que h es constante, se puede
obtener que también se satisface

u(z) < h(x) —I—/ h(s)k(s)els ¥ ds V€ [xg, 21].

2. Unicidad global de solucién

Como una aplicacion sencilla del lema de Gronwall, obtenemos el siguiente
resultado de unicidad global para el Problema de Cauchy para un SDO de primer
orden en forma normal.

Teorema 2.1 (de unicidad global) Sean Q@ C RNt un abierto no wvacio,
f Q= RY tal que f € C(RYN) N Lipoe(y,Q), y consideremos fijado un
punto (xo,yo) € Q.

En estas condiciones, si (I1,¢1) e (I2,p2) son dos soluciones locales del

problema de Cauchy
y = f(z,y),
pPC
( ) { y(x0) = Yo,
entonces

p1(x) = @2(x), Ve € 1N 15,

Demostracién. Recordemos que, por definicién de solucién de (PC), el punto
xo pertenece a I1 NIy, y

w1(z0) = w2(x0) = Yo-

Sea ahora x1 # xg otro punto perteneciente a I; NI, y supongamos, por fijar
ideas, que x1 < zp. En tal caso, el intervalo [z1,x] estd contenido en Iy N I3, y
en consecuencia,

pi(x) = yo +/ f(s,@i(s))ds, Vo € [x1, 0], Vi =1,2. (2.9)



Denotemos

K ={(s,01(5)); s € [z1,20]} U{(s,p2(s)); s € [21, 0]}

Evidentemente, K es compacto y esta contenido en 2. Denotemos por Lx > 0
a una constante de Lipschitz respecto de y para f en K. De (2.9) se obtiene
facilmente para cada = € [z1, xg],

|p1(2) = p2(2)| =

/ﬂﬂaw@»—ﬂamwm@

0

Zo

< [ 150106 — Sl < Lic [ lir(s) = patslas,

y en consecuencia, aplicando el lema de Gronwall con h =0, k = Lk, y u(z) =
|p1(x) — @a(z)|, obtenemos

[p1(2) = pa(2)] <0, Va € [z1,20],

y en particular
[p1(z) — p2(z)| = 0.

Idéntica conclusién se obtiene, razonando de manera similar, si x; # xq es ahora
un punto perteneciente a I; N I, tal que x1 > xzg. ]

Observacion 2.2 FEl razonamiento de la unicidad global a partir del lema de
Gronwall no es necesario, ya que también se puede obtener ésta de un argumento
local: si f € C(QRN) N Liproe(y, Q) y hay dos soluciones distintas al mismo
(PC), nos fijamos en el punto donde ambas soluciones bifurcan. Esto violaria
la unicidad garantizada por el Teorema de Picard, llegando a contradiccion.

No obstante, el uso del lema de Gronwall no implica mayores hipdtesis (la
lipschitzianidad global en el compacto K de f respecto de y se deduce de la
lipschitzianidad local). Sin embargo, dicho lema serd muy til en resultados pos-
teriores, y permite obtener la unicidad de manera muy simple, de ahi que haya
sido presentado desde el principio del tema.

3. Prolongacién de soluciones. Existencia y uni-
cidad de solucién maximal

Supongamos dados € RN*! abierto no vacio, f : Q@ — R tal que
f € C(Qv RN) N Liploc(yv Q)a

y consideremos el Problema de Cauchy

Y = f(x,y),
(PC){ y(wo) = yo-



Para cada punto (zg,yo) € €2, denotaremos
S(xo,y0) = {(I,¥); ¢ es solucién de (PC) en el intervalo I}.

Teniendo en cuenta el Teorema de Picard, sabemos que, bajo las condiciones
precedentes,

S(x0,y0) # 0.
Definicién 3.1 Sean (zg,y0) € Q e (I,¢) € S(xo,y0) fijados.

a) Diremos que (I,¢) es prolongable por la derecha si existe una solucion
(J,¢) € S(xo,yo) tal que supl pertenece al interior del intervalo J e I C J.

b) Diremos que (I,p) es prolongable por la izquierda si existe una solucién
(J,¢) € S(xo,yo) tal que infl pertenece al interior del intervalo J e I C J.

¢) Diremos que (I, ) es prolongable si es prolongable por la derecha o por la
izquierda (o ambas cosas a la vez).

d) Diremos que (I,¢) es una solucion mazimal del problema (PC) si no es
prolongable.

Observacién 3.2 Si (I,¢) € S(xo,yo) es prolongable por la derecha, y (J, ) €
S(zo,y0) es tal que supl pertenece al interior del intervalo J e I C J, es claro
que, como consecuencia del teorema de unicidad global, ¢ y 1 son iguales en I,
siendo por tanto 1 una prolongacion de ¢ por el extremo derecho del intervalo
I. Cabe hacer una observacidn similar si (I,p) es prolongable por la izquierda.

Demostramos ahora la existencia y unicidad de soluciéon maximal del Pro-
blema de Cauchy.

Teorema 3.3 (de existencia y unicidad de solucién maximal.) Sean Q C
RN+ un abierto no vacio y f : @ — RY tal que f € C(Q;RY)N Lipioc(y, Q). En
estas condiciones, para cada (o, yo) € Q dado, existe una y sdlo una solucion
mazximal del Problema de Cauchy

Y = f(z,y),
(PC) { y(ﬂ«”o) = Yo,

que denotaremos (I(xo,yo0), ¢ (+; %o, Yo))-
Ademds, el intervalo I(xg,yo) de definicion de la solucion mazimal es abier-
to.

Demostracién. La hacemos en tres etapas.

a) El intervalo de definicién de toda solucién maximal es abierto.

En efecto, si (I, ) € S(xo,y0), y si por fijar ideas supl = 3 € I, entonces
en particular (8, ¢(8)) € Q, y podemos considerar el Problema de Cauchy

y/ = f(x7y)a
(PC)s { y(8) = 9 (8),



que, por el teorema de Picard, sabemos que posee una solucién @ en un
intervalo de la forma [ — 4, 8 + 4], para algtiin 6 > 0. Obsérvese también

que (I,¢) € S(8,9(8))-

Consideramos el intervalo J dado por
que evidentemente contiene a I, y es tal que 3 pertenece a su interior.
Tomemos ahora la funcién v : J — RY dada por

| p(x), sizel,
() —{ B(x), siz e [B—58+4)

Es inmediato que la funcién ¢ estd bien definida, ya que tanto (I, ¢) como
([8 — 9,8+ d],%) pertenecen a S(53,¢(8)), y por tanto,

o) =9(), VeeIN[B—46,8+ 9]

Ademds, por esta iguladad, es inmediato comprobar que la pareja (J, 1)
asi construida pertenece a S(xo,y0), y por consiguiente (I,¢) es prolon-
gable por la derecha.

Razonando de manera similar, se llega a que si inf] pertenece a I, entonces
(I, ) es prolongable por la izquierda.

En consecuencia, si (I,¢) no es prolongable, es decir, es una solucién
maximal de (PC), entonces ni supl ni infl pertenecen a I, y por tanto I
es abierto.

Unicidad de solucién maximal.

Sean (I, ¢1) e (12, p2) pertenecientes a S(zo, yo), dos soluciones maxima-
les. En tal caso, I; e I> son intervalos abiertos, xg € I; N I5, y por tanto
I, U I, es un intervalo abierto. Sea ¢ : I; U Iy — RY, definida por

oy | opi(x)siz eI,
P(z) = { pa(z) siz € Is.

Por la unicidad global, ¢1 y @4 coinciden sobre I3 N Iz, y en consecuencia,
¢ esté bien definida, y es sencillo comprobar que (I; U Iz, ¢) € S(xo,yo)-
Entonces, por ser ¢ maximal, I; Ul C Iy, es decir, [y Uly = I;. También,
por ser o maximal, I; U Is, es decir, I; Uls = I5. Asi pues, I; = I, y por
tanto, por la unicidad global, (I1, 1) = (12, p2).

Existencia de solucién maximal.

Sea (z0,yo) € © un punto fijado. Definamos

I(zo,y0) = {x € R; existe (I,p) € S(xo,yo0), tal que I es abierto y « € I}.



Se observa en primer lugar que, por el teorema de Picard, zo € I(xo,yo),
y por tanto también I(zg,yo) es un intervalo abierto. Si consideramos la
funcién @ : I(zo,yo) — RY definida por

o(x) = ¢(z), six € I, siendo (I, ) € S(zo,%0), tal que I es abierto,

es inmediato comprobar que, por el teorema de unicidad global, ¢ esta bien
definida, y es sencillo ver que (I(zo, o), ) € S(xo,yo), y es maximal por
su misma definicién.

Definicién 3.4 Supongamos satisfechas las condiciones del Teorema de exis-
tencia y unicidad de solucion mazimal. Para cada (z9,yo) € §2, denotemos por
(I(zo,y0),©(+;20,90)) a la solucién mazimal del problema (PC). Se definen el
conjunto

0= {(aﬁ,l‘o,yo) € RN+2; (3:0’ yO) elre I(an yO)}7

y la funcion
© 3 (z,20,90) = ¢(; 10, 40) € RY.

A la funcion ¢ : © — RN asi definida se la denomina la solucién (mazximal) del
problema (PC) expresada en funcion de los datos iniciales.

Observacion 3.5 Se puede demostrar que bajo las condiciones del Teorema de
ezxistencia y unicidad de solucion mazimal, el conjunto © definido antes es un
subconjunto abierto de RN*2, y la funcién ¢ : © — RY, solucion (maximal)
del problema (PC) expresada en funcidn de los datos iniciales, es continua, es

decir, ¢ € C(O;RM).

Observacién 3.6 Aunque mds complejo, en el caso en que f € C(;RN), el
uso del Teorema de Peano en lugar del Teorema de Picard también permite ha-
blar de existencia de solucion maximal -sin unicidad-. Esto requiere introducir
el concepto de conjuntos parcialmente bien ordenados y elementos maximales
usando el Lema de Zorn (véase por ejemplo [M. de Guzmdn]). La propiedad re-
flejada en el Teorema 3.8 de que un intervalo de definicion de solucidn maximal
ha de ser abierto se concluye andlogamente, usando el Teorema de Peano.

4. Caracterizaciéon de soluciones prolongables y
maximales

En esta seccion suponemos las condiciones del Teorema de existencia y uni-
cidad de solucién maximal. Asi sabemos que dados (zg,y0) € Q e (I,p) €
S(xzo,y0), si I no es abierto, entonces (I,¢) es prolongable. Ahora vamos a
investigar qué sucede si I es un intervalo abierto.

Definicién 4.1 Sean (zo,y0) € Q e (I,p) € S(xo,y0), tal que I = (a, ) es
abierto.



a) Se denomina semitrayectoria derecha (o positiva) de (I, ) al conjunto
7';: ={(z,p(x));z €l x> x0}.

b) Se denomina semitrayectoria izquierda (o negativa) de (I,) al conjunto
T, = {(z,0(x));x €I,z < xp}.

¢) Se denomina trayectoria de (I,p) al conjunto

Tp = T;_ U, ={(x,p(x));z € I}.

Podemos demostrar el siguiente resultado.

Teorema 4.2 Sean (zg,y0) € Q e (I,0) € S(zo,y0) tal que I = (o, B) es
abierto. Las dos afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) La solucidn (I,p) es prolongable por la derecha.

b) La semitrayectoria derecha 7/ estd acotada, siendo d(1},0Q) > 0.

Demostracion.

1. a) implica b).

Si (I, ¢) es prolongable por la derecha, entonces existe una solucién (J,¢) €
S(z0,Yo0), tal que supl pertenece al interior del intervalo J e I C J.

En tal caso,
75 C{(z,¥(2));2 € [wo, B} C 7 C Q,

y en consecuencia, TJ es un compacto contenido en €2, con lo que en

particular, 71" estd acotada y d(7;f,99) > 0.
2. b) implica a).

Sit} estd acotaday d(r},9Q) > 0, entonces 74 es un compacto contenido

en 2, y ademds 8 < 4+00. En consecuencia, para todo par de puntos z,
x9 € [xo, ), se satisface

lo(z1) — p(22)| =
(zy)erd

/ F(5,0(5))ds

< ( méXf(x,y)I> |71 — @2,

y por tanto (razdnese), existe lim,43 ¢(x). Denotemos

= lim o(z).
Yp mw(p()

Evidentemente, o
(Bys) € T8 C Q,



y por ello podemos plantear el Problema de Cauchy

Y = flz,y),
eon{ 3 L

Por el teorema de Picard existe una solucién (I5,%) de (PC)g, con Is =
[B — 0,8+ 4], siendo § > 0, y que podemos suponer, toméndolo suficien-
temente pequefio, tal que [3 — 4§, 3) C («, B).

Definamos

-~ _ (x), siz € (o, B),
J_ (aa6+5)a 'l/)(f) - { ;(.T), Si T c [ﬁ,ﬁ‘i‘(s)

Vamos a comprobar que (J, 1) € S(zg, yo), con lo que quedard demostrado
que (I, ¢) es prolongable por la derecha.

Desde luego, por construccién ¥ (zg) = ¢(xo) = yo, v (z,9(z)) € Q, para
todo = € J. También por su definicién es evidente que 1 es continua en
J\ {B}. Pero en x = 3 también es la funcién ¢ continua, ya que

U(8) = (8) = limp(x) = lim (@),

Y(B) =yp = ggﬁl p(r) = g%wx)-

En consecuencia, ¢ € C(J;RY), y por tanto, para terminar de demostrar
que (J,¥) € S(xo,y0), basta que comprobemos que se satisface

vle) =0+ [ 1o 0(s)ds, Ve € . (4.10)

Es inmediato que (4.10) se satisface para todo = € («, 8). Por otra parte,

siz e [B,B+9),
V() =) =ys + [3 f(5,B(s))ds = limpg o(t) + [5 f(5,P(s))ds
= yo + limprg [1 f(s,0(s))ds + [5 f(s,B(s))ds
= yo +limygg [ f(s,0())ds + [ f(s,0(s))ds = yo + [ f(s,1(s))ds

Observacién 4.3 Una forma equivalente a b) es que exista lim 45— p(x) =: Y3
y que (B,yp) € Q.

Con una demostracién similar a la del teorema precedente (se deja como
ejercicio), se obtiene:

Teorema 4.4 Sean (zg,y0) € Q e (I,0) € S(zo,y0) tal que I = (o, B) es
abierto. Las dos afirmaciones siguientes son equivalentes:



a) La solucién (I,p) es prolongable por la izquierda.
b) La semitrayectoria izquierda 7, estd acotada y d(7,09) > 0.

Ahora resulta evidente de los dos teoremas precedentes que se satisface el
siguiente:

Teorema 4.5 Sean (zg,y0) € Q e (I,0) € S(xo,y0). Las dos afirmaciones
siguientes son equivalentes:

a) La solucion (I,p) es mazimal.

b) O la semitrayectoria derecha 7} no estd acotada o d(1},09) = 0 (0 ambas
cosas a la vez), y o la semitrayectoria izquierda 7, no estd acotada o

©
d(r;,09Q) =0 (0 ambas cosas a la vez).

Observacion 4.6 Las nociones y resultados estudiados en esta seccion y en las
secciones precedentes, pueden ser extendidos fdacilmente al caso del Problema de
Cauchy para una EDO de orden n en forma normal. Para ello basta considerar
el correspondiente Problema de Cauchy para el SDO asociado. Se dejan al estu-
diante el andlisis de los detalles (estidiese, por simplificar, el caso de una EDO
de sequndo orden).

Mads ain, los resultados de prolongacion probados en esta seccion sélo usan
que la funcion f estd acotada sobre un compacto, y para ello (T. de Weierstrass)
basta que f € C(Q;RYN). Esto es, la caracterizacion de solucién prolongable
puede usar el T. de Peano en lugar del T. de Picard, prescindiendo de la hipdtesis
del cardcter localmente lipschitziano para f respecto de y en Q.

5. Caso particular: dominio banda. El fenémeno
de explosién en tiempo finito

Analizamos en esta seccion algunos casos particulares muy importantes de
aplicacién de los resultados de la seccion anterior. Para ello definamos lo que se
denomina un dominio banda:

Q:(a,b)xRN, con —o0 < a<b< +oo.

Observacién 5.1 Si Q es un dominio banda, f € C(Q;RY) y » : (o, B) —
RN es una solucion maximal con B < b, entonces (por el Teorema 4.5 vy la
Observacion 4.6)
lim sup |p(z)| = +o0.
18-
(Igual conclusion cabe esperar si a < a, i.e. limsup, .+ |(x)| = +00.)
Si B < 400, se dice que la solucion mazimal explota en tiempo finito.

10



Asi por ejemplo, de acuerdo con lo que vimos en el Tema 1, es sencillo comprobar

que el problema
y' =1+,
PC
(PC) { y(0) =0,

planteado en el dominio banda Q = R?, tiene por solucién maximal la funcién
©(2;0,0) = tgax con intervalo de definicién 1(0,0) = (—7/2,7/2), y esta claro
que la solucién se va, en valor absoluto, a infinito en los extremos de (0, 0).

Observacion 5.2 FEn el caso de un SDO, la explosion a que hace referencia
la observacion anterior puede producirse en alguna de las componentes; y si se
trata de una EDO de orden superior a uno, si hay explosion, puede deberse no
solo a la solucion en si misma sino a la de alguna de sus derivadas.

Los casos que citamos a continuacién, bajo hipotesis adicionales, evitan la ex-
plosién en cualquier intervalo estrictamente menor que (a,b). Como conclusién,
se tendrd que («, ) = (a,b). Veremos que el cardcter “globalmente lipschit-
ziano” de f respecto de la variable y juega un papel fundamental.

Teorema 5.3 Sean —co < a < b < +oo, Q = (a,b) x RN, f € C(Q;RYN) N
Lip(y,Q), (xo,y0) € Q y se considera el Problema de Cauchy

y = f(z,y),
PC
(PC) { y(wo) = yo-
Entonces, la solucién mazimal o(-; zo,yo) verifica
I(x()ayO) :Ia (511)

es decir, el intervalo de definicion de la solucion mazximal es todo el intervalo
1, cualquiera que sea el dato inicial (x9,y0) en la banda.

Demostracién. Fijado (zg,10) € I x RY, denotemos el intervalo de existencia
de la solucién maximal I(xg,y0) = (o, ). Evidentemente, (o, 8) C I = (a,b),
y supongamos, por fijar ideas, que se tiene 8 < b. En tal caso, en particular
B < +00, y si denotamos ¢(z) = ¢(x;x0,y0), para todo x € [z, B) se satisface

o) -l =| " f(sp(s))ds

<

+

/ (F(s,0(5)) — (5, 30))ds

/g: f(s,y0)ds

< Mole—20) + L / o(5) — yolds

Zo
x

< Mo(5 - o) + L [ Ils) ~ wolds,
zo
donde L > 0 es una constante de Lipschitz respecto de y en ) para f, y por
definicién,
Mo = max |f(s,y0)l

s€[xo,
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Entonces, aplicando el lema de Gronwall, obtenemos de la desigualdad anterior
|90(m) - yO‘ < MO(ﬁ - xO)eL(ﬁi‘TO)a Vr € [‘TOaﬁ)a

y en consecuencia, 7} esta acotada, y de hecho,

©

Tk,j - [an ﬁ] X E(yo, Mo(ﬁ — xo)eL(B—wo))’

siendo este tiltimo conjunto un compacto contenido en Q = I x RV. En conse-
cuencia, ¢(-; zg, yo) resulta ser prolongable por la derecha, en contradiccién con
el hecho de ser maximal. Asi pues 8 = b.

Razonando de manera similar se llega a la conclusién de que también se ha
de tener o = a, y en consecuencia se satisface (5.11). |

Corolario 5.4 Bajo las condiciones del teorema anterior, si (a,b) es acotado
Y SUPge(a,b) |f(s,90)| < 400, entonces

sup |p(z;zo, yo)| < +00.
z€(a,b)

Las consideraciones precedentes se pueden generalizar a un caso bastante
comun, donde la lipschitzianidad global de f respecto de y no se exige en toda
la banda, pero si en bandas estrictamente contenidas.

Teorema 5.5 Sea Q=1 xRN, con I = (a,b) un intervalo, siendo —oo < a <
b < 400, y supongamos que f € C(I x RV;RN) N Lipioe(y, I x RY) verifica

fec(JxRY;RN)N Lip(y, J x RY),
para todo intervalo J tal que J C I. Entonces se sigue satisfaciendo (5.11).

Demostracién. En efecto, sea (g, 0) un punto fijado en Q = I x RV, y sean
{an}n>1 una sucesiéon decreciente de nimeros reales, y {b,},>1 una sucesién
creciente de niimeros reales, tales que

a<a, <xzg<b, <b, Vn>1,
y se satisfaga

lim a, =a, lim b, =b.
n—oo n—oo

Para cada n > 1, denotemos Q,, = (an,b,) x RN,y

fn(m>y) = f(x,y), V($>y) € Q.

De acuerdo con la hipétesis precedente, f € C(,,; RN )N Lip(y, ), v (20, v0) €
Q,, para todo n > 1. En consecuencia, tiene sentido considerar el Problema de

Cauchy '~ hay)
Yy = I\, Y),
(PC)n { y(wo) = Yo,
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que, de acuerdo con las consideraciones hechas en el caso globalmente lipschit-
ziano, tiene solucién maximal @, (+; 2o, yo) definida en el intervalo I,,(xq,yo) =
(an, by). Ademds, por la unicidad global, es evidente que para cada entero m > n
se satisface

om(T;20,Y0) = @n(T;20,Y0), VT € (an,by).

Resulta ahora claro que la solucién maximal ¢(-; 2o, yo) estd definida en

I(xO,yO) = U (anabn) - (aab)'

]

Con una demostracién muy similar a las anteriores, se puede sustituir la

condicion de Lipschitz de f respecto de y por una hipdtesis sobre el crecimiento
de |f|, global respecto de y € RY y local respecto de x € (a, b).

Teorema 5.6 Sean —o0 < a < b < +oo, f € C((a,b) x RN)N Lipoe(y, (a,b) x
RY) y g1, g2 € C((a,b); [0, 400)) tales que

[f(z,9)] < g1(2) + g2(2)yl, ¥(,y) € (a,b) x RY. (5.12)
Entonces se sigue satisfaciendo (5.11).

Demostracién. Fijado (z9,%0) € (a,b) x RN, denotemos I(zg,y0) = (a, ).
Supongamos por reduccién al absurdo que por ejemplo 8 < b. Basta demos-
trar que T;'_ estd acotada para entrar en contradiccion, gracias al Teorema de
caracterizacién de solucién prolongable por la derecha.

Denotemos por brevedad ¢(-) = ¢(+; zo, yo). Gracias a la formulacién integral

de la solucién del (PC) y a (5.12) se tiene

@) <lool + | [ " f (s p(s))ds

x

< lyol + K1 (8 — z0) + Ko / Io(s)|ds,

zo

donde K; = max,c[5, 5 gi(x). Aplicando el Lema de Gronwall,

lo(x)] < (Jyo| + K1(B8 — 20))e" 2P =20 vz € [z, B).

[
Tanto el Teorema 5.6 como el Teorema 5.5 pueden aplicarse a un caso parti-
cular muy comun, el de los sistemas diferenciales ordinarios lineales, que intro-

ducimos a continuacién.
Denotemos por £(RY) al espacio vectorial de todas las matrices cuadradas
N x N de coeficientes reales. Sobre dicho espacio, consideremos la norma definida

por
|Al = sup M, VA € L(RYN). (5.13)
yERN y£0 |y|
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Observacién 5.7 Es bien conocido que L(RY) dotado de la norma precedente
es un espacio de Banach, y que de hecho, al ser L(RN) un espacio vectorial de
dimension finita igual a N2, todas las normas definidas en dicho espacio son
equivalentes a la norma definida por (5.13).

Dado un intervalo I C R, denotaremos por C(I; L(RY)) al espacio vectorial
de todas las aplicaciones

I3z Az) € L(RY),

que sean continuas. De acuerdo con la observacién anterior, es sencillo compro-
bar que la continuidad de A es equivalente al caracter continuo de cada una de
sus componentes.

Definicién 5.8 Se denomina SDO lineal de primer orden y dimension N a
cualquier SDO de la forma

y = Alx)y + b(x), (5.14)

donde A € C(I; LRYN)) y b € C(I;RYN) estdn dados.
A la funcion matricial A se le denomina la matriz de coeficientes del SDO
(5.14), y a b el término independiente de dicho SDO.

Supongamos ahora que I es un intervalo abierto, y denotemos
Q=1xR"Y,

[z, y) = Alz)y + b(z), V(z,y) € Q

Se observa entonces que
f e C(uRY),

y para todo (z,y), (Z,7) € Q,

[f(z,y) — f(2,9)] < [A(x)y — A@)g| + [b(z) — b(Z)|
<A@y — gl + [Alz) — A@)|[9] + [b(2) — b(Z)],

con lo que resulta inmediato que
f € Lip(y, J x RY)

para todo intervalo J tal que J C I. En consecuencia, de acuerdo con el Teo-
rema 5.5 (o méds directamente con el Teorema 5.6), dado cualquier dato inicial
(w0,10) € I xRN el intervalo de definicién de la solucién maximal del Problema
de Cauchy
Pe) { Y = Ay + b(a),
y(z0) = Yo,
es

I(zo0,y0) = 1.
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6. Comparacién de soluciones

Una herramienta también de interés para conocer si una solucién maximal
esta definida en, por ejemplo, todo R, es comparar dicha solucién con otras solu-
ciones (cuyo intervalo de definicién se conozca) de otros problemas diferenciales
y establecer asi cotas adecuadas. Dicha argumentacién constituye los resultados
de comparacion.

Damos en esta seccién dos resultados principales: uno de un problema dife-
rencial comparado consigo mismo pero con distintos datos iniciales. En particu-
lar de este resultado, bajo condiciones més restrictivas deducimos la continuidad
de la solucién respecto de los datos iniciales (en la linea de la Observacién 3.5).
El segundo resultado principal es de comparacién de dos problemas diferenciales
diferentes pero con mismo dato y en dimensién uno.

Teorema 6.1 Sean 2 C RN+ abierto no vacio, f € C(;RN) N Lipjoe(y, )
) (x()vyo)’ (an ZO) €N S (1730) € S(x()vyo) ) (Ja ¢) € S(J?(),Z()), entonces para
cada x5 € I N J, existe L > 0, dependiente de xo, x5, Yo Y 20, tal que

lp(z) — ()| < lyo — 20le" 77, Va € [wo, 2], (6.15)

Demostracién. Supongamos que x5 € I N J verifica x5 > o (el caso x¢ < xg
se analiza andlogamente). Restando la formulacién integral de los respectivos
problemas de Cauchy, podemos acotar para cada = € [zg,x] :

x

lp(2) — ¢ (2)] < lyo — 20l +/ £ (s, ¢(s)) = f(s,9(s))|ds

< Iy — 20| + L(x0, z) / lo(s) — (s)ds,

donde L > 0 es una constante de Lipschitz de f respecto de y en el compacto

K =A{(z,¢(@));x € [vo, x5} U{(z,9(2)); 2 € [wo, 4]} C O,

de donde se tiene el resultado usando el Lema de Gronwall. [

Si al contrario que en la prueba anterior, L no depende del compacto K,
inmediatamente deducimos la continuidad de las soluciones respecto de los datos
iniciales.

Corolario 6.2 Sean Q C RN*! abierto no vacio, f € C(Q;RY) N Lip(y, ),
con L > 0 una constante de Lipschitz de f respecto de y en Q, y (xo,y0),
(z0,20) € Q. Dados (I,) € S(xo,y0) y (J,0) € S(zo, 20), entonces se verifica
(6.15) para todo xy € IN J.

El siguiente resultado de comparacién, también consecuencia del Lema de
Gronwall, sélo es véalido para ecuaciones escalares, i.e. N = 1.

Teorema 6.3 Sean Q C R?, f, g € C(Q) N Lipoc(y,Q), (z0,%0) € Q, e (I,¢)
y (J, ) soluciones respectivas de los problemas de Cauchy

v = f(z,y), y = g(z,y),
(Pc)f { y(wo) = yo, (PC)g { y(wo) = Yo,
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Si f < g en Q, entonces para todo x € 1N J,
o(x) < ¥(x), Yo = zo; p(x) 2 (), Vo < x0.

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supongamos por ejemplo que existen
x1, T2 € INJ con xg < x1 < 9 tales que

p(x1) = P(z1), p() > Y(x), Vo € (71, 22].

Restando las formulaciones integrales de ¢ y ¥ como soluciones de los problemas
de Cauchy entre 1 y « € [x1, 23], tenemos

o) —vla) = [ C(Flsrpls)) — (s, (s))ds
< [ (ot 6)) — gl 6D < L) [ (s) = (o)),

Z1 Z1

donde L(z1,22) > 0 denota una constante de Lipschitz de g respecto de y en el
compacto

K(x1,m2) = {(s,(5)); 5 € [w1, 22|} U {(5,(5)); s € [21,22]} C Q.
Del Lema de Gronwall concluimos que
p(x) —p(x) <0, Vo € [z1, 2],

lo que es contradictorio. El caso en que x1 y o estdn a izquierda de zg es
analogo. -
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Tema 4

Sistemas Diferenciales Or-
dinarios Lineales

1 Consideraciones generales

Denotemos por £(RY) al espacio vectorial de todas las matrices cuadradas N x
N de coeficientes reales. Sobre dicho espacio, consideremos la norma definida
por

A
A= sp Ay cmy. (1.1)
yeRN | y#0 |y|

Para la norma matricial asi definida se satisfacen
|Ay| < |Ally|, |AB| <|A||B|, VA,BeL(RY), vyeR" .

Observacién 1.1 Es bien conocido que L(RY) dotado de la norma precedente
es un espacio de Banach, y que de hecho, al ser L(RYN) un espacio vectorial de
dimension finita igual a N X N, todas las normas definidas en dicho espacio son
equivalentes a la norma definida por (1.1), y en particular, es equivalente a esta
ultima la norma
JAlle = supaggl, (1.2)
1<iy<

donde a;; son la componentes de la matriz A.

Dado un intervalo I C R, no necesariamente abierto, de interior no vacio,
denotaremos por C(I; L(RY)) al espacio vectorial de todas las aplicaciones

Az el A(z) e LRY),

que sean continuas. De acuerdo con la observacién anterior, la continuidad de
A es equivalente al cardcter continuo de cada una de sus componentes.



Definicién 1.2 Se denomina SDO lineal de primer orden y dimension N, a
cualquier SDO de la forma

y' = Alx)y + b(z), (1.3)

donde A € C(I; LRN)) y b € C(I;RY) estdn dados.

A la funcion matricial A se le denomina la matriz de coeficientes del SDO
(1.3), y a b el término independiente de dicho SDO. Si b = 0, se dice que el
SDO lineal (1.3) es homogéneo, y en caso contrario, al SDO

y = A(z)y, (1.4)
se le denomina el SDO lineal homogéneo asociado a (1.3).

En primer lugar, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.3 Sean I C R, un intervalo no necesariamente abierto, de interior
no vacio, A € C(I; L(RN)) y b € C(I;RYN). En estas condiciones, para cada
punto (zo,y0) € I x RN existe una y sélo una funcion ¢(-;xo,y0) € CH(I;RN)
que sea solucion en I del Problema de Cauchy

(PC) { y' = A(z)y + b(z),
y(wo) = yo-

Demostracién.- Supongamos primero que I = (a, 5) es un intervalo abierto,
y denotemos

Q=1IxRY,
flx,y) = Alx)y +b(z), V(z,y) €

Se observa entonces que para todo (x,y), (Z,9) € £,

[f(z,y) = f(@,9)] <[A(@)y — A@)yl| + |b(x) — b(7)]
< [A(2)ly =yl + [A(z) — A(D)[[y] + [b(z) — b(T)],

con lo que resulta inmediato que
f e C(;RY) N Lip(y, J x RY),

para todo intervalo .J tal que J C I. En consecuencia, de acuerdo con lo ya
demostrado en el Tema 4, dado cualquier dato inicial (zg,79) € I x RY, el
intervalo de definicién de la solucién maximal del Problema de Cauchy (PC') es
I(x0,y0) = I, y por tanto, en este caso estd probado el teorema.

Supongamos ahora que I no es un intervalo abierto. Por fijar ideas, vamos a
suponer que I = [a, 8] es un intervalo cerrado (los casos I = [«, 8) o I = («, (] se



tratan de manera similar). En estas condiciones, si definimos A:R— L(RY),
yb:R— RN, por

Alw), siz<a, bla), siz<a,
Alx) =2 A(z), sizeln,f], bx)={ b(z), sizela,pl]
A(B), siz>p, b(B), siz>p,

es evidente que A € C(R; L(RN)) y b € C(R; RY), con lo que, por ser R un
intervalo abierto, tenemos garantizada la existencia de solucién @(+; zg,yo) del
Problema de Cauchy

(PC) { y' = Az)y + b(x),
y(®0) = Yo,

definida en todo R. En consecuencia, es inmediato que la restriccién de @(+; xo, yo)
al intervalo [, §] es solucién de (PC') en dicho intervalo.

Para la unicidad, se puede razonar como sigue. Si zg € (o, 3), ¥y 1 ¥ @2 son
dos soluciones del problema (PC) en el intervalo [«, 8], en particular lo son en
(e, B), con lo que, por la unicidad de solucién en el caso de un intervalo abierto,
obtenemos que ¢ (x) = ¢a(x) para todo x € («, 8), y en consecuencia, por ser
ambas funciones continuas en [«, 3], se tiene que @1 = s en dicho intervalo.

Finalmente, si xg = a o si xg = 3,y 1 ¥ 2 son dos soluciones del problema
(PC) en el intervalo [a, 3], para demostrar que ambas coinciden en dicho inter-
valo, basta razonar utilizando el lema de Gronwall como en la demostracion del
teorema de unicidad global. ]

2 EL SDO lineal homogéneo. Matriz fundamen-
tal

En esta seccién vamos a estudiar la resolucién del SDO lineal homogéneo

y = A(z)y, (2.5)
siendo I un intervalo de interior no vacio, y A € C(I; L(RY)).
Denotaremos por C!(I; £L(RY)) al espacio vectorial de todas las aplicaciones

Yizel—Y(x)=(yy@) € LRY),

tales que y;; € C'(I), para todo 1 < 4,5 < N. No es dificil demostrar, utilizando
la norma || - ||e, que Y € C1(I; L(RY)) si y sélo si existe una funcién matricial
Y’ € O(I; L(RY)), tal que para todo xg € I se satisfaga

Y —
Y@= Yo
r—x0, €D T — X9

— Y/([Eo) = O,



y en tal caso Y’ es tnica y viene definida por Y'(z) = (y;;(z)) para todo = € I.

Definicién 2.1 Se denomina SDO lineal matricial asociado al SDO (2.5), al
sistema
Y' = A(x)Y. (2.6)

Una solucién de (2.6) es, por definicion, cualquier Y € C1(I; L(RYN)) tal que
Y'(z) = A(z)Y (x), Vazel

Obsérvese que Y € C(I; L(RY)) es solucién de (2.6) si y sélo si cada uno
de los N vectores columna de Y es solucién en I del SDO (2.5).

Definicién 2.2 Se denomina matriz fundamental de (2.5), a cualquier funcién
matricial F € CY(I; L(RY)) que sea solucién de (2.6), y tal que los N vectores
columna de F sean elementos linealmente independientes de C1(I; RN).

A partir de ahora, usaremos la notacién m.f. como abreviatura de matriz
fundamental, y denotaremos por Vj al conjunto de todas las soluciones en I del
SDO (2.5). La existencia de m.f. para (2.5) viene garantizada por el siguiente
resultado.

Proposicién 2.3 El conjunto Vy es un subespacio vectorial de C1(I;RY), de
dimension N

Demostracién.- Es inmediato comprobar que Vj es un subespacio vectorial de
CH(I;RY). Para demostrar que su dimensién es N, consideremos fijados una
base {e;; 1 <i < N} de RY, y un punto 79 € I, y para cada 1 < i < N
denotemos por ' € C*(I;RY), a la solucién en I del Problema de Cauchy

PO, { y = A(z)y,

y(ﬂfo) = €4,

cuya existencia y unicidad estd garantizada por el Teorema 1.3.

Como vamos ahora a ver, {¢%; 1 <4 < N} constituye una base de Vj.
N

En primer lugar, si una combinacién lineal E A" es la funcién cero, en-
i=1
tonces, en particular,

N N )
D Xiei =Y Xig'(x0) =0,
1=1 =1

con lo que, al ser {e;; 1 <i < N} una base de RY, obtenemos que todos los
A; son nulos. Con esto, queda probado que la familia {¢*; 1 < i < N} estd
formada por funciones linealmente independientes.



Por otra parte, dada ¢ € Vj, como p(xy) € RY, existen N nimeros reales
i, 1 <1< N, tales que

N
plao) =Y pie.
=1

Entonces, es inmediato comprobar que la funcién ¢ definida por
N
Y(@) =) = > pip'(x),
i=1

es solucion del Problema de Cauchy
{y:Awm
y(il?o) = 07

con lo que, por la unicidad de soluciéon a dicho problema, obtenemos que 1) es
la funcién idénticamente nula, es decir,

N .
o= g
i=1

En consecuencia, V; coincide con el subespacio vectorial de C'(I; RY) generado
por la familia {¢*; 1 <i < N}, y es por tanto de dimensién N. ]

Obsérvese que para obtener una m.f. del SDO (2.5), basta tomar una matriz
cuyas N columnas sean los elementos de una base cualquiera de V. A este
respecto, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 2.4 Sea F € C*(I; L(RYN)) una solucién del sistema matricial
(2.6). Son equivalentes las tres afirmaciones siguientes:

a) F es una m.f. del SDO (2.5).
b) detF(x) #0, Vzel.
¢) Ezxiste un xg € I tal que detF(xg) # 0.

Demostracién.- Denotemos por ¢', 1 <i < N, a las N columnas de F.

En primer lugar, supongamos que b) no es cierto. En tal caso existe un
xo € I tal que detF(zo) = 0, con lo que los N vectores ¢'(z), 1 <i < N, son
linealmente independientes, es decir, existen N niimeros reales, no todos nulos,
Ai, 1 <7 < N, tales que

N .
Z )\Zng(fL'o) = 0,
i=1



N
y en consecuencia, la funciéon ¢ = Z)\igoi, serd soluciéon del Problema de
i=1
Cauchy
{ y' = Az)y,
y(xo) = 07

con lo que, por la unicidad de solucién a dicho problema, ¢ sera idénticamente
nula, por tanto las ¢!, 1 < i < N, no son linealmente independientes, y en
consecuencia no se satisface a). De esta forma, hemos probado que a) implica
b).

Que b) implica ¢), es evidente. Finalmente, para demostrar que c) implica

a), supongamos satisfecha c¢), y sean A;, 1 < 4 < N, ndmeros reales tales que
N

E A" sea la funcién idénticamente nula en I. En tal caso, en particular,
i=1

N .
Z Algpl(qjo) = 07
=1

con lo que, por c), todos los \; son nulos, y por tanto las ¢!, 1 < i < N, son
linealmente independientes. [ ]

Observacién 2.5 La equivalencia de las propiedades a), b) y c), se tiene garan-
tizada sélo cuando las N columnas de la funcién matricial son soluciones de un
mismo SDO lineal.

Es decir, dada una funcion matricial Y € CY(I; L(RY)), que su determi-
nante se anule en un punto de I, no implica que se anule en todos los puntos
de I, ni esto ultimo implica que sus N columnas sean linealmente dependientes.
Ast, por ejemplo, la funcion matricial

n= (5 % )

posee determinante nulo para todo x € R, pero sus dos columnas son linealmente
independientes en cualquier subintervalo.
Asimismo, la funcién matricial

Yg(x)—<§ xi)

posee determinante que sélo es nulo en x = 0, siendo también sus dos columnas
linealmente independientes en cualquier subintervalo de R.



Observacién 2.6 Sea Y € CH(I; L(RYN)) una solucién de (2.6). No es dificil
demostrar (wver [5]) que se satisface la siguiente igualdad, conocida como Férmula
de Jacobi-Liouville,

det () = det (zo)edoo "% wug s e,

donde por trA(s) denotamos a la traza de la matriz A(s).

Naturalmente, el conocimiento de una m.f. del SDO (2.5), permite resolver
de manera completa dicho sistema. En concreto se tiene:

Proposicién 2.7 Sea F € C(I; L(RYN)) una m.f. del SDO (2.5). Entonces,
se satisfacen las tres propiedades siguientes:

a) Vo = {F(z)c; c€ RV}.

b) Si Fec! (I; L(RYN)) es una solucién del sistema matricial (2.6), entonces
existe una matriz de coeficientes constantes C € L(RN), tal que

F(z) = F(2)C, Vzel.

Ademds, F es en tal caso también una m.f. del SDO (2.5), si y sélo si
detC # 0.

¢) Para todo (xo,y0) € I x RN, la solucién del Problema de Cauchy
{ y = A(z)y,
y(z0) = Yo,
viene dada por

o(x; 0, yo) = F(ac)F_l(aco)yo, Vrxel. (2.7)

Demostracién.- La propiedad a) no es mas que la expresién de que las colum-
nas de F' constituyen una base de V.

La propiedad b) es una consecuencia inmediata de a), y de la Proposicién
2.4, teniendo en cuenta que si F(z) = F(x)C, entonces

detﬁ(x) = detF(z)detC.

Finalmente, para demostrar c), se tiene en cuenta que, por a), existe un
vector ¢ € R tal que

o(z;m0,y0) = F(z)e, Vzel,
con lo que, teniendo en cuenta que ¢(zo; Zo, Yo) = Yo, se obtiene

F(IO)C = Yo,



es decir,

¢ = F~'(z0)yo.

3 EL SDO lineal no homogéneo. Método de La-
grange de variacién de las constantes

Consideremos ahora el SDO lineal no homogéneo (1.3). Denotemos,

Vi = {p € CHI;RY); ¢ es solucién de (1.3) en I}.

Nuestro objetivo, es hallar V,. Para ello, vamos a realizar unas considera-
ciones similares a las que hicimos en el Tema 1 para el caso de una EDO lineal
de primer orden, y en particular vamos a comprobar cémo el conocimiento de
una matriz fundamental del SDO lineal homogéneo asociado a (1.3), permite
resolver esta ultimo sistema.

En primer lugar, es inmediato comprobar que se satisfacen la dos propiedades
siguientes:

a) Sigy LE pertenecen a V}, es decir, son soluciones de (1.3) en I, entonces
® — 1 pertenece a Vp, es decir, es solucién de (1.4) en I.

b) Si @ pertenece a V4, es decir, es solucién de (1.3) en I, y ¢ pertenece a Vj,
es decir, es solucién de (1.4) en I, entonces @ + ¢ pertenece a V;, es decir,
es solucién de (1.3) en I.

Como consecuencia de a) y b), es inmediato obtener que si §, es una solucién
particular de (1.3) en I, entonces

Vo ={%p +; 0 € Vo}, (3.8)

es decir, V}, coincide con la variedad afin @, + V4.

La igualdad (3.8) se expresa también diciendo que la solucién general de
(1.3) es igual a la suma de una solucién particular de dicha ecuacién, mds la
solucién general de (1.4).

El problema es por tanto cémo calcular una solucién particular de (1.3).
Vamos a ver que, de hecho, en la bisqueda de dicha solucién particular encon-
traremos nuevamente la igualdad (3.8), es decir, hallaremos la solucién general
de (1.3).

Para el calculo de una solucién particular de (1.3), haremos uso del deno-
minado método de Lagrange de variacion de las constantes. La idea del citado



método consiste en, supuesto que se ha hallado una m.f. F(z) del SDO lineal
homogéneo asociado (1.4), con lo cual

(ph(.Z‘,C) :F(Z‘)Q CERN;

es la solucién general del SDO homogéneo, buscar $(x), solucién de (1.3), de la
forma

P(x) = F(x)c(x), (3.9)

con c(x) € CHI;RY) funcién por determinar. Para hallar c¢(z), se exige que
p(x) satisfaga (1.3), lo que conduce a

F'(z)c(z) + F(2)d (z) = A(x)F(z)c(z) + b(z), Vxel,
con lo que, teniendo en cuenta que F’(x) = A(z)F(z), se obtiene
F(z)d (x) =b(z), Vzel,
lo que conduce a
d(z) = F Y (z)b(x), Vaxel,
y por tanto, si fijamos un punto zy € I, obtenemos

clx)=c+ /wFfl(s)b(s)ds, Vo el,

0

con ¢ € RY un vector constante arbitrario. Llevando esta expresién de c(z) a
(3.9), obtenemos

3(z) = F(z)e+ F(z) / F(s)b(s)ds, Vel (3.10)
xo
como expresion de la solucién general de (1.3). De esta férmula, se obtiene en

particular el siguiente resultado:

Teorema 3.1 Sea F' una m.f. del SDO lineal homogéneo (1.4). Entonces, para
cada (z9,y0) € I x RN, la solucién ¢(-;z0,v0) del Problema de Cauchy

o) {y = Alz)y + b(z),
y(l"o) = Yo,

viene dada por

xT

o(x; 20, y0) = F(x)F 1 (20)yo + / F(x)F~'(s)b(s)ds, Vxel.  (3.11)

Zo
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Demostracién.- Teniendo en cuenta que

F(x) /@ F~Y(s)b(s)ds = /@ F(2)F~(s)b(s) ds,

0 Zo

de (3.10) tenemos que ¢(+; 2o, yo) ha de ser de la forma

x

plaizo,) = Flelet [ F@)F - (s)bls)ds,
T
con lo que, imponiendo la condicién ¢(xo; zo, yo) = Yo, obtenemos yo = F'(xp)c,
es decir,
c = F_l(l‘o)yo.

4 SDO lineal de coeficientes constantes. Expo-
nencial de una matriz

En esta seccién suponemos que el sistema (1.3) es coeficientes constantes, es
decir, es de la forma

y = Ay + b(x), (4.12)

donde A € L(RY) es una matriz constante dada, y b € C(I; RY) esta dado.
Nuestro objetivo es construir en este caso una matriz fundamental del sis-

tema homogéneo asociado
y' = Ay, (4.13)

mediante la consideracién de la funciéon exponencial de la matriz A.

Consideremos sobre £(IRY) la norma definida por (1.1). Dada una sucesién

de matrices {A,; n > 0} € L(RY), se dice que la serie Z A, es convergente,

n=0
si existe el limite

m oo
lim E A, = E Ay,
m— 00

n=0 n=0

en el espacio normado £(RY). Es inmediato comprobar que si la serie de ma-
trices converge, entonces

o0

D> A

n=0

<3 Al (4.14)
n=0



11

Por otra parte, como £(RY) es un espacio de Banach, una condicién suficiente
para la convergencia de la serie de matrices anterior es que la serie numérica

o0
Z |Ay| sea convergente.
n=0
Sea A € L(RY) una matriz fijada, como, evidentemente, la serie

es convergente, de lo dicho con anterioridad podemos concluir que la definiciéon
que sigue tiene sentido:

Definicién 4.1 Se define la matriz exponencial de A como la matriz et €

L(RYN) dada por

oo

An
et = E —_,
n!

n=0
donde, por definicion, A° := Iy, la matriz identidad N x N.

Es inmediato, teniendo en cuenta (4.14), que se satisface
’eA‘ < el para toda A € L(RV). (4.15)

Observacion 4.2 Obsérvese que si B y P son matrices reales N x N, con P
reqular, y A = PBP™!, entonces como consecuencia de la continuidad de la
multiplicacion en L(RY), es inmediato comprobar que

et = peBpt.

Observacién 4.3 Es sencillo comprobar que la definicion de e?, y la obser-
vacion precedente, se pueden extender al caso de matrices con coeficientes nimeros
complejos.

Es evidente que
e@N = IN7

donde por Oy denotamos a la matriz N x N idénticamente nula.
También se satisface que e” siempre es invertible, y de hecho,

(eA)71 =e, paratoda A € L(RN). (4.16)
Esta ultima afirmacién es un corolario inmediato del siguiente resultado:

Proposicién 4.4 Si A, B € L(RY) son dos matrices que conmutan, es decir
tales que AB = BA, entonces

Be =eB (4.18)
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Demostracién.- Supongamos que A, B € £(R") son dos matrices que con-
mutan. La demostracién de que entonces se satisface (4.18) es sencilla, y se deja
como ejercicio. Para demostrar (4.17), basta comprobar que

m

lim ZAanTL—Z A+B =0. (4.19)

Ahora bien, evidentemente,

An m B" m An1 Bn2

ni,m2=0
y como A y B conmutan,
PA+ B I (N (1Y ko
Z T Z ] I A*B
n=0 n=0 k=0
n=0 \k=0 k|(n7 k)' 1 mg=0 nl! Tlg!
nyt+ng>m
De esta tltima igualdad y de (4.20), concluimos que
ArL m n m A+ B n m Anl an
ny: No:
- n=0 ny,n2=0
nyt+ng>m

yen consecuencia,

B" <~ (A+B)" ~  |A™|B™
Z Z Z_‘; n! = Z ni!ng! (4.22)

ny,ny=0
ny+ng>m

Pero, de la misma manera que obtuvimos (4.21), se obtiene

\A|” \Bln (Al+[B)" _ §~ A" B
Z Z Z n! B Z ! gl

1!
n=0 ny,ng=0
nit+ng>m

y por tanto, de (4.22) tenemos

EE
n! n!

ii

| n

(1Al +[B)"
n!

Y

||MSﬁM3
Ms‘i

3
Il
=]
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y por consiguiente,

, AT~ Bt N~ A+B)"| _ A Al
D S D B e
n=0 n=0 n=0

Dada una matriz A € £(R"), denominaremos funcién exponencial asociada
a A, a la funcién

& n An
Fa(z)=e" =" ”“"n' , zeR. (4.23)
n=0 :

Proposicién 4.5 La funcién exponencial asociada a A definida por (4.23) sa-
tisface:

a) Fu € CY(R; L(RY)),
b) Fy(z) = AFa(z), para todo x € R,
c) Fu es una matriz fundamental del sistema lineal homogéneo (4.13).

Demostracién.- Para demostrar a) y b), basta comprobar que Fy € C(R; L(RY))
y

h’r% é(FA(m +e)— Fa(x)) — AF4(x)| =0, paratodo z € R. (4.24)

Ahora bien, en primer lugar, como A conmuta consigo misma, es inmediato
que
Fa(z+¢)— Fa(x) = plzte)A _ jzA _ zA (esA _ IN) 7

y en consecuencia,

|Fa(z +¢) — Fa(z)| < |e®]e54 = Iy]. (4.25)
Pero
A B o0 e AT
|66 —IN|— ; 77,'
o c
< JellAl Y B < fellAlelI,
n=1

con lo que por (4.25), tenemos

|Fa(z +¢) — Fa(x)| < [e]|e™||Alel<14,
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lo que implica que F4y € C(R; L(RY)).
Anélogamente,

1 1
S(Falz +¢) = Fa(z)) - AFa(2)| = T ’e(“+5)A — " —cAe™

e e A
Z n!

n=2

1 1
< 7|61AH€€A _IN —8A| _ 7|eacA|
le] el

y en consecuencia se satisface (4.24).

Finalmente, que F4 es una matriz fundamental del sistema lineal homogéneo
(4.13), es consecuencia inmediata de a), b), y el hecho de que e*4 es invertible,
con inversa e~ %4, [ ]

S e

Como consecuencia inmediata de la Proposicién precedente, y del Teorema
3.1, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 4.6 Sean A € LRY) y b € C(I;RYN), con I C R intervalo de
interior no vacio, dadas. Entonces, para cada (xq,y0) € I x R, la solucién
©(+;20,y0) del Problema de Cauchy

PO) { y' = Ay +b(@),
y(wo) = Yo,

viene dada por

x
o(x; 20, yo) = T4y, +/ e =94 (s)ds,  para todo x € I.
Zo

Cerramos esta seccién con algunas consideraciones sobre el calculo efectivo
de e, que va estar basado en el Teorema de Jordan, que exponemos a conti-
nuacion. Previamente, introduzcamos algunas cuestiones de notacion.

Denotaremos Iy = 1, e I, a la matriz identidad n x n, para todo entero
n > 2. Andlogamente, denotaremos H; = 0 € R, y para todo entero n > 2
denotaremos H,, a la matriz n x n de término general h;; = d;41,;, siendo ;41 5
la delta de Kronecker, es decir,

010 ...00
001 ...00
Ho=1: @ @ ... @
000 ... 01
000 ...0°0

Dados A, nimero complejo, y n > 1 entero, llamaremos caja de Jordan de
dimension n asociada al niimero A, a

Ju(N) 1= A, + H,.
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SiJ,,. (M), r=1,...,k, son k cajas de Jordan, denotaremos

diag (Jn1 (Al)v ) Jnk (Ak)) ’

k k
a la matriz <Z nT> X (Z n,) que se obtiene escribiendo las cajas de Jordan

r=1 r=1
Jn, (Ar) en la diagonal, y tomando el resto de las cajas ceros.
Se tiene el resultado siguiente (ver por ejemplo [2]):

Teorema 4.7 (de Jordan) Sea A una matriz cualquiera N x N de nimeros
reales o complejos. Fxisten una matriz reqular N x N de numeros complejos,
P, y una matriz J de la forma

J =diag (Jn, (A1), ey Jn (AR)) s (4.26)
para algin k > 1, de tal manera que
A=PpPJpP L. (4.27)

La matriz J estd determinada por A de manera univoca, salvo el orden en que
se escriben las cajas de Jordan, y se la denomina la forma candnica de Jordan
de la matriz A. A la matriz P se la denomina matriz de paso.

Sobre el teorema precedente, hagamos las siguiente puntualizaciones:

k
a) Evidentemente, Z n. = N.

r=1
b) Los A, r =1,..., k son todos autovalores de A.

¢) Un mismo autovalor puede aparecer en dos o mds cajas de Jordan en J,
pero en total, el niimero de veces que aparece en la diagonal de J coincide
con la multiplicidad de ese autovalor.

Observemos, que dada A € L(RY), si la escribimos en la forma (4.27),
entonces tenemos

e = Pe® P!, paratodo z € R,

y en consecuencia, para calcular e*4 basta conocer la forma canénica de Jordan
de la matriz A, una matriz de paso P y su inversa, y saber cémo se calcula e*”.
Sobre el calculo de J y de P, se expondran algunos resultados en clases de
problemas. Nos vamos a limitar aquf a indicar cémo se calcula e*”, cuando se
conoce J.
En primer lugar, teniendo en cuenta que para cualquier A real o complejo,
y cualquier entero n > 1, A\zl,, v xH,, conmutan, es inmediato que

e:r:Jn()\) _ exjnean'
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Pero, como es sencillo comprobar, H* = ©,,, paratodo k > n,ysi2 <k <n-—1,
Hﬁ es la matriz de elemento h;; = d; 4 ;. En consecuencia, es inmediato que

6)\9: xe)\m x26)\:1: xn72€)\m xnfle/\z
1! 2! (=2 (n—1)!
0 . xe)\z xn736)\x zn72€)\m
€ e
1! n—3)! (n—2)!
emJn(A) e
Az
Az xre
0 0 0 e e T
0 0 0 e 0 e

Ahora, basta observar que, como es sencillo comprobar, si J es de la forma
(4.26), entonces

e®’ = diag (6“"1(’\1), - e””""k“”) .

Observacion 4.8 En general, los autovalores de A serdn nimeros complejos, y
por tanto J y P serdn matrices de numeros complejos, con lo que las funciones
exponenciales que aparecerdn en e*’ serdn funciones con valores complejos. Es
posible introducir, una vez conocida J, una matriz J de coeficientes reales, de-
nominada forma candnica de Jordan real asociada a A, la cual permite efectuar
siempre el cdlculo de e sin salir del cuerpo de los miimeros reales (ver [2])

Observacion 4.9 En el caso en que los autovalores de A son todos reales,
teniendo en cuenta el apartado b) de la Proposicién 2.7, podemos afirmar que

la funcion matricial
F(z) = Pet’, zeR,

es una matriz fundamental del sistema lineal homogéneo (4.13), y por tanto,
para resolver dicho sistema no es necesario el cdlculo de P~1.

5 EDO lineal de orden n

Sea n > 1 entero. Se denomina EDO lineal de orden n a una ecuacién de la
forma

ao(2)y™ = a1 (2)y Y + .+ an_1 (1) + an(z)y + b(x), (5.28)

con a;(x) € C(I), 1 =0,1,...,n, y b(z) € C(I), funciones dadas, siendo I C R
intervalo de interior no vacio, y donde suponemos que ag(z) # 0 para todo
x € I. A las funciones a;(x) se las denominan los coeficientes de (5.28), y a b(x)
el término independiente de la EDO.
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Definicién 5.1 Si b = 0, se dice que (5.28) es una EDO lineal de orden n
homogénea. En el caso en que b Z 0, se dice que la ecuacion (5.28) es una EDO
lineal de orden n mo homogénea. En este ultimo caso, se dice que

ao(2)y™ = a1 (2)y™ ™V + . 4 an_1(2)y + an(z)y, (5.29)
es la ecuacidn homogénea asociada a (5.28).

A partir de ahora, sin pérdida de generalidad, suponemos que ag(z) =1 (en
caso contrario, basta dividir la EDO por ag(z)).

Recordemos que una solucién de (5.28) en I es cualquier funcién ¢ € C™(I)
tal que

P (@) = ar(@)e" V(@) + oo + an_1(2)¢ (2) + an(@)p(@) + b(x), Vo el

Asociado a la EDO (5.28), se considera el SDO de primer orden y dimensién
n7

........... , (5.30)

U = (@Y1 + an 1 (2)ys + . + a1 (2)yn + b(a),
SDO que es evidentemente lineal, y es homogéneo si (5.28) lo es.
De los resultados obtenidos para los SDO lineales de primer orden, podemos
afirmar:

Proposicién 5.2 Para cada (xo, Yo, Y, ...,yén_l)) € I x R™ dado, existe una y

solo una solucion en I del Problema de Cauchy

(PC) { y™ = ar(@)y" T + ot a1 (@)Y + an(@)y + (),

- -1
y(@0) = Yo, ¥ (20) = Yoy y" D (wo) = 55"V,
dicha solucion es denotada (50, Y0, Yf, ---s yénq)).

Demostracion.- Basta tener en cuenta que ¢ es solucién de (PC') si y sélo si
(“R go("_l)) es solucion del correspondiente Problema de Cauchy para el
SDO asociado (5.30). [ ]

Denotemos,

V)t ={p € C™"(I); ¢ es solucién de (5.28) en I},
con lo que en particular,
V' = {p € C™(I); ¢ es solucién de (5.29) en I}.

Es inmediato comprobar que toda combinacién lineal de soluciones de (5.29)
en I es también solucién de (5.29) en I, es decir, V{J* es un subespacio vectorial
de C™(I). De hecho, més exactamente, se tiene el siguiente resultado
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Proposicién 5.3 El conjunto V' es un subespacio vectorial de C™(I) de di-
mension n.

Demostracién Basta considerar el SDO lineal homogéneo de primer orden
asociado a (5.29), y tener en cuenta la Proposicién 2.3. ]

Definicién 5.4 Se denomina sistema fundamental de soluciones de (5.29), a
cualquier base {p1, ..., on} del espacio vectorial V.

A partir de ahora, usaremos s.f. como abreviatura de sistema fundamental.
Asf pues, para resolver (5.29), basta con hallar un s.f. {¢1, ..., o} de soluciones
de (5.29), y en tal caso la solucién general yp, (z, C1, Csy, ..., Cy,) de esta ecuacién
viene dada por

yh(lf,cl,CQ, 7071) = Cl<p1(l‘) + 02@2($) + ...+ Cn@n(x)? Vo c I7

siendo C4, (s, ...,C, € R constantes arbitrarias.

Obsérvese por otra parte, que, como se comprueba ficilmente, una familia
de n funciones {¢1, ..., on} C C™(I) es un s.f. de soluciones de (5.29) si y sélo
si la matriz

®1 Y2 e ©n

1 7 S ©h,
)

—1 —1 —1

T SR S o

denominada matriz wronskiana de la familia {¢1, ..., ¢, }, es una m.f. del corres-
pondiente SDO lineal homogéneo de primer orden asociado. Por tanto, como
consecuencia inmediata de la Proposicion 2.4 se obtiene:

Proposicién 5.5 Sean {¢1, ..., pn} n soluciones en I de la EDO (5.29). Dichas
soluciones constituyen un s.f. de soluciones de (5.29) si y sélo si existe un punto
xo € I tal que el determinante de la matriz wronskiana de la familia {¢1, ..., on }
es distinto de cero en dicho punto, y en tal caso, el citado determinante no se
anula en ningun punto del intervalo 1.

Nos planteamos ahora la cuestién de determinar V;" cuando b # 0.
En primer lugar, es inmediato comprobar que se satisfacen la dos propiedades
siguientes:

a) Sigy 121\ pertenecen a V", es decir, son soluciones de (5.28) en I, entonces
® — 1 pertenece a V', es decir, es solucién de (5.29) en I.

b) Si @ pertenece a V;*, es decir, es solucién de (5.28) en I, y ¢ pertenece a
V', es decir, es solucién de (5.29) en I, entonces @ + ¢ pertenece a V",
es decir, es solucién de (5.28) en I.
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Como consecuencia de a) y b), es inmediato obtener el resultado siguiente:
Proposicién 5.6 Si @, es una solucion particular de (5.28) en I, entonces

V' ={@p +¢; v Vi'}, (5.31)
es decir, Vi coincide con la variedad afin @, + V.

La igualdad (5.31) se expresa también diciendo que la solucién general de
(5.28) es igual a la suma de una solucién particular de dicha ecuacién, més la
solucidn general de la homogénea asociada (5.29).

Si se conoce un s.f. de soluciones de (5.29), se puede calcular una solucién
particular de (5.28), usando para ello el método de Lagrange de variacién de las
constantes. En concreto, sea {¢1, ..., o} un s.f. de soluciones de (5.29), en tal
caso, buscamos una solucién particular de (5.28) que sea de la forma

n

Gp(x) = ci(@)pi(x), Vrel,

=1

con las ¢;(z) funciones de C*(I) por determinar. Esto equivale a buscar una
funcién vectorial

cn(2)
perteneciente a C1(I; R™), tal que F(z)c(z) sea solucién del SDO lineal asociado
(5.30), siendo

@}(w) pa() @7(56)
O I
PP V@) o8 @) e o V()

En consecuencia, se ha de satisfacer
F(x)d (z) = b(x),

con

o
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En resumen, podemos afirmar el siguiente resultado:

Proposicién 5.7 (método de variacion de las constantes) Sea {¢1, ..., pn} un
s.f. de soluciones de (5.29). En tal caso, eziste una solucidn particular de (5.28)
que es de la forma

n

Pp(x) =D ci(w)pi(w), Vzel,

i=1

con las c;(z) funciones de C1(I) determinadas de manera univoca salvo cons-
tantes aditivas, por el SDO

(@) P (@) + (@) oy P (@) + o+ (@)l P (@) = 0,

(@)l (@) + ch(@)pd V(@) + e+ e (@)l (@) = b(2),

para todo x € 1.

6 EDO lineal de orden n de coeficientes cons-
tantes

Supongamos ahora que la EDO (5.28) es de coeficientes constantes. En este caso,
vamos a describir un procedimiento general para hallar un sistema fundamental
de soluciones de la ecuacién homogénea asociada.

En concreto, consideremos la EDO

y™ = Zaky("*k), (6.32)
k=1

con a; € R, para todo £k =1,2,...,n.
Se denomina polinomio caracteristico asociado a la ecuacién (6.32), al poli-
nomio

pA) = A" =) apAnH
k=1

Sean Aj, j = 1,2,...,n, las n raices del polinomio caracteristico, es decir, las
n soluciones de

p(A) =0,

contadas cada una tantas veces como indique su multiplicidad.



De esta forma,

Se pueden presentar tres casos:

i) Las n raices son reales y distintas entre si.

En tal caso, si definimos

pj(x) = Nt i=12,..n,

la familia asi definida constituye un s.f. de soluciones de (6.32).

En efecto, en primer lugar, teniendo en cuenta que
SDS‘n_k) (gj) _ )\?_ke/\jm,

es inmediato comprobar que

n n—k
P =3 are" Y = p()ps (@) =0,
k=1

21

(6.33)

y en consecuencia las n funciones definidas por (6.33), son soluciones de

(6.32).

Finalmente, para probar que constituyen un sistema fundamental de solu-
ciones de (6.32), basta comprobar que el determinante de la matriz wron-

skiana correspondiente no se anula.

Ahora bien, teniendo en cuenta la definicién de las funciones ¢;,

Y1 Y2 ©n ©1 Y2
‘Pll 9012 ''''' 90;1 _ A1p1 Aopo
<p§”*1) <p(2n71) ..... cp%"*l) Notor Aoy

de donde es inmediato que

©1 w2 . ©n, 1 1
/ ! /
det $1 P e Pn = 5% det A1 AQ
(pgn—l) 80(2”—1) '''' QD»ELn_l) /\?71 )\gfl
con
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Basta tener en cuenta ahora que

1 1o 1
A Ao An
oAt Apt

es la matriz de Vandermonde, de la que es bien sabido que su determinante
es distinto de cero si todos los A; son distintos.

ii) Todas las raices son reales, pero alguna es de multiplicidad mayor que 1.
En este caso, se procede de manera similar a como ya vimos en el caso de
una EDO de segundo orden. En concreto, si, por fijar ideas,

M= == A,

es decir, A es una raiz de P()\) de multiplicidad m < n, se puede de-
mostrar, ver [4] para los detalles, que las m funciones definidas por

pj(x)=ai"teM"  j=1,2,..,m,
son soluciones linealmente independientes de (6.32).

iii) Si p(\) posee raices complejas.

Supongamos, por fijar ideas, que
)\1 =a+ ﬁ%

cona € R,y 8 € R\ {0}, es raiz de p(A). En tal caso, reordenando si es
preciso,
)\2 = o — ﬁi,

es también raiz de p()\), y si A1 es raiz de multiplicidad m, también lo es
Aa.

Razonando como en el caso ii), se puede comprobar que las funciones
p15(x) = ri—leMT y pa;(x) = x?=1eM® j = 1,2,...,m, son soluciones
de (6.32), pero toman valores complejos. Para solventar este problema, y
limitarnos al caso de funciones con valores reales, se toman como soluciones
de (6.32), las funciones parte real y parte imaginaria de ¢1;(z), es decir,
las 2m funciones

w77 cos(Bx), i re*sen(Bx), j=1,2,..,m,
que, también se puede demostrar que son linealmente independientes.

Procediendo en la manera previamente descrita, es posible demostrar el si-
guiente resultado (ver [4] para los detalles):
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Teorema 6.1 Sean A1, ..., \q, las raices reales distintas de P(\), de multipli-
cidades respectivas my, ..., Mg. Sean Agt1, ..., A\g+s, las raices no reales distintas
de P(X), agrupadas por conjugadas, es decir,

Ag+i = Qqpj £ Bgujts

con agt; € R, y Bgt; € R\ {0}, con multiplicidades respectivas mgy1, ..., Mqts
q s

(luego ij + 2qu+j =n).
j=1 j=1

Definamos @;i(z) = 2¥e®, para todo 1 < j < q, y todo 0 < k < m; — 1,

@i (x) = 2Fe™™ cos B,

ke@i® gen Bjx,

@?k(x)zf
para todo ¢ +1 <7< q+s, ytodo0<k<m;—1.

Entonces, el conjunto de las n funciones asi definidas, constituye un sistema
fundamental de soluciones de (6.32).

7 Problemas de contorno para un SDO lineal.
El caso de una EDO lineal de segundo orden.
En esta seccién vamos a considerar un tipo de problemas para los SDO lineales,

y muy especialmente para la EDO lineal de segundo orden, que no son problemas
de valores iniciales. En concreto, sean o < 3 ntimeros reales, y denotemos

I=lo,0).
Supongamos dados A € C(I; L(RYN)), b€ C(I;RY), B,C € LRYN),y h € RV,

y consideremos el siguiente Problema de Contorno:

{y’ = A(z)y + b(x), en I,

By(a) + Cy(B) = h. (7.34)

Definicién 7.1 Una solucién de (7.34) es cualquier funcién ¢ € C1(I; RY) tal
que
¢'(z) = A(z)p(z) + b(x), para todo x € I,

y satisfaga la condicion de contorno:
Be(a) + Cp(B) = h.

Se denomina Problema de Contorno homogéneo asociado a (7.34) al proble-

ma
{y’ = A(z)y, en I,

By(a) + Cy(B) = 0. (7.35)
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Evidentemente, la funcién idénticamente nula es siempre solucién de (7.35),
pero pueden existir més soluciones de este tltimo problema, como ya veremos
en los ejercicios. Como primer resultado se tiene:

Proposicién 7.2 El conjunto Wy de todas las soluciones de (7.35) es un subes-
pacio vectorial de dimension menor o igual que N del espacio C*(I;RYN), y de

hecho,
dim(Wy) = N — rango(BF(«a) + CF(3)), (7.36)

siendo F(x) cualquier matriz fundamental del SDO y' = A(x)y.

Demostracion.- Sea F(z) cualquier matriz fundamental del SDO y' = A(z)y.
Es evidente que

Wo={¢: p(x) =F(z)a, a € ]RNv BF(a)+ CF(B) = 0},
es decir,
Wo ={p: ¢(x) = F(z)a, a € ker(BF(a)+ CF(B))},

y en consecuencia, como las columnas de F(z) son linealmente independientes
en CY(I; RY),

dim(Wp) = dim(ker(BF («) + CF(8))) = N — rango(BF () + CF(3)).

Observacién 7.3 Como consecuencia de la Proposicion precedente, obtenemos
que rango(BF (o) + CF(f3)) es independiente de la matriz fundamental F(x) del
SDO y' = A(x)y que se elija. Ademds, decir que el Problema de Contorno
homogéneo (7.35) sdlo tiene la solucion idénticamente nula, es equivalente a
afirmar que rango(BF(«a) + CF(3)) = N.

A diferencia de (7.35), el problema (7.34) puede no tener solucién. En con-
creto se tiene el siguiente resultado:

Teorema 7.4 (de alternativa) Sea F(x) una matriz fundamental del SDO
homogéneo y' = A(z)y. Se verifican las siguientes propiedades:

a) El Problema de Contorno (7.34) posee solucion si y sdlo si

rango(BF(«a) + CF(f))
B
= rango((BF(a) + CF(8) | h — C’F(ﬂ)/ F~(s)b(s) ds)). (7.37)

[
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b) Si el problema (7.35) posee idnicamente la solucion idénticamente nula,
entonces para cada b € C(I;RYN) y h € RN dados, existe una y sélo una
solucion del Problema de Contorno (7.34).

¢) Si el problema (7.35) posee soluciones distintas de la idénticamente nula,
entonces para un b € C’(I;]RN) y un h € RN dados, puede existir o no
existir solucion de (7.34), pero si existe, hay infinitas soluciones.

Demostracién.-
a) Evidentemente, (7.34) posee solucién si y sélo si existe a € RY tal que
la funcién p(z) = F(x)a + F(x)/ F~1(s)b(s) ds, satisface la condicién de

«
contorno By(a) + Cp(B) = h. Es decir, el problema (7.34) posee solucién si y
sélo si existe a € RY solucién del sistema algebraico de ecuaciones lineales

B
(BF(a) + CF(B))a = h — CF(B) / F~(s)b(s) ds. (7.38)

Por el Teorema de Rouché-Frobenius, (7.38) posee solucién si y sélo si se satisface
(7.37).

b) Si el problema (7.35) posee inicamente la solucién idénticamente nula, en-
tonces rango( BF (o) + CF(8)) = N, y en consecuencia, para cada b € C(I; RY)
y h € RY dados, (7.38) posee una y sélo una solucién a € R, lo que equivale
a que existe una y sélo una solucién del correspondiente problema (7.34).

c¢) Esta utima afirmacién es consecuencia evidente del Teorema de Rouché-
Frobenius, ya que por la Proposicién 7.2, la dimensién de W, es mayor o igual
que 1 si y sélo si rango(BF(«a) + CF(5)) < N. |

Como ejercicio, se propone que se encuentren los h € R? para los que existe
solucién del Problema de contorno

y’=(21$ ?)zﬁ(e(l), en [0,1],
G 2>y(0)+<f _01>y(1)=h,

y que se calculen las soluciones de este problema para tales h.

La nocién de Problema de Contorno, y las consideraciones precedentes,
pueden ser extendidas al caso de una EDO lineal de orden n, sin mas que
considerar el SDO lineal de primer orden asociado. No obstante, nosotros va-
mos a considerar y analizar de manera directa una clase particular de Problemas
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de Contorno para las EDO lineales de segundo orden, los problemas con condi-
ciones de contorno separadas, que aparecen en la practica, por ejemplo, cuando
se aplica el denominado Método de Separaciéon de Variables para la resolucién
de problemas mixtos para las EDP del calor y de ondas unidimensionales (dicho
método se estudia en la asignatura Ecuaciones en Derivadas Parciales y Analisis
Funcional).

Supongamos dadas tres funciones p = p(z), ¢ = ¢(x) y b = b(x), tales que

peCYI), qbecC(I), p(x)>0, paratodox €I, (7.39)
y seis numeros reales ci, di, co, da, hy, ho, tales que
g +di>0, k=12 (7.40)
Asociados a estos datos, consideremos el Problema de Contorno

(p(2)y") + q(x)y = b(z), enl,
(PCo){ cry(a) + dly (o) = h17
coy(B) + day' (B) =

A las dos condiciones que aparecen asociadas a la EDO en (PCo) se las deno-
minan las condiciones de contorno.

Definicién 7.5 Una solucién de (PCo) es cualquier funcion ¢ € C?(I) tal que
p(@)¢” () + p'(2)¢' () + ¢(z)p(x) = b(z),  para todo x € I,
y se satisfagan las dos condiciones de contorno:

{ crp(a) + dip'(a) = ha,
c2p(B) + 2’ (B) = ha.

Observacién 7.6 Toda EDO lineal de sequndo orden

' = a(x)y + az(w)y + as(x),

con las ax, € C(I), k =1,2,3, puede ser escrita en la forma (p(x)y') + q(z)y =
b(x), sin mds que multiplicar la EDO de partida por e=41(®) | siendo A,(x) :=
[ a1(s) ds, para todo x € I.

Observacién 7.7 El problema (PCo) puede no tener solucion, o tener infinitas
soluciones. Asi por ejemplo, es inmediato comprobar, por resolucion directa, que
el problema de contorno
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no tiene solucion, mientras que el problema de contorno

y' +y=0, enl0,x],
y(0) =0,
y(m) =0,

posee infinitas soluciones.

Se denomina Problema de Contorno homogéneo asociado a (PCo) al pro-
blema resultante de tomar b =0y hy = ha = 0 en este 1ltimo, es decir,

(p(x)y")" +q(x)y =0, enl,
(PCO)hom § a1y(a) + d1y' () =0,
c2y(B3) + doy'(B) = 0.

Es evidente que la funcién ¢ = 0 es solucién de (PC0)pom, pero que no
necesariamente es la tnica, como pone de manifiesto el segundo ejemplo de la
Observacién 7.7. De hecho se tiene el resultado siguiente:

Proposicién 7.8 Si se satisfacen las condiciones (7.39) y (7.40), el conjunto
de soluciones de (PCO)pom es un subespacio vectorial de C*(I) de dimension
menor o igual a 1.

Demostracion.- Es inmediato comprobar que el conjunto de soluciones de
(PC0)hom es un subespacio vectorial del espacio vectorial de dimensién 2 for-
mado por todas las soluciones en I de la EDO (p(z)y’)’ + ¢(z)y = 0. En conse-
cuencia, si la afirmacién de la Proposicién no es cierta, entonces toda solucién
en I de dicha EDO es solucién de (PC0)pom. Pero en tal caso, en particular las
soluciones de los Problemas de Cauchy

(p(2)y')" +q(z)y =0, enl, (p(2)y')" +q(z)y =0, enl,
y(a) =1, y(a) =0,
y'(a) =0, y'(a) =1,
serdan ambas soluciones de (PC0)pom, lo que implica que ¢ = di = 0, en
contradiccién con (7.40). [ |

A partir de ahora vamos a realizar la siguiente hipdtesis:

la funcién ¢ = 0 es la unica solucién del problema (PC0)pom.- (7.41)

Obsérvese que, como es inmediato comprobar, la diferencia de dos soluciones
de (PCo) es solucién de (PC0)pom, y en consecuencia, bajo la hipdtesis (7.41),
para cada b € C(I) dada el problema (PCo) posee, a lo mds, una solucién.
En lo que sigue vamos a demostrar que de hecho, bajo la hipétesis anterior,
para cada b € C'(I) dada el problema (PCo) posee exactamente una solucién, y
vamos a obtener una férmula para construir ésta. Como paso previo, tenemos
el resultado siguiente:
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Proposicién 7.9 Supongamos que se satisfacen las condiciones (7.39), (7.40) y
(7.41). Entonces existen dos soluciones @1, o2 de la EDO (p(z)y') + q(x)y =0
en el intervalo I, tales que

i) cro1(a) +dip)(a) =0,
ii) copa(B) + daip(B) = 0,

/

1
iil) @1 (z)ph(x) — @i (x)pa(x) = @) para todo x € 1.
Demostracién.- Si d; # 0, tomemos como 1 la solucién del Problema de

Cauchy
(p(2)¥1)" + q(@)r =0, enl,
vile) =1, ¢j(a) = -7

Si dy = 0, tomemos como 7 la solucién del Problema de Cauchy

{ (p(z)v1) +q(z)yr =0, enl,
Y1() =0, ¥j(a)=1.

De esta forma, en cualquiera de los dos casos obtenemos una funcién
no idénticamente nula, que es solucién de la EDO (p(x)y’) + g(z)y = 0 en el
intervalo I, y que satisface 1).

De manera analoga, cambiando ¢; por ¢z, dy por ds, v a por 3 en la ar-
gumentacién anterior, podemos obtener una funcién s no idénticamente nula,
que es solucién de la EDO (p(z)y’) +q(x)y = 0 en el intervalo I, y que satisface
ii).

Pero entonces, para todo x € I se tiene
d
22 P@) (W (@) — 1 (2)a(2))]

= (p(@)5(2)) P1(z) + p(x)Yy (@) s () — p(2)P) (2)s(x) — (p(2)Y1(2)) Y2 (x)
= p(2)P5(2)) 1 (x) — (p(2)¥1 () P2(2)
= —q(x)Y2(x)¥1(z) + q(2)Y1(2)¢h2(z) = 0,

y por consiguiente, existe una constante r € R tal que

p(x) (V1 (x)vy(x) — ) (x)a(x)) =7, para todo z € I.

Si demostramos que r # 0, entonces, tomando por ejemplo ¢ = 97 ¥y
w2 = 1o /1, tendremos dos funciones que satisfacen las condiciones del Teorema.

Demostremos por consiguiente que r # 0. Si r fuese cero, como p(z) > 0 en
todo z € I, tendriamos que

det( Yi(x)  Pa(z)

W(z) D) ) =0, paratodoxe€l,
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y por tanto 15 seria un multiplo de 1, con lo que 5 seria una solucién no nula
de (PC0)hom, en contra de la hipétesis (7.41). [ |

Observacion 7.10 Obsérvese que las funciones ¢1 y p2 obtenidas en la Propo-
sicion precedente son soluciones en I de la EDO homogénea (p(x)y') +q(z)y =
0, tales que, por i) y (7.39),

€ @1(%) (x) ara 1oao xr
(G G ) #0. oz e,

y en consecuencia constituyen un sistema fundamental de soluciones de la citada
EDO homogénea.
Ademds, por la hipdtesis (7.41), se satisfacen

crpa(a) + dipy(a) # 0,
c201(8) + day (B) # 0,
y es inmediato comprobar entonces que la funcion

ha
c2¢1(8) + dag' (B)

es la solucion del problema de contorno

(p(z)y")" +q(z)y =0,
(PCO)h1h2 Cly(a) + dlyl( ) hi,
c2y(B) + day' (B) = ha.

p1(x) +

Phiha (x) = I /( )902(33)7 (7'42)

crp2(a) + diph(a

en I,

Téngase en cuenta que, como es inmediato comprobar, si ¢, es solucién del
problema de contorno

(p(z)y') + q(x)y = b(x), en I,
(PCo)y § c1y(a) erly/( ) =0,
cay(B) + day'(B) = 0,
entonces la funcién
o(x) = p(7) + Onny (), x €I, (7.43)

con ©p, p, definida por (7.42), es solucién del problema (PCo). Podemos ahora
demostrar el siguiente resultado:

Teorema 7.11 Supongamos que se satisfacen las condiciones (7.39), (7.40),
(7.41), y sean @1, p2, dos soluciones de la EDO (p(x)y’) + q(x)y = 0 en el



30

intervalo I, que satisfagan las propiedades 1), ii), iii) de la Proposicién 7.9.
Consideremos la funcién g : (z,s) € I x I — g(x,s) € R definida por

_ Je(@)pa(s), siz <s,
g(z,s) = {%(Sm(x)’ iz s (7.44)

En estas condiciones, para cada b € C(I), hy, ha € R dados, existe una y sélo
una solucion ¢ de (PCo), que viene dada por la igualdad (7.43), siendo

B
op(x) = / g(x,8)b(s)ds, para todo x € I, (7.45)
«

Y Phihy Lo funcion definida por (7.42).

Demostracién.- Fijemos b € C(I), y consideremos la funcién ¢, definida por
(7.45). Lo tinico que hemos de probar es que ¢ es solucién de (PCo),. Es
evidente que

B

ob(2) = p2(c) / 1(5)b(s) ds + 1 (x) / pa(s)b(s)ds,  (7.46)

e x

x

para todo x € I, por consiguiente ¢, € C?(I), y derivando en esta tltima
igualdad,

pp(x) = ph(2) /z p1(5)b(s) ds + @2 ()1 (2)b(x)

B8
0} (@) / 2(8)b(s) ds — 1 ()02 (2)b(2)

B

=) [ i+ @) [ epsds @

para todo x € I. Derivando nuevamente en (7.47), obtenemos,

x

B
p1(s)b(s)ds + wﬁ’(m)/ w2(8)b(s) ds

+lea (@)1 () — pa(x)@) (2)]b(), (7.48)

o) = ) |

«

para todo x € I.

Multiplicando (7.46) por ¢(x), (7.47) por p'(x), (7.48) por p(z), sumando
las tres igualdades resultantes, y teniendo en cuenta que 1 y @2 son soluciones
en I de la EDO (p(z)y’) + q(z)y = 0, y satisfacen la propiedad iii), se obtiene
facilmente que ¢y, satisface la EDO (p(z)y’) + ¢(x)y = b(x) en I.

Por otra parte, de (7.46) y (7.47) se deducen

B
crpp(a) + digy () = [erpr (@) + dlsﬂﬁ(a)]/ P2(5)b(s) ds =0,

[e%
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3
capp(0) 4 dawpy(B) = [capa(B) + dQSDIQ(,B)]/ ©1(s)b(s)ds = 0.

[e%

Observacién 7.12 Evidentemente, la funcion g construida por la férmula (7.44)
es continua en I X I. Es inmediato comprobar que es la unica funcion continua
en I x I que satisfaga (7.45) para toda funcién b € C°(I). A g se le denomina
el nicleo de Green para el problema (PCo).

Como ejercicio, cdlculese el nicleo de Green para el problema de contorno

"=0b(x), enl0,1],
y(o) = h17
y(l) = h27

y encuéntrese la expresion general de la solucion de dicho problema de contorno.

Observacién 7.13 Para el problema (PCo) se presenta la siguiente alterna-
tiva:

a) La tnica solucion del problema homogéneo asociado es la idénticamente
nula.

En este caso, como ya hemos demostrado, para cada b € C(I), hy, hy € R,
dados, existe una y solo una solucion de (PCo).

b) El problema homogéneo asociado posee soluciones distintas de la idénti-
camente nula.

En tal caso, por la Proposicion 7.8, el conjunto de soluciones de (PC0)pom
es un subespacio vectorial de C*(I) de dimension 1, por otra parte, es inmediato
comprobar que la suma de una solucion de (PC0)pom y otra de (PCo) es una
solucion de (PCo), y ya sabemos que la diferencia de dos soluciones de (PCo)
es solucion de (PCo)pom. En consecuencia, en este caso, para b € C(I), hq,
he € R, dados, si existe solucion del problema (PCo) correspondiente, existen
infinitas, de hecho una variedad afin de C?(I) de dimension 1.

Observacion 7.14 FEl concepto de nicleo de Green y la construccion del mismo,
pueden ser generalizados al caso del Problema de Contorno para un SDO lineal,
(7.34), en el caso en que el homogéneo asociado (7.35) posee unicamente la
solucion idénticamente nula.

Para terminar con este tema, consideremos el denominado Problema de
Sturm-Liouville, consistente en hallar los valores de A € R para los que exista
solucion no idénticamente nula del problema de contorno

(p()
(SL) ¢ a1y
c2y(B

/

)y en I,

) +q(x)y
)+ diy («
)+d

)=
2y’ (8) =
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donde I, p(z), q(x), ¢k, di, son los mismos que en la formulacién de (PCo).

A los valores de A € R para los que exista solucién no idénticamente nula de
(SL) se les denomina autovalores del Problema de Sturm-Liouville, y a cualquier
funcién ¢y € C?(I), no idénticamente nula, que sea solucién de (SL) para dicho
valor de A, se le denomina una autofuncién asociada al autovalor .

Asi por ejemplo, para el problema

y" =Xy, enl0,1],
y(0) =0,
y(1) =0,

es un sencillo ejercicio comprobar que los autovalores vienen dados por la sucesién
de ntimeros
— 2.2 —
Ap = —n“m?, n=1,2,...,

siendo las autofunciones asociadas a A, de la forma
on(z) = apsen(nmz), n=12,...,

con a, € R, a,, # 0, arbitrario.

No es dificil demostrar (hdgase como ejercicio) que si A; # Ay son dos auto-
valores distintos del Problema de Sturm-Liouville, y ¢1 y @2 son autofunciones
asociadas a A1 y Ao respectivamente, entonces

B
/ ©1(s)pa(s)ds = 0. (7.49)

Como consecuencia de la Proposiciéon 7.8, es evidente que bajo las condi-
ciones (7.39) y (7.40), el conjunto de autofunciones asociadas a un autovalor
cualquiera del Problema de Sturm-Liouville es un subespacio vectorial de C?(I)
de dimensién 1 (esta propiedad se expresan diciendo que los autovalores del
Problema de Sturm-Liouville son simples). Teniendo en cuenta (7.49), que ex-
presa la ortogonalidad de las autofunciones asociadas a autovalores distintos del
Problema de Sturm-Liouville, para cada autovalor A se toma como autofuncion
asociada la normalizada, es decir, aquella autofuncién ¢, (lnica) asociada a A
que satisface

B
/ P2 (s)ds = 1. (7.50)

Con esta eleccién, si denotamos A al conjunto de los autovalores del Problema de
Sturm-Liouville, podemos afirmar que el conjunto {¢) : A € A} es un sistema
ortonormal de C(I) dotado del producto escalar (¢, )2 = ff w(s)Y(s) ds.

El Problema de Sturm-Liouville es estudiado con maés detalle en la asig-
natura Ecuaciones en Derivadas Parciales y Analisis Funcional. Aqui nos va-
mos a limitar a comprobar que dicho Problema estéd relacionado con la Teoria
de Ecuaciones Integrales. En concreto, supongamos que A = 0 no es autovalor
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del Problema de Sturm-Liouville, es decir que se satisface la hipétesis (7.41).
En tal caso, si consideramos el nicleo de Green g(x, s) construido en el Teorema
7.11, es inmediato comprobar que dado A € R, una funcién ¢ es solucién de
(SL) si y sélo si es solucién de la ecuacién integral

¢ € C(I),

5 (7.51)
o(x) = )\/ g(x,8)p(s)ds, paratodo z € I.
«

A la ecuacién (7.51) se la denomina ecuacion integral de Fredholm con ntcleo
g(x, 5).
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