Tema 1

Sistemas lineales de ecuaciones

1.1 Matrices

Una matriz es un conjunto de niimeros colocados en una determinada disposicion, ordenados en
filas y columnas. Las lineas horizontales de una matriz se denominan filas y las lineas verticales se
denominan columnas. Cuando una matriz contiene m filas y n columnas se dice que es de orden
m X n. Los elementos de una matriz se suelen encerrar entre paréntesis o corchetes rectos.

EJEMPLO:
El siguientes matrices son respectivamente de orden 3 x 3, 3 x 2,3 x4y 2 x 3:

w
ot O
o O
N—

O =

4
6 5 |, 011422,<
0

1
4
7 8

oo Ot N
O Oy W

s Matriz cuadrada es la que tiene el mismo ntmero de filas que de columnas, es decir de orden
n X n o simplemente de orden n.

s Matriz diagonal es una matriz cuadrada cuyos elementos son todos nulos salvo los de la
diagonal principal, es decir la diagonal que va desde la esquina superior izquierda hasta la
esquina inferior derecha.

= Vector fila es una matriz de una sola fila y varias columnas. Por ejemplo, una matriz 1 X n es
un vector fila de longitud n.

= Vector columna es una matriz de varias filas y una sola columna. Por ejemplo, una matriz
n X 1 es un vector columna de longitud n.

» Matriz triangular inferior (resp. superior) es una matriz cuadrada cuyos elementos por
encima (resp. debajo) de la diagonal principal son todos nulos.

EJEMPLO:
Las siguientes matrices son respectivamente vector fila, vector columna, matriz triangular
superior, matriz triangular inferior y matriz diagonal:

3 3 1 2 100 2 00
(1,0,3,4), 8 |, 011 4], [650], [0 =30
2 00 7 8 9 9 0 0 1
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De manera general, una matriz de m filas y n columnas se representa, en abstracto, de la forma
siguiente:

ail a1 . A1n
a21 a2 cee A2n . ) )

A= . . ) , o bien A = (a;;),1<i<m,1<j<n.
Aml1 Am2 ... Amn

Obsérvese que el primer subindice de cada elemento representa el niimero de la fila y el segundo
el nimero de la columna a la que pertenece dicho elemento. Asi a;; es el elemento que estd en la
interseccion de la fila ¢ con la columna j.

1.2 Operaciones con matrices

Las siguientes operaciones tienen sentido entre matrices:

= Sumar y restar matrices. Sean A y B dos matrices del mismo orden, m x n. La suma A+ B
es otra matriz de orden m X n cuyos elementos son la suma de los elementos homologos de las
matrices a sumar. La resta A — B se define de forma analoga.

EJEMPLO:
1 3 2 2 50 1+2 3+5 240 3 8 2
100+ 16 4|=(1+1 0+6 0+4 |=|2 6 4
2 11 05 1 2+0 1+5 1+1 2 6 2

= Producto de una matriz por un escalar. Dada una matriz A de orden m X n y un nimero
¢, el producto cA es una nueva matriz m X n que se calcula multiplicando cada elemento de A
por el nimero c.

EJEMPLO:

218—3_2><1 2x8 2x-3 | |2 16 -6
4 -2 5 | [2x4 2x-2 2x5 | |8 —4 10

s Producto de una matriz por un vector columna. Para poder hacer esta multiplicacién, el
nimero de columnas de la matriz ha de ser igual al nimero de filas del vector columna, es decir
dada una matriz A de orden m X n y un vector columna b de longitud n , el producto Ab es un
nuevo vector columna, de longitud m, que se calcula como sigue:

ain a2 ... Qip b1 a11b1 + ai2ba + -+ - + ainby,
a1 @2 ... Q2 bo a21b1 + ageba + - - - + agnby
aml1 am2 ... Amn bn amlbl + am2b2 +---+ amnbn
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EJEMPLO:
01 3 5 Ox5+1x0+3x%x2 6
4 0 -1 0| =]4x54+0x0+—-1x2 | =] 18
3 6 4 2 3XH54+6x0+4x2 23

= Producto de matrices. El producto de dos matrices se puede definir sélo si el ntimero de
columnas de la matriz izquierda es el mismo que el nimero de filas de la matriz derecha. Si A
es una matriz m X n y B es una matriz n x k, entonces su producto matricial AB es la matriz
m x k (m filas, k columnas) dada por:

a1 a2 ... Qin bin b2 ... Dbi
A= , B= .
Gml Gm2 --- Gmn bpi buz ... bpi
' n n n ]
Z alpbpl Z alpbpz e Z alpbpk
p=1 p=1 p=1
n n n
Z a2pbp1 Z a2pbp2 e Z agpbpk
AB = p=1 p=1 p=1
n ' n . . n '
Z Ampbp1 Z Ampbp2 ... Z Ampbpk
| p=1 p=1 p=1 i
EJEMPLO:
01 3 5 1 [O0x5+1x0+3x2 O0x14+1x1+3x0
4 0 -1 0 1 = | 4x54+0x0+—-1%x2 4x14+0x1+(-1)x0
3 6 4 2 0 | 3X5+6x0+4x2 3Xx1+6x1+4x0
6 1
= 18 4
| 23 9

En el producto matricial, el orden es fundamental: puede tener sentido el producto AB y no ten-
erlo el producto BA, como en el ejemplo anterior. Pero, incluso en el caso de matrices cuadradas
del mismo orden, en que tienen sentido ambos productos (AB y BA), en general el resultado no
es el mismo. Es decir, el producto matricial no es conmutativo:

AB + BA.
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EJEMPLO:
_ 1 0 _
31 2 7 3
AB = ] 2 1| = }
12 10 L o 4 -1
1 0 3 1 2
BA=|2 -1 Big]zzllzl
1 2 | 7 3 2

1.3 Determinante de una matriz cuadrada

Si una matriz A es cuadrada de orden n, es decir con n filas y n columnas, su determinante es un
numero, que se denota como det(A). El procedimiento para calcular el determinante de una matriz
es facil si n < 3, y mucho mas complicado en los casos en que n > 4.

s Determinante de orden 1:
det [ a1 ] =ail -

= Determinante de orden 2:

d a1 a1z |
et = a11a22 — 12021 .
as1  agm

= Determinante de orden 3:

all a2 a3
det | az1 a2 a3 = (11022033 + (21032013 + 31012023 — A31022013 — A11G32023 — (21012033 -
a3l asz2 as3

= Determinante de orden >4: se puede utilizar el procedimiento de desarrollo por los elementos
de una fila o columna, que reduce el cdlculo de un determinante de orden n al calculo de,
como maximo, n determinantes de orden n — 1.

En el caso n = 4 este procedimiento es el siguiente: se elige una fila o columna cualquiera, se
multiplica cada uno de sus elementos, a;;, por el determinante (de orden 3) de la matriz que se
obtiene eliminando de la matriz original la fila i y la columna j multiplicado por (—1)**7 y se
suman todos estos factores.

Por ejemplo, el calculo del determinate de orden 4 desarrollando por los elementos de la primera
fila es:
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ailp a2

a1 Qa2
det

az; as2

a41 Q42

a11(71)1+1 det

+a13(—1)1+3 det

aiz a4
@23 G24
ass a34
43 Q44
[ az ass
azz ass
| 442 Q43
[ as1 ax
azr  as2
| 441 a4

a24
a34
44

a24
as4
aq4

+ 012(*1)1+2 det

+ apq(—1)1* det

a21
az1
a41

azy
a31
a4

a3
az3
a43

a2
a32
a42

a24
a34
44

az3
ass
a43

A la vista de este procedimiento, es obvio que interesa elegir aquélla fila o columna de la matriz
)
que contenga mas ceros, ya que asi se reduce el nimero de determinantes de orden 3 que es

preciso calcular.

EJEMPLO:

S = W
SN O N
— W = O
ol O N

= 2(—1)3det

3
1
6

= —2(45-240-36—-0-5)—2(5-3+0—6-+2—0)

Desarrollando por la segunda columna, se tiene

— —2(45—43) —2(—2) = —4+4=0.

1 2 1
3 0 | +2(—1)°det | 3
-1 5 6

—1

0
1

1
2
)

El desarrollo por los elementos de una fila o columna es valido para determinantes de cualquier

orden (superior o inferior a cuatro).

EJEMPLO:
2 31
det | =2 5 3
4 1 2

2 det [

5 3 -2 3
1 2]—3det[

4 2

2 X743 %16+ (—22) = 40.

o[

4 1

!

1.4 Menor de orden £k

Se llama menor de orden k de una matriz de orden n > k al determinante de cualquier matriz que

se puede formar con la interseccion de k filas y k£ columnas de dicha matriz.
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EJEMPLO:
Dada la matriz

-1 2
A= 2 10 1
1 -1 1 3

= Son menores de orden 2: det [ -1 0 ] , det [ -1 2 ] , det [ _0 ! ] , etc.

2 -1 1 -3 10
-1 0 1 01 2

= Son menores de orden 3: det 2 =1 0 |,det| -1 0 1 |, etc.
1 -1 1 -1 1 -3

1.5 Rango de una matriz

El rango de una matriz es el mayor orden de todos sus menores distintos de cero. Por tanto, el
rango de una matriz no puede ser mayor que el nimero de sus filas ni mayor que el nimero de sus
columnas. Las matrices nulas, esto es, con todos sus elementos iguales a cero, tienen rango cero. Todas
las demds tienen rango mayor o igual que 1.

Para calcular el rango de una matriz cualquiera se puede usar el procedimiento siguiente:

= Si la matriz no es nula, el rango es, como minimo 1.

= Se busca un menor de orden 2 distinto de cero. Si no se encuentra, entonces el rango es = 1 y se
ha terminado el proceso. Si se encuentra, entonces el rango es > 2.

= Se anade al menor de orden 2 no nulo encontrado una de las filas, 7, que no contiene y, sucesi-
vamente, cada una de las columnas que en él no figuran. Se obtienen asi menores de orden 3. Si
todos estos menores son nulos, se repite este proceso con otra fila.

= Si con este procedimiento no se encuentra ningtin menor no nulo de orden 3, se tendra que el
rango de la matriz es 2 y se termina el proceso.

= Si se encuentra algiin menor no nulo de orden 3, esto significa que el rango de la matriz es > 3.
Entonces habra que repetir el proceso anterior buscando menores no nulos de orden 4, etc.
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EJEMPLO:
Calculo del rango de la matriz
-2 1 3 0
A= 1 -2 -1 1
1 -5 0 3
—2 1
= Buscar un menor no nulo de orden 2: det[ 1 9 ] =4-1=3#0 =
rango (A) > 2.
s Considerar menores de orden 3:
[ —2 1 3
det 1 =2 -1 | =(-146)+5(2-3)=5—-5=0 = rango(A) > 2.
1 -5 0
-2 10
det 1 =2 1 | =-2(-6+5)—-(3-1)=2-2=0 = rango(A)=2.
| 1 =5
EJEMPLO:
Calcular el rango de la matriz
1 2 0 1
30 1 2
A= 12 30
6 0 —1 5
1 2
= Menor de orden 2: det 30| —6#0 = rango(A)>2.
1 2 0
» Menordeorden3:det | 3 0 1 | =-2-2(9—-1)=—-18#0 = rango(A)>3.
12
(1 2 0 1
3 0 1 2
= Menor de orden 4: det 12 30 =0 = rango(A)=3.
6 0 -1 5
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1.6 Sistemas lineales

Una ecuacién lineal (sistema de orden 1) es de la forma:

ar =b,

donde a y b son numeros dados y x es la incégnita a determinar.

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones lineales que comparten las mismas
incognitas.

Un sistema de ecuaciones de orden 2 es de la forma:

ax +by = c
de+ey = f,

donde a, b, ¢, d, e, f son nimeros dados y x e y son las incégnitas.

EJEMPLO:
— 1 +axe+ax3 = 1
2r =5 (orden 1), 2et3y = 1 (orden 2), 2x9 — x3 = 3 (orden 3).
dr -2y = 5
T + 43 = 6

Cuando hay més de 3 o 4 ecuaciones y/o incégnitas, se suele utilizar una notacién con subindices
para designar tanto las incégnitas como los coeficientes. Asi, un sistema lineal de m ecuaciones con n
incognitas se representa, de forma general:

annry  + apxrs + ... 4+ apr, = b
ao1xr1 + agry + ... + agmxr, = b (1 1)
AmiT1 + ameTs + ... + amnTn = bm.

Este sistema se puede escribir de forma equivalente utilizando notacién matricial, que es, en general,
més facil de escribir:

a1 @12 ... Qip T by
asy ao Ce. aon i) b2

= )
Amli Am2 .- Gmn Tn b

Llamando A a la matriz m x n de los coeficientes del sistema, x al vector columna de longitud n de
las incégnitas y b al vector columna de longitud m del segundo miembro, el sistema de ecuaciones
anterior se puede finalmente escribir en la forma mas resumida:

Az =0b. (1.2)

Una solucién del sistema (1.1) es un conjunto de n valores (ordenados) tales que, al sustituir las
incognitas por estos valores, las ecuaciones se convierten en identidades. Colocando estos valores en
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forma de vector columna, x de longitud n, se tiene, obviamente, una solucién del sistema escrito en
forma matricial (1.2). Por ello se suele hablar de vector solucién, tanto de (1.1) como de (1.2).
Los sistemas lineales no siempre tienen solucién. Si un sistema no tiene solucién, se dice que es

incompatible.

EJEMPLO:

{

T
x1

El siguiente sistema es incompatible (no tiene solucién):

+ X9
+ X2

1

compatible. En este caso, la solucién no

Si un sistema lineal tiene alguna solucidén, se dice que es
tiene porqué ser unica.

EJEMPLOS:
e Kl siguiente sistema tiene una tnica

{

e El siguiente sistema tiene infinitas soluciones:

{ (

solucién:

0
2

x1
I

€2
+ X9

1
2

(a1
T2

+ @9
+ 2m9

z1
2:B1

)=

o
11—«

>, Va e R.

De hecho, en relacién con el nimero de soluciones de un sistema lineal de ecuaciones, s6lo pueden

darse los tres casos siguientes:

1. No tener ninguna solucién: se dice que el sistema es incompatible.
2. Tener una tunica solucidén: el sistema es compatible determinado.

3. Tener infinitas soluciones: el sistema es compatible indeterminado.

El resultado fundamental para determinar si un sistema es compatible o no, es el siguiente teorema,
que se basa en el andlisis del rango de la matriz del sistema A y de su matriz ampliada, [A[b], que se
forma anadiendo a la matriz A, por la derecha, una columna igual al vector b del segundo miembro.
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Teorema 1.1 (Rouché-Frobenius)
1. Un sistema de m ecuaciones y de n incognitas tiene solucion (es compatible) si y solo

si el rango de la matriz de los coeficientes es igual al rango de la matriz ampliada:
rango(A) = rango([Alb]).

2. Suponiendo que rango(A) = rango([A|b]) = r se tiene que:

» Sir=mn, es decir si el rango anterior es igual al nimero de incognitas, entonces
el sistema tiene una unica solucion.

m Sir <mn, es decir si el rango es menor que el numero de incdognitas, entonces el
sistema tiene infinitas soluciones.

EJEMPLOS: Aplicacion del Teorema de Rouché-Frobenius.

. =1 .
1. Para el sistema { T se tiene:
T, + oz = 2

A:“ H [Ayb]:“ ' ;] rango (A) = 1, rango ([A[b]) = 2,

luego el sistema es incompatible.

’

2. Para el sistema{ rn - r2 = (2)

Ty + T2 =

1 -1 110
A= [ Lt ] (Al = [ e ] . rango(4) =2, rango([A[b]) =2,
luego el sistema es compatible determinado, ya que el nimero de incognitas es, tam-
bién, igual a 2.

. T + 229 = 1
3. Para el 31stema{ 90, + dwy = 2

A:[; i] [A;b]:“ ' ;] rango (A) = 1, rango ([A[b]) = 1,

luego el sistema es compatible ya que coinciden ambos rangos, pero es indeterminado
porque el nimero de incégnitas es igual a 2 (mayor que el rango).
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1.7 Resolucion de sistemas lineales de matriz cuadrada

En el caso particular en que un sistema lineal tiene el mismo nimero de ecuaciones que de incégni-
tas, la matriz del sistema es cuadrada,

ai; a2 ... aip x1 by
a21 A2 ... aon, T2 b2

- (1.3)
apl QAp2 ... Gpp In bn

y del Teorema de Rouché-Frobenius se deduce que:

Un sistema de matriz cuadrada es compatible determinado <= det(A4) # 0.

Los métodos de reduccién, sustitucién e igualaciéon que se estudian en la ensenanza secundaria
estdn disenados principalmente para sistemas de pocas ecuaciones e incégnitas (2 6 3). Por otra
parte, la conocida regla de Cramer proporciona férmulas para las soluciones de sistemas compatibles
determinados: si en (1.3), la matriz A es tal que det(A) # 0, entonces el sistema posee una tunica
solucion, que es el vector columna z de componentes:

B det(A,-)

Ti=——, t=1,...,n,

" det(A)’

donde A; es la matriz obtenida a partir de A reemplazando su i-ésima. columna por el vector b.

En la practica, es necesario resolver sistemas lineales con un nuimero elevado de ecuaciones e
incognitas y la resolucién de tales sistemas por la regla de Cramer es inviable, incluso para un or-
denador, a causa de la enorme cantidad de operaciones que exige: aproximadamente 2(n + 1)! Por
ejemplo, con un ordenador capaz de realizar 10° operaciones por segundo, se necesitarfan en torno a
12 horas para resolver un sistema de dimensién n = 15 (aprox. 4 x 102 operaciones) por este método,
y en torno a 3240 afios para un sistema de dimensién n = 20 (aprox. 10?° operaciones).

Mas adecuados para la resolucién de sistemas lineales son los métodos basados en la construccién
de un sistema equivalente al dado, es decir, con la misma solucién (ver la Seccién 1.7.2), pero que
sea mas facil de resolver, concretamente que tenga una matriz triangular (ver la Seccién 1.7.1).
Estos métodos, en general, requieren del orden de 2n3/3 operaciones para resolver el sistema lineal
(1.3), es decir aprox. 2250 operaciones para n = 15 y 5300 para n = 20.

Existen muchos otros métodos de resolucién de sistemas lineales, que estan especialmente adap-
tados a la estructura particular de la matriz del sistema, cuya descripcién se escapa del objetivo de
estos apuntes.

A continuacién presentamos el método mas sencillo e intuitivo para resolver sistemas lineales con
matriz triangular.
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1.7.1 Resolucién de sistemas triangulares

Cuando la matriz del sistema lineal (1.3) es triangular inferior (resp. superior) dicho sistema se
puede resolver facilmente, ya que las incégnitas se pueden ir despejando de una en una y sustituyendo
en las demés ecuaciones, como se muestra en el siguiente ejemplo de dimensién 3:

ail 0 0 I bl
az az 0 x2 | = | b2 |,
asy azz2 as3 x3 b3

que se escribe en forma desarrolladas:

a1z = b
a2171 + azxa = by
az1xr1 + azaws + azzrs = b3 .

Este sistema tendré solucién tnica si y sélo si det(A) # 0, y puesto que, en este caso, det(A) =
a1l - age - ass, el sistema tiene solucion si y solo si a;; # 0 para todo ¢ = 1,2, 3.

Suponiendo, pues, que éste es el caso, una simple inspeccién del sistema muestra que se pueden
calcular las incégnitas de forma sucesiva, comenzando por xi:

1 = bi/ai,
xe = (b2 —ag1z1)/a,
zz3 = (b3 —az1z1 — aspx2)/assz.

Este procedimiento se denomina algoritmo de bajada, ya que las incégnitas se van obteniendo
por recurrencia, desde arriba hacia abajo.
En general, un sistema de dimensién n x n con matriz triangular inferior

ail 0 .o 0 I b1
asr a2 ... 0 T2 b2
Gpl anp2 ... QAnp Tn, bn

tiene solucién si y sélo si todos sus elementos diagonales son no nulos y el algoritmo de bajada se
traduce en lo siguiente:

AL.GORITMO DE BAJADA:
by
ry = —,
aii
1 1 i—1
T = — (bi — (@1 z1 + ag x2 + - - + a5-1) T—1))) = o b, — Zaij g ||
1 1 B
7=1
parat=2,...,n.

Para un sistema lineal con matriz triangular superior se puede utilizar un procedimiento andlogo,
pero comenzando desde abajo hacia arriba, por lo cual se denomina algoritmo de subida:
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a1 a2 ... aip T b1

0 asy ... aon T2 bg
- bl

0 0 ... ann Tn bn,

se puede utilizar un procedimiento analogo, pero comenzando desde abajo hacia arriba, por lo cual se

denomina algoritmo de subida:

ALGORITMO DE SUBIDA:

bn
Tn = —
QAnn
1 - ‘
Ty = — bi— Zaija;j s z:n—l,...,l.
Qi

j=i+1

EJEMPLOS: Resolucion de sistemas triangulares.
1.
3x = 6 x = 6/3=2
x + 2y = 1 = y = 1—-2)/2=(1-2)/2=-1/2
x — Yy + z= =2 z = 2—zx4+y=-2-2-1/2=-9/2
2.
r + 3y + z= 6 r = 6-3y—z=6—-6+1=1
y +  z= 1 = y = 1l—z=1—-(-1)=2
2= -2 z = -1

1.7.2 Sistemas equivalentes

Dos sistemas se dicen equivalentes si tienen las mismas soluciones. Determinadas operaciones
pueden transformar un sistema en otro equivalente, por ejemplo:

1. Cambiar el orden de las ecuaciones de un sistema.
2. Multiplicar los dos miembros de una de las ecuaciones por el mismo nimero (distinto de cero).
3. Suprimir una ecuacién que sea combinacion lineal de las demsés.

4. Sustituir una ecuacién por una combinacién lineal de ella misma y alguna/s otra/s.

El método siguiente hace uso de estas propiedades para transformar un sistema dado en otro
equivalente de matriz triangular superior que, como se ha visto, es “facil” de resolver.
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1.7.3 Método de Gauss
Se procede, en etapas sucesivas, como sigue:
= En cada etapa, se trata de “sustituir” por cero uno de los coeficientes por debajo de la diagonal.

= Para ello, y mediante las transformaciones elementales descritas en al apartado anterior, se
sustituye la ecuacién correspondiente por otra que haga el sistema equivalente y que tenga nulo
dicho coeficiente.

s Se llega asi a un sistema triangular equivalente, que se resuelve por el algoritmo de subida.

Se describe con detalle en un caso particular:

EJEMPLO:
Resolucién por el método de Gauss del sistema

T—y—2z = —1
2v =3y +4z = 4
or —y+3z = 16.

1. Anular el coeficiente de x en la segunda ecuacién: se observa que, si se suman la primera
ecuaciéon multiplicada por —2 y la segunda, en la ecuacién resultante el coeficiente de
la incognita = es nulo.

—2x + 2y + 4z = 2
+ — Oz —1y+82 = 6 < —y+82=6
20 — 3y + 4z = 4

2. Anular el coeficiente de x en la tercera ecuacién: se puede sustituir la tercera ecuacion
por la suma de ella misma mas la primera multiplicada por —5:

-5z + dHy + 10z = +5
+ — Oz+4y+13z = 21 <= 4y+13z=21
5r — y + 3z = 16

3. Tras estas dos etapas, en las que no se ha modificado la primera ecuacién, se ha
transformado el sistema original en el siguiente sistema equivalente:

r — y — 2z = -1 x - y — 2z = -1
2 — 3y + 4z = 4 — -y + 8z = 6
or — y + 3z = 16 vy + 13z = 21

4. Anular el coeficiente de y en la tercera ecuacion: se puede conseguir sustituyendo la
tercera ecuacion por la suma de ella misma més la segunda multiplicada por 4:

{ oAy 82 = 2 s = 45 e d5s =45

vy + 13z = 21
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5. Finalmente, el sistema original se ha transformado en:

r — y — 2z = -1 r — y — 2z = -1
2 — 3y + 4z = 4 — -y + 8z = 6
o — y + 3z = 16 452z = 45

que se resuelve por el algoritmo de subida:

r=y+2z2—-1=24+2-1=3
y=8:—-6=8—-6=2
z=1

lo que, ademas de proporcionar la solucion, prueba que ésta es tnica.

En el ejemplo que sigue, que muestra el caso de un sistema incompatible, se lleva a cabo este
método sobre la matriz del sistema ampliada ([A]b]), lo cual es equivalente a lo anterior y es la forma
en que se hace habitualmente, por ser més fécil de escribir. Ademéds se usa una notacién abreviada
para indicar las operaciones efectuadas. Por ejemplo:

Fy — —2F + Fy

indica que se sustituye la segunda fila de la matriz ampliada (F3) por la suma de la primera multiplicada
por —2 mas la segunda (—2F; + F»).

Ademds, este ejemplo muestra el procedimiento a seguir cuando el elemento diagonal de la columna
sobre la que se estd actuando vale cero: en este caso no es posible convertir en ceros los elementos de
dicha columna que estan por debajo de él. Lo que hay que hacer es permutar la fila del elemento nulo
con otra de més abajo que no tenga cero en esa columna. Intercambiar dos filas de la matriz ampliada
es equivalente a intercambiar la posicién de dos ecuaciones del sistema, y esto no cambia la solucién.

EJEMPLO:
20 —y+32z = 6
dr—2y+6z = 9
r—y+z = 3
2 -1 3|6 2 -1 316 2 -1 3|6
-2 619 Fy 2P — ) 0 0 013 Py — 2R, — R, 0 0 0|3
1 -1 1|3 1 -1 1|3 -1 —-1|0
2 -1 3|6
N 0 -1 —11]0
Fy « F:
N R
El sistema ya estd en forma triangular, y la tltima ecuacion es 0z = 3, lo cual es imposible.
Luego el sistema es incompatible, es decir no tiene solucion.
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EJEMPLO:
z — 3y + =z = 4
r — 2y + 3z = 6
20 — 6y + 2z = 8
1 -3 1|4 1 -3 1|4 1 -3 1|4
1 -2 3|6 Fy— Fy— ) 0 1 2|2 Py Fy — 2R, 0 1 2|2
2 -6 2|8 2 —6 2|8 0O 0 010

El sistema ya estd en forma triangular, por lo que no es necesario continuar el procedimiento.
La ultima ecuacién es 0 z = 0 lo que significa que z puede tomar cualquier valor: z = « para
cualquier o € R.

La segunda ecuacién es y + 2z = 2, de donde se deduce y =2 — 2z = 2 — 2q.

Y por tltimo, de la primera ecuacién se deduce x =4—z+3y =4—a+3(2—2a) = 10— "Ta.

Asi pues, el sistema tiene infinitas soluciones (una para cada valor que tome «), que son de
la forma:

r=10—-70, y=2-2a, z=a«, paraac€R.
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1.8 Un modelo de crecimiento de poblaciones: el modelo de Leslie

La dinamica de poblaciones es la especialidad cientifica que se ocupa del estudio de las pobla-
ciones bioldgicas desde el punto de vista de su tamano, dimensiones fisicas de sus miembros, estruc-
turacion en edad y sexo y otros parametros que las definen. La dindmica de poblaciones modela
mediante ecuaciones matematicas el comportamiento de las poblaciones, para asi poder predecir los
cambios numéricos que sufren, determinar sus causas, predecir su comportamiento y analizar sus
consecuencias ecolégicas.

Es uno de los principales campos de interés de la biologia matematica y ha demostrado su utili-
dad en diversas aplicaciones, como la gestién de recursos biolégicos (por ejemplo, pesquerias), en
la evaluacién de las consecuencias ambientales de las acciones humanas y también en campos de la
investigacién médica relacionados con las infecciones y la dinamica de las poblaciones celulares.

En esta seccién vamos a considerar, como muestra de la utilizacién de matrices, un modelo de la
dindmica de poblaciones denominado modelo de Leslie en honor del autor, el fisiblogo Patrick Holt
Leslie (1900-1974).

Comenzamos por presentar un modelo sencillo en el que todos los individuos de la poblacion se
tratan del mismo modo.

1.8.1 Modelo simple de crecimiento poblaciones

Supongamos que estamos estudiando el crecimiento de una determinada poblacién (por ejemplo
moscas). Es razonable pensar que, en un periodo determinado de tiempo, el niimero de individuos
aumentard, por natalidad, en una cantidad n proporcional a la poblacion del periodo anterior y
también que disminuira, por muerte, en otra cantidad m proporcional también a la poblacién.

Sea P; el numero de individuos de la poblacion en el periodo de tiempo t. Entonces podemos
expresar que la diferencia o incremento del nimero de individuos entre el periodo t y el periodo t + 1
viene dada por

Pt+1—Pt:nPt—mPt (14)

o bien que el nimero de individuos en el periodo de tiempo ¢ + 1 es

Pt+1:Pt+7'LPt—mPt:(1+n—m)Pt:>\B, A=1+n—m. (15)

Esto significa que dado P, = numero de individuos de la poblacién en un periodo de tiempo ¢, por
ejemplo P, = 500 y las tasas de natalidad n y de muerte m, por ejemplo n = 0.1 y m = 0.03, podemos
predecir el nimero de individuos de la poblacién en el periodo de tiempo siguiente, ¢ + 1:

Pip1 = (1+n—m)P = (14 0.1 — 0.03)500 = 535.

Si las tasas de natalidad y de muerte se mantienen constantes en el tiempo, este modelo nos permite
también predecir el nimero de individuos de la poblacion en cualquier instante posterior.

Por ejemplo, si en un periodo de tiempo inicial, ¢ = 0, el ntimero de individuos de la poblacién es
Py = 500, se tiene para los periodos siguientes:

Poii=AP, A=14n—m=107, t>0
Py =500,
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lo que produce
P =AF
Py = A\P| = \APy) = \?Py
P3=\P, = \AP) = AP,

ey

de donde, en general,

Pii = AP, = XN2Pq =--- = \*1p,.

Podemos construir una tabla de valores que refleja la prediccién del crecimiento de la poblacién
en distintos periodos de tiempo del futuro, siendo A = 1.07:

Periodo de tiempo: ¢ | Poblacién: P;
0 500
1 500\ = 535
2 500\ = 572.45
3 500\3 =~ 612.52
4 500\ ~ 655.40

Tabla 1.1: Modelo simple de crecimiento de poblaciones

EJEMPLO: Poblacién humana

Si suponemos que una poblacién humana vive de media 70 anos es razonable pensar que 1/70
de la poblacién muere cada ano. Si por otro lado suponemos que se producen 4 nacimientos
por cada 100 cien individuos, tenemos m = 1/70 y n = 4/100. Luego

4 1 4 1 718
Pt+1—Pt:(n—m)Pt:(ﬁ—%)Pt — PtJrl:(1+m7%)Pt:mPt:1026Pt

1.8.2 Modelo de poblaciones estructuradas en edad. Matriz de Leslie

En la seccién anterior se considera un modelo muy simplificado de crecimiento de poblaciones en
el que todos los individuos de la poblacién son tratados del mismo modo.

Sin embargo, en la mayoria de las poblaciones hay distintos grupos de individuos con distinto
comportamiento vital. Por ejemplo, en los humanos, la tasa de natalidad de los individuos antes de la
pubertad es nula y a partir de cierta edad también. También, obviamente, la tasa de muerte depende
mucho de la edad. Los modelos de este tipo se conocen como modelos de poblaciones estructuradas
en edad.

Presentamos a continuacién algunos ejemplos sencillos.
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EJEMPLO:

Pongamos:

las siguientes relaciones:

Hiq
Lyt
A1

o bien de forma matricial:

que:

H
L

A t+1

Un determinado insecto tiene 3 etapas vitales: huevo, larva y adulto. Este insecto progresa
de huevo a larva en un determinado periodo de tiempo, de larva a adulto en otro periodo de
tiempo y, finalmente, el adulto pone huevos y se muere en el periodo de tiempo siguiente.

Se sabe que s6lo un 4% de los huevos llegan a larva, sélo un 39 % de las larvas llegan a
adultos y que cada adulto pone una media de 73 huevos. Esto se puede expresar mediante

L
A

La matriz que aparece en este sistema, que denotaremos por M, se llama matriz de Leslie.
Estas ecuaciones permiten conocer el nimero de individuos de cada grupo de edad en un
periodo de tiempo determinado si conocemos los que habia en algin periodo anterior, ya

=M

siendo Hy, Ly y Ag, el nimero individuos de los distintos grupos de edad correspondientes
al periodo inicial de observacion.

Obsérvese que, en este caso, la evolucién de la poblacion se puede expresar mediante una
sola ecuacion lineal, ya que, por ejemplo para el ntimero de adultos se tiene:

Ay =0.39 Lyi_y = 0.39(0.04 Hy_) = 0.39 (0.04 (73 Ay_3))) = (0.39 x 0.04 x 73) Ay_s.

numero de huevos en el periodo t
nuamero de larvas en el periodo ¢
numero de adultos en el periodo t.

73 A:,  (cada adulto pone 73 huevos)
0.04 H; (4% de huevos pasan a larvas)
0.39L; (39% de larvas pasan a adulto),
0 0 73 H
=1004 0 O L
- 0 039 0] | 4],

H H H
L | =M*|1L =...=M*| L
A t A t—1 A 0
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EJEMPLO:

Suponemos ahora que, en el ejemplo anterior, en lugar de morir tras poner los huevos, un
35 % de los adultos sobrevive un periodo de tiempo adicional. Esto se expresa ahora mediante
las siguientes relaciones:

Hyyw = T34 (cada adulto pone 73 huevos)
Ly = 0.04H, (4% de huevos llegan a larvas)
A1 = 039L;+035A4; (39% larvas llegan a adulto + 35 % adultos sobrevive),

o en forma matricial,

H 0o o 7 |[H H
L =004 0 0 L| =M|L
A, 0 039 035] | A ], A,

donde M es la matriz de Leslie correspondiente.

Obsérvese que, en este caso, no se puede expresar la evolucion de la poblacion mediante una
sola ecuacion, como antes.

Conociendo los valores iniciales de la poblacién de los distintos grupos, por ejemplo Hy = 10,
Lo = 10, Ap = 10, podemos construir una tabla de la evolucién de esta poblacién en sus
tres estados como la que aparece a continuacién (Tabla 1.2).

Periodo de tiempo: ¢ | Huevos: H; | Larvas: L; | Adultos: A;
0 10 10 10
1 730 0.4 7.4
2 540.2 29.2 2.7
3 200.5 21.6 12.3
4 901.5 8.0 12.7
5 930.7 36,1 7.6
6 554 37.2 16.7
7 1220.5 22.2 20.4
8 1487.1 48.8 15.8

Tabla 1.2: Evolucién de un determinado insecto que tiene 3
etapas vitales: huevo, larva, adulto, segin el modelo de pobla-
ciones estructuradas en edad del ejemplo de la pagina anterior.

Anna Doubova - Rosa Echevarria - Dpto. Ecuaciones Diferenciales y Anélisis Numérico - Univ. Sevilla




Sistemas lineales de ecuaciones 21

EJEMPLO:

En algunas especies la capacidad de reproduccion varia considerablemente con la edad.
Para tener esto en cuenta, podemos crear “clases de edad”. Por ejemplo para una poblacién
humana se puede considerar, tomando periodos de 15 anos:

z1(t) = mnumero de individuos con edad uno (entre 0 y 14) en el periodo ¢
x2(t) = mnumero de individuos con edad dos (entre 15 y 29) en el periodo ¢
x3(t) = mnumero de individuos con edad tres (entre 30 y 44) en el periodo ¢
x4(t) = numero de individuos con edad cuatro (entre 45 y 55) en el periodo ¢
x5(t) ntimero de individuos con edad cinco (entre 60 y 75)
Entonces podemos describir la evolucién de la poblacién mediante el siguiente sistema de
relaciones:
zi(t+1) = nzi(t) 4+ nome(t) + ngzs(t) + naze(t) + nszs(t)
o (t + 1) = 812$1(t)
xg(t -+ 1) = 323:(:2(t)
ra(t+1) = sgqx3(t)
x5 (t + 1) = 845.7}5(t)
donde n;,i = 1,...,5 denota la tasa de nacimiento (en el periodo de 15 afnos) correspondiente

a la poblacion de la clase de edad i y s; ;41 denota la tasa de supervivencia para aquellas
clases ¢ que pasan de i a i + 1.
Usando la notacién matricial este sistema se escribe en la forma

X1 = M Xy

donde el vector X; de clases de edad y la matriz de Leslie M vienen dados por

T (t) ni no ns ng nNs
) (t) 512 0 0 0 0
Xt = T3 (t) y P = 0 $923 0 0 0
x4(t) 0 0 s3¢ 0 O
xT5 (t) 0 0 0 S45 0

Se observa, de los ejemplos anteriores que la matriz de Leslie tiene en la primera fila los valores
de la fertilidad y en su subdiagonal principal los valores de supervivencia, los deméas elementos de la
matriz son ceros.
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