Tema 3

Derivabilidad de funciones de una

variable

El objetivo del presente tema es la derivacion de funciones reales de variable real,
asi como sus diversas aplicaciones entre las que destacamos la representacién gréafica de

funciones y la optimizacion.

1.1 Definicion e interpretacion de la derivada

Definicién 1.1.1 Sea f : (a,b) C R — R, g € (a,b). Se dice que f es derivable en x

st existe el siguiente limite

oy F@) = fwo) . flwo+ 1) = flzo)

z—z0 T — Xy h—0 h

y pertenece a R. En este caso, al limite anterior se le llama derivada de f en xy. Se suele

notar de alguna de las siguientes formas

£ = L (zo)

Si existe la derivada de f en todos los puntos de (a,b), entonces se dice que f es derivable

en (a,b). En este caso se puede definir una funcion f': (a,b) — R que le asocia a cada

punto x de (a,b), la derivada f'(x) de f en xo y que se llama funcion derivada de f.



Para ver si una funcién es derivable en un punto, es a veces interesante calcular las

derivadas laterales, las cuales se definen por

Definicién 1.1.2 Sea f : (a,b) CR — R, zg € (a,b), f se dice derivable a la derecha en

xq si existe (y es finito) el siguiente limite

lim f(wg+h)— f(ﬂvo)'
h—0+ h

En este caso, al limite anterior se le llama derivada por la derecha de f en xy y se denota
por f'(xo) "
Andlogamente, se dice que f es derivable a la izquierda en xy si existe (y es finito) el

limite
lim f(xg+h) — f(xo)'
h—0— h

en este caso, al limite anterior se le llama derivada por la izquierda de f en xy y se denota

por /(o)
Claramente se tiene

Teorema 1.1.3 Sea f: (a,b) CR — R, zy € (a,b). La funcion f es derivable en xo si

y solo si existen las derivadas laterales y coinciden.

A partir de la definicién de derivada de f en xg, estd claro que tomando

gte) = LOZL) gy, (L)
entonces se tiene
lim g(xz)=0.

Por otra parte, despejando el valor de f(z) de la férmula (1.1), se obtiene

f(@) = f(wo) + f'(wo)(z — m0) + g(x) (2 — wo). (1.2)

Teniendo en cuenta que g(x) tiende a cero cuando z tiende a cero, estd claro que para
valores de x cercanos a xg el valor absoluto del término g(z)(x — xg) que aparece en la
féormula anterior es muy pequeno, de hecho mucho méas pequenio que la distancia |z — x|

de x a zy. Ello significa que si definimos la recta r(z) por

r(z) = f(zo) + ['(z0)(x — 20) (1.3)



entonces
f(x) ~r(z), (1.4)

cuando x esta muy cerca de xy. Esto nos da una primera idea de en qué consiste derivar, la
idea es aproximar la funcién f, la cual puede tener una estructura muy compleja, por una
recta, la cual es mucho mas simple de manejar. Como hemos mencionado anteriormente

esta aproximacion solo sirve para valores de x cercanos a x.

Ejemplo 1.1.4 Sabiendo que la derivada de la funcion log x es 1/x, calcular aprozimada-

mente el valor de log1'1.

Tomamos xy = 1 con lo que la recta r que hemos definido antes viene ahora dada por
1
r(z) :logl—l—I(x— 1)=z-1.

Por tanto si x estd cerca de 1, el valor de log x es aproximadamente x — 1. En particular
se tiene

log1'l ~0'1,

lo que podemos comparar con el valor de log(1'1) = 0/0953102. Observar que en el presente

caso (z = 1'1,29 = 0'1), |z — x| = 0’1 es mucho mayor que |log(z) — r(z)| = 0'0046899.

La recta r(z) que hemos calculado anteriormente, tiene una facil interpretacién
geométrica, para ello, dados zy y h consideremos la recta secante a la grafica de f que
une los puntos (xg, f(zo)) y (o + h, f(xo+ h). La pendiente de esta recta viene dada por

fwo + 1) = f(xo)
- :

tg(B) =

Teniendo en cuenta que cuando h tiende a cero, esta recta se acerca a la recta tangente a
la grafica de f en (xo, f(z0)) se deduce que las pendientes también se acercan y por tanto

se tiene

/ o f@ot+h) = flwo)
f(@o) = lim 7 =tg(a),
es decir la derivada de f en xy nos da la pendiente (tangente trigonométrica) de la recta
tangente a la grafica de f en (zg, f(zo)). Dicha recta tangente vendré por tanto dada por

la ecuacién

y = f(xo) + ['(z0)(x — m0),



que no es otra que la recta r definida por (1.3). Por tanto la férmula (1.4), establece
simplemente el hecho de que para x cercano a xy la recta tangente a f en (zo, f(z¢)) esta

muy préxima a la grafica de f.

Ejemplo 1.1.5 Sabiendo que la derivada de la funcion senx es cosx, calcular la recta

tangente a la funcion seno en el punto (7, \/75)

Solucion. Por la formula anterior, la recta pedida vendrd dada por

yzg—i—cos%(:c—%):\/—ixjtﬁ(él_ﬂ)
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El concepto de derivada también es de gran importancia en las distintas ramas de la
ciencia y la tecnologia, gracias a su interpretacion fisica. Consideremos el siguiente
ejemplo: Supongamos un moévil que se mueve por una recta. Este movimiento se puede
representar matematicamente a partir de una funcién x la cual asocia a cada instante ¢ la
posicién z(t) del mévil en el instante ¢. Si consideramos entonces dos instantes to, to + h,
la velocidad media (con signo) recorrida por el mévil entre esos dos instantes vendra dada
por (recordar que velocidad=espacio/ tiempo)

fm = h

La velocidad del mévil en el instante ¢y se define como el limite cuando A tiende a cero
de la velocidad media anterior y vendré por tanto dada por z’(to). Es decir la derivada
nos sirve para calcular la velocidad del mévil en cada instante a partir de la que nos
da su posicién. De la misma forma, la derivada se puede usar por ejemplo para medir la
velocidad de una reaccion quimica, la velocidad de enfriamiento de un cuerpo, la velocidad

de crecimiento de una poblacion, etc.

Una aplicacién importante de la férmula (1.2), es el siguiente teorema

Teorema 1.1.6 Sea f: (a,b) CR — R, zy € (a,b). Si f es derivable en xy, entonces f

es continua en I.

Demostracién. Gracias a la férmula (1.2), se tiene

f(@) = f(zo) + f'(wo)(x — x0) + 9() (2 — o)

donde
lim g(z) = 0.

T—x0



Tomando entonces limite se tiene

lim f(z) = lim (f(z0) + f'(z0) (¥ — x0) + g()(x — x0)) = f(x0),

T—IQ T—IQ

con lo que f es continua en xy. O

Observaciéon 1.1.7 Ezisten funciones que son continuas en un punto y sin embargo no

son derivables en €él. Consideremos por ejemplo la funcion valor absoluto definida por

r stx >0

—z stx <0.

Esta funcion es continua en todo R, pero sin embargo no es derivable en cero ya que

i 0+ h|— 10| . h
M+ — | _ n_
J10) hlﬂlI(I)l_'_ h hlgéi h !
_ } 0+ h| — 0 . —h
! = lim |———lm————1.
F1(0) hiof h hiof h

1.2 Calculo de derivadas

La definiciéon de derivada se ha dado a través de un determinado limite. Sin embargo,
resulta dificil calcular dicho limite cada vez que queramos saber cual es la derivada de una
funcién en un punto, en la practica lo que se hace es usar ciertas reglas que nos ayudan a
calcular las derivadas y que pasamos a exponer en los siguientes resultados Es lo que se

conoce como Algebra de derivadas.

Teorema 1.2.1 Sean, f,g : (a,b) C R — R y supongamos que son derivables en un

punto xg € (a,b). Entonces las funciones f+g, f — g, fg son derivables en xq y se tiene

(f +9)(z0) = f'(x0) + ¢'(0)
(f —9)(w0) = f'(z0) — g'(x0)
(f9) (zo) = f'(20)g(x0) + f(20)g' (0).

Si g(xg) # 0 entonces f/g también es derivable en xy y se tiene

(g)/ (20) = f'(x0)g(0) — f(x0)g'(x0)

9(wo)?



Ejemplo 1.2.2 Sabiendo que la derivada de la funcion f(x) =z es f'(x) =1 y que la

derivada de las constantes es cero, calcular la deriwvada de

Usando las reglas de derivacién para el cociente y la resta de funciones se tiene

o Mz —=1)-(1-0)x 1
B ) e ) X

El siguiente resultado nos muestra como derivar una composicion de funciones

Teorema 1.2.3 (Regla de la cadena) Sea f : (a,b) CR — R, g : (¢,d) C R — R,
tales que f(x) € (¢,d), para todo x € (a,b). Supongamos que f es derivable en un punto
xo € (a,b) y que g es derivable en el punto f(xg). Entonces la funcion (go f) es derivable

en Tg Y Se tiene

(g0 f)(xo) = g'(f(x0)) [ (o).

Ejemplo 1.2.4 Sabiendo que la derivada de la funcion senx es cosx y el ejemplo ante-

rior calcular la deriwvada de la funcion

f(z) = sen (Ifl)

Usando la regla de la cadena se tiene

ro=eos(:55) (tap) = oo

Respecto a derivada de la funcion inversa, se tiene

Teorema 1.2.5 Sea f : (a,b) C R — R, inyectiva y supongamos xo € (a,b) tal que f es
derivable en xq y f'(x¢) # 0. Entonces la funcién f~' es derivable en yo = f(xo) y se

tiene

—1\/ — 1 = 1
(f ) (o) = Fzo) ()

Observacién 1.2.6 El resultado anterior se puede mejorar, ya que se puede probar que

si f'(xg) # 0, entonces f es inyectiva en un entorno de xo. Ello permite suprimir la

condicion de inyectividad.



Ejemplo 1.2.7 Sabiendo que la derivada de la funcion f(x) = e® es f'(x) = f(z) = €7,

vamos a calcular la derivada de la funcién f~(z) = log x.

Usando la regla anterior se tiene

() = e =

o elogx LL’.

Ademas de las reglas anteriores, a fin de calcular la derivada de una funcién es también
importante conocer las derivadas de las funciones elementales las cuales vienen dadas por

la siguiente tabla

f(x) f'(x) f(z) f'(x)
2%, a#0 azr® ! a®, a >0 a®loga
1
log, x senx cos x
xloga
cos T —senw tgx sec’w
1 1
arcsen x —_— arccos e
V1—2a? V1—22
1
t -
arctg x 22

Una de las principales utilidades de la derivada es su aplicacion al estudio de problemas

de minimos y méaximos. Se recuerda

Definicién 1.2.8 Sea f: S CR — R, z¢g € 9, se dice que f alcanza un minimo local en

xo si existe 6 > 0 tal que
flz) < f(xg), Yaxe SN (xg—0d,z0+9).

Andlogamente se dice que f alcanza un mdzimo local en xy si existe 0 > 0 tal que
flz) > f(xg), Yaxe SN (xg—0d,z0+9).

El siguiente teorema da una condicién necesaria para que una funcién derivable alcance

un minimo o un méaximo local en un punto.

Teorema 1.2.9 Sea f : (a,b) CR — R, zy € (a,b) tal que f es derivable en xy. Si f

alcanza un mdzimo o un minimo local en xy, entonces f'(xy) = 0.



Demostracién. Vamos a suponer que f alcanza un minimo en xg, la demostracién para

el caso de un méaximo es analoga. Por definicién, se tiene

F(x0)* = lim f(wo+h) — f(x0)

h—0t h ’

pero como f alcanza un minimo local en z, sabemos que f(xg+h)— f(zo) es no negativo

para h suficientemente pequeno, por tanto se deduce

fxo +h) = f(xo)

/ + 7
f (xo) - hligl-&- h 2 0.
Anélogamente, se prueba
_ f(@o+h) — f(x0)
flwo)™ = lim, h =0

Usando entonces f'(zg) = f'(z0)" = f'(x0)~, se concluye que f'(xq) sélo puede ser cero.

O

Observaciéon 1.2.10 Notese que en la demostracion anterior se ha usado el hecho de f
es deriwable tanto a la derecha como a la izquierda de xq, el resultado es falso si f solo
estd definida a un lado de xy. Como ejemplo consideremos la funcion f : [0,1] — R
definida por f(x) = x. Estd claro que f alcanza el minimo en cero y el mdximo en 1, sin
embargo f'(0) = f'(1) = 1 (donde estas derivadas serian en realidad derivadas laterales

ya que la funcion solo la suponemos definida en [0, 1]).

El resultado anterior se puede usar por ejemplo para calcular los maximos y los minimos

de una funcién continua definida en un intervalo cerrado. Se tiene

Proposicién 1.2.11 Sea f : [a,b] C R — R, continua. Entonces los puntos en los que f
alcanza mdzimo o minimo absoluto (los cuales existen por el teorema de Weierstrass) se

encuentran entre alguno de los siguientes puntos
e Los extremos del intervalo.
e Los puntos de (a,b), en los cuales f no es derivable.

e Los puntos de (a,b) en los cuales f es derivable y la derivada se anula.



Ejemplo 1.2.12 Sea f : [-2,7] — R definida por

zet st —2<zx<0
f(z) =

1—cosz si0<ax<m,

Calcular los puntos en los que f alcanza mdximo y minimo absoluto.

Comenzar viendo si f es continua. Usando que x, €*, 1 y cos x son continuas, el algebra
de funciones continuas nos dice que la funciéon anterior es continua en todos los puntos
salvo quizas en 0 ya que aqui la funcion esta definida de forma distinta a la derecha y a

la izquierda. Facilmente se prueba

lim f(z) = lim f(z) = f(0) =0,

z—0+ z—0~

y por tanto f es continua también en 0. Por el teorema de Weiestrass alcanza maximo y
minimo absolutos. Para calcularlos, vamos a aplicar el resultado anterior. Necesitariamos
estudiar en qué puntos de (—2,7) es derivable la funcién y dénde lo sea, si la derivada
es o no nula. Andlogamente a la continuidad, esté claro que f es derivable en (—2,0) U
(0,7). Respecto a la derivada en 0, observemos que en realidad a la hora de calcular
maximos y minimos, no hay problema si entre los puntos que consideramos hay mas de
los que en principio deberiamos usar, el problema seria que hubiera menos, por tanto
independientemente de si f es o no derivable en 0, consideramos este punto como uno
entre los que es posible que se alcance maximo y minimo. Esto es mas facil en general que
estudiar la derivabilidad en 0. Si lo hiciéramos tendriamos luego que considerarlo si f no
es derivable o si siéndolo, la derivada es cero y descartarlo si f es derivable con derivada
no nula.

Con respecto a los puntos de (—2,0) N (0, 7) sélo debemos considerar aquellos en los

que la derivada es nula. Derivando se tiene

) = (x+1)e" si —2<ax<0

senzx si0<z <.

Como la funcién exponencial siempre es positiva (z 4+ 1)e® sélo se anula en z = —1 €
(—2,0). Respecto a senz, observemos que esta funcién es no nula en (0, 7). Por tanto

los maximos y minimos se alcanzan en alguno de los siguientes puntos

e Extremos: —2, .
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e Puntos de (—2,7) donde f no es (o no sabemos si es) derivable: 0
e Puntos de (—2, ) donde sabemos que f es derivable y su derivada es nula: —1.

Usando ahora

f(=2) = —2e? ~ —0.27067, f(—1)=—e '~ —0.36788, f(0)=0, f(r)=1-cosm=2.

Se deduce que f alcanza el minimo absoluto en —1 y el méximo absoluto en 1.

1.3 Teoremas de Rolle y del valor medio y regla de
I’Hoépital

Hasta ahora hemos estado mencionando resultados relacionados con la derivada de una
funcion en un punto. Pidiendo que la funcién sea derivable en todo un intervalo, se
obtienen varios resultados importantes. El primero que vamos a ver sirve para probar la

existencia de ceros de la derivada de una funcion.

Teorema 1.3.1 (Teorema de Rolle) Sea f : [a,b] — R, continua en |a,b|, derivable en

(a,b) y tal que f(a) = f(b), entonces existe un punto ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.
Una consecuencia importante del resultado anterior es el siguiente teorema

Teorema 1.3.2 (Teorema de Lagrange o del valor medio o de los incrementos finitos).
Sea f : la,b] — R, continua en [a,b] y derivable en (a,b), entonces existe un punto
c € (a,b) tal que

f) = fla) = f'(c)(b - a) (1.5)

Observaciéon 1.3.3 El teorema de Rolle se puede obtener como un caso particular del

teorema del valor medio, basta observar que si en (1.5) f(b) = f(a) entonces f'(c) = 0.

Observacién 1.3.4 El teorema del valor medio se usa por ejemplo para acotar la dife-
rencia entre los valores de f en los puntos a y b. Obsérvese que como consecuencia del

resultado anterior se deduce que si conocemos M tal que

If'(c)| <M, Ve € (a,b),
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entonces

[f(0) = f(a)| < M[b—al,
(al escribir |b — a| en lugar de b — a el resultado se aplica tanto al caso a < b como
b < a). Cuando eziste la derivada en todo [a,b] (en a y en b serian derivadas laterales) y
la derivada es continua, se puede tomar

M = max [f'(c)|,

c€la,b]

o cualquier valor mayor que éste. Como aplicacion de este resultado supongamos que el
valor a en el que tenemos que calcular f ha sido obtenido a partir de un experimento o
una medicion y por tanto no es conocido exactamente. Lo que mosotros conocemos en
realidad es una aprorimacion b y lo que también sabemos es que |b— a| es menor que una
cierta cantidad positiva § (por ejemplo si estamos pesando con una balanza que lo minimo
que pesan son gramos, entonces 0 seria un gramo). Las formulas anteriores nos dirian

entonces
£ (b) = f(a)] < Ms,

lo cual nos da una estimacion sobre en cuanto nos estamos equivocando al calcular f en

el punto b que es el que conocemos y no en el punto a que es donde deberiamos calcularla.

Interpretaciéon geométrica del teorema del valor medio.
Obsérvese que si consideramos la recta que pasa por los puntos (a, f(a)), (b, f(b)), su

pendiente viene dada por
f(b) — f(a)
b—a

pero la ecuacién (1.5), nos dice que este nimero coincide con f’(¢) o lo que es lo mismo
con la pendiente de la recta tangente a la gréfica de f en el punto (c, f(c)), por tanto
ambas rectas son paralelas. Es decir geométricamente el teorema del valor medio asegura
la existencia de un punto ¢ € (a,b) tal que la recta tangente a la gréfica de f que pasa

por (¢, f(c)) es paralela a la recta que pasa por los puntos (a, f(a)), (b, f(b)).

Otra de las utilidades del teorema valor medio es que permite caracterizar cuando una

funcién es creciente o decreciente. Recordamos las siguientes definiciones.

Definicién 1.3.5 Sea f: S CR — R.
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Se dice que f es creciente (respectivamente decreciente) si para todos xi,T9 € S,
x1 < T, se tiene f(x1) < f(xg) (respectivamente f(x1) > f(x2)).
Se dice que f es estrictamente creciente (respectivamente estrictamente decreciente) si

para todos x1,x9 € S, x1 < xa, se tiene f(x1) < f(x2) (respectivamente f(x1) > f(x2)).
Para verificar si una funcién es creciente o decreciente se suele usar

Proposicién 1.3.6 Sea f : [a,b] C R — R, continua en |a,b], derivable en (a,b) tal que
f'(x) >0 para todo x € (a,b) (respectivamente f'(x) < 0 para todo x € (a,b)). Entonces

f es creciente en [a,b] (respectivamente decreciente en [a,b]).

Demostracién. Vamos a suponer f'(x) > 0 para todo x € (a,b), el otro caso es analogo.
Sean x1, x5 € [a,b] tales que z1 < x5. Aplicando el teorema del valor medio a f en

[a, b], se tiene entonces que existe ¢ € (x1, z7) tal que

f(9) = f(21) = f'(c)(wg — 1) >0,
yva que f’(c) > 0. Esto prueba f(z3) > f(x;) y por tanto que f es creciente. O

La misma demostracion prueba el siguiente resultado

Proposicién 1.3.7 Sea f : [a,b] C R — R, continua en [a,b], derivable en (a,b) tal que
f'(x) > 0 para todo x € (a,b) (respectivamente f'(x) < 0 para todo x € (a,b)). Entonces

f es estrictamente creciente en |a,b] (respectivamente estrictamente decreciente en [a,b]).

Como consecuencia del resultado anterior se tiene la siguiente condicién suficiente de

maximo y minimo, de gran utilidad en la practica.

Proposicién 1.3.8 Sea f : (a,b) C R — R derivable y supongamos que existe ¢ € (a,b)
tal que f'(c) =0, f'(x) >0 en (a,c), f'(x) <0 en (c,b) entonces f alcanza un mdzimo
local en c. Andlogamente, si f'(c) =0, f'(x) <0 en (a,c), f'(x) >0 en (c,b) entonces f

alcanza un minimo local en c.

Existe un teorema del valor medio mas general que el de Lagrange que es lo que se conoce
como teorema del valor medio de Cauchy, el cual no vamos a estudiar, sin embargo si que
es importante la siguiente consecuencia de ese resultado que usaremos a menudo para el

calculo de limites.
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Teorema 1.3.9 (Regla de I’'Hépital) Sean f,g: (a,b) C R — R derivables tales que

3 lim f(z) = lim g(z)=0.

z—at r—at

Supongamos ademds que ¢g'(x) # 0 para todo x € (a,b). Entonces, si existe el limite

/
lim f(w) =1
a—at §'(2)
(finito o infinito), se tiene
3 lim @ =1.

r—at g(x)

Observacion 1.3.10 Aunqgue hemos dado el teorema anterior solamente para limites
por la derecha, también es cierto para limites por la izquierda y por tanto para limites.
También se aplica al caso de limites en +oo y —oo. Ademds de servir para indetermina-

ciones de tipo % también sirve para las de tipo ==.
oo

Ejemplo 1.3.11 Calcular el limite

. 1l—cosx
lim —————
x—0 xQ
Vemos que se trata de una indeterminacién de tipo %. Aplicando la regla de I’'Hopital
tendremos
. l—cosx senx
lim =1l ,
x—0 1‘2 x—0 2[[’

que vuelve a ser indeterminado. Aplicando la regla de I’'Hopital nuevamente se deduce

entonces

1—cosx . senx . COoSZT 1
_ = lim = —.
x—0 :L‘Z x—0 2$ x—0 2 2

Ejemplo 1.3.12 Calcular

lim(sen z)*

z—0

(obsérvese que el limite es en realidad un limite por la derecha ya que si x < 0 y cercano

a cero entonces senx < 0 y por tanto (senx)® no estd bien definido).

Se trata de una indeterminaciéon 0°. Usando la féormula

log((senx)* zlog (sen )

lim(senx)® = lim e )= lime

z—0 z—0 z—0
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el limite que tenemos que calcular es

lim z log (sen )

z—0

que es una indeterminacién de la forma 0oo. A fin de poder aplicar la regla de I’'Hopital

escribimos

l
liII(l) zlog (senx) = lil% M,

de esta forma pasamos a una indeterminacion de tipo 2 a la que si podemos aplicar la

regla de I’'Hopital. Se tiene

oSt x2cos
— lim S22 — — iy

z=0 =} z—0 senx
xT

log (sen x)
=

)

lim

x—0

El limite que tenemos ahora es de la forma 8 y por tanto podemos aplicar I’Hopital

nuevamente para obtener el resultado, sin embargo es mas facil usar antes

limcosx =1

x—0
y por tanto
. 22cosz . x?
— lim = —lim
z—0 senx z—0 senx

con lo que I’Hopital se puede ahora aplicar mas facilmente al tener expresiones més simples

para derivar. Se tiene
. z? ) 2x
— lim = — lim =0,
z—0 senx z—0 coS T

con lo cual

lim(senx)” =’ = 1.
z—0

Otra aplicacion de la regla de I’'Hopital es el siguiente resultado que puede ser de ayuda

para estudiar la derivada de una funcién en un punto.

Proposicién 1.3.13 Sea f : [a,b) C R — R, . Supongamos que f es continua en [a,b),
derivable en (a,b) y
3 lim f'(z) = L.

r—a™t
Entonces f es derivable por la derecha en a y se tiene

)t — i L) = f@)

=1
h—0t h

El resultado andlogo para calcular derivadas por la izquierda, también es cierto.
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Demostraciéon. Obsérvese que

1o fath) — fla)

h—0+ h

es una indeterminacion de tipo %. Aplicando I'Hopital, se tiene

o flath = f@ Ll

h—0+ h h—0+ 1

=1,

lo que prueba el resultado. O

Ejemplo 1.3.14 Estudiar la derivabilidad de la funcion f(x) = sen |x|.

Lo primero que debemos hacer es estudiar la continuidad, teniendo en cuenta que las
funciones g(x) = |z| y h(z) = sen x son continuas en todo R, se deduce que f(x) =hog
es continua. Para estudiar la derivabilidad es conveniente escribir
senx siz>0 senx siz>0
flz) = , = ,
sen(—x) stz <0 —senz  six <0,

con lo que teniendo en cuenta que la funcién seno es derivable, se deduce que f es derivable

en (—o0,0) U (0,400) y que se tiene
cosx six >0

f'(x) =

—cosx six <0

Para la derivabilidad en cero aplicamos el resultado anterior, para lo que usamos

lim f'(x) = lim cosx =1

z—0t z—0t
lim f'(z) = lim (- - 1.
Jim (2) = Jig (~eos)

Por tanto
EIf’(O)Jr =1, EIf’(O)_ = —1.

Como las derivadas laterales no coinciden, la funcién no es derivable en 0.

Observacion 1.3.15 A la hora de aplicar el resultado anterior, hay que tener cuidado

ya que puede ocurrir que no exista el limite

lim f'(x)

z—at
y sin embargo la funcion si sea derivable por la derecha. El problema andlogo también se
puede presentar por la izquierda. Para evitar esto quizds sea mejor estudiar la existencia

de derivadas laterales directamente por la definicion.
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Ejemplo 1.3.16 Estudiar la derivabilidad en cero de la funcion
’sent stz #0

0 st x = 0.

flz) =
Comenzamos estudiando la continuidad, para ello teniendo en cuenta que

1
-1< sen(;) <1, Vx#0

y que
i * =0,
se tiene
glcig(l)xQSen (i) =0= f(0). (1.6)

Por tanto f es continua. Para la derivabilidad podemos tratar de aplicar el resultado

anterior para lo cual usamos
1 1, -1 1 1
"(2) =2 it 2 N—) =2 )= -
f(z) xsen(x)+a: cos(x)(xz) xsen(x) cos(x)

donde observamos que andlogamente a (1.6)

1
lim 2zsen (—) = 0.
x—0 X

La funcion cos(i) en cambio no tiene limite cuando x tiende a cero, ni por la izquierda
ni por la derecha ya que lo que hace es oscilar entre —1 y 1. Esto implica que no puede

existir ninguno de los limites

li ' li '
xir(glJr f <x>7 :ci%l* f (ZL’),

ya que si por ejemplo

3 lim f'(z) =1,

z—0t

entonces despejando de la formula que nos da la derivada de f, se tendria

1 1
lim cos— = lim (2xzsen (=) + f'(z)) =,

z—07+ T z—07t T
pero este limite ya sabemos que no existe.
Veamos que sin embargo, aunque no existe ninguno de los limites laterales de f’ en
cero, la funcién f es derivable en 0 y su derivada es cero. Usamos la definicién de derivada

que nos da (es parecido a (1.6)

=

f(0) = lim Wesen(y) = lim hsen(%) =0.

h—0 h h—0
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1.4 Derivadas de orden superior

El concepto de derivada nos da bastante informacion acerca del comportamiento de una
funcién cerca de un punto. A veces es también interesante usar la derivada de la propia

funcion derivada. Se tiene la siguiente definicién.

Definicién 1.4.1 Sea f : (a,b) C R — R derwable en (a,b) y sea xy € (a,b). Si
la funcion f" (derivada de f) es derivable en xo, entonces se dice que f es dos veces
derivable en xg y se denota

f"(@o) = (') (o).
A este numero se le llama la derivada sequnda de f en xg. Andlogamente, se pueden

definir las derivadas tercera, cuarta etc.

Observacion 1.4.2 Igual que vimos que la derivada primera de una funcion se podia
interpretar desde un punto de vista fisico como una velocidad, la derivada sequnda se

interpreta como una aceleracion.

Una de las primeras utilidades de la derivada segunda es que nos permiten dar una
condicién suficiente para que una funcién alcance un maximo o un minimo local en un

punto. De hecho, se tiene

Proposicién 1.4.3 Sea f = (a,b) CR — R, x¢ € (a,b). Supongamos que f es dos veces

derivable en xo y que f'(xg) = 0. Se tiene

1. Si f"(x0) > 0 entonces f alcanza un mdximo local en x.

2. Si f"(xog) <0 entonces [ alcanza un minimo local en xq.

Pensamos sin embargo que la proposicién (1.3.8) es mdas simple de usar ya que evita

calcular la derivada segunda, ademés surge el problema de qué ocurre si f”(xy) = 0.

La utilidad principal que va a tener la derivada segunda en el presente curso va a ser

que nos permite estudiar si una funcién es convexa o céncava.

Definicién 1.4.4 Sea f : (a,b) C R — R. Se dice que f es convexa (respectivamente
concava) en (a,b) si para todo x1,z5 € [a,b], v1 < xg, la grdfica de f correspondiente al
intervalo [x1, z2] queda por debajo (respectivamente por encima) del segmento que une los

puntos (x1, f(z1)), (w2, f(z2)).
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Igual que el crecimiento y decrecimiento de una funcién se podia estudiar a partir del
signo de la derivada primera, la concavidad y convexidad se puede ver a partir del signo

de la derivada segunda. Se tiene

Proposicién 1.4.5 Sea f: (a,b) C R — R dos veces derivable en (a,b).
1. 8i f"(x) > 0 para todo x € (a,b) entonces f es conveza en (a,b).
2. 81 f"(z) <0 para todo = € (a,b) entonces f es concava en (a,b).

En gran cantidad de ocasiones, las funciones no son céncavas o convexas en todo su
dominio sino que pueden pasar de céncavas a convexas o viceversa. Ello conduce al

concepto de punto de inflexion.

Definicién 1.4.6 Sea f : (a,b) CR — R, xy € (a,b). Se dice que f tiene un punto de
inflexion en xq si existe & > 0 tal que o bien [ es convera en (xog — d, ) y concava en

(o, x0+d) 0 bien f es concava en (g — 9, x0) y convexa en (xg, T+ ).
La condicién necesaria para la existencia de punto de inflexién es la siguiente

Proposicién 1.4.7 Sea f : (a,b) C R — R, zg € (a,b) tal que [ es dos veces derivable

en xg. Si f tiene un punto de inflexion en xy entonces f"(xy) = 0.

Para calcular los puntos de inflexion lo que se hace entonces es calcular los ceros de la
derivada segunda. Aquellos ceros en los cuales f” cambie de signo seran los puntos de
inflexién (ya que en ellos f cambiard de convexa a céncava o al revés). También se puede
saber si un punto es de inflexién viendo la derivada tercera (aunque pensamos que es mas

simple ver el signo de la derivada segunda). El resultado es el siguiente

Proposicién 1.4.8 Sea f : (a,b) CR — R, z¢ € (a,b) tal que [ es tres veces derivable

en xg. Si f'(xg) =0y f"(xg) # 0 entonces f alcanza un punto de inflexion en xy.

1.5 Representacion grafica de funciones

Los resultados correspondientes al crecimiento y decrecimiento de una funcioén, junto con
la concavidad y convexidad y los calculos de dominios y asintotas que vimos en el tema

anterior, se aplican para obtener la representacion grafica de funciones.
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Ejemplo 1.5.1 Representa grdficamente la funcion

logx
N

Comenzamos calculando el dominio de la funcién. Usando que la funciéon logaritmo sélo

fz) =

estd definida para valores de x positivos, 1/z para valores positivos y el cero y que el

denominador sélo se anula en x = 0. Se tiene
D(f) = (0, +00).

Ahora habria que estudiar las simetrias. En este caso esta claro que no puede haberlas
ya que la funcién no existe para valores negativos de x.
Corte con los ejes (optativo):

Corte con el eje de ordenadas no es posible ya que z = 0 no estd en el dominio.

Para el corte con el eje de abcisas tenemos que resolver

log x
\/E

La funcién corta al eje de abcisas en el punto (1,0).

=0=logr =0=2=1.

Asintotas horizontales: Calculamos

. logx o0
lim = —

T——+00 \/E o0

Aplicando la regla de 'Hoptital tendremos

l 1
m = lim 9T _ lim T = lim — =0.

2
—~+00 ﬁ —~+00 m z——+00 \/E

Por tanto la recta y = 0 es una asintota horizontal. Al haber una asintota horizontal en
+00 y no estar definida la funcién para valores negativos de x, no puede haber asintota
oblicua.

Asintotas verticales: Como la funcién logaritmo se va a infinito en cero, calculamos

. logx —o¢
lim = —— = —00,

wHO\/E_ 0

donde para el signo hemos usado que el denominador /z es positivo. Por tanto la recta

x = 0 es una asintota vertical.
Crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos: Calculamos la derivada de f

% x—ﬁlogm ~2—logx

3
x 212

f'(x) =
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Igualando f’(x) a cero para calcular los posibles maximos y minimos, tenemos
2—logr=0=loge =2 =1 =¢.

A continuacién miramos el signo de f’ en cada uno de los dos intervalos en los que
este punto nos divide el dominio de f que son (0,€?), (e?, +oc). Como sabemos que
por continuidad f’ no cambia de signo en estos intervalos podemos tomar por ejemplo
r =1 € (0,e*) y calcular entonces f/(1) =1 > 0 con lo que f'(z) > 0 en (0,e?). Por

tanto f es creciente en (0, e?). Andlogamente tomando z = €3 € (€2, +00) tenemos

2ez
Por tanto f es decreciente en (e, +00). La funcién tiene un maximo en (€2, f(e?)) =
(e2,2).
Concavidad y convexidad, puntos de inflexién: Calculamos la derivada segunda

N 2 3 41'%

f'(x) = 3

1 /2—logz\’ 1—%x%—%x%(2—logx) _ —8+3logx
3 '
Igualando f” a cero se tiene

-8+ 3logx

2x2

wloo

=0= —-8+3logx =0=logz =

ol oo
U
&

I
Q

Miramos ahora el signo de f” en (0,¢e3), (e5,400), se tiene

w|oo
wloo

1€ (0,e3), f"(1)==-2<0= f"(z) <0 en (0,e3)

1
e € (e, +00), (€)= —=>0= f"(z) >0 en (e,~+00).

e3
Deducimos por tanto que f es céncava en (0, eg) y convexa en ((3%7 +00). En el punto
(eg, f(eg)) = (e%, 3%), hay un punto de inflexion.
e

Con estos datos podemos ya dibujar la gréafica de la funcion.



