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SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS DE LA HOJA 2

Una relacién lineal es una expresién de la forma f(x) = axz + b. Si llamamos z a la temperatura
en °C, e y = f(x) a la temperatura en °F, necesitamos determinar los valores a y b.

= Como a 0°C le corresponden 32°F, eso significa que f(0) = 32, es decir, b = 32.
= Como a 100°C le corresponden 212°F, eso significa que f(100) = 212, es decir, 100a 4+ b = 212.

Resolvemos entonces el sistema:
b=32 b=32
< 9
100a + b = 212 a:g.

9
La relacién lineal es entonces f(z) = 5T + 32.

El incremento de temperatura en °F viene dado por la expresién Af(z) = f(x2) — f(x1), mientras
que el incremento de temperatura en °C viene dado por la expresion Ax = x5 — x1. En el caso de una
funcién lineal se tiene que:

Af(x) = f(z2) — f(z1) =axa+b— (ax1 +b) =a(za — 1) = aAx.

Un incremento de 1°C supone que Az = 1. Por tanto, un incremento de 1°C se corresponde con:

Af(x)=a= g =1.8°F.

De la informacién proporcionada por el enunciado, deducimos que:

= La longitud de las ballenas azules L (en dm.) es una funcién lineal del tiempo ¢ (en meses) de la
forma L = f(t) = at + b. Como recién nacidas (t = 0) miden 73 dm, y a los 7 meses (t = 7) miden
162 dm., deducimos que:

b=73 a=5% 89
{7a+b:162} = {b:73 = L_f(t)_7t+73.

= El peso de las ballenas azules W (en toneladas) es una funcién lineal del tiempo de la forma
W = g(t) = ct + d. Como recién nacidas (¢t = 0) pesan 3 toneladas, y a los 7 meses (t = 7) pesan
23 toneladas, deducimos que:

d=3 c:? _ 20
{Md:zg} - {d:3} = weg =it

El incremento en longitud viene dado por la expresién Af(t) = f(t2) — f(t1), mientras que el incre-
mento en tiempo viene dado por la expresién At = t5 — t1. En el caso de una funcién lineal se tiene
que:

Af(t) = f(tg) — f(tl) =aty+b— (at1 + b) = a(tg — tl) = aAt.

Un incremento de un dia supone que Az = %. Por tanto, un incremento de 1 dia se corresponde con:

1
Af(t) = 8—79 5g = 0:423dm.
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De manera analoga en el caso del peso obtenemos que:
Ag(t) = g(tz) — g(tl) =cty+d— (Ctl + d) = C(tz — tl) = cAt,

luego un incremento de un dia supone que Az = %. Por tanto, un incremento de 1 dia se corresponde

con: 00 1
Ag(t) = ~ 30 = 0,095 toneladas.

(a) Vo es el volumen ocupado por el gas a 0°C, ya que se obtiene para T = 0.

(b) Para ello, debemos resolver la ecuaciéon V = 2V}, es decir,

1 1 o
2V0—V0(1+273T> & 2—1+%T & T =273°C

Como V(T =0) =Vy y V(T =273) = 2V}, deducimos que la temperatura debe aumentar 273°C.

La siguiente gréfica representa conjuntamente la Regla de Cowling (con puntos) y la Regla de
Friend (con linea continua):

80-
60-
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20-

0””2‘””4””?”‘8 10 12

Las dos féormulas especifican la misma dosis cuando coinciden para el mismo valor y, que es equivalente
a resolver la ecuacién:
t+1 2 t+1 2 25
100 = —¢t1 — =t t=—=1 22 anos.
22 00 9% 00 < o1 o7 & 53 ,086956522 anos
Por tanto, ambas férmulas especifican la misma dosis a los 1.0869 anos, lo que corresponde a y = 8,69
mg.
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Si denotamos por x la biomasa no enterrada (en g.) y por y el ntimero de semillas, la relacién
obtenida es y = f(z) = ax, donde a es un valor a determinar. Para ello, usamos que si z = 217 g.
entonces y = 17 semillas, o lo que es lo mismo:

_
217
17

De ese modo, la ecuacién que relaciona ambas cantidades es y = 217 T

17=a217 < a

El 4rea A de un circulo viene dado por la férmula A = 712, siendo r el radio de dicho circulo.
Decir que el radio del circulo aumenta a razén de 6m/min. es equivalente a decir que r = 6 ¢, siendo ¢ el
tiempo expresado en minutos. Por tanto, el drea con fuego (medida en m?) como una funcién del tiempo

t viene dada por la expresion:
A=7(6t) =367t

El area de la superficie de un cable de longitud [ y didmetro d viene dado por la expresion:
A=mndl

Si suponemos que no hay corrosién en los extremos del cable (la longitud [ no varia), el drea disminuye
con el didmetro de dicho cable. Observemos entonces que la unica variable que depende del tiempo es
d = d(t). Por tanto,
At
A =wldlt) o dt) = Ll)
T

Observemos que:

= Inicialmente [ =30 m y d = 0,1 m, luego A(0) = 71d(0) = 7-30-0,1 = 37 m?.

» El drea de la superficie del cable disminuye a razén de 4685 cm? (0.4685 m?) por afio, luego
A(t) = A(0) — 0,4685 ¢, siendo t el tiempo expresado en afios. Luego A(t) = 37 — 0,4685¢.

En definitiva,
3m—0,4685¢
dit) = ——————.
®) 30m
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Notemos que para poder ver mejor las representaciones graficas siguientes los ejes no tienen la

misma escala.

(a) En la siguiente grafica la curva con O corresponde a y = e*, la curva con o corresponde a y = e~

y la curva con z corresponde a la funcién y = e%*:
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(b) En la siguiente grafica la curva con O corresponde a y = In(x) y la curva con x corresponde a la

funcién y = In(z — 1):

(c¢) En la siguiente gréfica la curva continua corresponde a y = x~

a y = x, la curva con o corresponde a y = x2, y la curva con O corresponde a la funcién y = x

(que sdlo estd definido para valores positivos de x):

1
—, la curva con x corresponde
T
1/2
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(a) El dominio de f viene dado por el conjunto de niimeros reales tales que x — 2 > 0, es decir
D(f) = [2,+00).

1—x
> (. Dicha situacion
T

(b) El dominio de f viene dado por el conjunto de niimeros reales tales que

de puede dar si:

1—-2>0
° { l42>0 }, lo que se corresponde con (—1,1],

° I=z<0 lo que se corresponde con ()
l+az<0 (004 P '

Es decir D(f) = (-1,1].

(¢) El dominio de f viene dado por el conjunto de niimeros reales tales que x > 0y (14 3z)(z—1) # 0,
es decir D(f) = [0, +o0)\{1} =[0,1) U (1, +00).

(d) El dominio de f viene dado por el conjunto de niimeros reales tales que 22 +x —2 > 0. Observemos
que 22 +2—2 = (z—1)(x+2), luego 22 +x — 2 es positiva o cero en (—oo, —2]U[1, +00) y negativa
en (—2,1). Por tanto, D(f) = (—o0, —2] U [1,4+00) = R\(-2,1).

(e) El dominio de f viene dado por el conjunto de nimeros reales tales que e* — 1 > 0, es decir
x > In(1) = 0. Por tanto, D(f) = [0, +00).

(f) El dominio de f viene dado por el conjunto de nimeros reales tales que x > 0 y Inz # 0, es decir
x>0y x#1. Por tanto D(f) = (0,1) U (1, +00).

(g) El dominio de f viene dado por el conjunto de niimeros reales tales que |z| # 0, es decir D(f) =
R\{0} = (=00, 0) U (0, +00).

(h) El dominio de f viene dado por el conjunto de niimeros reales tales que z(2—z)(x+3) > 0. Tenemos
varias situaciones posibles:
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x>0

° 2—2>0 3, loque corresponde con (0,2),
z+3>0
x>0

. 2—x<0
r+3<0

, lo que corresponde con 0,

z+3<0
z <0

° 2—x<0
z+3>0

, lo que corresponde con (.

x <0
. 2—2>0 »,loque corresponde con (—oo, —3),
(-

Por tanto, D(f) = (—o0, — (0,2).

La teoria nos dice que la composicién de dos funciones continuas en un punto es una funcién
continua en dicho punto. Por tanto, una funcién obtenida por composicién es continua, al menos, en los
puntos que las funciones que la componen son continuas.

(a)

(fog)(x)zf(g(rc»:f(l): S (gOf)(:c)zg(f(:E))zg< L >:1+aﬁ.

€T 1+% xr+1 1+x

Observemos que D(f) = R\{-1}, D(g) = R\{0}, D(f og) = R\{~1} y D(go f) = R.

(b)
(Fog)(@) = f(g(@) = f(a* +22) =1~ 20— 2%, (g0 f)(x) = g(J(2)) = g(1 — 2) = 2* — 4z + 3.

Las funciones f y g son polinémicas, luego son continuas en todo R. Por tanto, fog y go f son
continuas en todo R (de hecho, son polindmicas).

Calcular la inversa de una funcién f(z) consiste en encontrar una funcién z = f~1(y) tal que
f(z) = y. Por tanto,

(a)
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(a) Para calcular el limite descomponemos los polinomios del numerador y denominador en factores

simples:
?>+x—6 <07 (x —2)(z+3) x+3 5
l, 7:*‘dt.:l, —:1, = -,
Pl S o Undet.) = limy o ) ~ i e T
x “177 . . 3 .
(b) hrn1 1= = Si queremos calcular el signo de co, debemos calcular los limites laterales:
r—1 1 —
; € , T
lim = —00, im = +o00.
z—1-x —1 e—1+ x —1
44077
(c) hn%) 2‘f_| = (indet.). Si queremos calcular el limite, debemos calcular los limites laterales:
z—0 22 +x
- ~1
T L S P AN Y — 1,

2—0- 224+  2—0- 22+ 2—0-x+1

|z| ) x ) 1
m — = lim - = lim =
z—0t T°4+2x -0t T+ o0t ax+1

Como ambos limites laterales no coinciden, concluimos que dicho limite no existe.

(d) Para calcular este limite, reescribimos las raices como potencias fraccionarias:

\/5 “0077 T 1/2 1 1/2
lim = (indet.) = 1lim () = lim | —
z+xl/2

r——+o00 T+ ﬁ o0 r—4oo \ T + x1/2 T——+00

1/2
. 1 /
z—+4o0 \ 1+ vl

Observemos que se ha usado que lim ——
r— 00 1‘1/2

=0.
(e) Para calcular este limite, multiplicamos y dividimos la funcién por su conjugada:

. vVr+2+
I — = “co — 00” (indet.) = i — _—
x_l)riloo(\/x+ V) = “o0 — o0” (indet.) ,Jm (Va+ \/:E)\/xiJr2+\/5

2
Im —————==0
z—+oo \/x + 2+ /T

L] o
(f) h'rrb er =e v (indet.). Si queremos calcular dicho limite, debemos calcular los limites laterales:
xTr—

- _ 1 z
lim e > = lim e !==, 1lim er = lim e =e.
z—0~ z—0~ e z—0+ z—0+

o
x

Como ambos limites laterales no coinciden, deducimos que no existe dicho limite.

(g) Para calcular el siguiente limite dividimos numerador y denominador por la funcién e®:

61‘ “0077 1 1

If = indet.) = lfm ——— = .
vt 267 1 4 (indet.) = M o o=~ 2
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(h) Para calcular el siguiente limite, tenemos en cuenta que |z —1| = x —1 cuando z — 400, y dividimos
numerador y denominador por la funcién x:

2 .272 (131

1/ = 1/ = i L) = 1/
1—1>r-i1-1<>o | — 1] 1—1>r-i1-1<>o z—1 00 (indet.) x—1>r-ir-1<><> 1-— %

= 4-o00.

(i) Para calcular el siguiente limite, descomponemos los polinomios del numerador y denominador en
factores simples:
| “0” (x—-1)(x+1) . x+1 2

lim —2 = — (indet.) = lim o T _ S
lmy oy g ndet) = lim oy Ty T i 1 T 3

(j) El siguiente limite se puede hacer de varias formas. La que presentamos a continuacién se basa en

que lim <1 + f()> =e,si lim f(z) = oo:
r—a €T r—a

2 2
1\ ® 1\ 1\ %1% lim =z
lfm (a: i ) = “1%°” (indet.) = lim (1 + ) = lim [(1 + ) ] =er7t® = to0.
T T

r——+00 €T r——+00 Tr——+00

a) La funcién es continua en R\{0}, pues tanto In(z + 1) (en z > 0) como 2e=*" — 1 (en z < 0) lo son
por ser composicién de funciones continuas. Estudiamos separadamente lo que ocurre en z = 0:

2

f(07) = h'r(r)li flz) = 1ir(r)17(2e_“3 -1)=1
f(ot) = HI(I)lJr flz) = lﬁng In(z+1)=0

J(0) = (1)=0

Entonces, f no es continua en z = 0. Se tiene una discontinuidad de salto finito.

b) La funcién es continua en R\{Z}, pues tanto cosz como (z + 1)* lo son por ser composicién de

funciones continuas. Estudiamos separadamente lo que ocurre en x = 7:

2 m 2
f(37) = lim f(z)= lim (z+1) :(§+1)
w—>§* 93—’37
f(3%) = lim f(z)= lim cosz =0
f(%) = COS%:O

Entonces, f no es continua en z = 7. Se tiene una discontinuidad de salto finito.
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(a) El ntiimero de bacterias en t = 0,1 es B(0,1) = 10000 %% = 10100,50167. El ntimero de bacterias
en t =3 es B(3) = 10000 %3 = 13498,58808.

(b) El instante ¢ en el que el ntimero de bacterias alcanza el valor 100000 se corresponde con resolver
la ecuacién B(t) = 100000, es decir:

10000 > = 100000 < 10=¢e"" < In(10)=0,1t < t=10 In(10) = 23,02585093 horas.

(c) Para ello, calculamos el limite de B(¢) cuando ¢ — +oo. En ese caso,

lim B(t) = +oo,

t——+oo

luego el nuimero de bacterias aumenta indefinidamente.

Caso B(t) =40-2!

(a) El nimero de bacterias en t = 0,1 es B(0,1) = 40 - 20! = 42,87093852. El nimero de bacterias en
t=3es B(3) =40-2% = 320.

(b) El instante ¢ en el que el nimero de bacterias alcanza el valor 100000 se corresponde con resolver
la ecuacién B(t) = 100000, es decir:

10000
40-2'=100000 & 2'= "= =2500 < t=logy(2500) = 11,28771238 horas.

(c) Para ello, calculamos el limite de B(¢) cuando ¢ — +o0o. En ese caso,

lim B(t) = +o0,

t——+o0

luego el numero de bacterias aumenta indefinidamente.

Caso B(t) = 250000e~2

(a) El nimero de bacterias en t = 0,1 es B(0,1) = 250000 e~%? = 204682,6883. El ntimero de bacterias
ent =3 es B(3) = 250000 e~% = 619,6880443.

(b) El instante t en el que el ntimero de bacterias alcanza el valor 100000 se corresponde con resolver
la ecuacién B(t) = 100000, es decir:

2 1 2
250000 e~ = 100000 <« e % = s e t=—3 In <5> = 0,4581453660 horas.

(c) Para ello, calculamos el limite de B(t) cuando ¢ — +o0o. En ese caso,

lim B(t) =0,

t——+oo

luego la poblacion de bacterias en la placa de Petri desaparece.
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(a)

La funcién f(t) = 0,05t(t — 12)(t — 24) es una ecuacién polinémica de tercer grado. Sus raices son 0,
12 y 24. Si estudiamos el signo, teniendo en cuenta que t € [0, 24] (pues se trata de horas diarias),
obtenemos que:

e ¢s positiva en (0,12),
e s negativa en (12,24).

Por tanto, la temperatura se encuentra por debajo de 0° entre t = 12, que se corresponde con las
18 (6 de la tarde), y t = 24, que se corresponde con las 6 (6 de la maniana) horas.

La funcién f es continua en su dominio. A las 12 a. m. su valor es f(t = 6) = 32,4°F, y ala 1 p. m.
su valor es f(t = 7) = 29,75°F. Por tanto, aplicando el Teorema del valor intermedio o de Darboux
deducimos que existe algin valor intermedio t € (6,7) (entre las 12 a. m. y la 1 p. m.) en el que se
alcanzan los 32°F.

()

La funcién f(x) = 2 —senx — 1 es continua en R, su valor en =0 es f(0) = —1 < 0 y su valor en
x =mes f(r) =7 —1> 0. Por tanto, aplicando el Teorema de Bolzano deducimos que existe un
valor intermedio a € (0,7) en el que f(a) = 0. Dicho valor se corresponde con una raiz real de la
ecuacion x —senz = 1.

La funcién f(z) = x + e* — 14 es continua en R, su valor en 2 = 0 es f(0) = —13 < 0 y su valor en
x =3 es f(3) = 9,08553692 > 0. Por tanto, aplicando el Teorema de Bolzano deducimos que existe
un valor intermedio a € (0,3) en el que f(a) = 0. Dicho valor se corresponde con una raiz real de
la ecuacion x + e* + 1 = 15.

La funcién f(z) = e” 4+ senx es continua en R, su valor en z = —F es f(—F) = 87,1/2 —1<0ysu
valor en x = 0 es f(0) = 1 > 0. Por tanto, aplicando el Teorema de Bolzano deducimos que existe
un valor intermedio a € (—7,0) en el que f(a) = 0. Dicho valor se corresponde con una rafz real
de la ecuacién e* +senx = 0.

La funcién f(z) = z In(z + 1) — 2 — 2 + 222 es continua en (—1,+00), su valor en * = 0 es
f(0)=—-2<0ysuvalorenz=2es f(2) =2 In(3) +4 = 6,197224578 > 0. Por tanto, aplicando el
Teorema de Bolzano deducimos que existe un valor intermedio a € (0,2) en el que f(a) = 0. Dicho
valor se corresponde con una raiz real de la ecuacién z In(z + 1) — 2 = 2 — 222,

La funcién f(z) = e® + 2z — 1 es continua en R, su valor en = —1 es f(—1) = 1 =3 < 0y su valor
enz =1es f(1) =e+1 > 0. Por tanto, aplicando el Teorema de Bolzano deducimos que existe un
valor intermedio a € (—1,1) en el que f(a) = 0. Dicho valor se corresponde con una raiz real de la
ecuacién e” + 2z = 1. Observemos que en este caso f(0) = 0, luego ya hemos encontrado una raiz
de dicha ecuacion.

La funcién f(z) = z — 277 es continua en R, su valor en z = 0 es f(0) = —1 < 0 y su valor en
x=1les f(1) = % > 0. Por tanto, aplicando el Teorema de Bolzano deducimos que existe un valor
intermedio a € (0,1) en el que f(a) = 0. Dicho valor se corresponde con una raiz real de la ecuacién
r—27"=0.

10



