Matemaéticas - Licenciatura de Biologia - Curso 2008/2009 - HOJA 5

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS DE LA HOJA 5

1) Resolvemos las siguientes integrales inmediatas:

4 23 2
(a) /(m3—2$2+3x—7)dx = x——i—l—gi—?x—l—(?.
4 3 2
1 4 1 8
J— _— 2 = -2 473/2 2 - — —F= 2 .
(b) /(I2+x\/§+>d:c /(:1: +4x7" +2) dx " \/E+ r+C

72/3

(c) /(:c—l—%ﬁ) dr = /($+$1/3)d£€:%2+37+0.

(d) /3629” dx = 262‘” +C.

1
(e) /cos(a +bx)dr = 3 sen(a + bx) + C.

(f) / B e pe]

cos?(7x) 7
Sr? —3 8
(2) / o dx—/ {5— x2+1} dr = bx — 8arctg(x) + C.
2 tg?z
(h) [ tgxsec® xdx = +C.

COS T

(i) /tg(x) de = /senx dr = —In|cosz| + C.

: 1 1 1
§) /1+2x2d:c:/mdx:ﬁarctg(\/ﬁx)—i—a

e’ 1
k dr = =1nl|3 +4€e*| + C.
()/3—1—46”% 4n|—|—e[—|—

sen® x

C.
3—|-

(1) /sen2 x cosxdr =
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2) Resolvemos por partes las siguientes integrales:

(a) / rsenrdr = —xcost+ / cosr dx = —x cosz + senz + C, donde
u=ux, du = dx
dv=senxdxr, v=—coszx

(b) /wexd:n =

u=u,
dv = e*dx,

V=¢€

a:e“’—/e”da::xex—eijC’:ex(w—1)—|—C, donde

du = dx

T

2

2
/xQ cos(3z)dxr = T sen(3z) — 3 /x sen(3x) dz

3
= ?sen(?)x) — ; {—g cos(3x) + % cos(3x) dx}
= ?sen(fﬂx} + % cos(3x) — % sen(3x) + C,

u =22 du = 2xdx . ‘ 5
donde { dv = cos(3x) dz, v — w } en la primera integracion,
du = dx
_M } en la segunda integracion.
3

u=um,
U sen(3z)dx, v =

(d)

/e:D costdr = e"senr — /e“ senx dr = €® senx — [ew (—cosz) — /ex (—cosz) dx]

= €”(senx + cosz) — /ex cosz dx

u=e*

donde {

u = e*,
dv=senxdr, v= —cosz

/ e“cosz dx, ob

dv =cosxdr, v=senx

, du = e*dx . . .
en la primera integracion, y

dv = e*d . ., .
veear }en la segunda integracion. Despejando

tenemos:

1
/ e’ cosr dr = 3 e” (senx + cosz) + C.

Esta integral recibe el nombre de integral ciclica.
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(e) /lnxdx = xlnx—/dx:xlnx—x+C:$(lnx—1)+C, don-
1
q u=1Inx, du=—dx
€ x
dv=dzx, v==x
()
/e%senxdx = —e*cosx+2 [ e** coszdr
= —e*cosx+2 {ehsenx—Q/e% senxdm}

= e*[—cosxz+2senx| —4 | e**senxdx + C,

u = e**, du = 2e**dx . : .,
donde en la primera integracién, y
dv=senxdr, v=—coszx
u = e, du = 2e**dx . . .
en la segunda integracion. Despejando
v=cosxdr, v=senx

/ e** sen x dx obtenemos:

2x
e
/estenxdx =5 (2senz — cosx) + C.
Observemos que esta integral también es ciclica.

T

1
mdl’ =X arctgw — 5111(1 +I2) +C,

(2) /arctgxdx = xarctgx—/

1
donde { u = arctgr, du = dx

1+ 22
dv = dzx, v=2x

3) Calculamos las siguientes integrales:

dx 1
:—]_
(a)/3x+5 3n|3x+5|+C’

2% — 3w + 2 1 z? 1
(b) / S dx /{x + 233_1} dx 5 ot n|2z—1+C

3T 3 9
(c) /m2+1dx:§1n|x +1]+C
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dv /4 1/4 1
/42L’—$2 = /(?—f‘E) dSL’—Z(lIl|I| 111|4 $D+C

1
= —-1In

4

C
4—z *

(¢) /:UZ—CZ22+1:/(x(ixl)Q:/($_1>_2dx:_xi1+c

4 dz 2 V3
(f) /3x2+4dx/wﬁarctg (7:1:) +C
+

2"

o [ams (22220,

(h)/ d x:/{l— * ]dx:ln]:c|—%ln|1+x2|+0

z+1

x—l‘

3+ [

. T 5
(i) /2x2+3dx: Z1n(2x2+3)+0

4) Calculamos las siguientes primitivas mediante un cambio de variable:

(a)

V1 1
/ 2 = (usando el cambio t = Inz = dt = —dx)
z x
_ 12 3, 2,32 _ 2 3/2
(b)
et — 3e%* . 1
T dxr = (usando el cambio t = e* = dt = e dx = dx = n dt)
627

_ 942 _
_ /—t 5t dt:/—l 3tdt:/ 344 |
t1+¢) 1+t 1+t

= 3t+4In|l+t|+C=-3e"+4In|l+¢*|+C
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()

1
——————dr = (usando el cambio x =t = dr = 2tdt )
/ﬁ(

4 —9x)
2
- /4—9t2dt
B 1/ dx +1/ dx __1/(—3)d$+1/ 3dx
2/ 2-3 2/)24+3 6) 2-3t 6 ) 2+3t
1
= —6(ln(2—3t)—1n(2+3t))+0

1. [(2-3t 1, [2— 3242
— () po- S (222 ) 4
6n(2+3t>+ (3“(2+3951/2)Jr

4
/ Ve dr = (usando el cambio z = t* = dzx = 413 dt)

4t4
= dt
/ 14 ¢2

1
= (funcié ional 4 (t*—1 dt
(funcién racional) / ( +7 n t2)

1
= 4 <§t3 —t+ arctg(t)> +C
— % 3 — 42V 4 4arctg(zV*) 4 C.

1
—————dr = (usando el cambio x = t* = dr = 2tdt )
/\/5(1—1—30)

2dt
pr— pr— 2
/ e arctg(t) + C

= 2arctg(y/z)+ C.
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3
/ L dr = (usando el cambio z — 1 = * = dx = 2t dt)
= /2u+ﬁﬁm:a{/u+3#+3#+#)m
3 1
= 2<t+t3+5t5+?t7)+(1

2
= 2z -1V 4 2e - S (e - )4 2 (- 1724 C

In(2 1
/ n(2z) dr = (usando el cambio t = In(2z) = dt = - dx)

xIn(4x)
:(/ t ﬁ:/l— m2 1
In2+¢ t+1In2

= t—In2hn|t+n2[+C=In(2z) —In2In|In(4z)|+ C

5) Calculamos las siguientes integrales definidas:

1
(a) / senx dr = — cosx|*=" | = —cos(1) + cos(—1).
-1

(b)

c 1 1
/ sen(lnz) dxr = (usando el cambio t =Ilnx = dt = — dx)
. x x

1
= / sentdt = —cost|!=) =1 — cos(1)
0

/2 37 |z=n/2 3
(c) /0 (senx + 2°) dor = [—cosx—i—%] - :1+%.
1 $2 = 3
(d) / (1+z—tgex)dr = [z+7+ln|cosx|] :§+lnlcos(1)\
0 =0
/4 /4 x=m/4 T
(e) / tgzxd:v:/ [1+tg*z — 1] do = [tgz — 7] :1—1
0 0 =0
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(f)

w3y

— In(tg()) — In(tg(3)) = In(v3).

d i 1 3 1
/ L — / cos T s—dr = / (tgz) ™ 5— dr =In(tg )|
= SeNT COST = senz cos’ cos?x

w13

6) Las pardbolas y = 6z — 22 e y = 2% — 2z se cortan en los puntos: x = 0,
x = 4. Se puede comprobar que, entre dichos puntos, la pardbola y = 6z — 22
se encuentra por encima de y = 22 — 2x. Por tanto, el drea encerrada por
ambas parabolas viene dada por la expresion:

4 4
A:/ [6x—x2—x2+2x] d:E:/ [8:16—2:162] dx:[4x2——
0 0

7) Las curvas y = z e y = 2 se cortan en los puntos z = 0, x = 1. Las
curvas y = r ey = le2 lo hacen en los puntos x = 0, x = 4. Las curvas

1
y=122ecy= Z—le solo se cortan en x = (0. El recinto delimitado por las tres

curvas es de la forma:

Por tanto, el area encerrada por dichas curvas viene dada por la expresion:

! 1 4 1 13 4 1
A = /0 {xQ—ZxQ} d:r;—l—/l {x—zxﬂ dx:/ozlx2dx+/l {x—zle dx

3 z=1 72 3] =4 2
—o " [5—3}

x
4

r=1 3 )

INEISE
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8) Las curvas y = 22 — 2z e y = —x + 2 se cortan en los puntos: z = —1,
x = 2. Se puede comprobar que, entre dichos puntos, la recta y = —x + 2 se
encuentra por encima de la pardbola y = 2% —2x. Por tanto, el drea encerrada
por ambas curvas viene dada por la expresion:

2 2
A = / [—x+2—x2+2x] d:v:/ [—ZU2+.CE+2:|(133

1 -1

113 [EQ
= |-+ =+2
{34—24—4

=2

9
>

r=—1

9) Las curvas y = 0 e y = /= se cortan en el punto x = 0. Las rectas
y=0ey=2x—2lohacen en x = 2. Las curvas y = \/x e y = x — 2 se cortan
en x = 4. El recinto delimitado por las tres curvas es de la forma:

o
=
N
X
wA
N
mA

Por tanto, el area encerrada por dichas curvas viene dada por la expresion:

2 4 3/2 1 2=2 3/2 2 =4
2 2
A = /\/de—l—/ [Vz—2+42] do = ’ T e N
0 2 3 =0 3 2 =2
10
= 3

Otra posibilidad es calcular el area de la siguiente forma:

=4 72 z=4 10
+ |:—5 + 21’}

r=2 3 )

4
2 =0

4
A = /\/de—i-/ [—I+2]dx:§x3/2
0
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10) La recta tangente a la curva y = senx en el punto z = 0 es y = x.
Por tanto, la curva y = senx y la recta y = x sélo se cortan en x = 0. La
recta tangente a la curva y = senz en el punto r = 7 es y = —x + w. Por
tanto, la curva y = senx y la recta y = —x + 7 sélo se cortan en x = 7. Las
rectas y = x e y = —x + 7 se cortan en x = 7/2. El recinto delimitado por
las tres curvas es de la forma:

27
1.8-
1.6
1.4-
1.2
y1
0.8-
0.6-
0.4
0.2-

O 05 1 15 x2 25 3 35

Por tanto, el area encerrada por dichas curvas viene dada por la expresion:

w/2 T
A = / [z — sen z] dx—i—/ [—z + 7 —senx] dx
0 w/2

/2 ™ T
= / :cd:l:—l—/ (—I+7T)d$—/ sen z dr
0 /2 0

1,2
= {— -+ cos x}

=T T

T 9
r=m/2 4

2

x=m/2 172
+ {—— +7r + Cosx]
=0 2
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o(2+V)

11) La curva y = es una funcién estrictamente positiva entre los

puntos x = 1,z = 4. Por tanto, el drea encerrada entre dicha curva, el eje OX
y las rectas = 1, x = 4 viene dada por la expresion:

A = ten dr = (h do el b = dt = —1 d
/1 N x = (haciendo el cambio VT = NG x)

2
= / 22t dt = 2e*T| = 2e*(e —1).
1

t=1

12)

(a) La integral es de tipo racional:

1 B “12 121 1 |t—1
/tQ—ldt - /Lﬁ—i——let——l] dt_zln‘t+1'+a

(b) La funcién f(x) verifica las siguientes propiedades:

lim f(z) =400, lim f(z)=0, f'(z)= —e (1 + e7%)

z—0t T——400 (1 _ 67233)2

<0 V>0

Por tanto, la funcién es estrictamente positiva para x > 0.
()

2
A = / f(z) dz = (haciendo el cambio t = e™* = dt = —e " dx)
1

°7 dt t—1
- / 7~ (uando (a) { ‘t+1] et
N Lt 6’1_—1:111( — D" +1)
2 |e?24+1| 2 Jel+1 2 (e241)(e ! = 1)
B 11 (1+e)?
2 1+ €2




