Matemadticas - Licenciatura de Biologia - Curso 2008/2009 - HOJA 6

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS DE LA HOJA 6

1) A continuacién diremos de qué tipo son las ecuaciones diferenciales
ordinarias (e. d. o.) planteadas y cuél es su solucién:

(a) ¢ =2—yesunae.d.o. lineal completa. Para resolverla, la escribimos de

la forma ¢y’ = a(t) y+b(t) para a(t) = —1. Entonces, A(t) = /a(t) dt =
— / dt = —t, y el factor integrante es:

—A(t) t

€ =c.

Multiplicando a ambos lados de la ecuacion diferencial por el factor
integrante, obtenemos:

% (ety) =2¢.

Integrando a ambos lados de la expresion anterior:

d
/E (e'y) dt:2/etdt = ey=2e+c = y(t)=2+ce™.

La solucién general es entonces |y(t) =2+ ce™", c € R|.

Obsérvese que también se podria resolver como una e. d. o. de variables
separables. En ese caso, la escribiriamos de la forma:

d
y=2-y = N A"
2—y
y resolviéndola (integrando a izquierda respecto de y y a derecha res-
pecto de t), llegariamos a la misma solucién.

Si imponemos que y(1) = 1, entonces:
1=2+ce! = c= —e,
por tanto, la solucién particular para y(1) =1 es:

y(t) =2 —e' "
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(b) ¥/ =3+t es una e. d. o. de variables separables que se puede resolver
de la forma:

dy

V_stt = dy=@+nd = /dyz/(3+t)dt
2

t
luego la solucién general es |y(t) = 3t + ) +c¢, ceR|

Si imponemos que y(1) = 1, entonces:

1
1:3+§+C = C:—§,

por tanto, la solucién particular para y(1) = 1 es:

t
y(t) =3t +

2 5
2 2

(¢) ¥ = 2y(t+ 1) es una e. d. o. de variables separables que se puede
resolver de la forma:

d d
y=2yt+1) = Z20+D)dt = /—y:/Q(tJrl)dt
y y

luego
Inly| =2+ 2 +c = |y|=el*2e = y= Al

con A = +e® € R\{0}. Observemos que si A = 0, entonces y(t) = 0,
que es también una solucion valida del problema. Entonces, la solucién

general es |y(t) = Ae" T2 A e R|.

Si imponemos que y(1) = 1, entonces:
1=A¢e = A=e3,
por tanto, la solucién particular para y(1) = 1 es:

y(t) _ et2+2t—3‘
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(d) yy' + (1 +y?) sent = 0 es una e. d. o. de variables separables que se
puede resolver como sigue:
dy

Vo = —(1+4*) sent =

= 5 dy = —sentdt
Y

1
/1fy2dy:/—sentdt = 51n(1+y2):cost+c

lo que implica que
1 +y2 — 62C 62cost

luego la solucién general es |y(t) = £V Ae2eost — 1| con A = e%* > 0.

Si imponemos que y(1) = 1, obtenemos:

l=+VAe2esl 1 = 1=A*® 1 = A=2e2ws1

por tanto, la solucién particular para y(1) = 1 es:

y(t) — :]:\/2 e2(cost—cosl) _ 1.

(e) y = 2" es una e. d. o. de variables separables. La podemos resolver
observando que:
27y 2

Pty 9ty o 2V =92dt = =
Y 4 In2 In2

+c, ceR

luego

27V = ' A conA=clh2eR = —yln2= In(—2" — A)

1
y la solucién general es de la forma y(t) = 3 In(—2" — A), A € R,
n
1
o lo que es lo mismo: |y(t) = ~1n9 In(—=2" +¢), c e R.
n
Si imponemos y(1) = 1, obtenemos:
1—11(2):>1(2)—12=> 2—1=>—5
=~ (e n(c—2) = —In c=2=—3 c=3

por tanto, la solucién particular para y(1) =1 es:

1 5
)= ——1In(-2t+2).
y(t) 1n2n( +2)
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(f) e¥ (1+¢') =1 es una e. d. o. de variables separables. La podemos
resolver observando que:

eV (1 + %) =1 = eV (dt+dy)=dt = e Vdy=(1—e"Y)dt

luego

e Y e Y y
1_€_ydy:dt = /1_6_ydy:/dt = In|l—-e¥|=t+c

= [l—e¥Y =¢c€e = 1-ec¥=2dee=Ae A==e"€eR

El caso A = 0 de la funcién corresponde a e = 1 es decir, y(t) = 0
Vt, también es solucion de la e. d. o. Despejando, obtenemos:

1—Aet=e? = In(l-Ae)=—y

luego la solucién general es [y(t) = —In(1 — Ae')|, con A € R.

Si imponemos que y(1) = 1, entonces:

1

1=—In(1—-Ae! =
n( e) = e [ Ao

= A=(e-1)e?=el-e7?

por tanto, la solucién particular para y(1) =1 es:

y(t) =In(1 — e +¢'72).

(g) ¥ — 2ty =t es una e. d. 0. que se puede clasificar como de variables
separables y lineal completa. Para resolverla, la escribimos de la forma

y' = a(t) y+b(t) con a(t) = 2t. Entonces, A(t) = /a(t) dt = /Qtdt =
t? y el factor integrante es:

_ _ 42
e~ Al = ¢t

Multiplicando a ambos lados de la ecuacion diferencial por el factor
integrante, obtenemos:

d
i (e’tQ y) —te ",

Integrando a ambos lados de la expresion anterior:

1
et Y = /tet2 dt = —3 e +e.
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La solucién general es entonces | y(t) = 5 +ce’ ceR|

Obsérvese que también se podria resolver como una e. d. o. de variables
separables. En ese caso, la escribiriamos de la forma:

dy

=tdt
1+2y

y=t+2ty=t(1+2y) =

Integrando a izquierda respecto de y y a derecha respecto de ¢:

dy 1 12
= [tdt = —1In|2 1| = —
/1+2y /‘ o 2y 1 =5 +e

2 1 2
= [y+1=c€ = y:—g—i-Aet7 A =+ € R\{0}

El caso A = 0 es también solucion de la e. d. o. De ese modo, llegamos
a la misma solucién que antes.

Si imponemos que y(1) = 1, entonces:

1 3
1:—§e+c = Kzge_l,

por tanto, la solucién particular para y(1) = 1 es:

1 3 .
)= —= 4 2",
ylt) = —5 +5e
/ 5 .
(h) ¥ =5y = —=t es una e. d. o. lineal completa. Para resolverla, la

escribimos de la forma y' = a(t) y 4 b(t) con a(t) = 5. Entonces, A(t) =
/a(t) dt = /5dt = 5t, y el factor integrante es:

Multiplicando a ambos lados de la e. d. o. por el factor integrante,

obtenemos:

d , _ 5, _
i (e 5ty) :—§te o

Integrando a ambos lados de la expresion anterior:

5
ety = —3 /teSt dt.
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Integrando por partes,

5 1 1
——/te_5tdt = — ——te_5t+/—e_5tdt
2 5 5

1 1
- _ —_t —5t - 5t dt
{ 5 95 e +c
= —te 5t+i6_5t+c
2 10
. 1
La solucién general es entonces |y(t) = 3 t+ 10 +ce’, ceR|

Si imponemos que y(1) = 1, entonces:

1 2 _
l=-+4—+ce = c:ge ,

1
2 10
por tanto, la solucién particular para y(1) =1 es:

2) Denotamos por y(t) a cantidad de ejemplares de una especie de peces
en el ano t. Observemos que y(1990) = 1000, y(1997) = 3000. Si la tasa de
y' ()
y(t)

crecimiento es constante, quiere decir que = k, donde k es una constante

a determinar. En ese caso, significa que:
y(t) =ce*', k,ceR.
Para determinar k£ y ¢, usamos los datos anteriores:
y(t)
{ y(1990) = 1000
)
)

= cek!

} = ce'9%% = 1000

y(t) = cert
= ce!® = 3000
y(1997) = 3000
o q . In3
Dividiendo ambas ecuaciones obtenemos que e* = 3, luego k = - A

partir, por ejemplo, de ce!99% = 1000, se tiene que ¢ = 1000 7 9. Luego
la funcién y(t) viene dada por la expresién:

y(t) = 1000 ¢+ (--1990)
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Ahora podemos resolver el ejercicio:

In3

y(2000) = 1000 ¢ 7 (2000-1990) — 100( ¢ 73 ~ 4803, 98.

In3

y(2001) = 1000 ¢ 7 (2001-1990) — 100Q ¢ 73 = 27000.

3) Denotamos por y(t) el nimero de bacterias contenidas en 1 litro de
leche en el instante ¢.

Como la tasa de multiplicacién es constante, la funcién y(t) verifica la
siguiente e. d. o.:

y(t) = ky(t),
cuyas soluciones son de la forma y(t) = ce*'. Los datos del problema nos
dicen lo siguiente:

1. El nimero de bacterias se duplica en 4 horas: si fijamos que en el
instante inicial ¢ = 0 la cantidad es yq, es decir,

y(O) = Yo,
entonces y(4) = 2yq.

2. Queremos saber en qué instante t se alcanza una cantidad 25 veces
mayor que en el instante inicial, es decir, encontrar ¢ tal que y(t) =
25 Yo-

De las observaciones anteriores obtenemos lo siguiente:

y(t) = ceM y(t) = yoe
1. = ¢ = Yo, luego = eth =2,

y(0) = wo y(4) = 2y

1
es decir, k = 1 In2. Por tanto,

2. Resolvemos

y(t) = 25y . n25
{ 95— i@ o p — 4 222 _ g 5754,

y(t) = yoegln(z) In2
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4) La ley de enfriamiento de Newton viene dada por:
T'(t) = k (Ta=T(1)),
donde T'(t) es la temperatura del objeto en el instante de tiempo ¢t y T es
la temperatura del aire que lo rodea.

Los datos del problema nos dicen lo siguiente:
1. Ty =70, luego la ley de enfriamiento se escribe:
T'(t) =k (70 —T(t)),
es decir,

dr(t) _
= =k (10— 1 (1))

Integrando la e. d. o., obtenemos:

—In|70 —T(#)|=kt+c = T@{)=70+Ce ™,

dT(t)

= kL.
70— T(t)

donde C' = £+e~¢. En realidad, C' = 0 también genera una solucion, es
decir, vale cualquier constante C' € R.

Observemos que la ecuacién anterior también se puede resolver como
una e.d.o. lineal completa.

{T(t) = 70+ Ce™

= C = 280.
T(0) = 350

T(t) = 70 + 280 efkt 70 + 280 6745’C =150
1 { } _

T(45) = 150 S Te 15k — 9 o o1k ;

k= — L (;) ~ 0, 0278.

La temperatura del objeto viene dada entonces por:

luego

T(t) = 70 + 280 ¢35 (%),

4. Queremos saber en qué instante t el objeto alcanza una temperatura
de 80° F, es decir, T'(t) = 70 + 280 ews (%) = 80, luego:

030eEm(2) L 19 = emm()_ L1 Lln(z):m(L)

28 15 \7 28
In (5% In28

= t=45 n(228) = t=45—— = 119,6947
In (7) In7 — In2

es decir, el objeto adquiere la temperatura de 80° cuando han pasado
119 minutos y 42 segundos, aproximadamente.
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5) La ley de enfriamiento de Newton viene dada por:
T'(t) =k (Ta—T(t)),
donde T'(t) es la temperatura del cadaver en el instante de tiempo t y T4 es
la temperatura del aire que lo rodea.
Los datos del problema nos dicen lo siguiente:
s Ty =20°C, luego la ley de enfriamiento se escribe:
T'(t) =k (20 — T(t)),
es decir,
ar(o)
dt
Integrando la e. d. o., obtenemos:
~In|20 - T(t)| =kt +c — T({t)=20+Ce ™,
donde C' = 4+e7°. En realidad, C' = 0 también genera una solucion, es
decir, vale cualquier constante C' € R.

dT(t)

=k (20— T(t)) 20— T(t)

= kdt.

Observemos que la ecuacién anterior también se puede resolver como
una e.d.o. lineal completa.

{ Tt) = 20+Cekt}
] = (C =15.
T(0) = 35

T() = 20+ 15e ¥ 14

] = 20+15e*F =34 = et =_—,

T(1) = 34 15
luego

k=—In <%) = In15 — In14 ~ 0, 0689.

La temperatura del cuerpo viene dada entonces por:
T(t) = 20 + 15",

= Queremos saber en qué instante ¢ el cuerpo tenia temperatura de 37°,
. 14
es decir, T(t) = 20 + 15¢'™15 = 37.

Entonces,
1—7—6““% = In 17 =tln 1
15 15) 15)

luego:

Pasando al sistema sexagesimal, eso corresponde a una hora y 48 mi-
nutos antes de que el comisario Maigret encontrase el cadaver.
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6) Denotamos por N(t¢) la cantidad de uranio 238 en el ano t. Si la
desintegracién de dicha sustancia es proporcional a la cantidad de sustancia
que no ha experimentado descomposicién, esto quiere decir que la ley que
habria que utilizar acorde al resultado seria:

N'(t) = —AN(t), A>0.

Como —\ < 0, la cantidad de moléculas va decreciendo (por la desintegra-
cién). Por tanto, la solucién es:

N(t)=ke ™, conkeR.

En el tiempo inicial ¢y la cantidad era Ny, es decir, N(ty) = No.
Transcurridos 15 anos quedan (1 — 0'000043) Ny, lo que significa que
N(to+ 15) = (1 — 0'000043) Ny.
Por tanto, sustituyendo los datos anteriores en la expresién de la soluciéon
obtenemos:

N(to) =Ny = ke Mo = Ny,
N(to+ 15) = (1 — 0'000043) Ny = ke~ oF15) = (1 — 0/000043) Ny

1
A= I In(1 — 0'000043) = —0'2866728302 - 10~°

1
ki = N, eis n(0'999957) o

Una vez conocidos A\ y k, queremos determinar la semivida del uranio 238,
es decir, el ano t tal que verifica:

N(t) _ % — ke M — % - eTls In(0'999957) (to—t) __ 5
SN b2 7003205
% In(00999957) ~ ° ’

es decir, la semivida es de 241.790’3295 anos.
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7) Tenemos que resolver el problema de valor inicial cuya e. d. o. es una
ecuacién que puede ser considerada lineal y de variables separables. Si la
resolvemos como una ecuacion de variables separables, tenemos que:

dL dL dL
E_2(34—L) = 34_L_2dt = /34_L_/2dt

= -—In[3d—-L|=e"" = 34-L=Ac? =

con A = +e¢, ¢ € R. Observemos que A = 0 es también una solucion vélida.
Por tanto,
L(t)=34—Ae®  con A€R.

Si la resolvemos como una ecuacion lineal, entonces la escribimos de la

forma L' = a(t) L + b(t) con a(t) = —2. Entonces, A(t) = /a(t) dt =
/—2 dt = —2t, y el factor integrante es:
oAl — 2t

Multiplicando a ambos lados de la ecuacion diferencial por el factor integran-
te, obtenemos:

% (e% L) = 68 ™.

Integrando a ambos lados de la expresion anterior:

€2tL268/62tdt:3462t—|—C, ceR.

La solucién general es entonces | L(t) = 34 + ce?, c € R|.

Si imponemos L(0) = 2, obtenemos que A = 32, luego:

L(t) =34 —32¢2.
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8)

(a) Reescribimos la ecuacién de la forma:

dy 2 dy / dy /
a VYT Y — y? - Y — y?

1 1
Descomponemos = como suma de fracciones simples,

y—y>  y(l—y)

de la forma:

L A B Al-y+By AtyB-4
yl-y) vy 1-y  yl-y y(l-y)

Como los denominadores son iguales, los numeradores deben serlo. Se
deduce entonces que A = B =1, luego

d 1 1
t+c:/ y2 = t+c:/—dy+/—dy = t+c=Inly|-In|1-y|
y—y Yy l—y

= t+c=1In

-y L—y
Como la soluciéon A = 0 también es vélida, la solucién general de la
ecuacion es:

Y ‘ = L:Aet con A = +e¢, c € R,

L:Aet con A € R.
-y

Sustituyendo y(0) = 2, obtenemos:

t) = .
2et —1

(b) Reescribimos la ecuacién de la forma:

dy 2 dy / dy /
2 =9y — = =dt = = [ dt
dt vy 2y — y? 2y — 12
1 1 . .
Descomponemos 5 = como suma de fracciones simples,
29—y y(2-vy)

de la forma:

L _ A, B _AR-y)+By 2A+y(B-4)
y2-y) vy 2—-y  y2-y) y(2-y)
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Como los denominadores son iguales, los numeradores deben serlo. Se

deduce entonces que A = B = > luego
dy 1 1 1 1
t = = t = Z Zd - —— d
e /2y—y2 e 2/yy+2/2—yy

y
2—y

1
Iyl -n2—y]] = t+c=;h

= t =
+c 5

DN | —

=~ YL A conA= +e cc R.
2-y
Como la soluciéon A = 0 también es vélida, la solucién general de la

ecuacion es:

L:Ae% con A € R.
2—y

Sustituyendo y(0) = 1, obtenemos:

1
—=A = A=1
2—-1 ’
luego la solucion particular es:
y o 2 €2t
_— :> _

(¢) Reescribimos la ecuacién de la forma:

dy 5 dy / dy /
a y — 3y? y — 3y?
1 1 . .
Descomponemos COImMo suma de fracmones S11m-

y—3y?  y(l-3y)
ples, de la forma:

1 A B A(l1-3y)+ By A+y(B-3A)

y1-3y) y 1-3y y(1-3y y(1 —3y)

Como los denominadores son iguales, los numeradores deben serlo. Se
deduce entonces que A =1y B = 3, luego

dy 1 1
t = = ¢ = [ —d 3 d
e /y—3y2 e /y v /1—3y Y

= t4+c=hly—-In|1-3y] = t+c=In

1 -3y

LA con A =+e® ceR.
1 -3y

13
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Como la soluciéon A = 0 también es vélida, la solucién general de la

ecuacion es:

Y __ Aet con AeR.
1 -3y
Sustituyendo y(0) = 2, obtenemos:
2 2
—=A = A=-
1-6 5

luego la solucion particular es:

y 2,
== = t
3, 5° y(t)

Reescribimos la ecuacién de la forma:

dy 2 dy / dy /
Y3y L _ YW _ |
A A 7] 3 =2y

1 1

= como suma de fracciones sim-
3y -2y y(3—2y)

Descomponemos

ples, de la forma:

1 _A+ B AB-2y)+ By 3A+y(B—2A)
y(3-2y) 'y 32 y(3 —2y) y(3—2y)
Como los denominadores son iguales, los numeradores deben serlo. Se

1

deduce entonces que A = 3y B = 3 luego

t+ / dy = ot 1/1d +2/ L4
c= | ——— c=- [ - =
3y — 22 3 ) yY T3 ) 39y

Y
3—2y

= t+4+c=

1
In|y| —In|3 —-2y|]] = t—{—c:gln

Wl

A con A= +e¢ c€R.
3—2y

Como la soluciéon A = 0 también es vélida, la solucién general de la
ecuacion es:

4 =Ae¥ con A€ R.

3—2y
Sustituyendo y(0) = 1, obtenemos:
1
——=A = A=1,
3—2
luego la solucion particular es:
Y 3 3 6315
= = ylt)= — .
3_2y °© v =10
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9) Denotamos por y(t) la cantidad de sal en el depdsito en el minuto ¢.
La cantidad inicial es 2,5 g/l x 1001 = 250 g, es decir, y(0) = 250.

El depdsito tiene 100 litros, pero la cantidad de sal disuelta va variando,
va que a la concentracién inicial se le estd inyectando una disolucién con otra
concentracién distinta. La variacion de sal, y/'(t), viene dada por la diferencia
entre la cantidad de sal a la entrada y a la salida por unidad de tiempo.

Si llamamos ¢, a la concentracién de sal en la disolucion de entrada, ¢, a
la concentracion de sal en la disolucion de salida, v, a la velocidad de entrada
v v, a la velocidad de salida, entonces:

Y (t) = Ce Ve — s+ Vs
Obsérvese la compatibilidad de las unidades:

y(t) ~g. = y(t)~g./s

c~g./l .
vwl./s.}j c-vrg./s.

Segun los datos del problema, v, = v, =5, c. =2,y

cantidad de sal y(t)
Cs = - = T
ne litros volumen del depdsito
i y(t) - _ 1
es decir, y/(t) =2-5— 00 5=10— %0 y(t). Por tanto, tenemos que resolver

la ecuacién lineal:

1
"(t —yt)=1
Y(t) + 55 u(t) = 10,

por cualquiera de los dos métodos aplicados en ejercicios previos. Si con-
sideramos que se trata de una ecuaciéon lineal completa, para resolverla

la escribimos de la forma y' = a(t)y + b(t) con a(t) = ~30 Entonces,
1 1
At) = /a(t) dt = / ~55 dt = ~55 t, y el factor integrante es:
e AW = e,

Multiplicando a ambos lados de la ecuacion diferencial por el factor integran-
te, obtenemos:

% <e% y) — 10 e.

Integrando a ambos lados de la expresion anterior:

e?toy:/lOe;Odt:2OOe2t0+C.

La solucién general es entonces [y(t) = 2004+ Ce 2, C € R|

15
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Como y(0) = 250, entonces C' = 50. Finalmente, la evolucién de la canti-
dad de sal en el depdsito es:

y(t) = 200 + 500

Obsérvese que la cantidad de sal va disminuyendo indefinidamente y tien-
de a la concentracion (de equilibrio) de 200 gramos.
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10) Denotamos por y(t) la cantidad de medicamento en un 6rgano en el
segundo t.

El érgano tiene 125cm3, pero la cantidad de medicamento disuelto va
variando, ya que al 6rgano se le estd administrando un medicamento con otra
concentracion distinta. La variacién de la concentracién del medicamento,
y'(t), viene dada por la diferencia entre la cantidad de medicamento a la
entrada y a la salida por unidad de tiempo.

Si llamamos ¢, a la concentracion de medicamento en la disolucién de
entrada, ¢, a la concentracién de medicamento en la disolucién de salida, v,
a la velocidad de entrada y vs a la velocidad de salida, entonces:

Y (t) = Ce Ve — C4 - 0.

Segun los datos del problema, v, = vy =3, ¢, =02, y

cantidad de medicamento y(t)
Cg = =
° volumen 125 cm?’
es decir,
=023 90 5 e 2
Y1) =02-3- 523 = 06— - y(t)

Por tanto, tenemos que resolver la siguiente ecuacion que de nuevo se puede
considerar como de variables separables o como ecuacién lineal. Para resol-

3
verla como lineal, la escribimos de la forma y' = a(t) y+b(t) con a(t) = 55
3 3
Entonces, A(t) = /a(t) dt = /_ﬁ dt = ~T58 t, y el factor integrante es:
—A(t) 3

e = e125,

Multiplicando a ambos lados de la ecuacion diferencial por el factor integran-
te, obtenemos:

d < 125 ) 0'6 125

— (e =06e125.

at \“ Y

Integrando a ambos lados de la expresion anterior:

€gt5y:/0/661?)2t5dt:256132% + C.

La solucién general es entonces |y(t) = 25 + Ce i, C €R|

y(t)

EGS

(a) Siy(0) =0, entonces C' = —25, luego y(t) = 25 (1 — e’l%ts> e

la concentracién en cualquier instante ¢.

(b) Buscamos el tiempo ¢ en el que la concentracién del medicamento en el

t
érgano sea 0'1 g/em?, es decir, %5) = 0'1. Para ello, se debe verificar:
1 : 125
- (1 - 6—5’75) =01 = t=——"In(0'5) = 28'88sy.

17



18 Matematicas - Licenciatura de Biologia - Curso 2008/2009 - HOJA 6

11) Denotamos por y(t) la cantidad de humo en una habitacién en la
hora t.

La habitacién tiene 300 m3, pero la cantidad de humo en el aire va va-
riando, ya que a la concentracién inicial, que era cero, se le esta anadiendo
el humo del tabaco. La variacién de la concentraciéon de humo, y/(t), viene
dada por la diferencia entre la cantidad de humo que entra en la habitacién
por los fumadores y la mezcla que sale por la ventana.

Si llamamos ¢, a la concentracién de humo que se produce fumando, ¢
a la concentracion de humo que sale por la ventana, v, a la velocidad de
entrada y v, a la velocidad de salida, entonces:

Y (t) = co - Ve — Cs - Vs

cantidad de humo

Segun los datos del problema, v, = vy = 3, ¢, = 004, y ¢, = 3 ,
m
es decir,
y(t) 1
") =004-3—-Z2=--3=0"12— —y(t
y(t) 300 TIAR

(a) Por tanto, tenemos que resolver la ecuacién siguiente, que de nuevo
puede ser considerada como lineal o de variables separables. En caso de
considerarla como ecuacion lineal, para resolverla la escribimos de la

1
forma y' = a(t) y+b(t) con a(t) = T Entonces, A(t) = /a(t) dt =
1 1 .
/—— dt = ——— 1, y el factor integrante es:
100 100
e_A(t) = elzﬁo_

Multiplicando a ambos lados de la ecuacion diferencial por el factor
integrante, obtenemos:

% <eﬁ y> — 01210,

Integrando a ambos lados de la expresion anterior:

t

emoy_/o’meléodt_ 1210 + C.

La solucién general es entonces |y(t) = 124 Ce 10, C € R|.

(b) Buscamos el tiempo ¢ en el que la concentracién de humo sea superior

y(t)

a 0'0002 g/m?, es decir, 300 > 00002. Para ello, se debe verificar:

12 (1 _ e—ﬁ) > 006 = ¢>05012horas,

que corresponde a 30 minutos y 4 segundos.
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12) Denotamos por y(t) el nimero de estudiantes contagiados en el dia t.
Del enunciado del problema deducimos que la ecuacion diferencial que rige
la transmisién de la enfermedad es la siguiente:

dy _

— k4 (1000 —
o y( y)

y la condicién inicial es y(0) = 1, ya que inicialmente hay un tnico portador
del virus de la gripe.

(a) Para determinar el nimero de personas enfermas en el dia ¢, necesita-
mos resolver la ecuacion diferencial anterior. Para ello la escribimos de

19

la forma:
dy dy / dy /
— = ky(1000— = =kdt = = [ kdt
A v) (1000 — y) (1000 — y)
1
Descomponemos ————— como suma de fracciones simples, de la
y(1000 — y)
forma:
1 _é+ B ~ A(1000 — y) + By
y(1000 —y) y 1000 —y yd-y)
Como los denominadores son iguales, los numeradores deben serlo. Se
ded t A=B=—— 1
educe entonces que 1000’ [ueso
dy 1 1 1 1
ktv+c= | ——— = kitc=— | —d d
e /y(lOOO ) =000 J 3" 1000 / 1000 —y
o ko= — [y —m[1000—y|] = kit In |—Y
c=——[Inly|—In — c= n
1000 -~ Y Y 1000 | 1000 — y
= ﬁ = Ae!%t con A = +e, ce R.

Como la solucion A = 0 también es vélida, la solucién general de la
ecuacion es:

ﬁ = A@lOOOkt con A € R.
Sustituyendo y(0) = 1, obtenemos:
1 1
——=A = A=_—
1000 — 1 999’

y como y(4) = 50, entonces:

50 _ 4000k 1 _ 1 4000k 999 __ 4000k
TR ~ 19 999° = 19 ¢
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1
k=——1In 999 ,
4000 19

luego la solucion particular es:

999

1000 (560 %
= yt) =

Y LENET) _ 0
999 + m(55) 1

_— 19
1000 —y 999

Ao

(b) Para calcular cuando habrd 500 estudiantes enfermos, necesitamos re-

solver:
1000 (151 41n(999
() =500 = 000eTREpy o = 2O woro 0508,
999
999 + (594 In(53)

Por tanto, habrda 500 estudiantes enfermos a los 6'972442508 dias, es
decir, casi a los 7 dias.

(c) El concepto mucho tiempo hace referencia a qué ocurrird cuando t —
400, es decir, debemos calcular:

Itm y(t) = 1000.

t——4o00

Por tanto, deducimos que toda la poblacién del campus se infectara.
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13) Denotamos por y(t) la cantidad de herbivoros de la sabana africana,
y por x(t) la cantidad de hierba. Del enunciado del problema deducimos los
siguientes datos:

= Si la cantidad de herbivoros crece con velocidad constante igual a 10,
esto significa que y/(t) = 10.

= Si al comienzo del estudio hay 100 herbivoros, entonces y(0) = 100.

= Si la velocidad de destruccion de la hierba es proporcional a la suma de
la cantidad de hierba y del nimero de herbivoros entonces, como en el
ejercicio 6, (x(0) — z(t)) = a (x(t) + y(t)), es decir, llamando k = —a:

2(t) =k (z(t) +y(t))

Con todo ello, obtenemos que:

(a) La ecuacién diferencial para el nimero de herbivoros es y'(t) = 10,
luego junto con la condiciéon inicial nos da que:

y(t) = y(0) + ¢/ (t) t = 100 + 10¢.

(b) La ecuacion diferencial para la cantidad de hierba es 2/(t) = k (z(t) + y(t)),

donde sustituyendo la expresion de y(t) obtenemos:
2'(t) = k (z(t) + 100 4 10¢t)
que es linea completa, ya que se puede escribir de la forma:
() —kx(t) =100k + 10k t.

Para resolverla, la escribimos de la forma 2’ = a(t) z+b(t) con a(t) = k.

Entonces, A(t) = /a(t) dt = /k dt = kt, y el factor integrante es:

Multiplicando a ambos lados de la ecuacion diferencial por el factor
integrante, obtenemos:

d

p (e™a) =10k (104 t)e ™.

Integrando a ambos lados de la expresion anterior:

ektx:/lok(lo—l—t) e M dt

= ektm—/lOOkektdt+/10ktektdt

21
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= e Mzr=-100 ekt+/10ktekt dt,

donde integrando por partes, obtenemos:

1 1
/10kte_ktdt = IOk/te"“dt:lOk {—Ete_kt+z /e—ktdt}

t 1 10
== 1 _— —kt - — —kt — _1 —kt _ —kt
0k { 1 € 12 € —1—0} Ote - € + C,

lo que implica que la solucion general es:

1
z(t) = —100 — 10t — ?0 + C ekt

(¢) Si k= -1y x(0) =300, entonces se tiene que cumplir que:
—1004+104+c¢=300 = ¢=390,
con lo que la solucion general se transforma en:
x(t) = —90 — 10t + 390"

La cantidad de hierba que habra al cabo de un ano es z(1) = —100 +

390e~t = 43/47.

(d) Queremos saber si existe un tiempo t para el cual x(t) = 0. Para ello
razonamos de siguiente modo: Definimos la funcién f(t) = —90—10t+
390t y observamos que f'(t) = —10 — 390e~" < 0, V¢ > 0. Como,
ademds, la funcién es continua, f(0) = 300 y th’in f(t) = —o0, entonces

debe existir algin punto t en el que dicha funcién se anule, o lo que es
lo mismo, en el que la hierba desaparezca.
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14) Denotamos por g(t) la cantidad de kilos de trigo almacenados en
un granero, y por r(t) la cantidad de roedores que se alimenta del trigo
almacenado. Del enunciado del problema deducimos los siguientes datos:

= La cantidad de roedores crece con velocidad constante igual a 2, esto
significa que r/(t) = 2.

= Al comienzo del estudio hay ry roedores, es decir, r(0) = ry.

» El ritmo de decrecimiento del trigo (a causa de los roedores) es pro-
porcional al producto de la cantidad de roedores y la cantidad de trigo
con constante —1, entonces:

Con todo ello, obtenemos que:

(a) La ecuacién diferencial para el nimero de roedores es r'(t) = 2, luego
junto con la condicién inicial nos da que:

r(t) =r(0)+r'(t)t =ro+ 2t

(b) La ecuacién diferencial para la cantidad de trigo es ¢'(t) = —g(t) - r(t),
donde sustituyendo la expresién de r(t) obtenemos:

g'(t) = —g(t) - (ro + 21)

que se puede clasificar como lineal homogénea o de variables separables.
Razonamos como sigue:

dg dg
dt g (To—i- ) y (To—i- )
= Ijg(t)| =-ret—t+c = |g(t)| =eeot"

luego g(t) = Ae ™% con A = +e¢ € R\{0}. Observemos que A = 0,
que corresponde a g(t) = 0, es también una solucién valida.

Como ¢(0) = go, entonces A = go con lo que:

—rot—t2

g(t) =9goc€

(c) Sirg =2, entonces g(t) = go e 2t—1%

1
El tiempo que tardaran los roedores en comerse 1 de la cantidad de

trigo inicial es el que verifique:

3 3
gt)==g0 <= e~ 2t — Zgo — Ut

23



24

Matematicas - Licenciatura de Biologia - Curso 2008/2009 - HOJA 6

3
Luego —2t —t? = In (Z) Tenemos que resolver entonces la ecuacién

de segundo grado:
3
t2 4+ 2t +1In (Z) =0,

3
cuyas raices son t = —1+4/1 —1In (Z) . De ellas, la solucion vélida es

la raiz positiva, es decir,
3 /
t=—-14+4/1—-In 1 = 0'1347.

Y el tiempo que tardaran en comerse todo el trigo es aquel tiempo que
verifica:

gt) =0 <= goe 2T =0

Esta funcién va decreciendo hasta cero (cuando el tiempo se hace infi-
nito) pero nunca se alcanza dicho valor.
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15)

(a) Denotamos por y(t) la cantidad de sal en el acuario en el minuto ¢.

El acuario contiene 601, pero la cantidad de sal disuelta va variando, ya
que estd llegando salmuera con 20 g/l. a una velocidad de 21/min. La
variacién de la concentracién de sal, y/(t), viene dada por la diferencia
entre la cantidad de sal entrante y saliente por unidad de tiempo.

Si llamamos ¢, a la concentracién de sal en la disoluciéon de entrada, ¢,
a la concentracion de sal en la disolucion de salida, v, a la velocidad de
entrada y v, a la velocidad de salida (y como v, = v,.), entonces:

Y (t) = ce Ve — C4 - 0.
Segun los datos del problema, v, = v, = 2, ¢, = 20, y

_ cantidad de sal  y(t)

© = volumen 60
es decir,
t) 1
"(t :20-2—£-2:40—— t
() i o

Por tanto, tenemos que resolver la siguiente ecuaciéon que de nuevo se
puede considerar como de variables separables o como ecuacién lineal.
Para resolverla como lineal, la escribimos de la forma y' = a(t) y + b(¢)

1 1
con a(t) = ~30 Entonces, A(t) = /a(t) dt = /—% dt = —;—0, y el

factor integrante es:
e~ AW = e

Multiplicando a ambos lados de la ecuacion diferencial por el factor
integrante, obtenemos:

d
T (e% y) — 40 e%.
Integrando a ambos lados de la expresion anterior:

eéi)y:/zmez%dt: 1200 €30 + C.

La solucién general es entonces |y(t) = 1200 + Ce~30, C' € R|,

Como inicialmente el agua es pura, y(0) = 0, luego:

1200+ C =0 = (C=-1200,

luego y(t) = 1200 (1 — e’:TtO> es la cantidad de sal que hay en el acuario
en cada instante t.
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(b) Buscamos el tiempo ¢ en el que la concentracién de sal sea 15 g/l es

y(t)

decir, w0 = 15. Para ello, se debe verificar:

20 (1 - e—%> —15 = t=30In(4) = 4158883083 min.,

es decir, a los 41 minutos, 37 segundos.



