Universidad de Sevilla

Restmenes teodricos de la asignatura

Matematica Aplicada

Licenciatura de Farmacia

Primer curso






Indice general

1. Funciones, limites y continuidad
1.1. Preliminares: conjuntos numéricos . . . . . . . . . . .. L o
1.2. Generalidades sobre funciones. Representacién grafica . . . . . . ... ... ..
1.3. Composicién de funciones. Funcién inversa.. . . . . . . . .. ... ... .....

1.4. Funciones elementales . . . . . . . . .. ... ... ... ... ...
1.5. Limites de funciones . . . . . . . . . . ... ...
1.6. Continuidad de funciones . . . . . ... ... ... ... .......
1.7. Discontinuidad de funciones. Clasificacién . . . . . ... .. ... ..
1.8. Propiedades de funciones continuas . . . . . . ... ... ... ....

2. Derivadas: céalculo, propiedades y aplicaciones

2.1. Concepto de derivada . . . . . . . . ...
2.2. Interpretacién geométrica de la derivada . . . . . .. .. ...
2.3. Algebra dederivadas . . . . . . .. ...
2.4. Derivadas de las funciones elementales . . . . . ... ... ... ...
2.5. Calculo de extremos absolutos . . . . . . ... ... ... .......
2.6. Monotonia de la funciéon . . . . . .. ... ... L.
2.7. Reglade L’Hopital . . . . . . ... ..o oo
2.8. Concavidad y convexidad . . . . . .. ... ... . L.
2.9. Representacion Gréfica de Funciones . . . . . . . .. ... ... ...

3. Método de Newton e interpolacién polinémica
3.1. Aproximacién de ceros de funciones. Método de Newton

3.2. Interpolacién polinémica. Mét. Diferencias Divididas . . . . . . . ..
3.2.1. Método de las Diferencias Divididas . . . . .. ... ... ..

4. La integral definida. Aplicaciones

4.1. Calculo de primitivas . . . . . . . . . ...
4.2. Reglas de cédlculo de primitivas . . . . . .. .. ... ...
4.2.1. Método de sustituciéon . . . . ... .. ...
4.2.2. Método de integraciéon por partes . . . . . . ... ... ...
4.2.3. Integracion de funciones racionales . . . . . . ... ... ...
4.2.4. Cambios de variable importantes . . . . . . ... .. ... ..

3

21
21
22
23
24
25
28
29
30
33

37
37
39
40



INDICE GENERAL

4.3. Laintegral definida . . . . . . . . . . .. L 47
4.3.1. Propiedades de la integral definida . . . . . .. ... ... ... ..... 48

4.3.2. Aplicaciones de la integral definida. Célculo de dreas de superficies planas 49

. Ecuaciones diferenciales y algunas aplicaciones 53
5.1. Algunos ejemplos . . . . . . ... 53
5.2. Conceptos fundamentales . . . . . . . .. .. . L L L oo 54
5.3. Problemas de valores iniciales . . . . . . . . . ... ... ... ... 55
5.3.1. Ecuaciones de variables separables . . . . .. .. .. .. ... ... ... 56

5.3.2. Ecuaciones diferenciales lineales . . . . . . . . . ... ... ... ..... 57

. Estadistica Descriptiva 63
6.1. Conceptos fundamentales . . . . . . . . . . ... ... ... ... .. 63
6.2. Tablas estadisticas . . . . . . . . . . . . ... 64
6.2.1. Muestra de tamano N para analizar un caracter cualitativo . . . . . . . 64

6.2.2. Tabla estadistica para una variable discreta . . . . . . . ... ... ... 65

6.2.3. Tabla estadistica para una variable continua. . . . . . ... ... .. .. 65

6.3. Representaciones graficas . . . . . . .. ... 66
6.3.1. Graficas para caracteres cualitativos . . . . . . .. ... .. ... .... 66

6.3.2. Graficas para caracteres cuantitativos . . . . .. ... ... ... ... 68

. Medidas de posicién y dispersion 73
7.1. Medidas de tendencia central . . . . . . . .. ... ... oL, 73
7.1.1. Media aritmética . . . . . . . . ... 73

7.1.2. Percentiles. Caso particular: la mediana . . . . . ... .. .. ... ... 75

7.1.3. Moda . . . . . . . e 76

7.2. Medidas de dispersion . . . . . . . ..o 78
7.2.1. Recorrido . . . . . . . . . e 78

7.2.2. Desviacibn media . . . . . . . . . ... e 78

7.2.3. Varianza . . . . . . . ... e e e e 79

7.2.4. Desviacion tipica . . . . . . .. L e 79

7.2.5. Coeficiente de variaciéon de Pearson . . . . . . . . .. ... ... ... .. 80

. Variables estadisticas bidimensionales 83
8.1. Tablas de doble entrada . . . . . . . . . . . .. ... ... 83
8.2. Relaciones entre las variables X eY . . . . . . . ... ... ... .. ... ... 85

. Probabilidad. Distribuciones binomial y normal 89
9.1. Probabilidad . . . . . . . . .. e 90
9.2. Distribuciones discretas. La distribucién binomial . . . . . . . .. ... ... .. 92

9.3. Distribuciones continuas. La distribucién normal . . . . . . . . . .. ... ... 95



Tema 1

Funciones reales de variable real.
Funciones elementales, limites,
continuidad y propiedades

1.1. Preliminares: conjuntos numéricos

Las necesidades sucesivas del hombre han obligado a modificar sus herramientas de tra-
bajo para resolver problemas mas complejos. Asi, hay una evolucién en el desarrollo de los
conjuntos numéricos, siendo los mas frecuentes los siguientes.

Naturales N = {1,2,3,...} (contar)
imposibilidad de resolver p.ej. x + 7 = 0.

Enteros Z=NU{0}U{-n:neN} (NCZ)
imposibilidad de resolver p.ej. 3z = 2.

Racionales Q = {]—) : pE€Z,q €N}
q
(N C Z C Q) imposible resolver p.ej. 22 — 2 = 0.

Reales R = “clausura/completado” de Q
(N CZ C Q C R) recta real; axioma del supremo = Teor. de Cantor = Teor. de Bolzano

imposibilidad de resolver ecuaciones como z2 + 1 = 0.

Complejos C = {a+bi : a,be R, i*= -1}
(NCZ c Q c R cC) Toda ecuacién algebraica tiene solucién en C

5
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Operaciones y orden. Propiedades

De la Suma (+) N Z Q,R,C
Asociativa: a+ (b+¢) = (a+0b) + ¢ si si st
Conmutativa: a+b=>b+a si sf si
El Neutro: a+0=04+a=a si si
El. Simétrico: a + (—a) = (—a) +a =0 st st
Del Producto(-)

Asociativa: a- (b-c) = (a-b)-c st si si
Conmutativa: a-b=1"5-a si sf si
El. Neutro:a-1=1-a=a si i si
El Simétrico: a-a t=a"t-a=1 si

Prop. distributiva:
a-(b+c)=a-b+a-c st sf si
Q es un cuerpo ordenado
(Q,+, ) es un cuerpo conmutativo.
Se define una relacién (<) de orden: dados p,q, m,n > 0, % < 7 & pn < gm.

Propiedades:

Reflexiva: Va € Q: a < a.

Antisimétrica: a < b, b<a=a=0b.

Transitiva: a < b, b<c=a<c.

Ademd4s, dicha relacién es total: Va,b € Q, a < b6 b < a.

La relaciéon de orden es compatible con la suma y el producto:

a<b = at+c<b+c Ya,b,c € Q,
agb, = a-c<b-c Va,b,c € Q.

(Q,+, -, <) es un cuerpo ordenado. Podemos representarlos en un recta, PERO hay puntos
en la recta que no se corresponden con ningin racional.

Teorema 1.1. /2 & Q, es decir, no eziste ningin nimero racional cuyo cuadrado sea 2.

2
Demostracion. Por Reduccion al Absurdo: supongamos que existe % € Q tal que (g) =2y

llegaremos a una contradiccion.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que p v ¢ € Z no tienen factores comunes.
2
Como 5—2 = 2, se tiene p? = 2¢%, luego p? es par. Asi también p es par (p = 2k) (si fuera

impar, p? también lo serfa). Luego p? = 4k2, con lo que ¢? es par y ¢ también. O

Para “completar” la recta hasta llenarla debemos ampliar hasta los nimeros reales. [més
adelante veremos axiomas sobre su construccién: del supremo, y el Teorema de Bolzano.|

R es un cuerpo ordenado
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En todo R se pueden definir operaciones suma (+) y producto (-) que extienden las defi-
nidas antes, y una relacién de orden (<) que también es total.
Dados a,b € R, diremos que
a>bsib<a.
a<bsia<bya#b.
a>bsib<a.

Numeros reales. Axioma del supremo

Definicion 1.2. Sea S C R. Se dice que:

a € R es cota superior de S cuando x < a Vx € S.

a € R es cota inferior de S cuando a < x Vx € S.

S estd acotado superiormente si tiene una cota superior.
S estd acotado inferiormente si tiene una cota inferior.
S estd acotado si tiene cotas superior e inferior.
supremo de S (supS) la menor cota superior.

infimo de S (infS) la mayor cota inferior.

mdzimo de S (mdxS) al sup S si pertenece a S.

minimo de S (minS) al infS si pertenece a S.

Axioma del supremo Todo subconjunto no vacio de R acotado superiormente tiene un
supremo en R.

h#SCR, Sacot. sup. = dsupS € R.
ESTE AXIOMA NO SE CUMPLE EN Q

S={zrecQ:22<2}cQ = supS=v2¢Q.
(La prueba usa propiedades de densidad.)
Propiedades de R:

» Propiedad (axioma) del infimo: todo subconjunto no vacio de R acotado inferiormente
tiene infimo.

s VxeR, >0, IneN: z<n.

= Propiedad arquimediana: Vx > 0Vy € R, 9n € N : y < nz. Una regla corta puede
medir distancias largas.

» Densidad de los racionales:
Ve,y eR, dgeQ:z<qg<y.

Entre dos niimeros reales distintos siempre existe un racional, y en consecuencia, infinitos
racionales.
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= Densidad de los irracionales:
Ve,y eR, 3zeR\Q:z<z<y.

Subconjuntos de R. Intervalos

[a,b] = {x € R : a <z < b} intervalo cerrado.

(a,b) ={z € R : a < x < b} intervalo abierto.

[a,b) ={z € R : a < x < b} semi-abierto semi-cerrado.
(a,b) ={z € R : a < x < b} semi-abierto semi-cerrado.
(—00,b] = {x € R : x < b} intervalo no acotado.
(—o0,b) = {r € R : x < b} intervalo no acotado.
[a,+o0) = {x € R : a < z} intervalo no acotado.
(a,+00) ={x € R : a < z} intervalo no acotado.

R = (—00,400), R_ = (—00,0], Ry = [0, +00).

Funcion valor absoluto

x sixz >0,
x| = . x eR.
i {93 six <0,

Propiedades:
1. |z|>0VxeR
|z =0 & = =0.
|lzy| = |z|ly], Vz,y € R.

| — x| = |z| Vo € R.

2
3
4
5. Desigualdad triangular: |z + y| < |z| + |y| Vx,y € R.
6. || =yl < |lz] = |y|| < |z —y| Yo,y € R.

7. |z|<a & —a<z<aVreR,a>0.

8. |lz—b<a e b—a<z<bt+aVr,beR,a>0.
9. |z| >k & z>kéax<—k, VxeR, kE>0.

Las tres ultimas propiedades también son ciertas con <y > en vez de <y >.

1.2. Generalidades sobre funciones. Representaciéon grafica

Definicién 1.3. Se llama funcion (real de variable real) a toda aplicacion
f: R =R
z = f(x)

que a cada nimero x le hace corresponder otro valor f(x).
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Definicién 1.4. Se llama dominio de una funcion f (lo denotaremos por Dom f) al conjunto
de valores para los que estd bien definida f(x) :

Domf ={zx e R:3f(z) € R}.
f:Domf CR—R:x— f(x).

Habra ocasiones en que nos den una férmula y debamos hallar el dominio en que es valida
aplicarla:

f(x):\l/f Domf = Ry.
flz)=— Domf = R\{0}.

Imagen o rango o recorrido de f = valores que toma f :

Imf={f(z) : x €Domf}.
Sea f: Domf C R — R. Se dice que es:

Par si f(—x) = f(x) Vz € Domf.

Impar si f(—z) = —f(z) Vz € Domf.

Periddica si 37 >0 : f(x+T) = f(z) Yz € Domf.

(Representacién) Grafica de f a la representacién en ejes cartesianos del siguiente
conjunto de puntos del plano:

{(z, f(z)) € R? : x € Domf}.

1.3. Composicion de funciones. Funcion inversa

Antes incluso de describir las funciones elementales, debemos mostrar un procedimiento
que ayudard, una vez tengamos definido un conjunto de funciones, a “combinarlas” para ge-
nerar mas, e incluso definir otras que cumplan determinadas propiedades respecto de estas
combinaciones. Este procedimiento es la composicién de funciones.

Definicién 1.5. Dadas dos funciones f: SCR — R, g: T CR — R tales que f(S) C T, se
define la funcion compuesta go f: S CR —=R:z— (go f)(x) = g(f(x)).
Ejemplo 1.6. En general go f # fog. Sean f(z) = 22, g(z) = x + 1. g(f(z)) = 2® + 1,
flg(x)) = (z +1)%
Definicion 1.7. Llamamos funcion inversa o reciproca respecto de la composicion de una
funcién dada f : S — R y notamos f~1, a una funcién f=': f(S) — R tal que y € f(S) —
fHy) =z con f(z) =y.

Se cumple entonces que (fo f~!)(z) =z Vx € S,

(fto f)ly) =y Yy € f(S).

Ademsds, se obtiene la siguiente relacién de simetria entre las representaciones graficas de
una funcién y su inversa (ya que consiste en intercambiar los papeles de las variables z e y).
Simetria respecto la bisectriz del primer cuadrante:



10 TEMA 1. FUNCIONES, LIMITES Y CONTINUIDAD

Simetria respecto la bisectriz

1.4. Funciones elementales

Funciones polinémicas

p:R—=R:2w— p(x)=a+az+ax®+...+a,2" donde a; € Ri=0,1,2,...,n, siendo
an # 0.

Domp =R

Caso n = 1. Recta
Sélo son necesarios dos valores

ey
La recta y = ag + a1z

Caso n = 2. La pardbola p(z) = ax? + bx + ¢ (con a # 0)
Puede tener hasta dos puntos de corte con el eje OX.

Y

\ V= (-L,p(-2))
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_ —bE Vb —dac

A, B
2a

Para grados superior a 2 debemos esperar a tener méas herramientas para conocer su re-
presentacién grafica.

Para el estudio del signo de un polinomio, resultara muy 1util conocer procedimientos de
factorizacién. Recordamos brevemente con ejemplos cémo se aplica la Regla de Ruffini para
dividir (y eventualmente factorizar) un polinomio de grado cualquiera entre otro de grado
uno.

Se toman los coeficientes del polinomio del numerador y el elemento opuesto (cambio de
signo) del coeficiente de grado cero del denominador y opera como en el ejemplo (se baja el
primer coeficiente, multiplica, se sube el resultado y se suma):

a3 —3x2 —Tx —8

Ejemplo 1.8. Queremos calcular el cociente 3
T —

1 -8 -7 8

5 5 10 15
ERERE
Observa los nimeros obtenidos a través de la operacion anterior. Salvo el iltimo (recua-

drado), que es el resto, los demds, denotan los coeficientes de un polinomio un grado menor,
o sea, 2:

Esto nos dice que
23 -3 —Tr—8=(x—5) (2> +20+3)+7

(compruébalo desarrollando la expresion de la derecha). Dicho de otro modo, si evaluamos
p(5), siendo p(x) = x® — 32% — Tz — 8, obtenemos p(5) = T.

El caso interesante se produce cuando el resto es cero (en lugar de 7), eso dice que cierto
nimero (en este caso habria sido 5) es un cero o raiz del polinomio y, por tanto, que éste
puede factorizarse como (x — 5) por otro polinomio de un grado menos.

Ejemplo 1.9. Sea q(x) = z* + 23 — 722 + 4. Puedes comprobar que q(2) = 0, eso indica
que q(x) = (x — 2)r(x) con r(x) otro polinomio de grado 3. Para hallarlo desarrollamos por
Ruffini (ojo, hay que poner los coeficientes de todos los monomios, incluidos 0 por aquéllos
que no aparecen,):

117 0

2 2 6 -2 -

|1 3 -1 -2 [0]

Comprueba, desarrollando el producto, que se tiene la siguiente igualdad:

=T A= (2 —2)(2® + 32—z —2).
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Funciones racionales

p(x)

f(x) = == con p y ¢ funciones polinémicas.
T

Domf={zeR : g(z) #0} =R\{z € R : ¢(z) =0}.

Funcién exponencial

flx)=a" a€R, a>0,x€R Domf =R.

Se define/construye usando sucesivamente exponentes de N, Z y Q, y se extiende a todo
R usando el axioma del supremo.

Propiedades:

aT’+S — aT’aS’ (a’I")S — aT"S7 (a . b)T’ — ar . bT‘
Siz,2yeR,z<y:

a® < a¥ cuando a > 1 (creciente).

a” > a¥ cuando a < 1 (decreciente).

50F T T T T T ™

451 N

40 N

35 -

30 b

25 *

20 *

15 *

10~ *

Funcién logaritmica (a > 0, a # 1)

f:(0,40) =2 R:z— f(z) =log, =
log,z =y < aY =z inversa exponencial.

Propiedades:
log, 1 =0, log,a =1, log,(z-y) = log, = + log, y, log,(z"™) = m -log, x, log, s =log, = —
log, y.
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a>1ly0<z<y = log,x <log,y. (funcién creciente)
a<lyO<z<y = log,x >log,y. (funcién decreciente)

log(x)
T

Funciones trigonométricas

f(z) =senz. Domf =R, Imf = [—1, 1], 2r—periddica.

sin(x)
:

0.5 -

0.5 -

x

f(z) =cosz. Domf =R, Imf = [—1,1], 2r—periddica.

13



14 TEMA 1. FUNCIONES, LIMITES Y CONTINUIDAD

cos(x)

0.5 4

I
-6 -4 -2 0 2 4 6
X

Teorema 1.10. (Pitdagoras) En un tridngulo rectdngulo el cuadrado de la hipotenusa es igual
a la suma de los cuadrados de los catetos: h? = ¢3 + c3.

Si normalizamos: | (senx)? + (cosz)? = 1.

Funcién tangente:
sen

flz) =tga =
Cos T
Domf = R\{§ + k7 : k € Z}, Imf = R, m—periddica.

tan(x)

Sus respectivas funciones inversas (respecto de la divisién):

cosecx = ——, secr = ——, cotgr = —.
senx CoST tgx
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Funciones inversas (respecto de la composicién):

arcsen x, arccosz, arctgz.

1.5. Limites de funciones

Aunque se puede hacer para un subconjunto real cualquiera, para evitar introducir nocio-
nes topoldgicas, en lo que sigue consideraremos funciones definidas sobre intervalos reales. En
lo que sigue, denotaremos S = (a,b) C Ry S = [a, b].

Definicién 1.11. Sean f: S CR — R yxg € S. Decimos que | € R es el limite de f cuando

x tiende a xg, y lo denotamos lim f(x) =1 si
T—T0

Ve>030 : Ve eS con0<|z—xo|<d = |f(x)—1I<e.
El limite, si existe, es tnico.

Ejemplo 1.12. f:R\{0} — R :z — zsenx. Se tiene que h’mO f(z) =0 (basta tomar § = ¢).

Comprobar que ocurre lo mismo con la funcion

[ x sizeQ,
g(x)—{o siz & Q.

También se puede adaptar al caso en que la funcién “explota”

lim f(z) =400« VM >036§>0 : Vz €S con

T—x0

0<|z—z0| <= f(x) > M.

lim f(z)=—-oc0o& VM >036>0 : VzeScon

T—T0

0<|z—x0] <d= flzx) < —M.

1
Ejemplo 1.13. lim — = +o0.

z—0 \x!
Analogamente, el caso en que el limite existe cuando z tiende a infinito:

lim f(z)=Il& Ve>03dM >0 : VzreS con

T——+00

M<z=|f(z)-I <e.

im f(z) =1l Ve>03IM >0 : Vz €S con
r< —M=|f(x) -1 <e.

1
Ejemplo 1.14. lim — = lim — =0.

r——+00 I r——00 I
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A veces no podemos asegurar la existencia de limite en torno a un punto, pero si estudiar
los limites laterales (por la derecha e izquierda respectivamente):

lim f(z)=1l< Ve>030 : Vz €S con

CE—>$3—

O<z—290<0 = |f(x)—I<e.

lim f(z)=1ls Ve>030 : Vx €S con

T—T(

O<zp—x<d = |f(x)—I<e.

Ejemplo 1.15. La funcion parte entera E : R — R verifica Hm+ E(x) =n pero lim E(z)=
r—n r—n—
n— 1.

Teorema 1.16. Dada f : S C R — R se cumple que lim f(x) existe y vale | € R si y solo
r—x0

si existen los limites laterales h’m+ f(x) y lim f(x) y tienen el mismo valor.
T—T T—T)

El resultado, leido de forma negativa, dice que si los limites laterales no coinciden, no
existe limite de la funcién en ese punto.

Teorema 1.17 (Fundamental del limite). Sea f : S C R — R. Dado zp € S

lm f)=1e | I CS

e Ty F X0, Tn — Xo

= {f(zn)} — L.

Ejemplo 1.18. Considérese f(x) = sen%, y las sucesiones x, = n—17r €Yp = m Se tiene

1
que f(x,) =0 y que f(yn) =1 luego A h'r% sen—.
r—
Propiedades de limites:

lim f(z)=1l<c = 3F6>0:Vrel

r—x0
O<l|zr—xzol <d= f(z) <ec
Analogamente con ¢ < [.

lim f(x)=1#0= 36>0:VreS

T—x0

0 < |z — x| < § = signof(x) = signol.

lim f(z) =1, lim g(z) =1,
T—T0

r—T0

=<,
30>0: 0<|z—x0| <6 = f(z) <g(x)

lim f(z) = lim g(z)=1,30 >0:
T—x0

T—T0 , _
0 < |o — x| <0=g(a) < h(z) < f(x) (= AR} =1

z€eS
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Teorema 1.19. Sean f,g: S C R — R tales que existenl, '’ € R, y lim f(z) =1, lim g(z) =
T—T(

r—x0
I'. Entonces existen los siquientes limites:
lim [ () + g(x)] = 1 £,
T—x0
lim f(z)-g(z) =11,
r—x0
Sil' #0 lim Mzi
a—wo g(z) I
Observacién 1.20 (Indeterminaciones). Cuando los valores | y ' no son reales, sino
400 ¢ —00, nos encontraremos con problemas. Se trata de expresiones que no tienen a priori
un valor concreto (por ello las llamaremos indeterminaciones), sino que hay que hallarlo
explicitamente en cada caso. Expresiones indeterminadas que pueden aparecer son:
Algunas que podremos resolver en este mismo tema usando las propiedades precedentes son
o0 — oo (por ejemplo sacando factor comin o multiplicando por el conjugado) o %2 (serd sim-
ple si se trata de funciones racionales). Un dominio total de las indeterminaciones reque-
rird herramientas del prozimo tema de derivacion, como por ejemplo la Regla de L’Hopital.

1%, 000, 0o — o0,

1.6. Continuidad de funciones

Definicion 1.21. Sea f: S CR —= R yxg € S. Se dice que f es continua en xg cuando
3 lim f(z) = f(zo).
xr—x0
Esto equivale a decir que
Ve>0, 30 >0 : |z —xo| <d= |f(x)— f(zo)| <e.

Igual que los limites laterales, podemos hablar de continuidad por la derecha e izquierda en
Zo :

3 lim_f(x) = f(zo), 3 lim f(z) = f(x0).

a:—>x3' T—T)
f es continua en zg < lo es a derecha e izquierda en xg.
Dado A C S, se dice que f es continua en A si lo es en todo punto de A.
Si A = [a, b], entendemos que continuidad en a (resp. b) es por la izquierda (resp. derecha).

Teorema 1.22. Dados f : S CR — R, g € S, f es continua en x¢g < V{z,} C S, ©, —
zo = f(zn) — f(x0)-
Ejemplo 1.23. f(x) = |z| es continua en todo R.
1 .
| wsen si x#0, .
flx) = { 0 i z—0 © continua en todo R.

flx) = Iz_\ stz #0, no es continua en x =0
0 st z=0 '

Las funciones elementales vistas antes (polinomiales, racionales, exponenciales, logaritmicas
y trigonométricas) son continuas en sus dominios de definicion.
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Algebra de funciones continuas

Teorema 1.24. Sean f,g: S C R — R funciones continuas en xg € S. Entonces f gy f-g
!

son continuas en xo. Si g(xo) # 0, también lo es 4

Teorema 1.25. Sean f: SCR — R, g: T C R — R tales que f(S) C T. Si f es continua
en xg €S y g es continua en f(xg), entonces la funcion compuesta go f es continua en xy.

1.7. Discontinuidad de funciones. Clasificacion

Definicion 1.26. Decimos que [ es discontinua en xqy si no es continua en xg. Los posibles
motivos:

o €Domf.
Alim f(x).

T—xo

3 lim f(z) # f(xo).

La clasificacién de posibles discontinuidades es la siguiente.

a) Discontinuidad evitable: 3 lim f(z) (un valor finito) pero
Tr—XT0

lim f(x) # f(x0).

T—T0

{ Af(xo),

. x| si x#0, 2?2 -1
Dos ejemplos: f(z) = { ‘1 | s xi(). g(z) = PR

b) Discontinuidad de salto (finito): 3 h’m+ f(z) que notaremos f(zg), y 3 lim f(x) que

T—x T—T)

notaremos f(z; ) pero son distintos.

(Al valor f(zd) — f(zy) se le llama salto de la funcién f en o).

1 si x>0,
f(z) = sig(x) 0 si =0,
-1 si z<0.

c¢) Discontinuidad de salto infinito: cuando alguno de los limites laterales (o ambos) valen
+o0.

1

. 1
Ejemplos: f(z) = e g(z) = m

d) Discontinuidad esencial: A lim f(x).

Tr—XT0

1 .
) sen—- S1 T 07
Por ejemplo, f(z) = { 0 ’ si x i 0.
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1.8. Propiedades de funciones continuas

Sea f : S C R — R. Sedice que f estd acotada superiormente (inferiormente) si el conjunto

f(S) ={f(z) : x5}

estd acotado superiormente: IM : Vx € S, f(z) < M.

(inferiormente: Im : Va € S, f(x) > m.)

Decimos que estd acotada si lo estd superior e inferiormente: IM >0 : Vz € S, |f(z)] <
M.

Dado un subconjunto A C S, podemos considerar las propiedades de acotacién de f sélo
en el conjunto A.

Ejemplo 1.27. f(z) = |z| estd acotada inferiormente.
g(x) —senx estd acotada.
h(zx) = —;U estd acotada superiormente.
j(z) = 23 no estd acotada ni superior ni inferiormente.
k(z) = 1/x estd acotada en el intervalo [1,2] pero no lo estd en (0,1).

Ser continua sobre un intervalo abierto no asegura acotacion.

Teorema 1.28.

e (continuidad implica acotacion local): f : (a,b) — R, f continua en zg = 30 >0 : f
acotada en (xg — 0,0 + 0).

e Sia €eDomf, y f es continua en a por la derecha, entonces 30 > 0 : f acotada en
[a,a + ). (Resultado andlogo para el extremo b).

o (continuidad en intervalo cerrado y acotado siimplica acotacion) f continua en [a,b] =
f acotada en [a,b).

Maximos y minimos

Definiciéon 1.29. Sea f : S C R — R. Se dice que f tiene un mdximo absoluto en c € S

(resp. minimo) si f(x) < f(c) para todo x € S (resp. f(x) > f(c)).
Se dice que tiene un mdzimo (resp. minimo) relativo o local en ¢ € S cuando existe 6 > 0

tal que f(x) < f(c) (resp. f(x) > f(c)) para todo x € (¢ — §,c+ §).
En general hablamos de extremos para referirnos a maximos y minimos.

Teorema 1.30.

o [Weierstrass] Sea f : [a,b] — R continua. Entonces f alcanza mdximo y minimo abso-
lutos. (Nota: el resultado es falso si el intervalo de partida no es cerrado o no es acotado,
incluso aunque f sea acotada.)

e [Bolzano] f : [a,b] — R continua y con signo distinto en los extremos f(a) y f(b),
entonces 3¢ € (a,b) tal que f(c) =0.

e [Darbouz, valores intermedios| f : [a,b] — R continua. Entonces f alcanza todos los
valores comprendidos entre su mdximo y su minimo.
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Probar que todo polinomio de grado impar tiene al menos una raiz real, y que su imagen

es todo R
Probar que la ecuacion z—senx = 1 tiene al menos una raiz real.

Funciones mondtonas

Definicién 1.31. Sea f: S CR — R.

w f creciente siVr,ye S : x <y= f(z) < f(y).

f decreciente siVr,y € S : x <y = f(x) > f(y).
» f estrictamente creciente siVx,y € S : x <y = f(z) < f(y).
» [ estrictamente decreciente siVx,y € S : x <y = f(z) > f(y).
En general, decimos f mondtona si cumple alguno de los casos anteriores.
El siguiente resultado se extiende de forma similar para funciones decrecientes.

Teorema 1.32. Sea f : [a,b] — R una funcion creciente. Entonces para todo ¢ € (a,b) se

verifica:

3 lim f(x) = f(c), 3 lim f(z) = f(ch).

T—c~ r—ct

Ademds, se cumple que f(c™) < f(c) < f(cT).
Para los extremos del intervalo, se tiene f(a) < f(a™) y f(b™) < f(b).

Observacion 1.33.

= Una funcion mondtona sélo puede tener discontinuidades de salto.

» Una funcion f estrictamente mondotona en su dominio de definicion admite a lo sumo
una solucion de la ecuacion f(x) = 0.

= Para las funciones continuas y mondctonas estrictas, es posible construir la funcion in-
versa respecto de la composicion, y es también continua y estrictamente mondtona.
Como ejemplo podemos considerar la funcion f(x) : Ry — Ry @z — f(x) = 2™ con
n € N.



Tema 2

Derivadas: calculo, propiedades y
aplicaciones

En este tema comenzamos el estudio del cédlculo diferencial, una herramienta que nos
serd muy util tanto en la representacién grafica como en el cdlculo de éptimos de una funcién

dada.

2.1. Concepto de derivada

Definicién 2.1. Sea f: S CR — R, a € (b,c) C S. Decimos que f es derivable en a si

existe:
o 1@) = f(a)

r—a Tr—a

eR.

Dicho valor se denota como f'(a), se llama derivada de f en a y también se puede escribir

como
L Hath) -~ £
h—0 h ’

donde x — a = h.

Observacién 2.2. Para que la derivada exista tiene que existir el limite, es decir, deben
existir los limites laterales y coincidir.

Definicién 2.3. Una funcion f se dice derivable en A si lo es en todo punto a € A.

Ejemplo 2.4. a) f(x) = 22 es derivable en a = 2 y su derivada vale f'(2) = 4, ya que:
(2 +h)? —22 . h? + 4h

z ( h ) f ( ) Z. z. J—
"(9) — J 2 _ — lim = lim A A
f ( ) i111—>0 h ilzl—>0 h h1—>0 h /1,1—>0(h ) ’

b) f(x) = |z| no es derivable en a = 0, pues

T ) e h _
J(0) = lim == = lim 5 =1

21
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pero
Bl = [o) -
' (0) = lfm | — lfm 2= 1.
f-(0) = M —— hoo- R

Luego existen las derivadas laterales, pero los limites no coinciden. Entonces, la funcién
valor absoluto no es derivable en a = 0.

¢) f(z) =z no es derivable en a = 0, ya que:

13 (l/3
£(0) = 1im O g, L

h—0 h - flg%) n2/3 oo

luego no se trata de un niumero real. En este caso, se dice que la funcion tiene derivada
400 en a = 0.

Definicién 2.5 (Funcién derivada). Sean f: SCR - Ry T = {x € S/3f(x)}. La
funcion:
zeT — fl(z)eR

se llama funcién derivada primera de [ y se representa por f'.
Andlogamente se pueden definir las derivadas sucesivas:

= =T =M,

2.2. Interpretacién geométrica de la derivada

Si f es derivable en a, f’(a) es un ndmero real que coincide con la pendiente de la recta
tangente a la curva y = f(x) en el punto (a, f(a)).

— — — — es la funcién y = 2

oooo esla tangente en el punto (1,1), y =2x — 1
X X X x es larecta normal en el punto (1,1), y = (3 —z)/2
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Definicién 2.6. Se define la recta de pendiente m que pasa por el punto (xg,yo) como:
y—yozm(x—xo)

Dos rectas de pendientes m y m, respectivamente, se dice que son perpendiculares cuando
forman un dngulo de 90°. Entonces, se puede comprobar que la relacion entre sus pendientes
esm=—1/m.

Definicién 2.7. Si f es derivable en a y f'(a) # 0, entonces la pendiente de la recta tangente
en el punto (a, f(a)) es f'(a), y la pendiente de la recta normal es —%.

y— f(a) = f'(a) (x —a)| eslarecta tangente a y = f(x) en el punto (a, f(a)).

1
y— fla)=—
f'(a)
Observacién 2.8. Si f’(a) = 0, entonces la recta tangente es horizontal. Si f'(a) = +oo,
entonces la recta tangente es vertical.

(x —a) es la recta normal a y = f(x) en el punto (a, f(a)).

Teorema 2.9. Si f es derivable en a, entonces f es continua en a.

Demostracién: Supongamos que f es derivable en a. Entonces, existe lim,_,, W =

f'(a). Para la continuidad de f en a, vemos que lim,_,, f(z) = f(a). Notemos que si = # a,
£@) - £l = LI ) tnego lim,— f@) — f(@) = (@) fim(z—a) =0 w

Observacién 2.10. El reciproco no es cierto, es decir, una funcion continua en un punto no
tiene por qué ser derivable en ese punto. Considérese el ejemplo f(x) = |z| en a = 0.

2.3. Algebra de derivadas

Teorema 2.11. Sean f, g: S C R — R dos funciones derivables en a. Entonces, se verifica:

1. f =+ g es deriwable en a, siendo:
(f £9)(a) = f'(a) £ ¢'(a)
2. Si )X €R, entonces \- f es derivable, siendo:
(A= f)(a) =A- f'(a)
3. f-g es derivable en a, siendo:

(f-9)'(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - 4'(a)

4. Sig'(a) #0, g es derivable en a, siendo:

([)’ (a) f'(a) - g(a) — f(a) - g'(a)
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2.4. Derivadas de las funciones elementales

Derivadas de funciones elementales Regla de la cadena
Potencia
(z") = na"! (f(2)") = nf(@)""f'(x)
Exponenciales
(e7) = e* (ef(a:))’ _ ef(x)f/(l,)
(a®) =a” - (Ina) (af(x))/ = (Ina)a’@ f'(z)
Logaritmicas
1 L
(o) =1, 20 (n (@) = 5 @)
, 11 ;o _L ,
(log, () = = (o8, /(@) = 7 (0)
Trigonométricas
(senz) = cosx (senf(x)) = f'(z)cos f(x)
(cosz) = —senx (cos f(z)) = —f'(x) senf(x)
(tanz) = 1+ (tanz)? = <coslx)2 (tan f(2)) = [1 + (tan f(2))?] f'(x)
(cotanz) = —(1 + (cotanx)?) = (se_nic)Q (cotanf(z)) = —[1 + (cotanf(x))?] f'(x)
Inversas trigonométricas
(arcsenx) = 1 si |z <1 (arcsenf(z)) = _S@
(arccosx) = ﬁ, si |z <1 (arccos f(z))" = %
(arctanx)’ = ] _:ﬁ (arctan f(z))" = 1 —{/](f(;)Q
(arccotanz)’ = 1122 (arccotanf(z)) = %
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Teorema 2.12 (Regla de la cadena). Sean f: SCR —- R, g: T C R — R tales que
f(S)cCT | Sif es derivable en a € S y g es derivable en f(a) € T, entonces go f es
derivable en a, y ademds,

(90 f)(a) =d'(f(a))- f'(a)
Ejercicio 2.13. Calcular la derivada de la funcion
y = (2% + 22 +3)%

Observemos que si f(x) = 23 4+ 2z + 3 y g(x) = 2*, la funcion y es la composicion go f.

2.5. Calculo de extremos absolutos

Teorema 2.14. Sea f: S C R — R, derivable en a € S con f'(a) > 0 (6 +00) (respectiva-
mente, f'(a) < 0 (6 —o00)). Entonces, existe un intervalo (a—4,a+0) tal que Vo € (a—0,a+9),
T # a se tiene:

{ f(x) < f(a) sixz<a (respectivamente, f(x) > f(a)ﬁ

f(z) > f(a) six>a (respectivamente, f(x) < f(a)

es decir, [ es estrictamente creciente localmente en a ( o estrictamente decreciente localmente
en a).

Corolario 2.15 (Condicién necesaria de extremo). Si f: S C R — R es derivable en
a € (byc) C Sy f tiene un mdzimo o un minimo relativo en x = a, entonces f'(a) = 0.

Demostracién: Si f’(a) > 0, entonces por el Teorema anterior f serfa localmente estric-
tamente creciente en un intervalo (a — d,a + J). Luego no tendria ni mdximo ni minimo en
a.

Si f’(a) < 0, entonces por el Teorema anterior f serfa localmente estrictamente decreciente
en un intervalo (a — d,a + ¢). Luego no tendria ni méximo ni minimo en a.

Luego, f'(a) = 0. ]

Observacion 2.16. El reciproco no es cierto. Consideremos, por ejemplo, la funcion f(z) =
23, donde f'(z) = 322, f'(0) = 0. Pero f no tiene ni mdwimo ni minimo en x = 0, siendo su
representacion grafica:
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02 04x06 08 1

Observacién 2.17. La condicion necesaria de extremo relativo nos proporciona un método
para calcular los mdzimos y minimos relativos de una funcion f. Sin embargo, no todos los
puntos de Dom(f) que verifican dicha condicion son extremos relativos de f.

Aplicacion: Blisqueda de maximos y minimos de una funcién continua.
Debemos distinguir entre intervalos acotados e intervalos no acotados:

1. Intervalos cerrados y acotados. Si f : [a,b] — R es una funcién continua, sabemos
que 3 max f(x)y 3 min] f(x). Entonces, buscaremos dichos puntos entre los siguientes:
jAS a,b

)

a) extremos del intervalo: a, b,

b) puntos z € (a,b) en los que f no es derivable,

¢) puntos z en los que f'(z) = 0.

Se calculan las imdgenes de estos puntos y en el (los) punto (puntos) con imagen mayor,

f alcanza el valor maximo absoluto. En el (los) punto (puntos) con imagen menor, f
alcanza el valor minimo absoluto.

Ejemplo 2.18. Estudio de los extremos de la funcion f: [0,4] — R, definida por:

fz) =

2v — 2% siz €]0,2],
x—2 six € (2,4],

cuya grafica es la siguiente:
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1.8-
1.6
1.4-
1.2

0.8-
0.6-
0.4-
0.2-

Puede comprobarse que f es continua en [0,4]. Estudiamos cada uno de los puntos:

F4)=2 |
b) Puntos x en los que la funcion no es derivable: f es derivable en [0,2) U (2,4].
Veamos qué ocurre en el punto x = 2.

a) Extremos del intervalo: 0, 4, donde ‘ f(0)=0

u

Voo o JR2AR)—F2) . (2+h)-2-0
f4(2) = lim , = lim = =1
. f@2+h)—-f(2)
(2 = 1
f1(2) Jim W 2
o 22+ h) — (2+h)2—0
h—0— 9 2h h
—_h2 _
= lim — =" — lim (—=h—2) = —2.
i —— = lim (=h=2)

Como f1(2) # fi.(2), entonces f no es derivable en x = 2. Luego calculamos
f2)=0|
c) Puntos en los que x € (0,4) donde f'(x) = 0.

{ 2-2z sixz€(0,2),
2,4).

f) = 1 size(2,4)

Los puntos x € (2,4) no pueden tener derivada primera nula. Resolvemos la ecua-
cion2—2x=0=2=1¢€(0,2). Luego calculamos | f(1)=1 |

Comparando las imdgenes de los puntos calculados, obtenemos que el valor maximo
absoluto de f en [0,4] es 2 y se alcanza en x = 4, y el valor minimo absoluto de
f en [0,4] es 0 y se alcanza en los puntos © =0 y x = 2.
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2. Intervalos no acotados. Se requiere el estudio grafico de la funcién: estudio de
lim f(z), lim f(x), asintotas, acotacién de f, etc.
r—-+00 T——00

Ejemplo 2.19. Estudio de la funcién f(z) = e~/ en Dom(f) = R\{0}:

1.6/
1.4/
j
[ 1 S
0.8
|
~100-80 —60 —40 20 0 20 40x60 80 100

Se observa que no existen mdzximos absolutos de la funcion (ni supremos de f), pues
la funcion no estd acotada superiormente. Tampoco existen minimos absolutos de la
funcion, pero si un infimo de f, que es el 0.

2.6. Monotonia de la funcion

Teorema 2.20. Sea f : [a,b] — R continua en [a,b] y derivable en (a,b).
a) Si f'(x) >0 Vz € (a,b), entonces f es estrictamente creciente en (a,b).
b) Si f'(x) <0V € (a,b), entonces f es estrictamente decreciente en (a,b).

Teorema 2.21. Sea f : [a,b] — R continua en [a,b]. Supongamos que f es derivable en (a,b)
salvo quizds un punto ¢ € (a,b).

a) Si existe & > 0 tal que (¢ —d,c+9) C (a,b) y f'(x) >0Vx € (¢—d,¢) y f'(x) <O
Vz € (c,c+6), entonces f tiene un maximo relativo en c.

b) Si existe § > 0 tal que (¢ —d,¢+0) C (a,b) y f'(x) < 0Vz € (c—0d,¢) y f'(x) >0
Vz € (¢,c+9), entonces f tiene un minimo relativo en c.

Observacién 2.22. Este resultado se puede usar para determinar la existencia de extremos
relativos en puntos en los que la funcion no es derivable.
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2.7. Regla de L’Hopital
Teorema 2.23 (Regla de L’Hopital). Sean f y g dos funciones tales que:

i) lim f(z) = lim g(x) =0,

r—a

ii) existe un entorno (a — d,a + 0) del punto a en el que f' y g’ estdn definidas,

i) ¢’ no se anula en (a —d,a+ 6)\{a}.

/
Entonces, st 3 lim /(x)
z—a g'(z)
existe lim @ =1.
v—a g(z)

Observacion 2.24.

=1 (finito o infinito) también

1. El Teorema es vdlido para x — a* yx — a~. En esos casos, hay que aplicar el Teorema
en los entornos (a,a+9) y (a — 0, a) respectivamente.

2. El Teorema es vdlido para x — 0o, x — 400 y x — —o0. En estos casos, las hipotesis
son que 'y g existan en |x| > M, x> M yx < —M, respectivamente; y que g’ no se
anule en |x| > M, x > M y x < —M, respectivamente.

3. El Teorema es vdlido st lim f(z) =00y lim g(x)= oo.
r—a,00 T—a,00

4. Si lim f(x)=0y lim g(z) = oo, entonces se puede intentar aplicar el Teorema de
T—a,00 T—a,00

L’Hépital al cdlculo de lim  f(x) - g(z) escribiéndolo de la forma:

f(@) 9()
)9 =L o @) gla) = L2
9(@) e)
5. Si lim f(z) = oo = lim g(x), entonces se puede usar el Teorema para hallar
lim (jf(x) —g(x)) =700 — 0. Para ello, se escribe:
T—a,00

L _ 1

1
fa) = glw) = L2
f(x)-g(x)

6. Para las indeterminaciones 0°, oo, 1°°, se expresa f(:c)g(x) = 9@ (@) se aplica
al exponente las observaciones anteriores.

f'(z)
g'(x)
nuevo el Teorema de L’Hoépital siempre que f' y g wverifiquen las 3 hipétesis de dicho
teorema.

0
7. FEn el caso en que lim también fuese indeterminado del tipo o’ se puede usar de
T—a
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Ejemplo 2.25. Calcular los siguientes limites:

T 2 — 322 4+4
o lim ————
-2 12 — 4z +4
a3 —3z%2 44 0 o 322—6x , 6x—6
Im ————- = “(=])”=1llm —— = lim =3
e—2 12 —4x +4 0 z—2 2x —4 -2 2
, T
2. xll)riloox(arctg - 5)
g ™ “ 99 z. a/rCtgx _ %
xll)rfoox(arctgaz - 5) = “00-0" = xEToo T
1
«y? 2
= = lim 1+:§2 — lim — =1
0 g—F00 ——5  z—oo 14+ 22
/
Observacién 2.26. De la no existencia de lim (@) no se implica nada sobre lim M

g (z) g9(z)

2.8. Concavidad y convexidad

Definicién 2.27. Una funcion f definida en un intervalo (a,b) se dice convexa en (a,b) si
Va, y € (a,b), z <y, el segmento que une los puntos (x, f(x)) e (y, f(y)) estd por encima de
la grdfica de la funcion entre esos dos puntos.

f es convexa en (—1,2)

Si el segmento estd por debajo, se dice que f es céncava en (a,b).
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f es concava en (—2,1)

Observacion 2.28. Las funciones concavas y converas no son necesariamente derivables.

Definicién 2.29. Una funcion derivable en un punto a se dice que es convexa (respectiva-
mente céncava) en a si existe un entorno de dicho punto en el que la curva se mantiene por
encima (respectivamente, por debajo) de la recta tangente a ella en el punto x = a.

f es convexa en (—2,2)
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f es céncava en (—2,2)

Definicién 2.30. Decimos que f tiene un punto de inflexion en (a, f(a)) si f cambia en
T = a de concava a convera o de CONVETa G CONCAVE.

1.8
1.6-
1.4
1.2-

0.8-
0.6
0.4-
0.2-

0" 02 04 06 08 )1( 12 14 16 18 2

f pasa de céncava a convexa en (1,1)
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1.8-
1.6
1.4-
1.2

0.8-
0.6-
0.4-
0.2-

0" 02040608 | 121416 18 2

f pasa de convexa a céncava en (1,1)

2.9. Representacion Grafica de Funciones
En la representacién gréafica de funciones, podemos seguir los siguientes pasos:
1. Dominio: Dom(f) = {z € R/ f(z) € R}.
2. Simetrias: funciones pares e impares.
3. Periodicidad
4. Cortes con los ejes:

a) Corte con el eje OX, es decir, puntos donde f(z) = 0, y cuyas coordenadas son
(x,0).

b) Corte con el eje OY, es decir, es el punto de la forma (0, f(0)), si 0 € Dom(f).

5. Regionamiento: con las abscisas donde la funcién se anula y aquellas donde la funcién
no es continua se forman intervalos en los que la funcién existe y tiene signo constante
(es decir, zonas donde es positiva y zonas donde es negativa).

6. Asintotas:

a) Asintotas horizontales: Son las rectas horizontales de la forma y = ¢, donde

c= lim f(z).

r—=100
Para conocer la posicién de la curva respecto de la asintota horizontal, tenemos
que estudiar el signo de la expresion h’Iﬂl:l f(z)—c
T—>TOO
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Si lim f(z)—c

> 0, la curva estd sobre la asintota
r—Fo00

< 0, la curva estd debajo de la asintota
Para saber si la curva corta a la asintota horizontal o no, tenemos que resolver la
ecuacion:

flz) =c

b) Asintotas verticales: Son las rectas verticales de la forma x = k, tales que
lim f(z) = +o0.
r—k
Generalmente, los puntos k& son puntos que no pertenecen al dominio de la funcién

f pero estan cercanos al dominio. Por ejemplo, si Dom(f) = (a,b), los puntos a y
b son posibles valores k.

c) Asintotas oblicuas: Son las rectas oblicuas de la forma y = mx + n, donde
f(z)

m= lim —= R
r—+oo I

yn= lim (f(x)—mz)eR.
z—+00
Ahora bien, dependiendo del valor de m razonamos de la siguiente forma:

1) Sim =0, se trata de una rama parabdlica en la direccién del eje OX (asintota
horizontal en y = 0), y no se calcula n.

2) Sim = oo, se trata de una rama parabdlica en la direccién del eje OY, y no
se calcula n.

3) Sim € R\{0}, entonces
= Sin € R, entonces y = mx + n es una asintota oblicua.

» Sin = oo, entonces no hay asintota oblicua (se trata de una rama parabdli-
ca en la direccién de la recta y = mzx).

Los puntos de corte de la curva con una asintota oblicua de la forma y = mx +n
se calculan resolviendo el sistema:

{y = f(z)

Yy = mx-+n

Crecimiento y decrecimiento: Se estudian las zonas en las que la funcion es creciente
v las zonas en las que es decreciente. Para ello, estudiamos:

= los valores de © € Dom(f) en los que f’ se anula (si f'(x) > 0 la funcién es
creciente, y si f’(z) < 0 la funcién es decreciente),
» los puntos x € Dom(f) para los que la derivada no existe.

Recordemos que si x = k ¢ Dom(f), entonces puede existir una asintota vertical en
r = k.

Maximos y minimos: Con las herramientas estudiadas se buscan los puntos en los
que se alcanzan los maximos y minimos relativos de la funcién.
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10.

Concavidad y convexidad: Como se vié anteriormente, se estudian las zonas en las
que la funcién es convexa (z € Dom(f) tales que f”(z) > 0) y las zonas en las que es
concava (x € Dom(f) tales que f”(z) < 0).

Observemos que las zonas de concavidad/convexidad pueden estar separadas por:

» puntos z € Dom(f) donde f”(x) =0,

» puntos z € Dom(f) donde f” no estd definida,

» o puntos x ¢ Dom(f).
Puntos de inflexién: Son los puntos en los que la funcién pasa de céncava a convexa
o de convexa a céncava. Si f es 2 veces derivable en su dominio, entonces se encuentran

entre los puntos que verifican que f”(z) = 0, PERO no todos los que verifican dicha
condicion son puntos de inflexién.
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Tema 3

Métodos numeéricos: Método de
Newton e interpolacion polinémica

Presentamos en este tema dos herramientas muy tutiles de la Matemética Aplicada. Se
trata de métodos numéricos en los que un algoritmo intenta dar respuesta en un ntmero
(finito) de pasos a dos grandes problemas.

El primero de ellos sera la aproximacion de los ceros de una funcién dada. El segundo
problema consiste en la aproximacién de una funcién a partir de unos cuantos valores de ésta
por otra funcién (polinémica).

3.1. Aproximacién de ceros de funciones. Método de Newton

Introduccién / motivacidn: resolver f(z) =0
Imposibilidad de resolver explicitamente algunas ecuaciones.
En general no es posible para polinomios de grado > 5.
Niels Henrik Abel (1802-1829), Evariste Galois (1811-1832).

Objetivo:
Encontrar ceros o raices de ecuaciones de forma aproximada, esto es, probada la existencia
de zg tal que f(z¢) = 0, hallar explicitamente un valor z, cercano a x, tal que f(z) ~ 0.
Rigurosamente: dado € > 0, hallar z, tal que |f(z.)| < e.
Generamos una sucesién g, 1, T2,... tq nh_)ngo f(zy) =0.

Andlisis previo (separacién de raices):

Alzg € [a,b] | f(xg) =0 argumentos de continuidad
crecimiento y decrecimiento

Método de Newton:
1. exige derivabilidad

2. usa la recta tangente a f(x)

37
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3. es un método de aproximacién rapida

Nota: existe otro método mas simple, pero mas lento: el método de subdivisiones sucesivas,
también llamadO de dicotomia. Sélo exige continuidad, se basa en el Th. Bolzano.

Método de Newton:
(Lo aplicaremos a aproximar /2 resolviendo 2 — 2 = 0.)

IDEA CENTRAL: Localmente una curva y = f(z) y su recta tangente se parecen.

Por tanto, para resolver f(z) = 0, aproximamos por el cero de “la recta tangente”.

Consideramos un punto inicial (cerca de la solucién): p.ej. x¢p = 2, y la recta tangente a
f(r)=2%—-2en zq:

y — f(z0) = f'(z0)(x — x0).

f(zo)
f'(zo)

No ocurre en general que 1 sea raiz de f pero si estard cerca, por lo que repetimos el
proceso.

Construimos la recta tangente a f en (x1, f(x1)) y hallamos su corte con el eje OX:

Sl f ()
) )

La raiz de esta recta es: 1 = xg —

To = T ,en general z,41 = x, —

2 2
1,5 0,25
1,416666667 | 0,006944444
1,414215686 | 6,0073E — 06
1,414213562 | 4,51061E — 12

6 y:x2—2

o1/2

2 -

_al y-2=4(x-2) 1

L L L L L
0 0.5 1 1.5 2 25 3
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Observacién 3.1. 1. FEste método exige mds cdlculos que el uso reiterado del teorema de
Bolzano (método de dicotomia), pero también es mds rdpido.

2. Necesitamos condiciones que asequren la convergencia.

Teorema 3.2. Sea f : [a,b] — R una funcion dos veces derivable con derivada sequnda
continua en |a,b] tal que

a) f(a)- f(b) <O,
b) f'(x) # 0V € [a,b
¢) o bien f"(xz) > 0 Vax € [a,b], o bien f"(x) <0 Vz € [a,b].

Entonces, si tomamos xg = a ¢ xg = b tal que signof(xg) =signof”(xq), el Método de
Newton converge.

3. Para asegqurarnos de dar una buena aproximacion podemos iterar el método hasta conse-
guir un nimero fijo de cifras que se repiten, o usar la expresion |E,| < %(mn —Zp_1)?
con

M = mix |/"(@)] y m= min |7/(2)]
x€[a,b] z€[a,b]

3.2. Interpolacion polinémica. Método de las diferencias divi-
didas

Introduccién / motivacion:
datos experimentales: cantidad finita
necesidad de obtener una funcién “que pase por” (interpole a) dichos pares de valores, para
representar y manipular.

Objetivo:
Encontrar métodos efectivos para interpolar datos.
(Distintos tipos de interpolacién. Aqui veremos la polinémica)

Anilisis previo (existencia y unicidad):

Dados una serie de datos (x;,y;) con i =0,...,n (con z; distintos entre si), 3! p(x) poli-
nomio de grado < n que interpola dichos valores: p(x;) = y; para todo ¢ =0,...,n.

Teorema 3.3 (Unicidad del polinomio de interpolacién). Si p(z) y q(x) son dos po-
linomios de grado < n tales que p(x;) = q(x;) para i = 0,1,...,n con z; distintos entre si,
entonces p(x) = q(z) Yz € R.
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3.2.1. Meétodo de las Diferencias Divididas

Proposicién 3.4. Dados {(x;,y;)}i=o,..n con los x; distintos entre si, el polinomio de inter-
polacion de grado < n que los interpola es:

p(x) =yo+yor(z — z0) + yor2(z — zo)(x — 1) + - + Yor.m(z — zo)(x — 21) - - (T — Tp—1)

donde
Zo Yo
_ ¥1—Yo
Yo1 = ;=0
— Yi12—Yo1
1 Y1 Yoi2 = 7%2_3,0
_— Y2—y __ Y123—Yo12
Yi2 = 3= Yoi23 = “ =5
— Y23—Y12
T2 Y2 Y123 = %
_ Y3—yo
Y23 = 2=,

r3 Y3

-2 -1 1
Ejemplo 3.5. Hallar el polinomio de grado < 3 que interpola 1 g i } 7 } 7 } i
|-
Comenzamos calculando los coeficientes:
Ty Y Yij Yijk Yijkl
-2 -5
1-(=5) _
T = ©
-1 1 06 =2
-1 _ 2—(=2) _
e Y =2 !
1 1 » D) — 2
71=6
2 7

Entonces, los coeficientes de la diagonal superior senalados en negrita nos permiten
obtener el polinomio del siguiente modo:

p(x)=-5+6(z+2)—-2(x+2)(z+1)+ (x+2)(z+1)(x—1).

Simplificamos y vemos que obtenemos el polinomio p(z) = 3 — x + 1.

Ventaja: si hiciera falta introducir algin par de valores més, se podria hacer sin problema y
aprovechando los ya calculados (los z; no tienen porqué estar ordenados).

Ahora es claro el nombre que recibe el algoritmo.




Tema 4

La integral definida. Aplicaciones

Las integrales formalizan un concepto bastante sencillo e intuitivo, el de drea (y volimenes,
y longitudes entre otras aplicaciones). Los origenes del célculo de dreas se pueden encontrar
en el “método de exhaucién” desarrollado por los griegos hace mas de 2000 afios, pero fueron
Newton y Leibnitz quienes le dieron el enfoque riguroso actual.

Se comprobard que los problemas del célculo integral y diferencial son inversos el uno del

otro, y una sencilla regla (de Barrow) servird para dar respuesta al objetivo del tema: cémo
calcular un area concreta.

4.1. Calculo de primitivas

Definicién 4.1. Dadas f, F: D C R — R, decimos que F' es una primitiva de la funcion f
si:

F'(z) = f(z), VxeD.

Estd claro que si F' es una primitiva de f, F + C es también primitiva de f para cualquier
C eR.

Definicién 4.2. Al conjunto de todas las primitivas de f se le llama integral indefinida
de f:
/f(:n)dx:F(x)JrC, vC e R.

Propiedades:

1. Si k € R, entonces /kf(m) dx =k /f(x) dx.

2 [(H@) £g@)ds = [ f@)do [ g(a)ds

41
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4.2. Reglas de calculo de primitivas

Integrales inmediatas Integrales funciones compuestas

Tipo potencial

/x"dw = :jjll +C, n#-1 /f(x)” f(z)de = fixj):b:l +C, n#-1

Tipo logaritmico

1 f'()
—dr=n|z|+C / drv =In|f(x)|+C
[ 5 do=tnlal iz =)o)
Tipo exponencial
/e””dm:em—l—C’ /ef(m)f’(x)dx:ef(m)—i-(]
a* W@
/awdx: +C /af("”)f'(:c)dx: +C
Ina Ina
Tipo trigonométricas directas
/senaz’ dr = —cosz + C /senf(a:) f(z)dr = —cosf(x)+ C
/cos:v dx = senx + C' /Cosf(:v) f(x)dx = senf(z) + C
1 T, B
1 1 , B
/ I~ dr = —cotgr + C /W f'(z) dz = —cotg(f(z)) + C
Tipo trigonométricas inversas
dv f'(z) _
/1+x2 = arctgz + C T+ f(0)? dx = arctg(f(z)) + C
/
/ \/% = arcsenx + C' \/%dm:arcsen(f(x))—kC

Ejemplo 4.3 (Tipo potencial).

1. 5’ 4+ = — Va2 +5|der=56——-—=— -z +b5zx+C.
x2 4 'z 5

3z +5)3

2. /(3x+5)2d:v:( 9 +C.

5
3. /sen4:n cost dx = seg a + C.
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Ejemplo 4.4 (Tipo logaritmico).

1 1
dz = - In|5z + 3| + C.
/5x+3 =5 mlpr 43+

2. /tga:dx = / S o= —In |cosz| + C.
cosx

Ejemplo 4.5 (Tipo exponencial).
[EQ 1 IEQ
1. e’ rdr = € +C.

9S€N(3x)

1
) 28677,(3:2) dr = =
2 /003(395) T= g g

61nx 61n:p
S. / dr = +C.
T In6

Ejemplo 4.6 (Tipo trigonométricas directas).

1. / cos(mzx) dx = 1 sen(mz) +C, m #0.

m

2. / @ dx = —cos(lnz) + C.

T 1 9

Ejemplo 4.7 (Tipo trigonométricas inversas).

1.
/ > 2dx:/ﬂd 5/ 1 d:r:
3
:i/ \/g ————dx :iarctg \/gx +C.
Ch (e AR
2.

e e
7@:2/%
/\/4—6233 2 /1_(%)2

dx = arcsen <%> +C.

43
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4.2.1. Método de sustitucion

Consiste en hacer un cambio de variable que transforme la integral en otra que sepamos
calcular. No hay que olvidar, una vez resuelta, deshacer el cambio. Veamos algunos ejemplos:

= ("=t = edy=dt)

e.z'
——dx
/ V4 — e

dt / dt
/\/4—t2_ 9 /1_(%)2
= arcsen (%) + C = arcsen (%) +C.

/ v dex = (x =10 = dor =6t dt)

tB
= 6 / dt  (dividimos)

241
dt
= 6| —t*+2—1)dt 6/—
/( + Jdt+ 14 t2
tro 3
= 6<7—g—|—§—t>—|—6arctg(t)+0

A S
= 6(————1———3:%)+6arctg(x1/6)+C.

4.2.2. Meétodo de integracion por partes

Consiste en aplicar la siguiente regla:
/udvzuv—/vdu.

u = r = du=dx
dv = e*der = wv=¢"

Veamos algunos ejemplos:

/xexdx

= mex—/exdx:mex—ex—i—(?

= (x—1)e"+C.
u = arctgr = du= 9,
t d = 1+x
/arcgmx {dv = dzr = wv=u

£ / Y 4
= X arctgr — —F ax
& 14+ 22

= wzarctgr — 3 In|2? + 1|+ C.
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4.2.3. Integracién de funciones racionales

x
Las funciones racionales son aquellas que se escriben de la forma f(z) = M, donde p(x)

()

Q

y q(x) son polinomios.

» Si grado(p) < grado(q), podemos aplicar el método de descomposicién que presentamos
a continuacién.

= Si no, debemos efectuar la divisién de polinomios, y escribirlo como:

p(z) r(x)
Flo)y =20 = o) + 1,
q() q()
donde ¢(z) es el polinomio cociente que resulta al hacer la divisién y r(z) es el polinomio
resto de la divisién. Observemos que entonces grado(r) < grado(q).

El método: El primer paso es descomponer el denominador en factores simples. Si
grado(q) = n y todas las raices son simples, es decir,

q(x) = ag (x — 1) (z —22) ... (T — 24),
se hace una descomposicién de la forma (con Ay, ..., A, constantes reales):
p(x): Ay n A et A, 7
Q(:L') Tr — T T — T2 T — ITp

y se integra cada uno de los sumandos que aparecen.

2x—3
AT e =
/233‘3—1‘2—217 v

[dado que 22 — 2 —z =2 (z — 1) (22 + 1)]

_/A+ B . C
N T r—1 2x+1

1 8
= 3ln]x\—§ln]:):—l\—§ In|2z 4+ 1| + C.

Ejemplo 4.8.

donde los coeficientes A, B y C' se han calculado resolviendo:

2x —3 é_'_ B N c
203 — 22 —x x x—1 2x+1
Az —1)(2z+ 1)+ Bzx(2z + 1) + Cx(z — 1)

z(x—1)(2z +1)
22(2A+2B+C)+x(-A+B-C) - A

203 — 22 — 2
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para lo que se debe cumplir que:

A = 3
0 = 24+2B+C s _ 1
2 = —-A4+B-C = - 3
-3 = -A 16
c = —-=
3

También podemos dar valores convenientes a x para obtener un sistema de ecuaciones mds
simple para A, B y C.

Si hay alguna raiz multiple, de multiplicidad k, aparecen k sumandos asociados a esa
rafz. Es decir, si en la descomposicién del polinomio del denominador, ¢(z), aparece (z —x¢)*

)

p(x) ,
entonces descomponemos ~——% como:
q(z)
A Ay As A,
x—x0+(3:—x0)2+(x—x0)3+ +(x—:c0)k

Ejemplo 4.9.

/ 2z — 3
dr =
3 —322+3x—1

[dado que z — 3z + 3z — 1 = (z — 1)3]

=/(xf1+(£1)2+(xf1)3) &

:/<x21+<x—21>2+<x:11>3> &

SR S N
(-1 2 (x—1)2

donde se ha resuelto:

20— 3 _ A B cC
r3-3224+3z—-1 -1 (z—-1)2 (z-1)3

Az? +2(—2A+B)+(A—-B+0)
(x— 1)

lo que implica que A=0, B=2y C = —1.

Hay otras muchas combinaciones, como mezcla de raices reales y complejas (simples y/o
multiples). Nosotros sélo trataremos aqui el caso anterior, y el caso en que la raiz compleja

1
es imaginaria pura, es decir, del tipo prppwE que ya sabemos es de tipo arcotangente.
a’+x
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4.2.4.

1.

4.3.

Cambios de variable importantes
senr = t:
costdr = dt
En este caso { cosy — 1_1¢2°
dt dt

lo que implica que dx = =

cost /1 —¢2

Por ejemplo,

sen’z t3 dt t3
dr = = | —=dt
COST V1 —12 /1 —¢2 1 —¢2
que se ha transformado en una integral de tipo racional.

También podemos intentar el cambio cosx =t o tgx = t.

Observacion 4.10. Estos tres cambios no siempre funcionan, pero son faciles de hacer.

El cambio que mds habitualmente funciona es tg (%) = t, pero los cdlculos son mds
complicados.

r=1t"

Entonces dx = nt" ! dt. Ver ejemplo segundo de la Seccién 2.1.

La integral definida

Un anticipo de las aplicaciones que nos permite introducir el concepto de esta seccién es

el siguiente problema:
Sea f : [a,b] — R una funcién continua y positiva. Denotemos Af(c) al drea contenida

entre

la funcidn, el eje OX, y las rectas t = a y = = c.

Veamos la relacion entre las funciones Ay y f. Como la funcién f es continua en ¢, entonces,
para cualquier A > 0 (pequeno), se tiene que Af(c+ h) — Af(c) es aproximadamente f(c)h, o
lo que es lo mismo,

Arleth) = AfS)

h

iy,
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Tomando ahora limites cuando h — 0 en ambos miembros de la igualdad anterior (recordar
la definicién de derivada), se tiene que

A(c) = f(c), | es decir, Ay es una primitiva de f.

La propiedad anterior nos lleva a considerar el siguiente concepto:

Definicion 4.11. Llamamos integral definida a una expresion del tipo

/a ' fla)d,

donde a < b. En caso de a > b, se considera:

/abf(x) do = —/baf(x) dz.

Observemos que solo se diferencia de las primitivas o integrales indefinidas en que aparecen
limites de integracién a, b.

Si dada la funcién f(x) conocemos una primitiva de ésta, F'(z), entonces se verifica la
Regla de Barrow:

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

Observemos que [ f(x)dx = F(x) + C, es decir, el valor de C no afecta a la aplicacién
del la Regla de Barrow.

312

2
Ejemplo 4.12. / 22 dx = %
1

8 1
., 3 3 3

La férmula de integracién por partes para integrales definidas es:
b , b
[ 1@ g @ s = @) gl ~ [ @) g0 ds
a a

4.3.1. Propiedades de la integral definida

b
1. Sik € R, entonces /

a

b
kf(x)dx =k / f(z)dx.

b

2 /ab(f(:):)j:g(:r))dx:/abf(ac)dxj:/a o) da.
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3. Sic € [a,b], entonces:
b c b
[ t@de= [ f@yde+ [ sy dn

b
4. Si f(x) >0, Vx € [a,b], entonces / f(z)dx > 0.
b b
5. Si f(z) < g(z) Vz € [a, b], entonces / flz)dx < / g(x)dx.

4.3.2. Aplicaciones de la integral definida. Calculo de areas de superficies
planas

Queremos calcular el drea A determinada por z = a, z = b, el eje OX e y = f(x).

b
» Si f(x) >0, entonces A = / f(x)dx.

b
» Si f(z) <0, entonces A = —/ f(x)dx.

» Si la funcién tiene cambios de signo en [a, b], hay que separar los intervalos donde f(x)
tiene signo constante y aplicar lo anterior. Por ejemplo, si f(z) > 0 en [a,c] y f(z) <0

en [c, b], entonces:
c b
A —/ f(z)dx —/ f(z)dz.

Si queremos calcular el area determinada por = a, z = by las curvas y = f(z) e y = g(z),
donde f(z) > g(z), entonces:

b
A= [ (#(a) = gla)) da.

En otro caso, hay que separar [a, b] en intervalos y se actia como antes en cada intervalo.

2

Ejemplo 4.13. Calcular el drea encerrada por f(x) = x, g(x) = x* en el intervalo (0,1) y

en el intervalo (0,2).
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07702040608 112141618 2 2224

donde la linea continua corresponde a y = x, y la linea discontinua corresponde a y = x2.

El drea en el intervalo (0,1) es:

El drea en el intervalo (0,2) es:

1 2
= X)) — X T = iL'—.'L'Q i .’,1?2—1' X
A= [ —gla /0< >d+/1< )d

1 8 <1 1)
= 4+-—2—(=—-=
., 63 3 2
1 1+16-12—-2+3
2 6 -

1.

Ejemplo: Area del circulo: La curva que define el contorno de un circulo de centro
(0,0) y radio r es 22 + y? = r2, luego y = Vr? — 2.
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1y

] '\
1-0.8 -04 01 020406038 1
0.2+ X

o1

Gracias a la simetria de la figura, para calcular el drea lo hacemos para x € [0,r] y multipli-

camos por 4:

A

4/ \/rQ—xzdxzélr/ \/1—<£>2daz
0 0 r
x

t

haciendo el cambio de variable T Set
dx = rcost
/2
4r? / cos?t dt
0
1 2t
usando la férmula trigonométrica cos?(t) = %S()
/2

=T

™/2 (1 + cos(2t) t  sen(2t)
2 a2 (L
4r /0 ( 5 )dt 4r ( 5 + 1 >

0



52

TEMA 4. LA INTEGRAL DEFINIDA. APLICACIONES



Tema 5

Ecuaciones diferenciales y algunas
aplicaciones

Las ecuaciones diferenciales ordinarias, e. d. o. , aparecen al estudiar muchos fenémenos
naturales. Grosso modo, se trata de una expresién que relaciona una funcién desconocida con
sus derivadas.

En este tema presentamos algunos casos concretos para ilustrar su importancia, aprende-
remos a plantear problemas en este marco, donde una magnitud concreta aparece relacionada
con la velocidad a la que evoluciona, y por supuesto abordaremos formas de resolver los casos
presentados.

5.1. Algunos ejemplos
1. Modelos de origen fisico, como:
a) laley de enfriamiento de Newton:
T'(t) = —k(T(t) — Ta)

donde T" = T'(t) es la temperatura, T4 es la temperatura ambiente y k es una
constante positiva.

b) Fenémenos naturales como la descomposicién de elementos radiactivos:
N'(t) = —=AN(t),

donde N = N(t) es el nimero relativo de moléculas sin desintegrar y A es una
constante positiva que depende del material.

2. Modelos de la dinamica de poblaciones:

a) Modelo de Malthus: si p(t) representa el nimero relativo de individuos de una
poblacion, esta ley lleva a

p'(t) = ap(t),

93
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donde « es una constante que representa la diferencia entre la natalidad y la mor-
talidad de la poblacién (=tasa de crecimiento instantaneo).

b) Modelo logistico o de Verhulst: para evitar el crecimiento ilimitado que puede

ocurrir en el modelo de Malthus (de hecho ocurre para o > 0), Verhulst propuso
el siguiente modelo

P (t) = ap(t) = B (p(1)?,
donde ahora 8 > 0 representa el nivel de competicién de la propia especie frente a
los recursos naturales del medio (factor de freno).

¢) Sistema de presa-depredador: en este caso tenemos dos poblaciones, z(t) que
representa a los depredadores e y(t) a las presas. El modelo es

Z—f(t) = —ax(t) + Bz(t)y(t)
W) =7 y(t) — 52ty y(t)

donde «, 3,7 y 0 son constantes positivas. « y v representan el indice de crecimiento
de z = x(t) e y = y(t) respectivamente, 3 y 0 representan el grado de depredacién
de las especies.

5.2. Conceptos fundamentales

Definicién 5.1. Una ecuacién diferencial ordinaria (e. d. o.) de primer orden es una
relacion entre una variable independiente t, una variable dependiente y(t) y la derivada de
ésta y'(t). Dicha relacion se escribe en notacién matemdtica como:

F(t,y(t),y'(t)) = 0.

El tipo de ecuaciones diferenciales ordinarias que vamos a estudiar en este tema son
aquellas de la forma siguiente:

y'(t) = fty(t)). (5.1)

Definicién 5.2. Una solucién de una e. d. o. es una funcion ¢(t) que verifica la ecuacion
(5.1) en un intervalo (a,b), es decir,

¢ : (a,b) =R

¢'(t) = f(t,0(t), Vte (a,b).

Si depende de una constante, c, recibe el nombre de solucién general y se denota por
©e = @c(t). Entonces, para cada valor de ¢ hay una solucion. Por tanto, se trata de una
familia de soluciones.

Si la solucion no depende de una constante se llama solucién particular y se denota
por ¢ = (t). Esto ocurre, por ejemplo, si le damos un valor a la constante ¢ que aparece
en la solucion general; pero puede haber soluciones particulares que no estén incluidas en la
solucion general.
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Ejemplo 5.3. Para la ecuacion y'(t) = 2y(t), observamos:

2 es solucion en todo R, pues:

P1(t) =2e* =24 (t).

= pi(t) =e

» 5(t) = 5e? es solucion en todo R, pues:
©E(t) =5-2e% = 2p5(t).

2 es solucion en todo R, pues:

pt) =c-2e* = 2p(t).

n oc(t) =ce

5.3. Problemas de valores iniciales

Las condiciones iniciales permiten seleccionar qué solucién (de entre las dadas por la
solucién general) es la que resuelve el problema tratado).

Definicion 5.4. Se llama problema de Cauchy o de valores iniciales relativo a la funcion
f(t,y) y alos datos (to,yo):

{y’(t) = f(ty(t)
(PC)

y(to) = o
al problema de analizar la existencia de soluciones de la e. d. o. que satisface, ademds, la
condicion inicial y(to) = yo.

Existen resultados que analizan en qué casos existe solucién del dicho problema (PC), y
cuando hay una tnica solucién. Nosotros solo trataremos los casos en los que dicha solucién
existe.

Hasta ahora hemos denotado por t la variable independiente. A partir de este momento
usaremos = como variable independiente.

Estudiaremos sélo dos tipos (de los muchos que existen):

1) Ecuaciones de variables separables: Son aquellas en las que la derivada se expresa
de la forma:
f(=)

y/(w) = @

2) Ecuaciones lineales: Distinguimos entre:
a) Homogéneas, que se expresan de la forma:
Y () +a(x)y(z) = 0.
b) Completas, que se expresan como:
y'(z) +a(@)y(z) = f(2).

Trataremos cada uno de los tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias, centrandonos en
su identificacién y método de resolucién.
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5.3.1. Ecuaciones de variables separables

Las ecuaciones en variables separables se resuelven agrupando las funciones que sélo de-
penden de la variable x en uno de los miembros, y las funciones que sélo dependen de la
variable y en otro, e integrando cada miembro respecto de la variable de la que depende. Es
decir, agrupamos de la forma:

/ fl@) dy _ [(=)
y(z) = o) = o= o) = 9(y) dy = f(z) dz,

e integramos para obtener la solucion:

/g(y)dy:/f(x)dx—l—c.

Observacién 5.5. Como vemos, la solucion depende de una constante c. Se trata, por tanto,
de una solucion general.

-5
Ejercicio 5.6. Resuelve la ecuacion y' = * 5
(]
Solucién: FEscribimos la e. d. 0. como
dy x—5 2
P = y“dy=(x—5)dz.
Integrando obtenemos:
3 2
/dey:/(m—5)dw+c = % = %—5:164—0,

que es la solucion general. Notemos que para dar la solucion no es necesario despejar la
funcion y(x).

+3

Ejercicio 5.7. Resuelve el problema y' = Y con la condicion y(—1) = 0.
x
Solucién: FEscribimos la e. d. 0. como

dy y—1 dy dx

-7 — , = .
de  x+3 y—1 x+3

Integrando obtenemos:

/ dy _/ dx
y—1 ) z+3

= Inly—1=hlz+3|+c = ‘y_l‘:€1n|z+3\+c

= Jy—1ll=lz+3le¢ = y—1==xe‘(x+3) dondee®>0

Por tanto, si escribimos K = +e°, K es una constante cualquiera (positiva o negativa).
Observemos que el caso K = 0, que corresponde a y(x) = 0, también es solucion de la

ecuacion. Entonces,
y—1=K(x+3), KeR
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-1
es la solucion general de la ecuacion y' = y—2
T+ 3

Buscamos la solucion particular que verifica, ademds de la e. d. o., la condicion y(—1) = 0.
Imponemos entonces que la solucion general verifique dicha condicion, es decir, sustituimos
x=—1 ey =0 en la solucion general, de manera que obtenemos:

1
~1=2K = K=-.

La solucion particular del problema de valores iniciales, es:
1

62° — 2z + 1

Ejercicio 5.8. Resuelve la ecuacion y' = .
cos(y) + €Y

Solucion: Escribimos la e. d. o. como
dy 6z°—2z+1
dr  cos(y) +e¥

i

= (cos(y) +e¥)dy = (62° — 22 + 1) dx.

Integrando obtenemos:
/(cos(y) +eY)dy = /(6z5 —2z+1)dr+c

= (sen(y) +e¥) =2° -2+ 2+

que es la solucion general.

5.3.2. Ecuaciones diferenciales lineales

Se llama ecuacidén diferencial lineal de primer orden a una ecuacién del tipo:

y' (@) +a(@)y(z) = f(2), (5.2)
donde a(x) y f(x) son funciones continuas. La ecuacién se llama completa si f(z) # 0, y se
llama homogénea o incompleta si f(x) = 0. Para resolver la ecuacién completa, hay que
resolver en primer lugar la ecuacién homogénea.

Resolucién de la ecuacién homogénea y/(z) + a(x)y(z) =0

La resolvemos separando variables:

dy dy

/ J— — _ = —

Yy +alx)y=0 = 10 +a(z)y=0 = Iy a(x)y
d d

= Y = —a(x) dr = %y = —/CL(CC) dr +c
) Yy

= Inly| = —/a(x) dr+c = |y(z)| = e Ja@dvte

= |y(x)| = e Jo@de cc o y(g) = +ec. e Ja@dr donde e > 0,
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luego

P / alz) dz

con K = + e° una constante cualquiera (positiva o negativa). Observemos que el caso K = 0,
que corresponde a y(x) = 0, también es solucién de la ecuacién.
La solucién general de y' + a(z)y = 0 es entonces:

y(z) = Ke_/ a(gc)dm, K eR. (5.3)

Resolucién de la ecuaciéon y'(z) + a(z)y(z) = f(x)
El método que usaremos se llama método de variacion de constantes o variacién

de parametros, y consiste en lo siguiente:

- [ a(x)dx
» A partir de la solucién y(z) = Ke / , se considera que la constante K es un
pardmetro que depende de x, luego buscamos K (z) para que:

- [ a(x)dz
y(x) = K(z)e / (5.4)
sea solucién de (5.2).

» Para ello, es necesario que la funcién (5.4) verifique la ecuacion (5.2), por tanto,

— | a(z)dz — | a(z)dx
y(z) = K'()e J o T+ K (@) (~a@)) e J o

_ K e—/a(x)dx _ K(@)a(z) e—/a(aﬁ)dw

luego sustituyendo la expresion de y/(z) en (5.2), obtenemos:
—/a(m)dw —/a(a:)dac —/a(:(:)da:
K'(z)e — K(x)a(x)e +a(z)K(z)e

lo que implica que:
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Por tanto, la solucién de (5.2) es:

y(x) = /f(x)e/a(x)dxdx—i—k: e—/a(:v)dx' (5.5)

Ejercicio 5.9. Resolver y'(x) + y cos(x) = 0.
Solucién: Vamos a resolver separando previamente las variables. Obtenemos:

d d
y' = —ycos(z) = % = —ycos(xz) = ?y = —cos(x) dx
=Inly| = — / cos(x)dr = —sen(x) +¢ = |y(z)| = e SEMU)Fe

= |y(z)| = e SEM@) ¢ = y(z) = £e° - e SENUR)

Por tanto, y(z) = K e=5¢™*) | donde K = +e® una constante cualquiera (positiva o negativa).
Observemos que el caso K = 0, que corresponde a y(z) = 0, también es solucion de la
ecuacion. Es decir, la solucion general de la ecuacidn y'(x) + y cos(x) = 0 es:

y(z) = Ke 5@ K eR.

Ejercicio 5.10. Resolver y'(z) + 2y = 0.
Solucién: Vamos a resolver separando previamente las variables. Obtenemos:

/ dy

d
y=-2y = ——=-2y Y odp
dx Y

=>ln!y|=—/2da::—2x+c = |y(z)| = e 2%t

= |y@)=e2%-e¢ = ylx)=2e 2"
Por tanto, y(z) = Ke 2% con K = +¢° una constante cualquiera (positiva o negativa,).
Observemos que el caso K = 0, que corresponde a y(xr) = 0, también es solucion de la

ecuacion. Es decir, la solucion general de la ecuacion y'(x) + 2y =0 es:
y(z) = Ke 2%, KeR.

Ejercicio 5.11. Resolver zy'(x) +2y = 0.
Solucién: Escribimos primero la ecuacion de forma explicita (despejando y'), para después
aplicar el método de separacion de variables, para obtener la solucion, de la siguiente forma:

2 d 2 d 2
Y+oy=0 = L=_Zy =5 Y__Zg
T dx T Y T
= Inlyl = 2Injz|+c = Inlyl=Inz"?)+c

= y(z)] =@t o Jy(a)| = M) el

= y(r)=de 272
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K
Po tanto, y(z) = Kx72 = — con K = %€, una constante cualquiera (positiva o negativa).
T

Observemos que el caso K = 0, que corresponde a y(x) = 0, también es solucion de la
ecuacion. Es decir, la solucidn general de la ecuacion xy'(x) +2y =0 es:
K
r)=—, KEeR.
y(z) = —

1
Ejercicio 5.12. Resolver la ecuacion y' + y cos(x) = 5 sen(2x).

Solucién: Resolvemos primero la ecuacion lineal homogénea asociada y' + y cos(x) = 0,
cuya solucion calculamos en el Ejercicio 5.9: y(x) = K e—5€Mx)

Después aplicamos el método de variacion de constantes, considerando que la solucion es
de la forma:
y(x) = K(z) e 5, (5.6)

donde lo que queda por determinar es la constante K(x). Para ello, derivamos la expresion
(5.6), obteniendo:

() = K'(x) 570 4 K () (~ cos(a)) e,
y la sustituimos en la ecuacion que queremos resolver:
y(z) = K'(z)e 5@ 4+ K(x) (—cos(z)) e~ 5T
+ K(z) cos(z) e~ 5€M=) = % sen(2z) = sen(x) cos(x),
de donde obtenemos que:

K'(z) = sen(x) cos(x) eSeN(z) —
= K(z)= /sen(x) Cos(m)esen(x) da + k.

eSEN

Integrando por partes, considerando u = sen(x), dv = cos(x) () dx, obtenemos:

K(x) = (sen(x) — 1) 5@ 4k,
lo que implica que la solucion de la ecuacion lineal completa es:

y(x) = ((sen(x) —1) 5T 4 k) e ICMU) = sen(x) — 1 + ke SETU@),

Ejercicio 5.13. Resolver la ecuacion iy +2y = x° + 2.

Solucién: Resolvemos primero la ecuacidn lineal homogénea asociada, que esy' +2y =0,
cuya solucion calculamos en el Ejercicio 5.10:  y(z) = K e 2%.

Después aplicamos el método de variacion de constantes, considerando que la solucion es
de la forma:

y(x) = K(x)e 2%, (5.7)
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donde lo que queda por determinar es la constante K (x).
Para ello, derivamos la expresion (5.7), obteniendo:

y(2) = K'(2) e + K(a) (—-2) 727,
y la sustituimos en la ecuacion que queremos resolver:
y(z)=K(z)e "+ K(z)(—2) e 2* + K(2)2 e 2% = 2% 4+ 2,
de donde obtenemos que:

K'(z) = (22 +22)e* = K(m):/(ac2+2:c)62xdx+k.

Integrando por partes, obtenemos:

1 1
K(a:):i <:c2+x—§> e* + k,

lo que implica que la solucion de la ecuacion lineal completa es:

1 1
y(x) = 3 <$2 +x— 5) + ke,

61
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Tema 6

Estadistica Descriptiva.
Distribuciones estadisticas.
Representaciones graficas

En un curso general de Matematica Aplicada suele haber, por necesidades de sus recepto-
res, un bloque de estadistica. La estadistica pretende extraer informacién relevante a partir de
una serie de experimentos realizados de forma repetitiva. Dada una tabla de valores, a veces
existen relaciones entre los mismos, medidas caracteristicas que apuntan a cierta direccion, o
que senalan cuanto se ha alejado la muestra de un valor central.

El objetivo de éste y los siguientes temas es poder obtener este tipo de informacién de
tablas dadas.

6.1. Conceptos fundamentales

La Estadistica es el conjunto de métodos necesarios para recoger, clasificar, representar y
resumir datos (Estadistica Descriptiva), asi como de obtener consecuencias cientificas a partir
de estos datos (Inferencia Estadistica).

Poblacion es el conjunto de todos los elementos observados al realizar un experimento.

Muestra es cualquier subconjunto de la poblacion.

Individuo es cada uno de los elementos de la poblacion.

Tamano de la muestra es el ntimero de elementos de la muestra.

Un caracter estadistico es cualquier propiedad que permite clasificar a los individuos
de una poblacién. Se clasifican en cualitativos y en cuantitativos.

Modalidad de un cardcter es cada una de las diferentes situaciones que puede presentar
un cardcter. Estas en un mismo cardcter son incompatibles. Por ejemplo, el caracter sexo,
presenta dos modalidades: masculino y femenino.

Variable estadistica es la correspondencia que a cada modalidad de un caricter cuan-
titativo le asocia un numero real. Se clasifican en discretas (por ejemplo, el nimero de hijas
de una familia, el nimero de obreros en una fébrica) y continuas (temperaturas registradas
en un observatorio, la presién sanguinea de enfermos). Se suelen representar por X, Y 6 Z.

63
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Distribucién de frecuencias. Los datos recogidos se van a clasificar y representar en
una tabla en la que aparecen distintas frecuencias.

Sean N el tamano de la muestra, C el caricter a analizar presentando las modalidades
Cl, CQ, ceey Cy.

Sea n; la frecuencia absoluta de C}, es decir, el niimero de individuos que presentan la
modalidad C;.
_n

La frecuencia relativa de C; es f; = §.

El porcentaje relativo a 100 individuos de C; es p; = 100f;.

k k
Se verifica que > n; =N, > fi=1.
i=1 i=1

i
La frecuencia absoluta acumulada es N; = ) n; y la frecuencia relativa acumu-
j=1
i i
lada F; = ‘Zlfj = '21 % Entonces N, = N, F, = 1.
Jj= j=
i
El porcentaje relativo acumulado es P; = ) p;.
j=1

6.2. Tablas estadisticas

6.2.1. Muestra de tamano N para analizar un caracter cualitativo

Supongamos dada la siguiente tabla, donde las variables C1, Cs, ..., Cj son posibles moda-

lidades.

Modalidades | F. abs. | F. relativas | Porcentajes
Ch ni N1 1001
C ng f2 100f2
Ck Nk Jr 100 fx
[ Total | N | 1 | 100% |

Ejemplo: Distribucién del color de los ojos en una muestra de 50 personas:

Modalidades | F. abs. | F. relativas | Porcentajes
Azules 16 0’32 32%
Verdes 12 0’24 24 %

Marrones 14 028 28 %
Negros 8 0'16 16 %

| Total | 50 | 1 | 100% |
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6.2.2. Tabla estadistica para una variable discreta

En una muestra de tamano N se ordenan de menor a mayor los valores de la variable,
1 < 12 < ... < 7, y se anaden la frecuencias absolutas y relativas junto con los porcentajes.

Valores | F. abs. | F. relativas | Porcentajes
71 ni fi 1001
T2 n2 f2 100 f2
T Nk Tk 100 f
| Total [ N | 1 | 100% |

Se puede completar la tabla con las frecuencias acumuladas para facilitar posteriores calcu-
los.
Ejemplo: Distribucion del niimero de hijos en una muestra de 100 familias espafolas:

zi | ni | Ni | fi | Fi i

0 14 | 14 | 014 | 014 | 14%
1 26 | 40 | 026 | 0’40 | 26%
2 30 | 70 | 0’30 | 0’70 | 30%

3 16 | 86 | 0'16 | 0’86 | 16 %
>4 | 14 | 100 | 0'14 1 14 %

[ Total [ 100 [ | 1 | | 100% |

6.2.3. Tabla estadistica para una variable continua

Los datos se agrupan en clases, que van a ser intervalos semiabiertos, [eg,e1), [e1,€2),
-+ [ex—1,er). Se considera que todos los individuos de una misma clase tienen el valor que
senala la marca de clase, siendo

ei—1+e .
=" i=1,--- k.
La amplitud de la clase [e;—1,¢;) es a; = ¢; — ;1.
Ventaja: menor nimero de calculos.

Desventaja: pérdida de informacién.

Clases Marcas | n; | N; | fi | F; i P,
leo, e1) 1 ni | Nv | fi|Fi| po | P
le1, e2) 2 ny | No | fo|Fo| po | P&

lex—1,ex) Ck ng | Ne | fo | Fu | pr | B
| Total | N| 1] J100%]| |
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Ejemplo: Pesos en miligramos de 40 pastillas de ciertos medicamentos:

Peso | [200,210) | [210,215) | [215,220) | [220, 230)
i 3 10 14 13

6.3. Representaciones graficas

Van a completar la informacién recogida en la tabla estadistica.
Dependiendo de la naturaleza del caracter estudiado hay diferentes tipos de representa-
ciones.

6.3.1. Graficas para caracteres cualitativos

= Diagramas de barras. Sobre un sistema de ejes cartesianos en uno de los ejes se
representan las distintas modalidades y en el otro los valores de la frecuencia. Sobre cada
modalidad se levantan rectdngulos de la misma base y altura proporcional (normalmente
igual) a la frecuencia.

Ejemplo. Distribucién del estado civil de 150 personas:

Estado | Solt. | Cas. | V. | Div. | Rel. | No declara
Fr.abs. 20 78 15| 26 7 4

fr. Absol

soltero casado wviudo divorciado religinso no declarado
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= Diagramas de sectores. Se traza una circunferencia de radio arbitrario y se divide su
circulo en sectores. Cada sector se asocia a una modalidad siendo el dngulo correspon-
diente de cada sector proporcional a la frecuencia de cada modalidad.

fr. Absol

o sotero
mcasado
Oiviudo

O divorciado
mreligioso

@ no declarado

= Pictogramas. Cada modalidad se representa por una figura no geométrica de tamano
proporcional a su frecuencia, o bien se toma un dibujo como modelo y se repite un
nimero de veces proporcional a la frecuencia de la modalidad correspondiente’.

:

L R T

S

i BE

S TEERE

TR E

BRERERR
Pictograma

!Tomado de la pagina web: http://www.me.gov.ve/SegundaEtapa/Glosario/matematica.htm
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6.3.2. Graficas para caracteres cuantitativos

Variable discreta

Diagramas de barras. Cuando la variable es discreta y toma pocos valores, el grafico
adecuado es el diagrama de barras o rectangulos. Se construye de la misma forma que para
los caracteres cualitativos pero ahora sobre el eje x se sitian los valores de la variable.

Uniendo los extremos superiores de las barras o los puntos medios de los lados superiores
de los rectdngulos se obtiene el poligono de frecuencias simples.

Ejemplo: Distribuciéon del nimero de hijos en una muestra de 100 familias espanolas:

i | ni | fi
0 |14 | 014
1 |26|026
2 130030
3 |16 ]016
>4 (14| 014
El diagrama de barras es el siguiente:
n*® hijos por familia espariola

035

03

025

o
)

frecuencia relativa
o
o

01

005

n® hijos

Los poligonos de frecuencias simples para n; y f; (para ser precisos, y dado que cualquier
columna proporcional es valida en estas representaciones, se aclara qué poligono de frecuencias
se estd construyendo: absolutas, relativas o porcentuales) vienen dados simplemente por:
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. e

7 -

Variable continua

Histogramas. Como los datos usados en este caso proceden de una variable continua, se
mantiene el tamafio real de la base de cada modalidad para no generar graficas equivocas.
Precisamente por ello seria igualmente tendencioso poner una altura proporcional a la fre-
cuencia absoluta o cualquier otra (un intervalo con n; grande puede deberse simplemente a
ser demasiado grande). De modo que sobre cada intervalo de clase se levanta un rectangulo
de area igual o proporcional a la frecuencia del correspondiente intervalo. Esto implica
que leer meramente las alturas en un histograma es incorrecto, la informacién estéd codificada
en las areas.

Si las amplitudes son iguales, entonces las alturas se toman iguales a las frecuencias.

Amplitudes diferentes: En la clase [e;_1, €;), considerando &drea igual a la frecuencia absolu-
ta (también valdria cualquier otra columna proporcional: la relativa o la porcentual), tenemos
h; = Z—Z’, donde h; es la altura del rectangulo correspondiente a esa clase, y a; la amplitud.

Ejemplo: Tabla, histograma y poligono de frecuencias acumuladas en las calificaciones
de 200 alumnos:

Notas | n; Di h;
[0,3) |48 | 24% 8
[3,5) | 69 | 34'5% | 17'25
[5,7) | 55 | 27'5% | 1375
[7,9) |20 | 10% 5
[9,10) | 8 4% 4
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17.259

13754

n® alumrnos

calificacian

Uniendo los puntos medios de los lados superiores de los rectangulos se obtiene el poligono
de frecuencias simples enmarcado en el histograma: para ser precisos, y dado que
cualquier columna proporcional es vélida en estas representaciones, se aclara qué poligono de
frecuencias se estd construyendo (absolutas, relativas o porcentuales), en este caso el de los
porcentajes relativos.

17,259

13.754

n® alumnos

calific acian

Poligono de frecuencias acumuladas. En el eje x se representan los extremos de las
clases. A ey se le asigna ordenada 0 y a cada extremo derecho de las clases se le asigna
como ordenada la frecuencia acumulada (absoluta, relativa o porcentual) de dicha marca.
La poligonal que une dichos puntos es el poligono de frecuencias acumuladas. El hecho de
tomar ahora la poligonal de los extremos a la derecha de los rectangulos es que, suponiendo
uniformemente distribuido el nimero de individuos en cada clase, dicha poligonal deberia
reflejar al final de cada intervalo el total de individuos en él contenido.
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Aplicacién: supuesto conocido el poligono de frecuencias acumuladas y fijado un valor
xo de la variable, la ordenada correspondiente, que se obtiene por interpolacién lineal, es el
porcentaje acumulado de individuos de la muestra para los que la variable es menor o igual
que xo.

Ejemplo: Peso en kg de 100 personas:

Peso | [20,40) | [40,60) | [60,80) | [80, 100)
P, 10 59 91 100

&0

pESD

Porcentaje de individuos cuyo peso es menor o igual que 69: como 69 € [60, 80), se calcula
la recta que pasa por (60,59) y (80,91) y se sustituye la abcisa por 69:

91 -39

594 297
y T 80-60

(69 — 60) = 73'4%.
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Tema 7

Medidas de posicion y dispersion

Una vez agrupados los datos en distribuciones de frecuencias, se calculan unos valores que
sintetizan la informacion. Estudiaremos dos grandes secciones:

Medidas de tendencia central o de posicidon: situacién de los valores alrededor de
los cudles fluctian los demés.

Medidas de dispersion: grado de desviacién de los datos respecto de las medidas de
tendencia central.

Acabaremos este resumen con el proceso de tipificacién de una variable aleatoria.

7.1. Medidas de tendencia central

Estudiaremos la media aritmética, la mediana y la moda.

7.1.1. Media aritmética

Se suele representar por T, aunque también por p e incluso abusando de la notacién
probabilista EX (esperanza de la variable X). Es el valor de tendencia central de mayor
interés.

Caso discreto

Sea X una variable discreta que toma los valores x1, x2, - - -, T3 con frecuencias absolutas
ni,na, - -+, ng resp. La media aritmética de X viene dada por

k
> xin k
r=S— =)
T = = z; fi.
N . ’Lf’t
=1

Ejemplo. Calificaciones de 20 alumnos en Matemaéticas:

73
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x; | ng | Ny | B
2131 3|15
4 16| 9| 45
515114 70
6 | 3|17 ] 8
8 |1 118 ] 90
10 | 2 | 20 | 100
La nota media es & = 2'3+4'6+5'5‘gg'3+8'1+10'2 = 5'05.
Propiedades
k
1) La suma de todas las desviaciones a la media es cero: Y (z; — Z)n; = 0.
i=1
2) Si X toma los valores x1, 9, ...,x, € Y los valores y; = x; + ¢,i = 1,2,...,k, c € R,
entonces §y = T + c.
3) Si X toma los valores x1,x9,...,2k, e Y los valores y; = cx;,i = 1,2,...,k, ¢ € R,
entonces y = czx.
Aplicacién: si X toma los valores x1,x2,..., Tk, y Z los valores z; = #=i = 1,2,... k,

con ¢,d € R, d # 0, entonces z = *5¢, lo cual facilita a veces los cédlculos cambiando de
variable. Por ejemplo, se quiere calcular el didmetro medio de 100 émbolos cuyas medidas en
mm son:

(z;) | 153’7 | 153/8 | 153/9 | 1540 | 154’1 | 154’2 | 154’3
n; 10 15 19 21 14 13 8

Definimos Z = £ 0_,1154 cuya distribucién de frecuencias es

Didmetro (z;) | =3 | -2 | —-1] 0 | 1 | 2 |3
n; 10 | 15 | 19 | 21|14 |13 | 8

La media de Z es z = —0'15, luego Z = 0’1z + 154 = 153'985.

Caso continuo

Si la variable aleatoria es continua, para simplificar se calculard la media aritmética de
una variable discreta cuyos valores son las marcas de clase de cada uno de los intervalos y las
frecuencias absolutas las de cada clase. Con ello se pierde precisién, porque sélo se tendra en
cuenta el nimero de valores que estd dentro de un intervalo de clase pero no la forma en la
que estan repartidos.

Ventajas de la media aritmética:
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- Contiene toda la informacién de los datos de la distribucién, por lo que es representativa.
- Siempre puede ser determinada, es facil de calcular y admite operaciones aritméticas.

Desventaja: presenta una gran sensibilidad a valores extremos.

7.1.2. Percentiles. Caso particular: la mediana

Se suponen los valores de la variable ordenados en orden creciente. Sin € N, con 1 < n <
100, el percentil de rango n es el valor de la variable estadistica que deja por debajo de él
al n% de los valores y al resto por encima. La mediana es el percentil de rango 50 (divide
a la muestra en dos partes iguales; al menos la mitad de la muestra cumple estar por debajo
del valor destacado).

Estudiaremos el valor de la variable correspondiente a un percentil dado; y dado un valor
de la variable calcularemos el percentil correspondiente.

Caso discreto

Se realiza en primer lugar la tabla de frecuencias porcentuales acumuladas (f.p.a.).

a) Si el porcentaje n no figura en la columna de f.p.a. se toma como percentil de rango n
el primer valor de la variable cuya f.p.a. sobrepasa a n.

b) Si el porcentaje n coincide con la f.p.a. de algin valor x;, se toma como percentil de
rango n el valor L;C“’l

Ejemplo. Consideramos de nuevo la tabla dada en la pagina 74 sobre las calificaciones de
20 alumnos en Matematicas.

La mediana es 5, el percentil de rango 84 es 6, mientras que el percentil de rango 85 es

6+8
£8 = 7.

Caso continuo

Se construye el poligono de frecuencias porcentuales acumuladas (no debe construirse
sobre el histograma, sino solo, pues las alturas deben reflejar el porcentaje correspondiente
independientemente de la amplitud de cada clase). La abcisa correspondiente a la ordenada
n es el percentil de rango n. El cdlculo se hace por interpolacién suponiendo que todos los
individuos de un intervalo de clase estan distribuidos homogéneamente.

Ejemplo. Peso en kg de 100 personas:

Peso | [20,40) | [40,60) | [60,80) | [80, 100)
2 10 59 91 100
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0
peso

Recuérdese que la recta que pasa por los puntos (zo,y0) v (z1,y1) viene dada, por ejemplo,
como y — xo = L2 (z — x0).
En este caso la mediana esta en el intervalo [40,60). Es aquel z tal que

59 — 10

—10 =
o 0 60 — 40

(z —40) = z = 41'6.

El percentil de rango 91 es 80.

7.1.3. Moda

Es el valor de la variable estadistica que corresponde al maximo del diagrama diferencial
(diagrama de rectdngulos o barras-histograma en caso continuo- y poligono de frecuencias
simples). Se representa por Mo.

Caso discreto

La moda es el valor de la variable con mayor frecuencia. No tiene por qué ser inica, puede
haber dos o més valores que se repiten (frecuencia absoluta) igual nimero (maximo) de veces.
En tal caso, todos esos valores son la moda.

Ejemplo: En el caso de que estudiemos el niimero de hijos por familia espanola descrito
por el siguiente diagrama de barras:
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n*hijos por familia espafiola

frecuencia relativa

n® hijos

tenemos que Mo = 2.

Caso continuo

Se construye el histograma.

17.25

113.75

n” alummnos
8

0 3 5 7 9 10
calificacion

La moda estd en el rectangulo de altura méxima, es decir, el de base [3,5). (Suponemos,
igual que se hacia en el cdlculo de la mediana, que la distribucién a lo largo del intervalo
es uniforme.) Asi, ahora la moda se calcula hallando la interseccién de los segmentos que
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aparecen en la figura. En este caso, la moda corresponde a la coordenada x del punto de
interseccién. Como dicho punto es (4'45,14'71), Mo = 4'45.

7.2. Medidas de dispersion

La dispersion de una distribucion es la mayor o menor separacién de sus datos respecto
de una de las caracteristicas de tendencia central, pretendiendo medir la representatividad de
dicha caracteristica.

Ejemplo. Calificaciones de 28 alumnos:

Fisica | 3 | 9 Biologia | 3 |6 | 9
n; 14 | 14 g 51617

La calificacién media en ambas asignaturas es de 6 puntos, pero ;dénde es més represen-
tativa?

Estudiaremos

= ¢l recorrido,

= la desviacién media,
= la varianza,

= la desviacion tipica y

» ¢] coeficiente de variacion de Pearson.

7.2.1. Recorrido

Viene definido como
R = méax(z;) — min(z;).

Proporciona una primera informacién de la variabilidad de la distribucién, pero es insufi-
ciente ya que si la variable toma un valor muy alto o muy bajo en relacién con el resto, puede
inducir a engano (de nuevo, como ocurria con la media, es muy sensible a valores extremos).

7.2.2. Desviacién media

Dada una caracteristica de tendencia central C, los valores |x; — C| representan la des-
viacién a C. Estas cantidades definen una variable estadistica que se usa como medida de
dispersion. En concreto, la desviacién media es la media aritmética de las desviaciones a la
media:

N

|l‘i — .TJ|7”L@

D, — =1 -
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Problema: los valores absolutos no son muy adecuados para realizar cdlculos y posteriores
estudios.

7.2.3. Varianza

Se define como la media aritmética de los cuadrados de las desviaciones a la media:

k
> (i —7)°n
i=1
N
Si la varianza es nula, todos los valores de la variable coinciden con la media, es decir,

dispersion nula. Cuanto mas alejadas estén las observaciones de la media, mayor serd la va-

rianza. A veces también aparece (por ejemplo en muchas calculadoras) expresada como o2.

2 =

Propiedades: Sea X una variable, ¢,d € R, d # 0.
1) Si Y = dX, entonces s2- = d?s%.

2) SiY = X + ¢, entonces s3 = s%.

Teorema 7.1 (de Konig). la varianza es la diferencia entre la media de los cuadrados y el
cuadrado de la media, es decir,

-

k
(.’Ei — i)gni Z miQni
=1

=1

jQ

N - N
Problema: como todas las desviaciones estan elevadas al cuadrado, la unidad de medida
de la varianza viene dada en cuadrados de las unidades de los datos originales.

7.2.4. Desviacion tipica

Se define como la raiz cuadrada positiva de la varianza:
K 1/2

(IL‘i — i’)QTLi
i=1

Sx = N

Esto aparece representado en muchas calculadoras como o,.
Propiedades: Sea X una variable, ¢,d € R, d # 0.

1) SiY = dX, entonces sy = dsx.
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2) SiY = X + ¢, entonces sy = sx.

3) Usando de nuevo el Teorema de Konig:

& 1/2
> zin;
i=1 2

S = T—JI

Ejemplo. Calificaciones de 20 alumnos en Matematicas:

2l (@ —2)%n || =

2 3 9’3025 27°9075 4 12
6 6 1’1025 6’6150 16 96
5 5 0’0025 0’0125 25 125
6 3 0’9025 2’7075 36 108
8 1 8’7025 8’7025 64 64
10 2 24’5025 49’0050 100 | 200
Total | 20 94’95 605

Sabemos que T = 5'05.

k
> (2i—7)%ny
=1

Usando la definicién, 3 = = = 942/(?5 = 47475, y sx = 2'1788.
k
> zi?ng
Usando el Teorema de Kénig, s3 = =lg— — 22 = 92 — (5'05)2 = 4/7475.

7.2.5. Coeficiente de variacion de Pearson

A veces hay que comparar las dispersiones de dos distribuciones expresadas en distintas
unidades. Es por ello que estudiamos una medida relativa de la variabilidad de la distribucién
mediante un numero abstracto independiente de las unidades de medida de las variables. El
coeficiente de variacién de Pearson es

s
ov =%,
T

Multiplicandolo por cien permite usar el lenguaje de porcentajes. Cuanto mayor sea C'V
menor serd la representatividad de la media. Su valor minimo es cero, cuando sx = 0, en cuyo
caso, obviamente, no hay dispersion.

Tipificacion de la variable

En ocasiones interesa deducir el valor relativo de un dato respecto al grupo que pertenece,
usando para ello la media y desviacién tipica del grupo.
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Ejemplo. Se quiere asignar un puesto de trabajo entre dos candidatos. La plaza la consigue
el que obtenga mejor calificacién en una prueba que ambos realizaron en sus ciudades de proce-
dencia. El candidato A obtuvo 55 puntos sobre 80, el candidato B 7 sobre 10 puntos. Son cono-
cidas las medias y las desviaciones tipicas de ambas pruebas: T4 = 45,54 = 12;Z5 = 6,s5 = 2.

;Quién consigue entonces el puesto de trabajo? O dicho méas generalmente: ;cémo com-
parar datos de dos muestras distintas asociadas a un mismo tipo de estudio? Se hace un
reescalamiento, denominado tipificacién.

Se llama tipificacién de la variable X, que toma los valores x1,xo,...,xk, a la trans-
formacion _
Ty — &
Z; =
SX
A la variable Z que toma los valores z1, 29, ..., 2k, se le llama variable tipificada.

Gracias a las propiedades de la media y desviacién tipica, la variable tipificada tiene media
nula y desviacién tipica uno (y ahora si podemos compararlas).

Notamos Z4 v Zp a dos nuevas variables estadisticas, las tipificaciones de las calificaciones
habidas en las respectivas ciudades. Asi, las notas de ambos individuos “tipificadas” son:

TA—TA T —IpB
24 = """ =083 z2p="—2=05.
SA SB

Estos valores ahora si son comparables, y elegimos el valor mayor, es decir, el candidato de la
ciudad A como el més apto.
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Tema 8

Variables estadisticas
bidimensionales

Los individuos de una poblaciéon pueden ser clasificados atendiendo a dos caracteres si-
multaneamente. Por ejemplo, pulso y temperatura de los enfermos de un hospital, produccién
y venta de una fabrica, etc.

El objetivo de este tema serd mostrar algunos resultados sobre el estudio de la relacién
entre dos caracteristicas dadas en el mismo problema y cémo diagnosticar posibles valores
esperados (cabe decir que al contrario que la interpolacién dada en el primer bloque de la
asignatura, ahora se usaran técnicas de aproximacién).

Consideremos una muestra de N individuos, que clasificamos atendiendo a dos caracteres
X e Y, que presentan, respectivamente, las modalidades x1,z2,...,7p € y1,¥2, ..., ¥yq. Por n;;
representamos al nimero de individuos que presenta la modalidad x; de X y la modalidad
yj de Y. Es decir, n;; es la frecuencia absoluta del par (z;,y;). Y fij = 7% es la frecuencia
relativa. Entonces

S NTERED 9 S

=1 j=1 =1 j=1

Representando los pares (z;,y;) se obtiene un conjunto de puntos en el plano llamado
diagrama de dispersion o nube de puntos. Nuestro objetivo en este tema es analizar,
dada una nube de puntos, si existe una relacién lineal entre las dos caracteristicas estudiadas.

8.1. Tablas de doble entrada

Mediante ellas vamos a representar las variables bidimensionales. En la primera columna
se colocan las modalidades de X y en la primera fila las de Y. La interseccion de la fila donde
estd x; con la columna donde esta y; corresponde a n;;.

83
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X\Y | y1 |-~ | yj || yq | Total
Tp | Mpl Tpj Tipg | Mp
Total | m.q | -++ | nj |-+ | ng
q . . p .
n;. = . n; es la frecuencia absoluta marginal de X, y n.; = ) n;; es la frecuencia
j=1 i=1

absoluta marginal de Y.

Se verifica que

Se pueden definir las medias, varianzas y desviaciones tipicas marginales de X e Y, pero en
la practica vamos a simplificar los calculos pues toda tabla de doble entrada va a poderse
escribir como una tabla simple.

Veamoslo con el ejemplo siguiente: estudiamos el nimero de toneladas de sandias y de
melones producidos en 50 granjas. X es el nimero de toneladas de sandias e Y el nimero de
toneladas de melones. La tabla de doble entrada

X\Y |0 1|2 ]3]4]|5]|6] Total
0 2101413 ]1|0]0 10
1 31019100310 15
2 0,6 0|6 0|01 13
3 1{410101]2]1]0 8
4 0|0 2]0|1|0]0 3
5 0|00 1|0|0]0O 1
Total | 6 | 10 | 15 |10 |4 |4 |1 50




8.2. RELACIONES ENTRE LAS VARIABLES X EY

la convertimos en una tabla simple (donde cambiamos los subindices)

00 |2
012 (4
013 |3
0 4|1
110 |3
11219
1153
21116
213 1|6
2 16 |1
310 |1
311 1[4
3 14 |2
3 195 |1
4 12 |2
4 14 11
5 |3 |1

En la tabla de doble entrada se puede calcular, por ejemplo,

_ 0-10+1-15+2-13+3-8+4-3+5-1 _ Ve
N 50 N ’

k
Z xﬁni.
=1

sk = — — 7% = 1'55.

8.2. Relaciones entre las variables X e Y

85

1- El primer indicador del grado de relacion entre las variables va a ser la covarianza o

varianza conjunta de las variables X e Y.

La covarianza de la variable bidimensional (X,Y’), es decir, la que toma los valores

(x1,91), (x2,92),..., (xk, yx) con frecuencias absolutas ni,na,...,ni es
k k

(i = 2)(yi —Y)ni Y Tiying
i=1 i=1 __

SXy = N = N —XyY.
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(Esta tltima igualdad se comprueba simplemente desarrollando el producto previo.)

2- Curva de regresién. Buscamos una curva y = f(x) cuya gréfica se adapte lo més
posible a la nube de puntos, de manera que conocido el valor de una de las variables podamos
obtener un valor aproximado de la otra mediante esta curva. Asi podemos encontrar regresioén
lineal, parabdlica, exponencial, etc.

Unicamente vamos a analizar la regresion lineal, es decir, el caso de la recta que mas cerca
pase de los puntos dados (esto se hace midiendo y minimizando la distancia, en cierto senti-

do, de la recta a la nube de puntos; segiin qué se minimice se pueden obtener distintas rectas).

La recta de regresién de Y sobre X y la de X sobre Y son, respectivamente,

_ SXY _ _ SXY _
y—y=-——5(-2), z-2=-—5(y—1).
Sx Sy

Ejemplo. Las calificaciones en Mateméticas (X) y Quimica (Y) de 15 alumnos de Farmacia
son

X 8 8 6 6 7 8 5 6 7 7 8 7 8 6 8
Y 4 6 3 5 4 6 4 4 6 4 5 7 6 5 6
Gréficamente vemos su distribucion:
8
7 * i
6 * * 7
5+ * * ]
at * * * * i
3t * i
% 45 5 55 6 65 7 75 8 85 o

Nos planteamos el siguiente problema: mediante la recta de regresién de Y sobre X, determi-
nar la nota que tendrd un alumno en Quimica que tiene un 8 en Matematicas.

Calculamos para ello las medias, varianzas y covarianza de las variables:

T="17, 5% =093 7=>5 s+ =12 sxy=0053.
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La recta de regresién de Y sobre X es

y—5= 3:22(1‘ —7) =y =057z +101.
.
7t *
6f * *
5t * *
4t * * * *
3t *
% 45 5 55 & 65 7 75 8 85 s

Esta recta, que minimiza la distancia (en el sentido de minimos cuadrados) de la nube de
puntos a ella mas que cualquier otra recta, sirve para “aventurar” aproximaciones de valores
buscados estén o no en los datos iniciales.

Por ejemplo, la nota “mas esperada” por esta via en Quimica para un alumno con un 8
en Mateméticas serda y = 0’57 - 8 + 1’01 = 5/57.

3- La correlacién es la teoria que analiza el grado de intensidad de la relacién entre las
dos variables. Diremos

= Correlacion positiva si la curva de regresion es creciente.

= Correlacién negativa si la curva de regresion es decreciente.

= Correlacién nula si no existe ninguna relacién entre las variables (variables incorreladas).

= Correlacién de tipo funcional cuando todos los puntos de la nube de puntos pertenecen
a la curva de regresion.

Supongamos que la regresién es lineal. Analizamos como indice de la correlacién entre las
variables X e Y el coeficiente de correlacién lineal de Pearson:
SXY
SXSy '

Se puede probar que —1 < r < 1. Ademas:
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= Si r = 0, entonces las rectas de regresién son y = gy, * = I, es decir, paralelas a
los ejes, no habiendo ningun tipo de dependencia entre ellas. Corresponde a variables
incorreladas.

» Si|r| =1, ambas rectas de regresién son iguales y hay regresién de tipo funcional entre
las variables.

m Si —1 < r < 0, la correlaciéon es negativa siendo mayor la intensidad cuanto mas se
aproxima r a —1.

= Si 0 < r < 1, la correlaciéon es positiva siendo mayor la intensidad cuanto mas se
aproxima r a 1.

. . : _ s _ 053 _ 4
Ejemplo. En el ejemplo anterior, r = ;‘SYY = ForiT — 0’5, por tanto, la correlacién es

positiva pero no muy fuerte, y de ahi que la prediccién realizada no es muy fiable.




Tema 9

Probabilidad. Distribuciones
binomial y normal

En este tema trataremos algunas cuestiones basicas sobre Probabilidad. Tanto la Pro-
babilidad como la Estadistica son dos campos de las Matematicas que proporcionan ttiles
herramientas para el estudio de las ciencias de la vida. Muchos fenémenos de la naturaleza no
son deterministas, es decir, conllevan una aleatoriedad. La teoria de la Probabilidad estudia
las leyes que modelan esa aleatoriedad mientras que la teoria estadistica analiza los datos con-
cretos obtenidos de los experimentos; ambas son las caras de una misma moneda que deben
conocerse para entender mejor la realidad que se estudia en su conjunto.

Los primeros investigadores de la probabilidad de sucesos, sobre todo aplicada a los juegos
de azar, fueron los franceses Pierre Fermat (1601-1665) y Blaise Pascal (1623-1662).

El nombre de azar proviene de los juegos de dados, donde aparecia pintada la flor de
azahar y estaba asociada a la buena suerte, significaba una buena partida. Incluso el nombre
de suceso aleatorio, es decir, suceso del cual es imposible predecir el resultado, proviene del
latin “aleas”que significa dado. Sin embargo, ya un siglo antes Galileo estudié problemas
sencillos como por qué es mejor apostar a sacar un 10 que a sacar un 9 en una tirada de
tres dados. Antes que Galileo también se dedicé al estudio de estos problemas Cardano, quien
incluso escribié un libro sobre los juegos de dados en el que llega a explicar cémo hacer trampas
para ganar.

La introduccion de Pascal y Fermat en este tema vino de la amistad de Pascal con un
jugador profesional, conocido como Caballero de Meré, quien propuso a Pascal una serie de
problemas sobre distintas situaciones en las apuestas de dados. Pascal enviaba los problemas a
Fermat, con quien le unia una buena amistad y asi mantuvieron una continua correspondencia
sobre ideas y métodos. En aquella época el juego de apuestas estaba prohibido y la pena era
la carcel, por lo que el Caballero de Meré a menudo tenia que interrumpir sus partidas para
no ser descubierto. Los problemas eran entonces como repartirse con el rival el dinero de
la apuesta en funcién de cémo habia quedado la partida en el momento de interrumpirla.
Esta claro que debia repartirse proporcionalmente a la probabilidad que tuviera cada jugador
de ganar la partida en el momento de abandonarla.

En este tema veremos un concepto importante, que recibe varios nombres: esperanza

89
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matematica, valor medio o valor esperado. Mide lo que es esperable ganar en cada partida,
no quiere decir que si jugamos una partida ganemos esa cantidad sino que expresa lo que
tedricamente deberia ser la media de la ganancia por partida tras haber jugado muchas veces.
Su valor, lo veremos, es Y p;x; (en el caso de variables discretas), donde z; es el valor de cada
suceso posible y p; es su probabilidad. Como curiosidad, en la loteria nacional la esperanza
de perder es 0’7 euros por cada euro jugado. El concepto de esperanza fue estudiado por el
holandés Huygens. A partir de pequenios avances que fueron dando matematicos anteriores
(entre ellos los hermanos Nicolds y Daniel Bernoulli), Henri Laplace (1749-1827) construyo la
formulacion definitiva de la teoria general de la probabilidad. Laplace definié el calculo de
probabilidades como “el sentido comun expresado con nimeros”.
Este tema consta de las siguientes secciones:

1. Probabilidad.
2. Distribuciones discretas. La distribucién binomial.

3. Distribuciones continuas. La distribucién normal.

9.1. Probabilidad

Llamamos experimento a cualquier proceso que genera un conjunto de datos. Un expe-
rimento se dice aleatorio cuando se puede repetir en las mismas condiciones, sus posibles
resultados son conocidos previamente y el resultado de cada prueba depende del azar.

Son experimentos aleatorios: -El lanzamiento de un dado.

-El lanzamiento de una moneda.

-La extraccién de un naipe de la baraja.

-El tiempo de espera de una persona en la parada del autobis.

-El nimero de hijos de una pareja, el sexo del mayor, su estatura o el nimero de anos que
vivira.

-El nimero de veces que hay que lanzar una moneda hasta que salga cara.

El espacio muestral, que se denota por 2, es el conjunto de todos los posibles resultados
de un experimento aleatorio. Cualquier subconjunto del espacio muestral se denomina suceso.

La teoria de la probabilidad se ocupa de medir la posibilidad de que ocurra un suceso,
hasta qué punto se puede esperar que ocurra un suceso.

Un espacio muestral puede ser discreto (formado por puntos sueltos) o continuo. Los es-
pacios discretos pueden tener un nimero finito o infinito de valores. Algunos ejemplos,
-Lanzamiento de un dado, Q = {1,2,3,4,5,6}.

-Lanzamiento de una moneda, Q = {C, X }.

-Numero de veces que hay que lanzar una moneda hasta que salga cara, Q = {1,2,...,n,...}.
-Tiempo de espera de una persona en la parada del autobis, 2 = [0,40] (si la frecuencia del
autobts es de 40 minutos).
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Ejemplo 9.1. Para familiarizarnos con el espacio muestral y los sucesos consideremos el si-
guiente experimento. Se quiere estudiar el genotipo de una poblacion. Este genotipo estd fijado
en un locus, una parte fija de un cromosoma. Se supone que los genes de este locus aparecen
en tres formas diferentes, denominadas alelos, y que llamaremos aqui A1, As y As. Ademds,
los individuos de la poblacion son diploides, es decir, que sus cromosomas aparecen en pParejas.
Esto significa que un genotipo estd descrito por una pareja de genes, como por ejemplo A1 A;x.
Como el orden de los cromosomas no es importante, el genotipo A1As es el mismo que el
AsAq. St nuestro experimento aleatorio consiste en seleccionar un individuo de la poblacion
y anotar su genotipo, el espacio muestral es

O ={A1A1, A1 Ay, A1 A3, Ay Ay, As A3z, A3A3}.

La probabilidad siempre asigna valores comprendidos entre 0 y 1 a los sucesos. Cuanto
més cerca esté de 0 mas improbable es que ocurra ese suceso y, por el contrario, cuanto més
cerca esté de 1 més probable es que ocurra el suceso (suceso seguro es cuando la probabilidad
vale 1 y suceso imposible cuando su probabilidad vale 0).

Vamos a denotar la probabilidad de un suceso A como P(A). Si Q es finito y A y B son dos
sucesos de €2, la funcién de probabilidad tiene las siguientes propiedades:

(a) Para cualquier suceso 4, 0 < P(A) < 1.
(b) P(0) =0 (0 denota el conjunto vacio), P(Q2) = 1.
(¢) Para dos sucesos disjuntos Ay B, P(AU B) = P(A) + P(B).

La siguiente propiedad permite calcular probabilidades de uniones de dos conjuntos (que no
son necesariamente disjuntos). Dados dos conjuntos cualesquiera A y B,

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
Esto se deduce de que al calcular P(A) + P(B) estamos contando A N B dos veces.

Resultados equiprobables

Una clase importante de experimentos aleatorios de espacios muestrales finitos son aquellos
en los que los resultados son equiprobables. Es decir, si Q = {1,2,...,n} entonces P(1) =
P(2) = ... = P(n) (se ha usado P(i) para expresar P({i})). Entonces,

1=P(Q) = ZP(@') =nP(1),

lo que implica que P(i) = +.

n
Si A es un suceso de k elementos escribiremos A C Q y |A| = k. Entonces

Al _ K
P(A)=—=—.
(4) o " n
Ejemplos simples de sucesos equiprobables son el lanzamiento de una moneda (cara o cruz,
ambos con probabilidad 1/2) o de un dado (valores entre 1 y 6, con probabilidad 1/6, por
supuesto si el dado no estd trucado).
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Ejemplo 9.2. Veamos una aplicacion en genética. Gregor Mendel, un monje austriaco, ex-
perimenté con guisantes para estudiar las leyes de la herencia. Comenzd sus experimentos
en 1856. Su trabajo fue fundamental en la comprension de las leyes de la herencia. Pasa-
ron 35 anos hasta que el trabajo original de Mendel fue publicado y sus conclusiones fueron
confirmadas con experimentos adicionales.

Uno de los experimentos de Mendel estudio la herencia del color de la flor en los guisantes.

Mendel tenia semillas que producian plantas con flores rojas o blancas. El color de la flor en
los guisantes de Mendel estd determinado por un solo locus en el cromosoma. Los genes de
este locus aparecen de dos formas, denominadas alelos, que denotaremos por C' y c. Como las
plantas del guisante son organismos diploides, cada planta posee dos genes que determinan el
color de la flor, cada uno de ellos procedente de una de las plantas progenitoras. Por tanto,
son posibles los siguientes genotipos: C'C,Cc y cc. Los genotipos CC y Cec tienen flores rojas
y el genotipo cc tiene flores blancas.
Ejemplo. Supongamos que se cruzan dos plantas de guisantes, ambas del tipo C'c. Determinar
las probabilidades de cada genotipo en la generacion siguiente. ;Cudl es la probabilidad de que
una semilla escogida aleatoriamente del resultado de este cruce produzca flores rojas? Los
diferentes genotipos son CC,Cec,cc porque Cc y cC producen el mismo genotipo. Por tanto,
P(CC) = P(cc) = 1/4 y P(Cc) = 1/2. La probabilidad de que una semilla produzca flores
rojas es 3/4 porque es la probabilidad de que sea CC, Cc o cC.

9.2. Distribuciones discretas. La distribucion binomial

Recordemos que una variable aleatoria es una funcién del espacio muestral €2 en el conjunto
de los nimeros reales; éstas se denotan por X, Y, Z, etc. Si el recorrido (conjunto imagen)
de X es finito o infinito numerable se llama variable aleatoria discreta. Si el recorrido es un
continuo de valores se llama variable aleatoria continua.

Definicién 9.3. Dada una variable aleatoria discreta X, la funcién p(x) = P(X = z) se
denomina funcion de masa de probabilidad. Tiene las siguientes propiedades:

(a) p(x) = 0.
(b) 2pp(z) =1.

Otra funcién importante, definida para cualquier variable aleatoria, ya sea discreta o con-
tinua, es la funcién de distribucién (acumulativa) F'(z) = P(X < z). De ahora en adelante se
llamara simplemente funcién de distribucion.

En una variable aleatoria hay dos cantidades caracteristicas, ya las vimos en el tema de
Estadistica. Una es la esperanza (en el tema de Estadistica la llamamos valor medio o valor
esperado) y la otra es la dispersion alrededor de la esperanza (la varianza). Para el caso de
una variable discreta se definen asi:

Definicion 9.4. Sea X una variable aleatoria discreta. Su esperanza o valor esperado o media
es
EX =) aP(X =ux).
x
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Esta definicién es equivalente a la que dimos en el tema de Estadistica, interpretando las
probabilidades como frecuencias relativas.

Definicion 9.5. Para cualquier variable aleatoria X de esperanza p, la varianza se define
como
var(X) = B(X — p)?,

es decir, la esperanza de las desviaciones respecto de la media al cuadrado. Si X es discreta,

var(X) = Z(x —u)?P(X =2z).

T

La distribucién binomial

Pensemos en el siguiente experimento aleatorio. Una bolsa negra opaca contiene bolas
blancas y bolas negras, en distinta proporciéon. El experimento consiste en sacar una sola
bola. Si es blanca, lo consideramos éxito, y si es negra, lo consideramos fracaso. La variable
aleatoria que modela el experimento se llama variable de Bernoulli.

La probabilidad de éxito serd p = P(blanca) =ntimero de bolas blancas/nimero total de
bolas, mientras que P(negras) =1 — p.

Podriamos sacar una bola, ver su color y anotar el resultado, volver a introducir la bola
en la bola, y repetir el experimento hasta n veces. Obviamente cada extraccién supone un
proceso independiente. La variable aleatoria que da el niimero de éxitos (bolas blancas) en las
n veces que se ha repetido el experimento recibe el nombre de variable discreta binomial. Es
decir, la binomial es la suma de n variables de Bernoulli.

Entonces, denotaremos por S, la variable aleatoria que cuenta el nimero de éxitos en n
extracciones independientes. Cada prueba tiene dos posibles resultados, éxito o fracaso, con
probabilidad de éxito igual a p y de fracaso igual a 1 — p. Esto nos ayuda a describir mejor
a la binomial S,,, poniéndole “los apellidos” de parametros n y p, y siendo su distribucién de
valores los siguientes (basados en simple combinatoria):

P(S,=k) = ( Z ) P —p)*

n n!
< k ) T k(- k)

Ejemplo 9.6. FEl sindrome de Down o trisomia 21 es una anomalia genética en la que hay
presentes tres copias del cromosoma 21 en lugar de dos. En EEUU la preponderancia es de
1 cada 700 embarazos. ;Cual es la probabilidad de que al menos 1 de cada 100 embarazos
resulte afectado? S1gp va a ser la variable que da el nimero de embarazos afectados, n = 100,
p = 1/700 es la probabilidad de que un embarazo resulte afectado.

donde

100
P(S100 > 1) =1 = P(S100 =0) = 1 - ( 0 >p°<1 —p)'% = 01332

Obviamente esto no es lo mismo que 1/700 - 100, que seria un resultado errdéneo.
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Para calcular la media y la varianza de una variable binomial S,,, de parametros n y p, es
util escribirla como suma de sus variables (Bernouilli) més simples:

n
Sn = X,
k=1

donde X} es la variable aleatoria que vale 1 si la k-ésima prueba tuvo éxito y 0 si la k-ésima
prueba no tuvo éxito. Entonces,

EXk:1-P(Xk:1)—|—O-P(Xk:0):p,

n n
ESy=E() Xp)=) EXy=np.
k=1 k=1

var(Xy) = (1 = p)*P(Xp = 1)+ (0 — p)*P(X = 0) = (1 — p)*p + p*(1 — p) = p(1 — p).

Como las X}, son independientes’, tenemos que

var(Sy) = var(z Xi) = Zvar(Xk) =np(1l—p).

k=1 k=1

Ejemplo 9.7. Consideremos de nuevo las plantas de guisantes. Supongamos que se obtienen
20 resultados independientes de cruces Cc x Cec. Calcular la probabilidad de que como mucho
dos resultados presenten flores blancas y calcular el valor esperado y la varianza del nidmero
de resultados con flores blancas.

Llamemos Sy al nimero de resultados que presentan flores blancas en 20 pruebas. Enton-
ces, n =20 y p es la probabilidad de que en una prueba salgan flores blancas. Si el cruce es
Cc x Ce, se tiene el espacio muestral Q@ = {CC,Cc,cC,cc}, y por tanto, p = 1/4. Nos piden
P(Sy <2).

P(SQQ < 2) = P(SQQ = 0) +P(820 = 1) +P(820 = 2) =

B 20 1 0 3 20 20 1 3 19
“lo (4) (4) ! 4(4) "
20 1 2 3 18 )
()0 E) -

1
E520:np220’1:5,

3
var(Sz) =np(l —p)=5- 1= 3'75.

1 . . . . . . .

La varianza de la suma de un nimero finito de variables independientes es la suma de sus varianzas. Esto
se deduce (esencialmente) de que la esperanza del producto de dos variables aleatorias independientes es el
producto de las esperanzas de cada una de ellas.
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Ejemplo 9.8. Supongamos que una mujer portadora de hemofilia tiene 4 hijos con un hombre
que no es hemofilico. Calcular la probabilidad de que al menos una hija sea portadora del gen
de la hemofilia.

Llamemos Sy al nimero de hijas portadoras del gen. Entonces, n =4 y p es la probabilidad
de que una hija sea portadora, por tanto, p =1/2.

P(Sy>1)=1-P(S4=0)=1- ( 3 ) (;)0 <;>4 — 0/9375.

9.3. Distribuciones continuas. La distribucion normal

Para describir la distribucién de probabilidad de una variable aleatoria continua se utili-
zard su funcién de distribucién F(z), que como ya definimos es F(z) = P(X < x) (igual que
en el caso de una variable aleatoria discreta, sélo que a diferencia del caso discreto aqui hay
infinitos puntos e incluso intervalos). La funcién de distribucién tiene las siguientes propieda-
des:

(a) 0 < F(z) <1.

(b) lim F(z)=0, lim F(z)=1.

r——00 Tr——+00
(c) F es creciente y continua.

A diferencia de lo que ocurria con una variable discreta, en el caso de una variable continua,
su funcién de distribucién F(x) es continua. (En una discreta, F'(z) es una funcién constante
a trozos y presenta saltos.)

Definicion 9.9. Una funcion que cumpla las tres propiedades anteriores se llama funcion de
distribucion de una variable aleatoria continua.

Otro concepto importante de las variables continuas es el de funcién de densidad.

Definicién 9.10. Si existe una funcion no negativa f(x) tal que la funcion de distribucion
de una variable aleatoria F(x) admita la representacion?

)= [ fGs)ds
se dice que X es una variable aleatoria continua con funcion de densidad (o de probabilidad)
f(z).

Se tiene que

/+Oo F(s)ds = 1.

—00

2Esta funcién se puede interpretar como el paso al limite de lo que se obtiene en un histograma de una
variable estadistica cuando la amplitud de los intervalos tiende a cero.
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Cualquier funcién no negativa que cumpla esta ultima propiedad se dice que es una funcién
de densidad.

La esperanza EX de una variable aleatoria continua con funcién de densidad f(z) es®

EX = /+Ooxf(x) dx,

y la varianza, si la media es p,
“+o0o
var(X) = B(X = = [ (o = nP (e da,

Distribucién normal

Es la distribucién continua mas importante, porque es la que aparece mas frecuentemente.
Su funcién de densidad tiene esta forma

09 =

08r B

07+ B

0.6 -

04f E

03r =

02r B

01F q

Definicion 9.11. La funcidn de densidad de una variable aleatoria X con distribucion normal
de pardmetros p y o, que denotaremos N(u,o) es

1 —(z—p)?
e 22 | —oo <z < +o0.

fz) =

oV 2

El parametro p es la media y el parametro o es la desviacion tipica (la raiz cuadrada de la
varianza,).

3Este valor puede verse como el paso al limite en el cdlculo de la media de una variable discreta que use las
marcas de clase, donde la amplitud de los intervalos tiende a cero, es decir, la integral de Riemann.
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Propiedades de esta funcién de densidad:
(a) f(x) es simétrica.
(b) El méaximo de f(z) estd en = = p.
(¢) La funcién tiene dos puntos de inflexién: z = y—oy x = pu+o.

Obsérvese que efectivamente se trata de una funcién de densidad porque
“+oo
f@)=0 fla)dz = 1.

—00

Entonces,

1 b (a2
Pla< X <b)= / e 22 dz,
a

- oV 2T

Flac X <h)

Y # b

el area limitada por f(z), el eje OX y las rectas verticales z = a y x = b.

No es posible calcular esta integral de manera explicita. Sélo se puede aproximar numeéri-
camente. Para ello hay una tabla que contiene los valores de la distribucién normal de parame-
tros p = 0y 0 = 1, esto es N(0,1). Dicha tabla da los valores F(z) = P(X < x) cuando
X =N(0,1).

Uno de los principales resultados de la teoria de Probabilidad y que incide en la importancia
de la distribuciéon normal es el Teorema Central del Limite, que expondremos a continuacién.
Consideremos una secuencia de variables aleatorias independientes X1, Xo, ..., X}, todas con
la misma distribucién (idénticamente distribuidas). Denotemos por EX; = p y var(X;) = o2
El Teorema Central del Limite dice lo siguiente:
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Teorema 9.12. Sean X1, Xo,..., X, variables aleatorias independientes e idénticamente dis-

n

tribuidas de media EX; = p y varianza var(X;) = 0% < +00. Sea S, = ZXZ" Entonces,
=1

cuando n — 400,

siendo F(z) la funcién de distribucion con distribucion normal estindar.

El teorema nos dice que si se suman un gran nimero de variables aleatorias independien-
tes e idénticamente distribuidas, con media y varianza finitas, entonces, tras un cambio de
variable adecuado, la distribucién de la variable resultante es aproximadamente la normal.

Su aplicacién radica en que si una cuestion asociada a un solo individuo puede tratarse con
datos estadisticos como una variable Bernouilli, que fume o no, que beba o no, que compre
una entrada que ha reservado o no, etc, la misma cuestion pero referida a un conjunto de
individuos puede tratarse como una variable normal, cuya distribucién se conoce.

Este hecho aparece por ejemplo en la forma de estudiar la venta 6ptima de billetes de
avién o de permitir reservas hoteleras (y en las pocas ocasiones en que fallan las previsiones,
se produce el famoso overbooking).

Calculo de probabilidades usando la tabla

( Cémo utilizar la tabla para una distribucién normal? Antes de tratar el caso general, de
media p y desviacion tipica o, consideraremos el caso de la normal de media 0 y desviacién
tipica 1, N(0,1), que se denomina distribucién normal estandar.

Su funcién de densidad es
1 22
r) = e 2.
fa) = —=

La tabla de la Figura 9.1 contiene los valores de

1 o2
F(z) = / T2 dx,

e
oo V2T

es decir, P(X < z), pero sélo para valores z > 0. Para valores z < 0 se aprovecha la simetria de
la funcién de densidad. Recordemos que F'(z) es el drea encerrada por la funcién de densidad,
el eje OX y la recta z = z (“falta un lado” correspondiente al extremo x — —o0, ya que en
realidad se estd haciendo una integral impropia). Por ejemplo, F(1'15) hay que buscarlo en
la tabla en la interseccién de la fila 1’1 y la columna 0’05, es decir: F(1'15) = (0/8749.

Obsérvese que a partir de un momento dado los valores que aparecen en la tabla son 1,
esto no es exacto por supuesto, pero el error es tan pequeno que se redondea a dicho valor.

Otros valores de F'(z) deben calcularse usando las propiedades de simetria de dicha distri-
bucién y las de cualquier funcién de probabilidad. Por ejemplo, F'(—2) es el drea a la izquierda
de -2 y es igual que el drea a la derecha de 2, o sea, el area total, 1, menos el drea a la izquierda
de 2. Por tanto,

F(=2)=1-F(2)=1-09773 = 00227.



9.3. DISTRIBUCIONES CONTINUAS. LA DISTRIBUCION NORMAL 99
normal 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,03

0 0,5 0504 ¢ 0508 ¢ 0512 @ 0,516  0,5199 1 05239 : 05279 | 05319  0,5359
0,1 05398 ¢ 05438 ; 05478 ¢ 0,5517 | 0,5557 § 0,5596 ; 05636 ¢ 05675 05714 | 0,5754
0,2 05793 1 05832 : 05871 1 0,581 : 0,5948 | 059587 : 06026 | 06064 : 06103 | 06141
0.3 06179 : 06217 | 06255 06293 @ 06331 ; 06368 | 06406 ; 06443 1 0,648 . 06517
0,4 06554 ¢ 06591 ; 06628 | 06664 ¢ 067 @ 06736 ; 06772 @ 06808 ; 0,6844 | 0,6879
0.5 063915 0695 06985 07019 ¢ 07054 : 07088 : 07123 : 07157 ¢ 0,719 | 0,7224
0.6 07258 : 07281 1 07324 07357 10,7389 ; 07422 : 07454 : 07486 | 07518 ;. 0,7549
0.7 0756 107612 07642 07673 07704 1 07734 . 07764 1 07784 | 07823 0,7852
0.8 07881 : 0,791 {07939 07967 @ 0,7996 ; 0,8023 : 08051 ; 08079 { 0,8106 : 0,8133
0.9 08159 : 08186 | 08212 08238 ; 0,8264 {1 0,8289 : 08315 ¢ 0,834 | 0,836%  0,8389
1 058413 : 08438 | 08461 | 0,8485 {1 0,8508 ; 0,8531 | 08554 | 08577 | 0,859 | 0,8621
1.1 08643 ¢ 08665 ; 08686 ¢ 0,8708 ; 0,8729 : 08749 : 0877 © 0,879 | 0,881 i 0,883
1.2 08349 | 08869 : 08888 | 0,8907 : 0,8925 | 0,8944 : 08962 | 0,898 : 08097 | 0,8015
1,3 09032 : 09049 : 09066 ; 0,9082 { 0,9099 : 09115 : 09131 ; 09147 : 09162 ; 0,9177
1.4 09192 ¢ 09207 | 09222 1 0,8236 | 0,925%1 ¢ 0,9265 ; 09279 ¢ 09292 | 0,9306 | 0,9319
1.5 09332 © 09345 089357 | 0,937 : 0,9382 ; 09394 : 09406 | 09418 © 0,943 | 0,844
1,6 09452 : 08463 1 09474  0,9485 ¢ 0,9495 ; 09505 © 09515 09525 1 0,953%5 © 0,9545
1,7 09554 ¢ 09564 | 09573 1 0,8582 | 0,9591 ¢ 0,9599 : 09608 : 09616 | 0,9625 1 0,9633
1,8 09641 ; 09649 ¢ 09656 | 0,8664  0,9671 ; 0,9678 : 09686 ; 09693 ¢ 0,87 | 00,8708
1.8 09713 : 08719 1 09726 09732 0,8738 : 09744 © 0,975 : 08756 | 09762 © 0,9767
2 09773108778 09783 09788 09793 1 09798 : 0,9803 ¢ 09808 ; 0,9812 : 0,9817
2.1 09821 : 08826 1 0933 09834 09838 ; 0,96842 : 0,9846 ; 0,935 | 0,9854 © 0,9857
22 09861 : 0,9865 ;| 09868 09871 09875 1 09678 : 0,9881 : 09384 ; 0,9887 @ 0,989
2.3 0,9803 : 0,8896 | 09895 00,9901 @ 0,9904 ; 0,9906 : 0,9909 : 09911 { 0,9913 : 0,9916
24 09918 ¢ 0,992 09922 09925 ; 0,9927 : 0,9929 : 09931 : 09932 : 09934 | 0,9936
25 09938 : 0,994 @ 09941 ; 0,9943 1 0,9945 ; 0,9946 : 09948 ; 09949 : 09951 | 0,9952
26 09953 : 09955 | 09956 : 0,9957 | 0,9959 ¢ 0996 [ 09961 : 09962 | 09963 : 0,9964
2 09965 | 09966 : 09967 | 0,8968 : 0,9969 | 0,997 : 09971 | 09972 : 09973 | 0,9974
2.8 0,9974 : 08975 {1 09976 09977 09977 09978 1 09979 . 0998 | 0,898 | 0,993
2.9 099861 : 08982 | 09983 099583  0,9984 | 0,9084 . 09985 ¢ 09985 | 0,9986 @ 01,9936
3 099567 : 0,9987 | 09987 09938 : 0,9988 ; 0,9939 : 0,99589 : 09989 ¢ 0,999 . 0,999
3,1 0,899 : 0,8991  0,99971 : 0,9691 ; 0,8892 : 0,99482 ; 0,9982 08992 = 0,89983 | 0,80893
3,2 0,9993 | 0,9993 : 0,9894 | 0,8994 : 0,95994 ; 0,9994 : 09354 & 0,9995 ¢ 0,9855 | 0,9995
33 0,8905 : 0,8985 | 09996  0,9996 ¢ 0,0906 : 0,9096 | 0,9996 : 089586 | 0,9996 © 0,9997
3.4 0,8997 ¢ 0,8997 . 0,9897 | 0,8997 ; 0,9987 : 0,9997 : 0,9997 | 0,8997 ; 0,98958 | 0,0993
3.5 0,8998 ; 0,89998 @ 0,98958 | 0,8993 | 0,9988 ; 0,9998 | 09998 ; 0,89998 | 0,98958 ;| 0,0993
3.6 0,8998 ¢ 0,9990 ;. 0,9698 | 0,8999 ; 0,9989 : 0,9999 : 0,5959 @ 0,99998 ; 0,9658 | 0,0999
3.7 0,9999 | 0,9999 : 0,9898 | 0,8999 : 0,95999 | 0,9999 : 0,5389 ; 0,9999 : 0,9858 | 0,8999
3.8 0,9999 : 0,9999 | 00,9958 | 0,999 ; 0,95999 : 0,9999 : 10,9359 1 1 1
3.9 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Figura 9.1: Tabla de la distribucién normal estandar N (0, 1)




100 TEMA 9. PROBABILIDAD. DISTRIBUCIONES BINOMIAL Y NORMAL

Si deseamos conocer el valor general P(N(0,1) € (a,b]), debemos usar la igualdad siguiente
(gracias a las propiedades de probabilidad):

P(N(O7 1) € [avb]) = P(N(O7 1) € (—OO,b]) - P(N(07 1) € (—OO,(I]) = F(b) - F(CL),
de modo que hay que razonar dos veces como antes para obtener F'(a) y F(b).

El caso general en que X es una variable normal de media p y desviacién o se trata como
sigue. La funcion de distribucion se obtiene haciendo un cambio de variable para transformar
a X en una variable normal estdndar. El cambio ya fue visto con anterioridad, es el de
tipificacién de una variable:

72Xk
o

Entonces, Z se comporta como N(0,1).

F@ﬁd%Xgm:PwZ+u§@:P<Z§x_ﬂ>

o

La importancia de la distribuciéon normal es grande ya que una gran parte de los estadisticos
se basan en que las cantidades observadas tienen distribucién normal.
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