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9.1 Introduccion

El objetivo de este tema es exponer muy brevemente algunos de los conceptos basicos relacionados
con las ecuaciones diferenciales ordinarias, con el objetivo de mostrar las técnicas elementales de su
resoluciéon numérica, asi como, en las clases practicas, las funciones MATLAB que las implementan.
Queda fuera del objetivo de estas notas, el estudio analitico de los problemas considerados.

Una ecuacién diferencial es una ecuacién en que la incégnita es una funcién: no el valor de la
funcién en uno o varios puntos, sino la funcién en si misma. Adem4s, la ecuacién involucra no sélo la
funcién (incognita), sino también sus derivadas hasta un cierto orden.

Cuando la incégnita es una funcién de una sola variable se dice que la ecuacién es ordinaria, debido
a que la o las derivadas que aparecen son derivadas ordinarias (por contraposicién a las derivadas
parciales de las funciones de varias variables).

Por ejemplo,
y'(t) = —y(t) (9.1)

es una ecuacion diferencial ordinaria (edo) de primer orden, ya que la maxima derivada que aparece
en ella es la de primer orden. Si no resulta confuso se suele escribir también esta ecuacién en la forma
y' = —y, omitiendo la mencién expresa a la dependencia de y respecto de t.

Resolver esta ecuacién consiste en encontrar una o varias funciones y = y(t) que verifiquen la
igualdad y/(t) = y(t), para todo t perteneciente a un cierto intervalo I. Una tal funcién se dice que es
una solucién de la edo en el intervalo I.

Con caracter general, una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden se escribe:

y' = f(t.y) (9.2)

y se dice que y = y(t) es solucién en I de esta ecuacién si se verifica
’ dy
y) (=50 ) =fty@), viel (9.3)

¢ es solucién de la ecuacién (9.1) en cualquier intervalo I C R, ya

Por ejemplo, la funcién y = e~
que

y(t)=—et=—y(t), VteR.
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Pero también es solucién cualquier funcién de la forma y = Ce™* siendo C' una constante arbitraria,
puesto que
y(t)=—-Ce ' = —y(t), VteR.
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Figura 9.1: Curvas de la familia y(t) = Ce™,
soluciones de la ecuacién (9.1), para diversos
valores de C.

Asi pues, la ecuacion (9.1) tiene infinitas soluciones, lo que no es una particularidad de esta ecuacién
concreta. La ecuacién diferencial ordinaria (9.2) posee, en general, una familia de infinitas soluciones
dependientes de una constante arbitraria, a la que se suele llamar solucién general de (9.2). Para
cada valor de dicha constante arbitraria se obtiene una solucién particular.

Con frecuencia, en las aplicaciones, lo que interesa es encontrar una solucién particular que verifica
alguna condicién. Por ejemplo, que toma un valor dado para un valor, también dado, de la variable
independiente. En este caso, el problema que se plantea se escribe:

yl = f(t>y)
{mm:m, (94)

y recibe el nombre de problema de valor valor inicial. El nombre proviene del hecho de que,
con frecuencia, la variable independiente, ¢, representa el tiempo, y el valor ¢y es el instante en que
comienza un experimento, observacion o simulacion.

En general, si se verifican ciertas condiciones razonables de regularidad de la funcién f, el problema
de valor inicial (9.4) tiene solucién tunica.

Por ejemplo, el siguiente problema de valor inicial, asociado a la ecuacién (9.1),

(Vo (9:5)

tiene una tnica solucién, y = e™!, que se puede encontrar imponiendo la condicién inicial, y(0) = 1,
a las funciones de la familia de soluciones, y = Ce~t, para deducir para qué valor de la constante
arbitraria C' se cumple la condicion. Es decir:
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9.2 Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias

Las ecuaciones diferenciales, debido a que relacionan los valores de una funcién con los de su(s)
derivada(s), son una herramienta fundamental en el tratamiento matemético de cualquier fenémeno
dindmico, es decir, que involucre magnitudes que cambian con el tiempo (o con cualquier otra magni-
tud). Por ello, sus campos de aplicacién son numerosos en fisica, quimica, biologia, economia, ... He
aqui solo algunos ejemplos:

9.2.1 Ley de desintegracion radiactiva

Los ntcleos de determinados elementos quimicos (radiactivos) se desintegran, transformandose en
otros y emitiendo radiaciones. Se sabe que la velocidad de desintegraciéon de una sustancia radiactiva
(es decir, el nimero de dtomos que se desintegran por unidad de tiempo) en un instante dado es
proporcional al nimero de atomos de dicha sustancia existentes en ese instante. En consecuencia, si
se denota por A(t) el nimero de dtomos de la sustancia original presentes en el instante ¢, se puede
escribir:

A(t) = —MA(),

donde el signo menos se debe a que la velocidad es negativa (el nimero de dtomos disminuye) y la
constante de proporcionalidad, A > 0, se llama constante de descomposicién o de decaimiento, y es
propia de cada sustancia radiactiva.

Si se conoce el niimero de dtomos presentes en un instante dado, por ejemplo se sabe que en ¢t = 0
es A(0) = Ap, y se conoce también la constante de decaimiento, A\, entonces se puede predecir el
numero de dtomos presentes en cualquier instante posterior, ya que A(t) es la solucién del problema
de valor inicial:

A'(t) = =AA(t) ¢ =0,
{ A(0) = Ao (9:6)
! e
La solucién del problema (9.6) es la expo- a5 :nggigé
nencial decreciente: 3 ambdazs| |
2.5¢
A(t) = Aoe_)\t ,

cuya grafica, para algunos valores de A, se
representa en la Figura 9.2. Obsérvese que
cuanto mas grande sea A\, mas rdpidamente
se desintegra la sustancia.

0 0.5 1 15 2

Obsérvese también que, para conocer el valor

del coeficiente A de una sustancia determi- Figura 9.2: Representacién grafica de la fun-
nada, basta conocer el valor de A(t) en dos cién y = 2, solucién de (9.6) con Ag = 2,
instantes distintos. para varios valores de .

Por ejemplo, sabiendo que A(0) = Ay y A(t;) = Ay, se tiene, por un lado A(t) = Age ™™, Vt > 0, y
por el otro:
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A A 1. A
A(tl) = A(]e_)\tl = Al ~ 6_)\t1 = I; = *)\tl =1In I; &S A= E In Ai(l)

9.2.2 Ley de enfriamiento de Newton

En determinadas condiciones, la velocidad a la que cambia la temperatura de un objeto es pro-
porcional a la diferencia entre su temperatura y la del medio en que se encuentra. Si se denota por
T'(t) la temperatura del objeto en el instante ¢, la ley anterior se expresa matematicamente mediante
la siguiente ecuacién diferencial ordinaria:

T'(t) = —k(T(t) — M), (9.7)

donde M es la temperatura del medio (que se supone constante) y k es la constante de proporciona-
lidad, propia del objeto.

Si en el instante inicial, t = 0, la temperatura toma el valor Tj, entonces, la temperatura del objeto
en cualquier instante posterior, T'(t), viene dada por la solucién del problema de valor inicial:

T'(t) = —k(T(t) — M),
{ T(0) = Tp. (9:8)

La solucion general de la ecuacién (9.7) es
T(t)= M + Ce ™™, C €R arbitraria,
y la solucién particular que verifica T'(0) = T es

T(t) = M + (Ty — M)e *t,

En la Figura 9.3 estan representadas las solu-
ciones del problema (9.8) para diversos valo-
res del dato inicial Ty. Obsérvese que, como
es obvio intuitivamente, la temperatura del
objeto varia mas rapidamente cuanto mayor
es la diferencia entre la temperatura inicial ,
del objeto y la temperatura del medio.

101
Por otro lado, sea cual sea su temperatu-

ra inicial, la temperatura del objeto tiende, 0 \ \ \ \

. . 0 50 100 150 200 250
cuando pasa el tiempo, a igualarse con la
temperatura del medio (asl’ntota horizontal Figura 9.3: Representacién gréﬁca de la fun-
en T'= M). cion T = M + (Ty — M)e ", solucién del

problema de valor inicial (9.8), para M = 25,
k = 0.02 y varios valores del dato inicial Tj.
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9.2.3 Dinamica de poblaciones

El comportamiento de una poblacién de seres vivos cuyo nimero de individuos varia en el tiempo
puede también ser matematicamente modelada mediante ecuaciones diferenciales. Se presenta aqui un
caso sencillo.

En determinadas condiciones, el crecimiento de algunas poblaciones se rige por la siguiente ley,
denominada logistica:

P (t) = rp(t) —mp*(t). (9.9)

En esta ecuacién p(t) representa el nimero de individuos de la poblacién existentes en el instante ¢. El
primer término de la derecha de esta ecuacion (7 p(t)) expresa mateméticamente el crecimiento natural
de la poblacién, debido a la reproduccién: la poblacion crece de forma proporcional al niimero de
individuos de la misma. El segundo término (—m p?(t)) intenta expresar el hecho de que, si los recursos
(alimentos) son limitados, entonces los individuos de la poblacién “compiten” por ellos, impidiendo
un crecimiento ilimitado. Este término hace disminuir la velocidad a la que crece la poblacion, razén
por la que lleva signo menos.

Si en el instante inicial ¢ = 0, el nimero de individuos es p(0) = pg, entonces p(t) es solucién del
siguiente problema de valor inicial:

[ty zzz0--ro

La solucién general de (9.9) es:

p(t) =

r

W, C € R arbitraria,
m e

., . . . 220 ‘
y la solucién particular que verifica la condi- 0

cién inicial p(0) = pg se obtiene para el valor \ - -p,7200 |
] . r — mpo < == P,=120
de la constante arbitraria C' = I = mpo y es:
Po

(t) = " Po
mpo + (r — mpo) e~"*
Su comportamiento cualitativo puede obser-
varse en la Figura 9.4 para varios valores de
la condicién inicial py.

0 50 160 1%0 260 250
Obsérvese que, sea cual sea el nimero de in-

dividuos de la poblacion inicial, esta tiende,
con el tiempo, a estabilizarse en el valor cons-

-
tante P = — (asintota horizontal de p(t)).
m

Figura 9.4: Gréfica de la solucién del proble-
ma (9.10) con » = 0.05 y m = 0.0003125,
para varios valores de pg.
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9.2.4 Dinamica de poblaciones: modelo presa-depredador

El caso, mucho mas complicado desde el punto de vista matematico, en que hay dos especies dife-
rentes que interaccionan, también se puede representar mediante ecuaciones diferenciales ordinarias.

Por ejemplo, se considera el caso de un sistema presa-predador, es decir, de un eco-sistema con
dos poblaciones de dos especies distintas, en donde una de ellas es el alimento de la otra. Se denota
por p1(t) el nimero de individuos de la poblacién de presas y por ps(t) el nimero de individuos de la
poblacion de predadores.

En determinadas condiciones, un tal sistema se comporta segin la ley siguiente, llamada modelo
de Lotka-Volterra:
Pi(t) = rip1(t) — dip1()p2(t),
P5(t) = —rapa(t) + dapi (t)pa(t).
Este modelo es distinto de los anteriores, ya que aqui se tiene un sistema diferencial, es decir un

sistema, con dos incégnitas pi(t) y p2(t), de dos ecuaciones diferenciales que relacionan las incégnitas
con sus derivadas y con las otras incognitas.

El término 7ip1(t) de la primera ecuacién representa el crecimiento natural (positivo) de la
poblacién de presas, en ausencia de predadores. El correspondiente término —rops(t) de la segun-
da ecuacién representa el crecimiento de la poblacién de predadores en ausencia de presas, que es
negativo por falta de alimento.

Los términos —dip1 (t)p2(t) y dapi1(t)p2(t), por su parte, tienen en cuenta la iteraccién entre ambas
especies, que resulta en un decrecimiento de la poblacién de presas y un crecimiento de la poblacion
de predadores (todos los coeficientes se suponen positivos).

T
—p, : presas

---p,: predadores

Si se conocen el nimero de presas y el de 5¢
predadores en un instante dado, t = 0, en-
tonces se puede predecir el niimero de indi-
viduos de cada especie en cualquier instan- all
te posterior, mediante la solucién del corre-
spondiente problema de valor inicial:

Pi(t) = ripi(t) — dipr(t)p2(?), o 5 m |
Pa(t) = —rapa(t) + dap1 (t)p2(t)).

p1(0) = A Figura 9.5: Representacion de la solucion del
p2(0) = B sistema de presa-predador, p; y pa, sobre el

Obsérvese que se impone una condicién ini-
cial para cada incognita, p1 y po.

intervalo temporal [0, 10], para los valores de
los coeficientes 11 =ro =d; =1,do =05y
de los datos iniciales A =4y B = 2.
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9.3 Aproximacion numérica de soluciones de ecuaciones diferen-
ciales

Sélo para algunos (pocos) tipos muy especiales de ecuaciones diferenciales se dispone de férmulas
explicitas para calcular la expresién matemaética de sus soluciones. Por ello, en la inmensa mayoria de
los casos practicos sélo es posible aproximarlas.

Los algoritmos numéricos de aproximacion de soluciones de ecuaciones diferenciales proporcio-
nan métodos para calcular aproximaciones numéricas de los valores de dichas soluciones en
algunos puntos.

A modo simplemente orientativo, se expone aqui el més sencillo de dichos algoritmos: el método
de Euler.

Se considera el problema de valor inicial (9.4), y se denota por y = ¢(t) su solucién exacta, definida
en un intervalo I = [to,t].

Por ser solucién de la ecuacién, la funcién ¢(t) verifica:

o'(t) = f(t, o)) Vtel=[toty],

y, por la condicién inicial, también verifica ¢(ty) = yo de donde se tiene:

@' (to) = f(to, (to)) = f(to,%0),

es decir, la pendiente a la curva y = ¢(t) en el punto (tg,y0) es f(to,yo) y por tanto, la ecuacion de la
recta tangente a la curva en el punto (¢, yo0) es

y = yo + ¢ (to) (t = to) = yo + f(to, yo) (t — to)-

Entonces, si la distancia t; — ty es pequena, se puede “asimilar” la curva y = ¢(t) con su tangente
en el punto (g, y0) y por lo tanto aproximar el valor y(¢1) por el valor que tome, en t;, dicha tangente,
que es:

y1 = yo + f(to, yo) (t1 — to)-
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Una vez calculada una aproximacion, yi, del valor exacto ¢(t1), para calcular una aproximacién
del valor de la solucién ¢(t) en un punto to > t1, con ty —t; “pequeno”, se reitera este procedimiento,
tomando:

yo =y1 + f(ti,y1) (t2 — t1)
como aproximacién del valor exacto ¢(ta) y asi sucesivamente.

Asi, se pueden aproximar los valores de la solucién de (9.4) en n+1 puntos regularmente espaciados
del intervalo [to,t¢]:

, VE=0,1,...,n—1

tr—t
to <ty < <typ=ts, contpyq —tp=h= fn 0

calculando los valores {yx, k& =0,...,n} mediante la siguiente férmula de recurrencia:

{ Yo = y(to)

Yk1 = Ye + hf(tr, ), k=0,...,n—1

Bajo adecuadas hipétesis de regularidad, se puede demostrar que, si i es suficientemente pequeno,
este método proporciona aproximaciones razonables de los valores de la solucién exacta ¢(t) en los
puntos £ de la particion.



